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RESUMO

Tendo em vista a riqueza de temas contemplados pela Curva Cicloide, este trabalho
resgata o estudo da curva, tanto no Ensino Basico quanto no Ensino Superior.
Timidamente ela surgiu na Histéria da Ciéncia e se tornou uma chave para o
desenvolvimento do Célculo Variacional (ramo da Matematica Aplicada), envolvendo
desde ciéncia moderna até estudos econdmicos. Este trabalho tem como principal
objetivo apresentar a importancia do estudo da Cicloide, mostrando sua
interdisciplinaridade latente e sua relevancia entre os mais diversos campos da
Ciéncia. A partir de pesquisa bibliogréafica, tendo como principais autores Bustillos e
Sassine (2011) e Coelho (2008), mostraremos como se deu a historia da Curva
desde seus primordios até os dias de hoje. Também é apresentada a demonstracao
das equacbes paramétricas da Curva Ciclbéide através de Geometria Analitica, com
vetores. Por fim, sdo propostas trés atividades aos professores dos Ensinos

Fundamental Il, Médio e Superior.

Palavras-chaves: Cicloide, Tautocrona, Braquistocrona, Ensino da Matemaética,
Interdisciplinaridade.






WHAT IS THE CYCLOID: MAIN IDEAS IN THE STUDY OF MATHEMATICS

ABSTRACT

Taking into consideration the wide variety of themes covered by the Cyclod curve,
this analysis revisit the curve's study in the Fundamental and Higher Education. This
curve rose in the Science’s History quite shyly and became a key reference for
development for Variational Calculus (branch of Applied Mathematics), passing
through modern science until economic studies. The main objective of this study is to
show how important the Cycloid's study is, demonstrating its interdisciplinary latent
and its relevance between the most diverse fields of Science. From biography
research and considering the main authors Bustillos and Sassine (2011) and Coelho
(2008), we will present how was the story of the Curve from its beginnings to the
contemporary days. Still, it will be demonstrated the parametric equations of the
cycloid curve through Analytic Geometry using vectors. Finally, it has been proposed

three activities for teachers of Elementary, High school and College.

Keywords: Cicloide; Tautécrona; Braquistocrona; Ensino da Matematica;
Interdisciplinaridade.
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PREFACIO

Tudo comegou com meu encantamento pelas curvas geradas pela régua
Espirégrafo. Até entdo, era pequena e achava simplesmente bonito. Mas, em meio a
uma pesquisa na Internet, verifiquei que as curvas de que sempre gostei nao eram
meras curvas, e sim curvas matematicas denominadas Cicloides (do grego kujloidés

= circular).

No final do meu 5° Semestre em Licenciatura em Matematica, procurei professores
que gostariam de estudar essa curva e apresentei os dados que ja havia pesquisado
sobre ela. Com sorte, comecei uma Iniciacdo Cientifica com a professora Elisabete
Guerato e pude dar continuidade a essa curiosidade que me despertou a Curva

Cicloide.

As Cicloides sdo curvas que aparecem de diversas formas em nosso dia-a-dia. A
partir de pesquisas e leituras, verifiquei que essa curva é pouco conhecida, mesmo
entre os matematicos. Ainda que tenha tantas aplicacdes, poucas sao as referéncias

encontradas na literatura sobre sua histéria e seu desenvolvimento.

Comecei a me questionar o porqué de uma curva tao aplicavel ndo ser estudada em
nenhum momento pelos graduandos em Matematica, ou ainda nem ser mencionado

algo tao interessante no Ensino Basico.

Este trabalho pretende apresentar a curva cicloide e suas diversas aplicacoes,

inclusive no Ensino Basico.
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1 APRESENTACAO DO PROBLEMA

Para melhor compreenséo do leitor neste trabalho, é necessario entender o que é
uma Curva Cicloide, visto que a mesma é desconhecida entre muitos mateméticos.
Neste capitulo faremos considera¢cdes importantes para dar continuidade ao tema

sem que haja duvidas sobre os termos utilizados.
1.1. Afinal, o que é uma Cicloide?

Vamos pensar em uma roda de carro que apresenta um ponto fixo para observacgao.
Agora, pensando nessa roda em movimento, sobre uma rua lisa, vamos observar a
trajetdria desse ponto fixo. A curva descrita por esse ponto € a curva Cicloide (Figura
1).

Figura 1 - A Curva Cicloide criada pela roda de um carro que gira ao longo de uma rua lisa.
Fonte: Retirado de Reginaldo (2012)

Essa Curva foi observada por Galileu enquanto olhava pela janela uma charrete
passando na rua. Intrigado com a curva que enxergou quando a roda da charrete
fazia um movimento completo, resolveu estuda-la, utilizando conceitos da Fisica, e
a nomeou de “Cicloide” (BUSTILLOS E SASSINE, 2011).

Uma formalizag&o da definicdo de cicloide foi feita por Coelho (2008, p. 12), que diz
“é a curva descrita por um ponto da circunferéncia de um circulo que rola sobre uma

reta sem deslizar’.

1.2. Mas, para que serve a Curva Cicloide?

A Curva Cicloide é a representacdo grafica das resolucdes dos problemas

chamados “Braquistécrona” e “Tautécrona”. Para entender os problemas da
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Braquistocrona e da Tautécrona, vamos comecar realizando alguns
questionamentos e representacdes gréficas, tal como fizeram Bustillos e Sassine
(2011):

12 Questao: “Na Figura 2 apresenta-se o desenho de dois skatistas descendo por curvas radicais, um

desce por um plano inclinado e outro por uma curva. Supondo que os dois skatistas tenham o mesmo peso e
que sob o efeito da gravidade os dois partem simultaneamente do ponto superior A até o ponto inferior B. A

pergunta é a seguinte: qual deles atingira o ponto B em primeiro lugar, isto é, qual deles sera o mais rapido,

quem percorre o plano inclinado ou quem percorre a curva?” (p. 16).

B

Figura 2 — Dois Skatistas deslizam por rampas diferentes, uma reta e a outra curva. Qual
chegara primeiro ?
Fonte: Retirado de Bustillos e Sassine (2011, p. 16).

22 Questao: “Segundo o enunciado do problema anterior, entre as infinitas curvas possiveis de descida
de um skatista, desde o ponto A até o B (ver Figura 3), e sob o efeito da gravidade, qual das curvas sera a

mais rapida?” (p. 17).
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Figura 3 — Das infinitas curvas possiveis de descida de um skatista, entre os pontos Ae B, e
sob o efeito da gravidade, qual delas serd a mais rapida?
Fonte: Retirado de Bustillos e Sassine (2011, p. 17).

38 Questao: “Numa pista de skate, conhecida como “half”, cujo formato descreve uma curva cicloide

invertida, representada na Figura 4, dois skatistas treinam manobras radicais sob o efeito da gravidade. A
Cuspide, isto é, o ponto mais alto, é denotado por A. Um ponto intermediario qualquer é denominado por B e

0 ponto mais baixo, no nivel do chao, é denotado por C. Se um dos skatistas parte da cuspide A e a outro parte

do ponto intermediario B, simultaneamente, qual dos dois chega primeiro ao ponto C, isto é, ao chdo?” (.

17).

Figura 4 — Qual dos Skatistas chegara primeiro ao ponto C? O que esta no ponto A ou o0 que
esta no ponto B?
Fonte: Retirado de Bustillos e Sassine (2011, p. 17).
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Para respondermos a primeira questdo, basta realizar um estudo vetorial e
decompor as forgas que estdo envolvidas na descida dos skatistas. E facil perceber
gue o que desce pela curva tera maior aceleracdo, devido a maior inclinacdo em

relacdo ao que desce pela reta.

A segunda e terceira questdes ndo sao triviais, e os calculos envolvidos ndo sdo

simples. Porém, vamos enunciar suas propriedades:

e a segunda questdo é uma generalizacdo da primeira, que € conhecido como
o problema da Braquistocrona (do grego brachisto = mais curto e chronos =
tempo). De todas as infinitas curvas que passam por pontos A e B,
considerando o efeito da gravidade, a Braquistdcrona é a curva que permite o

tempo menor de descida. E,

e a terceira questdo apresenta o problema conhecido como Tautécrona (do
grego tauto = no mesmo e chronos = tempo). Independemente da altura dos

skatistas, os dois chegardo sempre ao mesmo tempo no ponto C.

Para todas essas questdes, temos como solucdo a Curva Cicloide, cujas equacdes
paramétricas sao:
x = a(f — senfb)

y = a(l — cosB)

em que a é o raio da circunferéncia.

Nos proximos capitulos, veremos como deduzir as equacfes paramétricas da Curva
Cicloide, e mostraremos a importancia do estudo dessa curva — ela esta presente
entre as mais diversas areas do conhecimento. Além disso, agora que o leitor ja esta
familiarizado com as propriedades de cada curva, vamos apresentar no Capitulo 2

onde e como cada uma delas foi estudada ao longo da histéria.

7

O objetivo deste trabalho é apresentar a curva cicloide, a partir de um estudo
historico e aplicacdes dessa curva. Pretendemos discutir, também, a importancia
dessa curva como conceito essencial, tanto no Ensino Basico como de Ensino
Superior. Vale ressaltar que a relagdo com os conceitos da Fisica € muito forte
quando falamos em Cicloide. Especificamente, iremos tentar “seduzir” o aluno,

fazendo uma ponte entre a realidade e a Matematica, utilizando a Curva Cicloide em
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relagdo ao Desenho Geométrico, a Geometria Analitica, ao Espirografo, e por meio
de Softwares.

Dessa forma, este trabalho se divide em:

e Capitulo 2: apresenta um levantamento historico sobre o assunto, desde os

primeiros trabalhos que utilizam a cicloide;

e Capitulo 3: apresenta a demonstracdo da Curva Cicloide, por meio de

Geometria Analitica;

e Capitulo 4: apresenta algumas aplicacdes didaticas utilizando a Curva
Cicloide como sugestdes de atividades aos alunos do Ensino Fundamental II,

Ensino Médio e Ensino Superior;

e Capitulo 5: nossas considerag0es finais e perspectivas.
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2 CONTEXTO HISTORICO

Aqui apresentamos como, pela primeira vez, a Curva Cicloide surgiu na histéria da
Ciéncia, quem a nomeou assim e como se desenvolveu seu estudo no decorrer dos

anos.
2.1. Cicloide

Muito antes de receber esse nome, a Curva comecgou a ser estudada por Nicholas
Cusa (1471 — 1464) e pelo te6logo matematico francés, Charles Bouvalles (1471 —
1553). O estudo de Cusa e Bouvalles ainda néo tratava da Cicloide em si, mas algo

muito préximo a ela: a quadratura da circunferéncia.

Em 1564, nasce o italiano Galileu Galilei (Figura 5), cientista, artista, com uma
genialidade eminente (BUSTILLOS e SASSINE, 2011).

Figura 5 - Galileu Galilei.
Fonte: Retirado de Cremonezi (2013).

' O Problema da Quadratura da circunferéncia trata-se de construir um guadrado cuja area € igual a
um circulo dado. Esse problema é muito antigo; desde 400 a. C, os gregos ja o estudavam (BOYER,
1996).
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Como ja dito anteriormente, Galileu um dia estava na janela, apenas observando o
ambiente, quando comecou a reparar no movimento da roda de uma charrete que

passava (Figura 6).

Figura 6 - A Curva Cicloide criada pela roda de uma charrete que gira ao longo de uma reta.
Fonte: Retirado de Bustillos e Sassine (2011, p. 22).

Interessado em descobrir que curva esse movimento podia gerar, Galileu utilizou,
primeiramente, chapas metéalicas para demonstra-la. Sem muito sucesso (BOYER,
1996) Galileu sugeriu que a curva poderia formar um belo arco de uma ponte. Ele
também chegou a uma hipo6tese que a area do arco da cicloide € exatamente trés
vezes a area do circulo que a gera. De fato, ele estava correto, o que foi
demonstrado, posteriormente, por Roberval® (1602 - 1675). Foi Galileu quem batizou

a curva como Cicloide.

A “Helena da matematica” e o “Pomo da discérdia” foram nomes que representaram
a Curva Cicloide no século XVI, tamanha era a discusséo que ela gerou na época. O
frade Marin Mersenne (1588 — 1688), colega de René Descartes, que € conhecido
pela sua famosa formula “primos de Mersenne”, também participou dessa historia.
Por intermédio de um colega da igreja em que trabalhou, conheceu os trabalhos de
Galileu e em 1630 prop6s um desafio para Descartes, Fermat, Roberval e outros
matematicos da época: sugeriu que a cicloide fosse a curva utilizada para os

diferentes testes infinitesimais®, gerando assim discussdes sobre a curva.

% Roberval foi professor de Matematica no Royal College Francés e publicou os trabalhos Traité de
mécanique des poids soutenus par des puissances sur des plans inclinés a I'horizontale em 1636, e
Le systeme du monde d'aprés Aristarque de Samos em 1644 (O'CONNOR e ROBERTSON, 2008).
*Euma expressao usada para denotar objetos que sao tdo pequenos que ndo ha maneiras de vé-los
ou medi-los, porém sédo maiores do que zero.
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Roberval demonstrou corretamente o que Galileu havia proposto e chegou,
inclusive, a outras propriedades da curva, porém, ndo publicou seu trabalho.
(BUSTILLOS e SASSINE, 2011).

Independentemente de Roberval, Evangelista Torricelli (1608 — 1647) interessou-se
pela cicloide, por sugestdo de Mersenne ou Galileu, os quais admirava grandemente
(EVES, 2011). Em 1644, Toricelle publicou sua obra intitulada De parabole, na qual
inclui tanto a quadratura da cicloide quanto a construcdo da tangente (Anexo A)
Roberval, que até entdo néo havia publicado seu trabalho, acusou Torricelle de
plagio, o que ndo é verdade (BUSTILLOS e SASSINE, 2011) visto que seus
trabalhos foram independentes, embora Roberval o tenha feito primeiro.

No ano de 1658, Blaise Pascal (1623-1662), sentiu uma dor de dente fortissima e
nao estava conseguindo dormir por isso. Ao meio da dor, resolveu se distrair
estudando a Curva Cicloide, e para seu espanto, a dor sumiu. Tomou iSSO como um
sinal de Deus, mostrando que estudar a matemética ndo Lhe desagradava (BOYER,
1996). Pascal entdo propbs alguns problemas sobre a resolucdo da Cicloide,
propondo premiacfes (que ndo aconteceram) aos participantes (BUSTILLOS e
SASSINE, 2011).

ApoGs esse periodo a Cicloide sé voltou a ser discutida quando apareceram 0s
problemas da Taut6crona e da Braquistocrona.

2.2. Tautbcrona

O problema da Curva Tautécrona intrigou varios mateméticos no século XVII
(BUSTILLOS e SASSINE, 2011). A Tautécrona é a curva que, independentemente
do ponto inicial de um determinado objeto, este sempre levard o mesmo tempo para
chegar ao ponto mais baixo. Ou seja, se tivermos dois objetos ou mais sobre a
Tautocrona, em pontos diferentes (um mais alto e outro mais baixo), todos chegarao

ao mesmo tempo no ponto mais baixo (Figura 7):
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Figura 7 - Curva Tautocrona.
Fonte: Adaptado de Wikipedia: A Enciclopédia Livre (2009).

Quem solucionou esse problema foi o holandés Cristhian Huygens (1629-1695).
Nascido em Haia, Huygens (Figura 8) e seu irméo descobriram uma nova técnica de
polir lentes, o que ajudou Huygens a observar varios elementos da natureza, e
inclusive a descobrir os Anéis de Saturno (BUSTILLOS e SASSINE, 2011).

Cientista renomado, foi homenageado pela NASA (Agéncia Espacial Americana) que
batizou uma das naves exploratdrias que pousou em Saturno, dia 13 de janeiro de
2006, com o nome de Huygens (BUSTILLOS e SASSINE, 2011).

Além de ser conhecido como um grande fisico de seu tempo, devido a sua teoria
ondulatdria da luz, a seu estudo sobre o péndulo, a invencao do relégio de péndulo e
as leis de quedas de corpos, Huygens mostrou a importancia do calculo e trouxe

contribuicdes para geometria (COELHO, 2008).
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Figura 8 - Cristhian Huygens.
Fonte: Retirado de History of the Magic Lantern (2013).

A partir de seus estudos sobre o péndulo, Huygens provou geometricamente que a

Tautocrona é uma Curva Cicloide (sua demonstracdo segue no Anexo B).

Além disso, também provou que a evoluta® da Cicloide é a prépria Cicloide.

Sabendo da propriedade da Tautécrona, Huygens ainda construiu um relégio de
maior precisdo, o que contribuiu para as navegacdes - na localiza¢cdo dos navios nas
longitudes (COELHO, 2008). Patenteou entéo o relégio como criacdo sua, embora o

relégio de péndulo convencional tenha sido criado por Galileu (EVES, 2011).

* Evoluta é o local dos centros da curvatura (da curva) no plano das curvas normais. (WEISSTEIN, 2013)
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Figura 9 — Reldgio Cicloidal.
Fonte: Retirado de Doerfler (2007).

2.3. Braquistdcrona

‘A cicloide tem tantas propriedades bonitas e interessantes e gerou tantas
controvérsias que foi chamada ‘a Helena da geometria’ ou ‘o pomo da discérdia’
(EVES, 2011)”. Essas controvérsias surgiram com o problema da Braquistocrona.
Tudo comecou quando Johan Bernoulli® em 1696 propds na Acta Eruditorum® o

seguinte problema:

"Dados um plano vertical e dois pontos A e B sobre o plano, com A
mais alto do que B, e um ponto mével M, determinar uma curva ao
longo da qual uma particula material desliza no menor tempo
possivel de A até B, considerando apenas a acao da gravidade, sem
atrito.” (BARON, 1985 apud COELHO, 2008, p. 22).

Esse problema foi o que apresentamos no Capitulo 2, para despertar no leitor

curiosidade sobre esse questionamento (veja Figura 3).

Diversas foram as solu¢des dadas, dentre elas estdo as solugdes de Isaac Newton,
Gottfried W. Leibniz, G.F.A. L'Hospital, E.W. Von Tschirnhaus e pelo irmao de Johan
Bernoulli, Jackob Bernoulli (BUSTILLOS e SASSINE, 2011)

® Foi professor de Mateméatica em Gréningen, Holanda.
® Acta Eruditorum foi a primeira revista cientifica alema, criada e editada por Leibniz Otto Mencke,
fundada em 1682. (EVES, 2011)
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Newton apresentou sua resposta como autor anénimo, porém, quando Johan

11 ”

Bernoulli leu sua solucdo, disse
(BUSTILLOS E SASSINE, 2011). Ja quanto a resolucdo de L’Hospital, temos um

problema de controvérsia historica. L’Hospital contratou Johan Bernoulli para ser seu

pelas pegadas se reconhece a fera

professor de matematica e, em troca, Johan poderia morar em seu castelo, além de
receber comida e dinheiro. Porém, tudo que fizesse de novo em Matematica, ficaria
com o nome do Marqués de L’Hospital. Inclusive, foi feito um documento assinado
por ambos comprovando o acordo. Isto ocorreu com a famosa regra de L’Hospital,

conhecida por todo aluno de célculo.

Tanto que apds a morte do Marqués, em 1704, Johan tentou reverter a situagéo,
falando que a ele pertencia essa descoberta. Sem sucesso, somente apds 228 anos
foi descoberto quem realmente foi o responsavel por essa regra, quando um
historiador em 1922 encontrou o contrato que firmaram na época (BOYER, 1996, p.
310).

A familia Bernoulli teve grandes problemas em relacdo a essa curva. Os irmaos
Johan e Jackob levaram a disputa pelo encontro da solugcédo da Braquistécrona tao a
sério que a comunicacdo entre ambos foi interrompida. A resolucdo de Johan é
muito interessante e diz-se que foi feita “utilizando o principio da difusdo de um raio
luminoso através da densidade variada, isto é, calculando a curvatura de um raio em
meio nao uniforme” (BUSTILLOS E SASSINE 2011). Em contrapartida, Jakob
Bernoulli resolveu de forma mais genérica, utilizando como ferramenta os Maximos e

Minimos’.

Gragas a resolucéo do problema da Braquistécrona, surge o Calculo Variacional®, o
qual revolucionou a matematica e depois a o6ptica, devido aos trabalhos de Euler e
Lagrange. (BUSTILLOS e SASSINE, 2011).

No Capitulo 4, secdo 3, iremos mostrar o problema da Braquistocrona utilizando
como ferramenta o MAPLE®.

" Sa0 ferramentas do Calculo Diferencial Integral para resolver problemas de otimizacdo, em que
devemos encontrar a maneira 6tima (melhor maneira) de fazer alguma coisa (STEWART, 2010).
8 “O Célculo Variacional visa fundamentalmente investigar os maximos e minimos dos funcionais e se
assemelha bastante & investigac&o de maximos e minimos de funcdes” (SOUZA JUNIOR, 2010).
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3 PARAMETRIZACAO DA CURVA CICLOIDE

Tomando como referéncia Stewart (2011) e Bianchini (2011), faremos aqui a
demonstracdo da Curva Cicloide usando decomposicdo de vetores. Para isso,
utilizamos o Software Geogebra© como ferramenta para verificar o movimento da

Cicloide com maior clareza.

O parametro é 6, variando entre 0 < 6 < 2m., e a o raio da circunferéncia. Olhando

para o “Passo 2” da Figura 10, podemos identificar os vetores:

Figura 10 — Movimento da Cicloide.
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Figura 11 — “Passo 2”: Vetores.

Podemos escrever o vetor OP como:

OP =0C +CP.
Observando a Figura 11, verificamos que quando a circunferéncia gira um certo
angulo 8, o comprimento do segmento OT é igual ao arco PT, que nada mais € do

que a#, isto é:

|0T| = Arco PT = af

Assim, o vetores OC e CP S&0:

0C =0T +TC
0C = (ah,0) + (0,a)

0C = (ad,a) ()
Entao ﬁ, é

CP = (a senf, —a cos6) (I)

De (1) e (Il), temos que:

0P = a(@ — senf,1 — cosH)
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Portanto, as equac¢fes paramétricas da Cicloide sao:

x(60) = a(6 — senB)
y(8) = a(1 — cosh)

Agora que conhecemos a curva Cicloide e os problemas principais que a envolvem,

vejamos como podemos aplica-la em sala de aula ao ensinar matematica.
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4 APLICACOES DIDATICAS

Neste capitulo, iremos apresentar trés propostas de atividades para o Ensino

Fundamental I, Ensino Médio e Ensino superior usando a Curva Cicloide.
4.1. Construcao da Curva Cicloide utilizando Desenho Geométrico

A primeira delas € a construcéo da Curva Cicloide usando o Desenho Geomeétrico.
Essa construcdo foi baseada a partir dos autores Marmo e Marmo (2008), e
Carvalho (1958).

Figura 12 — Construg&o da Curva Cicloide utilizando conceitos de Desenho Geométrico.

A Construcdo da Curva Cicloide sera descrita pelo seguinte roteiro abaixo:

e Sobre uma reta r, desenhe uma circunferéncia tangenciando a reta r com um
certo raio a;

e Divida a circunferéncia em 8 (oito) partes, e nomeie cada ponto de
interseccdo como A, B,C,D,E,F,GeH;
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e Agora, usando o compasso, me¢a o comprimento AB. Coloque a ponta seca
no ponto A e faca a intersec¢cado com a reta r. Chame o novo ponto de I;

e [Faca o passo anterior 7 (sete) vezes sucessivamente, criando os pontos J, K,
L,M,N, OeP;

e Faca retas paralelas ao segmento AE pelos pontos |, J, K, L, M, N, O e P;

e Agora, trace a reta s passando pelos pontos H e B; a reta t passando pelos
pontos G e C; a reta u, passando pelos pontos F e D; e a reta v, paralela a

reta r, passando pelo ponto E. Note que as retas r, s, t, u e v serédo paralelas.

Ao final, seu desenho serd como apresenta a Figura 13.

| | | | | | |
[ I I [ [ I I
[ I I [ [ I I
E [ I I [ [ I I v
______ - - t-"—-—"——"tt---"--"-"-"—"~—"*~-~"~—~"~—"®FF-—-"~—"="|-"—"—"*%=-—=— = —-
N o A [ N AN DA S N
I I [ [ I I
[ I I [ [ I I
G e I I [ [ I I t
I I I I I I I
[ I I [ [ I I
I I [ [ I I
——— - |- ———-I-———I———————-I-———I————I————I-——S———-
A [l |.J 15 L [ M [T |0 IP r
T T T T T T T
[ I I [ [ I I
[ I I [ [ I I

Figura 13 — Inicio da constru¢cdo Geométrica da Curva Cicloide.

Queremos desenhar a Curva Cicloide, que é descrita quando a circunferéncia rola
sobre a reta r, sem escorregar (no caso, estamos construindo no sentido horério):
“Note que quando a roda rolar sobre a reta r, 0 ponto B cair4 sobre o ponto I, o ponto
C, sobre o ponto J e assim por diante” (MARMO e MARMO, 2008).

Para simular a roda rolar, siga o seguinte roteiro:

e Usando o compasso, meca o comprimento AB. Coloque a ponta seca no
ponto | e faca uma circunferéncia com raio AB e centro em |. Obtenha o ponto

A; no encontro da circunferéncia (I, AB) com a reta s; a esquerda de I,
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Usando o compasso, mecga o comprimento AC. Coloque a ponta seca no
ponto J e faca uma circunferéncia com raio AC e centro em J. Obtenha o

ponto A, no encontro da circunferéncia (J, AC) com a reta t; a esquerda de J;

Usando o compasso, meca o comprimento AD. Coloque a ponta seca no
ponto K e faca uma circunferéncia com raio AD e centro em K. Obtenha o
ponto A; no encontro da circunferéncia (K, AD) com a reta u; a esquerda de
K;

Obtenha o ponto A, no encontro da perpendicular a reta r por L com a reta v;

Usando o compasso, meca o comprimento AF. Coloque a ponta seca no
ponto M e faca uma circunferéncia com raio AF e centro em M. Obtenha o

ponto As no encontro da circunferéncia (M, AF) com a reta u, a direita de M;

Usando o compasso, meca o comprimento AG. Coloque a ponta seca no
ponto N e faca uma circunferéncia com raio AG e centro em N. Obtenha o

ponto A, no encontro da circunferéncia (N, AC) com a reta t; a direita de N;

Usando o compasso, meca o comprimento AH. Coloque a ponta seca no
ponto O e faga uma circunferéncia com raio AH e centro em O. Obtenha o

ponto A, no encontro da circunferéncia (O, AH) com a reta s; a direita de O;

O ponto Ag coincide com o ponto P.
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Figura 14 — Constru¢do Geométrica da Curva Cicloide.

Ligando os pontos A, A;, A,, A3, Ay, As, Ag, A; € Ag de forma “caprichosa” a mao livre,

obtemos a Curva Cicloide, como temos na Figura 12.

4.2. Comparacdo da Hipocicloide gerada pela Régua Espirografo com a

Translacdo da Lua

A segunda atividade é uma proposta de interdisciplinaridade entre os contetdos de
Matematica, Ciéncias, Geografia e Educacéo Artistica. Para compreensao do leitor,
iremos apresentar os diversos conceitos que serdo reunidos na atividade: as curvas

derivadas da Curva Cicloide, a régua Espirégrafo e conceitos sobre as fases da Lua.
4.2.1. Curvas Derivadas da Curva Cicloide: Epicicloide e Hipocicloide

A Curva Cicloide que vimos até agora sempre foi descrita girando sobre uma reta,
sem deslizar. Se pensarmos em uma circunferéncia girando ao redor de outra,
obtemos a Epicicloide; e se pensarmos em uma circunferéncia girando dentro de

outra, obtemos a Hipocicloide (Figura 15).
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EPICICLOIDE HIPOCICLOIDE

Figura 15 — Epicicloide e Hipocicloide.

4.2.2. Régua Espirografo

Curiosamente, a régua Espirdgrafo (ou Régua Magica, como é mais conhecida no
Brasil) gera Hipocicloides. Esta régua é um brinquedo para criangas, que chama

atencao pela beleza das curvas que se podem criar.

Figura 16 — Régua Magica e curvas criadas com sua utilizacao
Fonte: Adaptado de Leonor (2011).

Na década de 70, o Espirégrafo foi vendido pela Estrela no Brasil, com o titulo de
“Espirograf’ (Figura 17). Na caixa, vinham diversos tamanhos de circunferéncias e,
em sua base posterior, havia instru¢des de uso de cada peca (Figura 18).
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Figura 17 — Espirograf.
Fonte: Retirado de Blog Fantomas (2013).

Figura 17 — Verso da tampa do Espirograf: instru¢des de utilizagao.

Com a introdugcdo da Régua Espirdgrafo, as criangcas descobrem que podem criar
coisas bonitas e interessantes, seguindo apenas instru¢cbes e até mesmo
desconhecendo que aplicavam regras matematicas. A conexao entre a arte e a
Matematica € perceptivel com o Espirégrafo, ajudando a ensinar a légica de padrdes
e regras (MADISON, 2013).
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4.2.3. Fases daLua e Translacdo da Lua em Relacédo ao Sol

“O Uunico satélite natural da Terra € a Lua. Ela é o corpo celeste que estd mais
préximo de noés, a uma distancia média de 384 400 quilémetros” (LUCCI e BRANCO,
2010, p.44). Lembrando dos movimentos de translacao e rotacdo da Terra (Figura
19), podemos observar que o sentido do movimento de translacdo da Lua ao redor

da Terra é coincidente ao sentido do movimento de rotacdo da Terra (IACHEL,

LANGHI e SCALVI, 2008).

Y

Pk
o?:)n, o f\a’b

Rotacao (

b
o
]
7]
c
&

A Lua ¢ o danico satélite natural do nosso
planeta, Ela é um astro iluminado
que gira em Orbita eliptica
ao redor da terra.

Figura 189 — Movimento da Terra e da Lua no Espaco.
Fonte: Retirado de Elouise, Karina e Bianca (2010).

A Lua possui quatro fases (Figura 20). O periodo entre duas fases da lua iguais e
consecutivas € chamado de periodo sinddico (ou Lunacdo) e dura aproximadamente
29,5 dias terrestres (IACHEL, LANGHI e SCALVI, 2008).
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Figura 2019 — Esquema explicativo do fendmeno de formagéo das fases da Lua.
Fonte: Retirado de lachel, Langhi e Scalvi (2008. p. 27).

Dessa forma, podemos falar que 12 (doze) periodos sinddicos seriam
aproximadamente equivalentes a um ano terrestre. Na Figura 21, utilizando como
apoio o Software Geogebra®©, construimos o movimento de Translacdo aproximado

da Lua.

Figura 201 — Movimento da Translacdo da Lua.

Vale ressaltar que a rota da Lua é eliptica, assim como a rota da Terra. A Figura 21

foi construida baseada em circunferéncias propositalmente: note que a figura que se
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formou é uma derivada da Cicloide, a Hipocicloide. Como o Espirégrafo gera
Hipocicloides, entdo, usando a régua, podemos dar uma nocéo concreta aproximada
aos alunos do Ensino Fundamental | e Il e Ensino Médio de como nosso Sistema

Solar funciona.

Fica como sugestao ao professor de Ciéncias e Geografia essa atividade utilizando
a Régua Magica e, a partir da régua, desenvolver o contetldo com os alunos.

4.3. O problemada Braquistocrona

A terceira atividade € uma proposta de interdisciplinaridade entre a informéatica, fisica
e a matemética, a ser aplicada no Ensino Superior. Essa atividade baseia-se no
estudo realizado por Sousa Junior (2010).

Nessa atividade é utilizado o software Maple para calcular o comprimento e o tempo
gasto por uma particula para percorrer a trajetéria do ponto (0,0) ao ponto (1,-2) ao

longo de quatro curvas, sendo uma delas, a cicloide.

Para calcular o comprimento da curva e o tempo gasto no percurso, o aluno devera

analisar as seguintes integrais, respectivamente,

) = [{A+Y©ODde e ) =7=]; Al Of 4y

()

Nesta atividade, o aluno podera analisar os resultados avaliando o calculo das
integrais realizado com o auxilio do Maple. O Anexo C apresenta as linhas de

comando do Maple® e os resultados obtidos.

Foram utilizadas as seguintes func¢des (Figura 22): r(t) = —t rq(t) = —Zf rc(t) =

—23\/5 e a Cicloide dada por xc(t) =t —sen(t) e yc(t) = —1 + cos(t).

% Neste trabalho foi utilizado o Maple 16.



48

-0.2

-0.4

-0.61

-0.8r

-1.2¢

145

16+

-1.8+

— r(t)

—rq(t)
—rc(t)
—Cicloide ||

Figura 22 — Curvas utilizadas na Atividade 3 para o céalculo do problema a Braquistécrona.

Analisando os resultados é possivel construir o quadro a seguir com o resumo dos

resultados.

Comprimento da curva

Tempo gasto

r(t) = ?Zt,

3,724191779

1,189649425

rq(t) = —Z\E

3,889695455

1,013381894

f
rc(t) = -2 |—
/s

4,068652587

1,016500042

xc(t) =t —sen(t) e
yc(t) = =1+ cos(t).

4,0

1,003544961

Olhando o quadro, vemos que apesar da Cicloide ser a curva com um alto valor de

comprimento, é aquela que apresenta o0 menor tempo gasto para a trajetéria;

enquanto a reta, que apresenta o menor valor de comprimento, é aquela cuja a

trajetéria demora mais tempo para ser concluida.

Aos professores universitarios das areas de Tecnologia, Matematica e Fisica, fica

como sugestao a aplicacao dessa atividade.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

A Curva Cicloide possui uma histéria rica, uma matematica elaborada e aplicacdes
diretas com a Fisica. Suas curvas derivadas chamam atencdo pela beleza que
criam, inclusive, chegando a influenciar o mundo da moda (BRAGGS, 2010). Na
Ciéncia, cada vez mais trabalhos tém aparecido envolvendo a Cicloide, sendo ela

sempre “solucado” dos problemas.

O arco de um violino (MOTTOLA, 2011), as rachaduras das ruas (GHATAK e
MAHADEVAN, 2003), as ondas do micro-ondas (RAIO, 2012) ,0 espectrébmetro de
massas, a simulacéo da gravidade zero em aerodinamica (BUSTILLOS e SASSINE,
2011) , entre varias outras aplicacbes sao fortes exemplos.

Segundo Eves (2011, p. 366):

“Essa curva, que é muito rica em propriedades matematicas e fisicas,
desempenhou um papel importante no desenvolvimento inicial dos
métodos do calculo [...] Essas descobertas levaram 0s matematicos
a considerar questdes relativas a superficies e volumes de revolugéo

obtidos girando-se um arco de cicloide em torno de diversos eixos”.

Podemos entado verificar que “a partir de um problema proposto como desafio aos
matematicos da época, iniciou-se uma busca por métodos de solucdo o que
culminou no que hoje conhecemos como Célculo Variacional” (SOUZA JUNIOR,
2010).

O Calculo Variacional é um dos estudos que gerou maior ramificacdo da matematica
aplicada, desde estudos de economia até a mecanica quéantica (BUSTILLOS e
SASSINE, 2011).

Pela analise empreendida, podemos afirmar que a Cicloide aparece como tema
isolado em alguns materiais didaticos, sendo apresentada com sua construcao
geomeétrica em materiais didaticos do Ensino Fundamental Il e através de breves
contextos historicos apresentando as equacdes paramétricas, no Ensino Superior.

Ela nunca é tratada como assunto foco, sempre como complemento.
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A Cicloide pode ser uma ferramenta de interdisciplinaridade muito grande entre
diversas disciplinas e dessa forma atrair o aluno ao Ensino da Matematica,
mostrando que Matematica ndo é apenas fazer “continhas” e sim envolver o mundo

em novos conceitos e solugdes dos problemas presentes no dia a dia.

Assim como Bustillos e Sassine, também “concluimos que a curva cicloide pode ser
denominada como curva magica para os seres humanos que perceberem a sua
importancia no desenvolvimento da filosofia da ciéncia” (BUSTILLOS e SASSINE, p.
191).

Ainda h&4 muito que pesquisar e entender sobre o mundo, e a Curva Cicloide pode
ser a chave para varias perguntas da evolucdo da Ciéncia. Fica a sugestao, como
sequéncia a esta pesquisa, aplicar as atividades didaticas propostas, e estudo do

tema, tendo em vista tamanha riqueza que a Cicloide contempla.
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ANEXO A — APENDICE SOBRE A CICLOIDE NA OBRA DE TORRICELLI, DE
PARABOLE
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ANEXO B — DEMONSTRACAO DA TAUTOCRONA, RETIRADA DE COELHO

(2008)

O Problema do Isocronismo do Péndulo

No século XVII a medigdo do tempo era de extrema importancia para a
navegagao devido a necessidade de determinar de modo preciso as longitudes,
durante as viagens (BURROWES e FARINA, 2005). Nessa época os governantes de

varios paises europeus ofereciam excelente remuneragao por esses estudos.

O estudo do péndulo, como ferramenta para medi¢gdo do tempo inicia-se com
Galileu, que percebeu que o péndulo simples é néo isécrono e por essa razao a
posicao na qual o péndulo é “solto” é importante para a determinagdo do tempo de
oscilagdo do péndulo. Assim, considerando um arco minimo de oscilagdo, por meio
do qual o circulo é aproximadamente uma is6crona, Huygens teve possibilidade de

determinar uma relagao entre a queda livre independente do comprimento do arco.

Além disso, com seu contumaz talento como gedmetra,
foi capaz de estender sua solugé@o para a cicloide, sem a
restricdo para uma minima oscilagéo, e o resultado para
sua nova investigagao foi sua descoberta do isocronismo
da cicloide (YODER, 1998, p.50, tradugéo nossa).

Segundo Yoder (1998), em 12 de dezembro de 1659, Huygens propds a si
mesmo um problema sobre o isocronismo do péndulo. Ele confiou que o resolveria
imediatamente e escreveu a questdo nos cantos de uma péagina ja desordenada com
outro trabalho e com um pequeno espago para um extensivo célculo. (Veja figura a

seguir)
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Cambrigde: Cambrigde University Press, 1988. p. 49
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O problema proposto por Huygens é o segunte:

“Quaeritur quam rationem habeat tempus minimae oscillationis penduli ad tempus

casus pendularis ex penduli altitudine”. *°

[T
[1659] .

[Premiire ParTie) ¥).
1 Decembr, 1659.
Hinc daca fuit occafio inventi de Cycloide.

Quaritur quam rationem habeattempus minima ofcillationis penduliad tempus
cafus perpendicularis ex penduli altitudine +).

[Fig.6.] %)

(9&. - IQ‘]-

N

llustraggo 1°' — Fonte: Tomo XVI

No tomo XVI, membros da SHC fizeram anotagdes e sdo nelas que esta parte

do trabalho se pauta. Nao tera como na primeira parte uma tradugéo do original em

%" Qual a raziio entre o tempo de uma oscilagio minima de um péndulo e o tempo da queda livre perpendicular & altura do

péndulo.(tradugio nossa)

3! Esta ilustracio e todas as que aparecem nesse capitulo sdo do Tomo XVI, publicado pela Sociedade Holandesa de Ciéncias,
1929.
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latim, uma tradugdo e interpretacdo dos célculos e conclusbes da comissao
responsavel por esta publicagéo.

Esse problema proposto por Huygens, considera o periodo de oscilagdo de
acordo com uma particulam®® de arco de circulo que conduziu as investigagées das
quais saiu a descoberta do tautocronismo® da queda de acordo com arcos

cicloidais.

TRAVAUX DIVERS DE STATIQUE ET DE DYNAMIQUE DE 1659 A 1666. 1659, 393

Tempus per particulam E ¢) , ex K cadentis [Fig. 6], eft ad tempus per parti-
culam B cum celeritate ex AZ in ratione composita ex longitudine E ad B, hoc

eft ex ratione TE feu GB ad ED, ct ex ratione ZE feu BF ad BA 7), qua ratio
compofica eft que (] GBF ad ] EBD.

Ut (J EBD ad [ FBG ita BF ad BX , unde ur omnes BX ad omnes BF ita
tempus per KZ ad tempus per AZ cum celeritace ex AZ *). Ettempus per KZ

llustragao 2

Huygens inicia sua demonstracdo fazendo algumas construgdes, explicadas
nos comentarios da Sociedade Holandesa de Ciéncias. Ele considera um ponto T,
como sendo o centro de um quarto de circunferéncia de raio TZ, um ponto K
qualquer, onde o arco KZ da circunferéncia coincide com o arco KZ de uma
parabola. Os dois arcos interceptam-se em K. KZx com extremo em Z e intercepta o
“latus rectum™* TZ. Constr6i QX de tal forma, que é uma parabola congruente a

parabola KZx tendo como extremo o ponto A.

32 Particulam neste trabalho serd considerado como parte infima ou infinitesimal.
3 Segundo a Sociedade Holandesa de Ciéncias, esse problema trata do tautocronismo da cicléide que se encontra nas paginas

72-74 da obra “Charte Mechanice” (a numeragiio das folhas desta obra data de 1928) e as paginas 187-188 do
Manuscrito A. (Tomo XV, p. 396, tradug@o nossa)

> Latus rectum foi traduzido aqui como lado ortogonal TZ em relagio a ZM.
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133
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Figura 1

Sendo assim, E é uma parte infima pertencente ao arco KZ e B é a projegao
ortogonal na reta AZ. Huygens, entdo, compara o tempo de queda (t;) ao longo de
E, quando o mdvel parte de K com uma velocidade nula e sob efeito da aceleragao
da gravidade, com o tempo (t2) correspondente a um movimento uniforme de queda
ée ao longo de B com velocidade igual a que o movel teria em Z, ao partir em queda
livre de A com velocidade nula, sob a agdo da forca de gravidade. Esta Ultima
velocidade sera denotada por V.. (fig. 2)

/
E v

Figura 2

Considerando a ordenada BX medindo o tempo t;, tal que F é uma projegao
ortogonal do ponto K na reta BX. (Fig. 3), temos a seguinte razao:

g 88

t, BF
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E
F X
W f

T m m I=

N

_—""‘/

Figura 3

O tempo de queda através do arco KZ é considerado como a soma de todos os
tempos ti, isso corresponde a superficie ASPR ... NY ... HVZA (Fig. 4), considerada

como a soma de todas as ordenadas BX

=

Figura 4 — superficie

Portanto,

tempo de queda KZ _ > BX
t,(v,) BF

(1)

tempo de queda AZ (v,) Y BF

= 2
t, (V) BF &

fazendo a razdo entre (1) e (2), tem-se®®

tempo de queda KZ > BX ASPR..NY..HVZA 56
tempo de queda AZ(v,) Y BF [ |kz

33y, significa o tempo de percurso de um elemento determinado B com velocidade v,.

* [ ]KZ significa o retingulo AKEZ
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Huygens utilizando o Teorema da Velocidade Média, de Galileu, que reza que
“o tempo de queda AZ de um corpo em movimento com velocidade uniforme é a

metade do tempo da queda AZ com aceleracéo gravitacional”, conclui que

tempo de queda AZ (v, ) _l ASPR...NY...HVZA
tempo de queda AZ de um corpo partindo de A 2 [ |kz

2 [tempo de queda AZ(v,)]=[tempo de queda AZ de um corpo partindo de A]
Que ¢é a afirmagdo que Huygens faz no final da pagina 393 e inicio da 394 de
seu trabalho: Et tempus per KZ ad tempus per AZ ut spatium infinitum
ASPRLNYHVMZA ad 2 [ ] KZ, ou seja®’

tKZ _ ASPR..NY..HVZA
tAZ 2| |kz

394 TRAVAUX DIVERS DE STATIQUE BT DE DYNAMIQUE DE 1659 A 1666. 1659,

ad wempus per AZ ') uc (patium infinitum *) ASPRLNYHVMZA ad

CG--——CF - CN9 C(Ox'CFK

ergo CN 20 2BG.
litAZ o ¢ CF CN22BG (I

EM, TZ2b. |/ 2be——2b e

llustragao 3 - parte da superior da p.394

Considerando F e G pontos de intersecgdo da reta CN com as KX e SM,
respectivamente®®. A definigao de BX, aplicada no ponto C, muito préximo de B, tem-
se que:

ca.ca _cF
CFCG CN

7 SETZ=b; AZ=centio CN =2 TZ, ou seja, CN = 2b

*#  Fe G sio utilizados tanto para a reta B quanto para a C (na horizontal).
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CQ? CF?
CG CN
Qu
CQ? =L K3? = LcF?
2 2
Sendo assim,
cQ? = %CFZ — 2CQ? = CF?
E como
_C&* _CF
CFCG CN
Tem-se

cQ* _CF* _ CQ _20Q°
CG CN ~CG CN

onde se conclui que
CN=2CG

A partir dai, Huygens constréi uma reta CO como a terceira proporcional a CF e
a CQ, ou seja CO é tal que

EF 5@
cQ co
ou
CO.CF=CQ*
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como

COz_l
CF* 2°
obtemos
co=1cF,
2

five ]/ Loe hec eft ipfa €O 30 L CF.

confideratur AK applicata in circumferentia tanquam ®qualis applicatz in

parabola ZK R, cujus —; lat. re@tum TZ, cui eadem eft parabola AQE. hoc eft
{upponitur AK 0 ZX ),
llustragao 4 — parte central da p.394

Verifica-se, entdo, no original acima, que Huygens retoma a suposigao de que a
circunferéncia de raio TZ tangencia a parabola ZKx no ponto Z.

llustragao 5

Huygens constr6i uma ordenada Ba qualquer da semicircunferéncia AlZ,
determinando B de tal modo que

Be, _Gl

Cl BB
A proposigao citada afirma que a superficie compreendida entre a curva assim
construida, as assintotas AR, ZH e a reta AZ esta para aquela do retangulo AW

numa razao igual aquela da semicircunferéncia p para o diametro q.
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Chamando esta superficie de O e o espago infinito AR...N...HZA de superficie,
considerado anteriormente, O+, temos que

Figura 6

tempo de queda KZ _ o,
percurso AZ de um mével partindo de A 2[ |KZ

E, de acordo com a proposi¢ao anteriormente citada

Temos também que

O O O, [ ]aw
2[kz O, []aw 2[ |kz
\ K 5 P R
<D z L
p " E |F G ,/NX
mAal - z
?J%\{/ k Y
v A
Figura 6

Pode-se notar que as ordenadas correpondentes BX e Bf estdo a uma razéo
constante igual aquela das superficies Oy e O2, tem-se a relagao
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BE.BD _Ba

cQ? Cl

Substituindo-se o valor obtido de BE.BD da expressao acima em BX teremos

_BF?.BG _BF?.BG.CI
BE.BD CQ°.Ba

Como

llustragao 6 — ultima parte da p.394

BX
Entédo na razéo _BB , a Unica grandeza varidvel Ba desaparece. Para determinar

essa razao constante, toma-se o ponto B em C, o que resulta em:

oN
Cl

olo

2
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A equacao
o _0 0 [ ]aw
2[|kz o, [ ]AaW 2| |kz
Resulta em
O, CNp Cl _CNp
2[ [Kkz'Cl ‘g 2AK qg.2AK
\ K S R
=D i )
i . ol E I G 7K
TN > T N
}"AZ &
T A

Figura 6

Considerando entre as ordenadas BX e B3 uma razdo constante igual a das

superficies O e O,, tem-se a relacéo

BE.BD _Ba

cQ? Cl

Multiplicando por BF? e BG, tem-se

BF?.BE.BD _ BF? .Ba
ce’ Cl

BF?.BG.BE.BD BF?.BG.Ba

cQ? Cl

50



De tal forma que BX seja

y _ BF*.BG _BF*.BG.CI
BE.BD  CQ’.Ba

69

*7-&'::5\ K S o R
e LPE F G 7X
[+ 3 N b N
742 k
z A
figura 6

E assim, concluir que

_CP
" Ba

Bp

BF?.BG.CI
BX CQ’.Ba
B CPP
Ba

BX _ BF?.BG.CI Ba
Bp C&.Ba ©CF

BX BF?.BG Ba

‘BB CQ?.Ba Cl

Ba_Cl
Como cl BB

BX BF?.BG cClI
BB CQ?.Ba BB
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_ BF?.BG BF?.BG.CI
 BE.BD CQ?.Ba

3Y4 THAVAUX DIVERS DE STATIQUE ET DE DYNAMIQUE DE 1659 A 1666. 1659,

ad tempus per AZ ') ur (patium infinitum *) ASPRLNYHVMZA ad

CG--——CF - CN9 com;cr‘

ergo CN 20 2BG,
it AZ 20 ¢ cr CN22BG (I
r — 1 ! be
IM, TZ» b |/ 3k -2b i ake )

llustragao 3 - parte da superior da p.394
EcomoTZ=beAZ=c,entdio CN=2TZ=2b

CNp 2b.p  2b
q.2AK q.2AK 29 .
p

considera-se AK como ordenada da parabola ZKx. Logo

AK = JAZ.2TZ

Ou seja

CNP 20 O
q.2AK 29 = 2/ |KZ’
p

Huygens se utiliza das Relagdes de Euclides e, de acordo com esta teoria

pode-se concluir que:
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a:b=c:d
b:e=d:f
e:g=f:h
Logo, a:g=c:h.
Ou seja,
0,:0,=CN:Cl
0,:[ |JAW=p:q
[ JAW:[ Kz=CI:CF
Portanto,

O,:[ [kz=CN:CF

Fazendo uma transformagao da segunda equagéao de tal forma que seu terceiro

termo torne-se Cl ou %c, tem-se

1
=—c:CII
p:q > ;
logo
1
—.C.
cri=2
p

Foi necessario a seguir transformar a terceira equagao de tal maneira que seu

terceiro termo torne-se CIT.

Cl:CF=cCI :%comprimentoCN

—C.

> q
Lol __p
CF 1

—CN

4
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N
5§
Qla

O, c

-q
[1kz p.CI

N

o __ 2
A 1kz 29 175
p

Sabe-se que CN=2b, e assim tem-se a seguinte equagao

CN

2—;.,f2bc

Sabendo que

tempo AZ = J2be

e que

tempo TZ =+/2bb
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E como

tempo de quedaKZ O,  APRXNHVZA  pb
percurso AZ (v,) 2[|KZ 2AZ-ZY = qg+2bc

TRAVAUX DIVERS DB STATIQUE BT DE DYNAMIQUE DF 1659 A 1666, 1659. 397

— e e e & i & 8 4 g - —— - — .

ita erit fpatium infinicun vercice N ad duplum [ KZ, hoc eft ita cempus per
KZ ad tempus per AZ.
fed tempus per AZ eft ad tempus per TZ ue |/ 2bc ad |/ 266 ') hoc eft ut

zpq |/ 2be ad ;ql/zbb

Ergo ex ®quo tempus per KZ arcum ad tempus per TZ ur 26 ad ?;l/ibb

five u:b----———g-[/nbb hoceftutp  -- - |/ 29¢. hoc eft ut quadrans cir-

cumferentiz ad fuam fubtenfam,
Quum AZ proarbitrio fumea fic, fiatque femper tempus per KZ ad tempus per
TZ ut pad |/ 2g9. ponendo nempe punéta K et E effe in parabola cujus vertex

1 - : ;
Z, = lat. re@tum TZ, hinc vidi opus effe, fi curvam velimus per cujus arcus quos-

vis in Z terminatos, tempora delcenfus finc @qualia, ut ficejus nacur2, utguemad-
modum ET curve perpendicularis ad applicatam EB, ita faciendo reftam datam
ut GB ad aliam EB, cadat pun&um E in parabolam vertice Z. Hoc autem
Cycloidi convenire inveni ex cognita rangentis ducende ratione *),

llustragao 7

tempo de queda KZ  pb

percurso TZ(v,)  qg+/2bb

Sabe-se que o tempo de queda livre é proporcional a raiz quadrada da

distancia (Galileu) e combinando as duas equagoes, temos
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tempo de queda KZ pb

percurso AZ(v,) _ g~2bc
tempo de queda KZ =~ pb

percurso TZ(v,) q+/2bb

ou seja
percurso AZ(v,) _ 2bc _ 2bc
percurso TZ(v,) 2bb 2bb
Entao,

percurso AZ(v

J_8
percurso TZ(v,) b

z

Esta Ultima equagao contém a descoberta do tautocronismo da queda cicloidal.
O autor observa que o resultado obtido seria exato, se o ponto E se encontrasse
sobre a pardbola ZKx e néo sobre a circunferéncia. Porém, durante a demonstracéo,
E foi considerado uma Unica vez como ponto da circunferéncia, a relagéo entre os
elementos E e B foi substituida por

TE GB
BE BE'
R
+
\\\\ /
X
\\
k!
[os P R
~ =0 =z T
T o+ - N
_‘1‘4-::'{1 Sy X X
v H
Figura 7

Assim foi substituida a circunferéncia por outra curva, de modo que TE

56



represente a normal em E, limitada pela vertical que passa por Z, ndo se tem mais a
igualdade TE = comprimento de GB (constante).

TE GB
Coloca-se BE BE (GB com comprimento constante dado) e E' é situado

exatamente sobre a pardbola ZKy, o raciocinio do texto continua sendo inteiramente

valido quando o tautocronismo encontrado advém de um tautocronismo exato.

Huygens observa que sera assim, quando o ponto E encontra-se sobre uma

cicldide e fara esta demonstragdo na segunda parte que se segue.

398 TRAVAUX DIVERS DE STATIQUE ET DK DYNAMIQUE DE 1649 \ 1666, 1650,

[Druxieme PanTiE] *).

Sine quibus motus ®quabilis in cava cycloide inveniri
non poterat.

velocitates gravis cademtis ex A per AC [Fig. 7],
efle in punétis fingulis B, C, ficur applicatz in parabola
BD,CE ).

[Fig. 8.]

A
»
¢

o 3

Tempora quibus grave ex A cadens [Fig. 8] particulas ®quales conficit, puta
in B et C, effe inter (e ficuc applicate BL, CH in curva FHL , ejus natur® w
femper (int continue proportionales BD, BK , linca certa, et BL 3).

Di&z curva (patium infinitum OFHLZA efle duplum reétanguli AF *).

llustragao 8
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De uma parte da parabola as ordenadas sdo proporcionais aos quadrados das
abscissas, as distancias percorridas por um mével que cai a partir do repouso sdo
proporcionais aos quadrados dos tempos, por conseguinte também aos quadrados
das velocidades.

Como BK é uma constante, a proposicdo diz que BL é inversamente
proporcional a BD. Assim, dado que os tempos considerados s&@o inversamente
proporcionais as velocidades. Estdo também nessa proporgdo em relagcdo as

ordenadas correspondentes da pardbola, onde se tem que

BL-BD =CH-CE

Portanto, tem-se

2 tempo da queda AO de um mével partindo do repouso
1 tempo de percurso de AO com vel. constante v, (vel. final queda AO)

_ZBL _ superficie OFHLZA
SOF  superficie [ | AF

Sendo assim,

FG-FH _AF.FD _NF
KL-KM JAK.KD OK
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Sifintduae femi-parabole [Fig. 9]quecunque
ad cundem axem fed contrario fitu, ut ABC,
DBE, et ducantur applicace communes FGH ,
KLM, eandem efle rationem rectanguli HFG
ad MKL que eft parcium ditarum applica-
tarum , femicirculo fuper AD interceptaram,
nempe quz NF ad OK ¢),

Sifemicirculum ACB
[Fig.10] tangatinver-
tice refta PCQ, duc-
tisque ordinatis DFG ,
fiat ficut DF ad DG ita
hec ad DM Efle fpa-
tium inter curvam
CMM ex afymptotos
ejus NA, OB, re&am-

-- que AB interjeftum ad
retangulum AQ, e

[

lemiperipheria ACB ad re@tam AB#),
8i PQ diftet a vertice C; ramen (patium curva qua tunc orietur datum efle,
pofica fcilicet quadratura circuli 7),

llustracao 9

Huygens compara os tempos nos quais um moével percorre por um lado a
semicircunferéncia, por outro o diametro AB, com a mesma velocidade constante;
estes tempos estardo entre si como p (semicircunferéncia) : q (diametro). Portanto,
encontra-se outra expressao comparando um elemento F do arco AB com a sua

projecdo D sobre didmetro AB e observa-se que

tempo de percurso F _ VF _ CV _ DM
tempo de percursoD DF DF VC

sendo V o centro da circunferéncia. E conclui que

p _ tempo de percurso semi —circunferéncia AB _ ¥ DM _ superficie ANMCOQBA
q tempo de percurso diametro AB YVC superficie[ |AQ

59

77



78

133
T /
\\ /
(/
K e P R
= =] N = L
E |F =] {/;q
m T e

A il S~y
W H

Figura 1

Este caso esta apresentado na figura acima onde o “spatium infinitum” ASPR...

NY...HVZA é um "spatium datum"; ou seja, uma superficie de grandeza calculavel.

Que pode ter demonstrado da seguinte forma: AA; o circulo gerador do arco
cicloidal ABB e B um ponto qualquer deste arco que corresponde a normal BD, tém-
se de acordo com a propriedade conhecida tangentes ao cicléide: BD é paralelo a
GA1, quando BG é horizontal (paralelo a tangente no ponto A da circunferéncia AA)

e que G encontra-se sobre a circunferéncia AA+. Por consequéncia,

(por semelhanga de triangulos)
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TRAVAUX DIVERS DE STATIQUE ET DE DVNAMIQUE DE 1659 A 1666, 1650,

[_I’ig. 1.Jh)

Curvam AB [Fig. 11] qua fit ¢jus
naturz, uc dudtd ipfi B1) ad ang. rectos,
qua occurrat axi AD in 1), faciendoque
uc BD ad applicatam ordinacim BC, ia
fic reta quavis EC ad CF in eadem or-
dinata fumptam, fit FFA parabola; eam
curvam efle Cycloidem *),

llustragdo 10 >
Assim, toma-se um F, tal que:

BD _CE
BC CF

ou CE é um comprimento arbitrario constante, que resulta em

AG_CE
AC CF

ou

2 2 2 2 2
ope _ AC*.CE* _AC®.CE* CE* ,.

AGZ  AA,-AC AA,

do que se conclui que o lugar do ponto F é uma parabola.

59 : o S ;
Os membros da Academia Holandesa de Ciéncias acrescentaram a figura acima os pontos A; e G.
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Huygens continua sua demonstragdo do seguinte modo: admitiu que a curva

considerada possuia o vértice A e o eixo de simetria AD.

O 'latus rectum" da parabola que deve provir da construgdo p, toma um
comprimento AA; como CE2 = p. AA¢; para que o circulo de diametro AA; possa
gerar o cicldide rolando sobre uma perpendicular A1 ao eixo AD. A tangente ao ponto
de interseccdo do cicléide com o prolongamento de CG é a paralela AG. Mas
tangente a curva primitiva (lugar dos pontos B) é igualmente paralelo a AG: com
efeito, tem-se que

CF A6
CE? AA,’
por conseguinte
AC _BC?
AA, BD?
ou
AG _BC
AA, BD
ou
CG _BC
AG BD

ou conclui-se que A1G é paralelo a DB, por conseguinte AG paralelo a tangente
de B

Do ponto A partem duas curvas que possuem tangentes paralelas entre elas os
seus pontos de intersecgdo com uma ordenada qualquer perpendiculares a AD.
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Segundo os membros da SHC,

Huygens pode ter reconhecido intuitivamente que
estas curvas devem ser idénticas, e teria dado, se
fosse necessario, uma demonstragdo exata desta
identidade de acordo com um método analogo a
Prop.lll da Parte Il do Horologium Oscillatorium uma
proposicdo do mesmo tipo para duas curvas que
possuem normais comuns. (Tomo XVI, p.401,
tradug&o nossa)

Daqui em diante o trabalho de Huygens tem mais 4 partes (p.400 a 413), porém
todas se retratando ao trabalho Chartae Mechanicae que ndo sera mostrado aqui,
pois tais partes consistem em demonstragdes andlogas as que ja foram
apresentadas, nas quais o matematico demonstra o isocronismo da cicldide
(tautécrona).

Como vimos, Huygens propdem a si préprio o problema do isocronismo do
péndulo, preocupado em melhorar o desempenho do reldgio de péndulo ja existente.
Ele resolve o problema com sucesso, porém um relégio de péndulo, que ele
acreditava ser realmente eficiente para a utilizagdo em navegagdo, s6 seria

construido em 1673.
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ANEXO C - LINHAS DE COMANDO DO MAPLE UTILIZADAS PARA RESOLVER O PROBLEMA DA BRAQUISTOCRONA

> go= 08 f1=-2%1/Pi; 2 =-sqri(4*t/Pi); f3 = (8*H/Pi)" (1/3): xc = (t-sin{1)): yo = -1 + cos(1);

X0 = 1 — s
ve= -1+ cos(t)
>y e= f1; dywr = sqrt( 1+ (diff (yvr, o) -diff (wr, 1)) ) dte = int(dyyr, 1= 0.Pi); comp_reta = evalf (iir);

2

wr = -
T

4
dwr = 1+ —
=

. 4
ftr = 1+ —nm

n
comp _reta = 3.724191779
> = squt( - 1+ (diff (yr, r)-diff (yor, 1) )} Dr):

{1 = int( ff. 1 =0 P} itr = Ir I—n} |-.|‘.|’I;Ifmpm'ﬂu = evalf (itr):

| sqQrt|2



/ | 1 + —ﬂ n

ff = —FJ I” :
fl=JyTJn +4

iir = 0.2258769757 /2 |/ n° + 4

tempareta = 1L1IR9G49425
> wvr = 5 dwwr = osqre( L+ (@i (vve, ) -diff (vee, 1) ) ) dte = e (dvve, 1= 00 P comp guad = evalf (F )

)
wr = -2 —
n
1
dowr= | 1+ —
Im

fJ'J"Z=% - I_ ':E\f'ln[:nz—ljHlﬂ[z}—,."ln[::r[z—ljﬁlu[n]
nﬁz,,"ln[_nz—lj
safe a1 al@ 1) 2 s1amz)+2/ 41 2wl +24°
fn[n—l)JI—'—.,"ln—lnlul: :Iﬂl

comp guad = 3 889695435

> ffi= sque(-( 1+ (diff (yyr. 1) -diff (337, 1)}) L3y )

1 5= int( ff, =0 Pi);itr = ( '

m] M tempoquad = evalf (i ).




ﬁﬂ (]1}']}Brgﬁu-m( -

2
ﬁ 3 >

0.1505846505 /2 n []1}']J-ergeum[

iftr =

3]

rempoguad = 1013381594

> wvr = f3 dwwr = sqre( D+ (@il (vvr, B -diflf (e, £) ) )0 e = i (dvwr, 1= 0P comp cubica = evalf (i)

p 13
»r = R
n

dyr =

Ll
3

ir = I I |ﬂ'Hﬂ'1|I h enm L-LLI— 1223].=
T 080 5 3 Ypelg PR i IRl
n F(—]
4
+I5._."_ﬂ 1&{:(i ]m ( 2 ﬂ]sm(—ﬂ]mc(—ﬂ]ﬁ—ﬂﬂﬂ ]1}']J-E:Ige~um[ —
12 12 12 12
13 4 64 (3]3 (3]3 51 l 5
— . - N —| +160'| — | hvpergeom| | —, —, — — . =
i o123 ?2?1'1 ] 4 4 127 27 Er IE 3
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comp _cubica = 4. 068632587
> ff = sqrif - ( 1+ (diff (v 1) -diff (yr, 1)) ) )

1= imej ff. =0 Pi); itr == ( qqn[lz-g]-

] I tempacithica = evalf (ir);

E ?z?nﬁ] %r
R RS RO RNLINC)
o145 328 ()2 ()
o[£35 3} 3R]
ifr = _1: [E{I'[I'[FDEH{I'EME-BH?J_[35&4?1‘]1}']}Hgmm( —%_-%_
)




> X = diff (xc, 1):
= diff (ye. 1)
df = ¥i/Xxt
ec = sqrif | +dY-dl )Xo
fee = int{ec, 1=10.Pi);
comp_cicloide = eval|iec),

tempacubica = 1LO163(MHM2

X=1—cos(r)
Y= -smi(r)
o __ Smif]
dY = - T —cos()

m::=/|+ S )~ s

(1 —cos(r}}”
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> ffe=sqrt((1 +dY-d¥ )/ (-yc)}-X:

> {1 = int( i, t=10_Pi);

e =4

comp _cicloide =4

5111[]']-3

(1 —cosir) )

= - T oos(1) (1 —cosir))

f=n2

> titci = (Lisqre(2- g) ) T tempao cicloide = evalf | fitci )

titei = 022587697571 [ 2
tempo_cicloide = 1.003544%G]



