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RESUMO

Acreditando que existam algumas falhas no ensino béasico a respeito do tema de
Andlise Combinatéria, buscamos com este trabalho justificar que o ensino deste
topico seja pautado no Principio Fundamental da Contagem. Inicialmente
apresentamos a demonstracdo das férmulas de arranjos, permutacbes e
combinacdes com a intencdo de evidenciar que todas as férmulas sé&o
demonstradas a partir do Principio Fundamental da Contagem. Fazendo uso da
Teoria Antropoldgica do Didatico, analisamos alguns possiveis exercicios que
poderdo ser utilizados durante as aulas. Nesta analise, apresentamos duas

possiveis formas de resolucdo e concluimos que ambas sédo baseadas no Principio
Fundamental da Contagem.

Palavras-chaves: Analise combinatoéria; Principio Fundamental da Contagem;
Teoria Antropologica do Didatico; Ensino-aprendizagem; Principio Multiplicativo






Combinatorics teaching in high school based on the Fundamental

Principle of Couting

ABSTRACT

Trusting there are some failures on the basic teaching regarding the Combinatory
Analysis, with this paper we try to justify why the teaching of this subject should be
based on the Fundamental Principle of Counting. Initially we present the
demonstration of the formula of the arrangement, the permutation and the
combination with the purpose of to evidence which all the formulas are demonstrated
from the Fundamental Principle of Counting. Using the Anthropological Theory of
Teaching, we have analysed the possible exercises which will can be used during
these classes. On this analyse, we present two possibles ways of resolution and we
conclude both are based on the Fundamental Principle of Counting.

Keywords: Anthropological Theory of Didactics; Fundamental Principle of Counting;
Teaching-learnig; Multiplicative Principle.
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1 INTRODUCAO

Este trabalho tem por objetivo propor uma abordagem do ensino de Andlise
Combinatéria na Educacdo Basica sustentada pelo Principio Fundamental da
Contagem. O tema € muito amplo e, em geral, os professores da educacao basica o
julgam como dificil de trabalhar. Além disso, os livros didaticos e as apostilas dos
sistemas de ensino procuram em seu material propor metodologias de ensino que
normalmente se apoiam apenas nas definicbes e formulas que, as vezes, facilitam
muito a resolucdo dos exercicios, entretanto, ndo levam os alunos a raciocinar sobre
0 que estdo fazendo. Portanto, nota-se um ensino restrito as aplicacdes das
férmulas e das definicbes. De acordo com Batanero et al. :
[...] o ensino de analise combinatdria, usualmente, esta centrado na
aprendizagem de definicdes e férmulas, a fim de resolver exercicios
que envolvem célculos. Além disso, os autores afirmam que os
professores consideram o ensino desse tema dificil e, em muitas

situagBes, preferem ndo aborda-lo. (BATANERO et al, 1996 apud
SABO, 2010, p.21)

Por isto, este trabalho tem por objetivo propor uma abordagem para que o ensino da
Andlise Combinatéria seja feito de maneira mais significativa para os alunos. A
proposta € fazer com que eles, diante do problema, consigam identificar o que o
enunciado pede e tirem conclusGes de como resolvé-lo, sem que seja necessario o

uso de féormulas.

Por exemplo, podemos propor um problema de extracfes sucessivas de cartas de
um baralho, de um jogo de cara ou coroa, de formacdo de numeros com uma
guantidade de algarismo limitada, das possibilidades de combinar blusas e calgas,
entre outros, fazendo com que o discente pense em como fazer a contagem de
maneira mais pratica e rapida. Depois, propor problemas cada vez mais elaborados.
A ideia é sempre se preocupar com o entendimento dos alunos e pontuando assim a

aula.

ApoOs apresentar o problema a ser resolvido, deve-se explorar ao maximo qual o
entendimento dos estudantes a respeito do assunto. Feito isto, comecar a resolucéo

do problema de maneira intuitiva, fazendo com que a iniciativa seja dos discentes.



Durante a resolugéo, deve-se evitar ao maximo o uso das formulas, pois elas podem
confundir o raciocinio dos alunos nos proximos exercicios. Por isso, a nossa
proposta é que as resolucdes sejam baseadas somente no Principio Fundamental

da Contagem.

Acreditamos que a utilizacdo das formulas de permutacdes, arranjos e combinacoes,
no primeiro momento, pode se tornar confusa e talvez até assustadora. Quando
mostramos as férmulas, os alunos ficam maravilhados pela facilidade que tal
instrumento leva a eles, o que faz com que tentem apenas decora-las, sem uma
elaboracdo de aprendizagem mais sofisticada. Com isso, quando os discentes
tentam resolver os exercicios sozinhos, ficam se indagando: "Uso a formula de

arranjo?", "a de permutagao?", “ou a de combinagao?”.

Isso acontece porque eles tentam resolver o problema sem interpreta-lo. Eles
acreditam que seja suficiente apenas aplicar a formula ao problema dado.
Pensamos que isto possa ser um dos motivos que leva grande parte dos alunos a
resolver problemas de arranjos como se fossem combinacdes e problemas de
combinacdes como se fossem arranjos, conforme apontam as pesquisas de
Batanero at al. (1996).

Portanto, sugerimos que a abordagem dos arranjos, permutacdes e combinacdes
simples seja feita a partir do Principio Fundamental da Contagem. Propomos que
este principio seja trabalhado de maneira intuitiva, fazendo com que o discente

desenvolva ainda mais o seu raciocinio l6gico-dedutivo.
Com vistas a esse objetivo, este trabalho esté dividido em,

No capitulo 2, traremos as demonstracbes das férmulas de arranjo, permutacdo e
combinacdo; e apresentaremos também a deducdo do Principio Fundamental da

Contagem de forma intuitiva e a partir do Principio de Inducgéo Finita.

No capitulo 3, traremos a Teoria Antropoldgica do Didatico, que neste trabalho sera

utilizada por trazer subsidios tedricos que auxiliam e modelam a pratica docente.



No capitulo 4, faremos a andlise de 6 exercicios, sendo dois sobre arranjos, dois
sobre permutacdes e dois sobre combinacdes. Na andlise, usaremos a Teoria
Antropologica do Didatico, pela qual buscaremos investigar a tarefa proposta, os

possiveis meios de se solucionar a tarefa e qual a teoria que justifica tal resolucéo.






2 DESENVOLVIMENTO DAS FORMULAS

Neste capitulo vamos trazer as demonstracdes das formulas de arranjos,
permutacdes e combinacdes. As demonstracbes sdo baseadas no Principio

Fundamental da Contagem.

O foco sera centrado no Principio Fundamental da Contagem, pois acreditamos que
se bem trabalhado durante a abordagem do tema, a compreensao de arranjos,
permutacdes e combinacdes se torna mais clara ao aluno. Assim, durante a
resolucao dos problemas, o discente trabalha de forma intuitiva, sem a necessidade
da utilizacao de férmulas prontas, fazendo uso apenas do Principio Fundamental da
Contagem.

2.1. Principio Multiplicativo

“Se um acontecimento A pode ocorrer de m maneiras diferentes e se, para cada
uma das m maneiras possiveis de ocorréncias de A, um segundo acontecimento B
pode ocorrer de n maneiras diferentes, entdo o nimero de maneiras de ocorrer o

acontecimento A seguido do acontecimento B€ m-n”.

Demonstracao:

Sendo:
ai, a, ..., am as m maneiras de ocorréncias de A
by, by, ..., bn as n maneiras de ocorréncias de B

Pensaremos da seguinte forma. Considerando cada possibilidade um par ordenado

(ai, bj). Onde a; representa as maneiras de ocorrer A e b; as maneiras de ocorrer B.

Lembrandoquei=1,2,...,.m e j=1,2,...,n.
Agora, fixemos o primeiro termo do par, sendo ele o a; e vamos variar o segundo de

b, até o b,. E repetiremos este processo para cada a;.

A seguir, apresentam-se 0s pares ordenados formados.



(@, b)), (@, h,),....,(a;,b,) > npares

. (@,,b)),(@,,b,),...,(@,,b,) — npares
m linhas

@n b)) @, 0,),....(a_,b,) — npares

Se somarmos todas as possibilidades, temos que a cada linha, gera n pares

diferentes. Como temos m linhas, ficaremos com:
N+N+...+N=m-n
O que prova a hipétese inicial.
Outra maneira para se provar o principio, € a que sera apresentada a seguir.

A ideia central € a mesma, porém ha uma diferenca no raciocinio final que

utilizamos.

ApoOs definir as possibilidades como um par ordenado (a;, bj), colocaremos em uma

tabela para ilustra-las.

Tabela 2.1 — Esquematizacdo do numero de pares ordenados formados a partir dos

acontecimentos A e B.

A B b b by
az (a1, by) | (az, b2) (az, bn)
az (az, bi) | (a2, by) (a2, bn)
am (am1 bl) (am1 b2) (am, bn)

Com isso, basta contarmos cada par ordenado formado. O que nos leva a:

n+n+...+N=m-nN




A extensdo desse principio demonstrado anteriormente, nos leva a outro principio, o

Principio Fundamental da Contagem.
2.2. Principio Fundamental da Contagem (parte A)

Assim como foi feito em alguns livros didaticos, optamos pela separacdo de tal
principio em duas partes. Sendo que primeira é uma extensdo do Principio
Multiplicativo e a segunda nos encaminhara para as féormulas que desejamos

demonstrar, isto €, arranjos, permutacdes e combinacoes.

Vamos estender o Principio Multiplicativo agora para r conjuntos e ndo somente

dois. Sendo assim, temos:

A={aj, as, ..., an} maneiras de ocorrer A=n;
B ={by, by, ..., by} maneiras de ocorrer B = n,
Z={z1, 25, ... ,Zo4 Maneiras de ocorrer Z = n;

Temos que o numero de r-uplas ordenadas (sequéncias de r elementos) do tipo (a;,

bj,...,zp)ondeai € A, bj€B,...,z,€Zé
n -N,-...-N

Demonstracdo: a demonstracao é feita baseada no Principio da Inducao Finita.

Ele consiste em mostrar que a férmula é valida para o primeiro termo que ela pode
admitir. Depois € preciso supor que ela é valida para um numero inteiro qualquer e

finalmente mostrar que é valida para o seu sucessor também.

Para o primeiro termo, temos que r = 2, pois caso r seja 1, ndo formariamos pares
ordenados, entdo o numero de possibilidades seria dado apenas pela contagem dos

termos. E para r = 2, caimos nos Principio Multiplicativo, deduzido anteriormente.

Supondo agora que ela é valida para o inteiro (r — 1). Neste caso, tomemos as

sequéncias de (r — 1) elementos (aj, bj, ... , W).



Pela hip6tese de inducao, existem:

n,-n,-...-n,, sequéncias e n; elementos pertencentes a Z.

Cada sequéncia (a;, b;, ... , Wy, zp) consiste de uma sequéncia (aj, bj, ... , wx) € um
elemento z, € Z. Portanto, pelo Principio Multiplicativo, o nimero de sequéncias do

tipo

(ai, bj, veey W, Zp)

(O

(n,-n,-...on,4)-n, =n;-n,-...-N_, -N

r

Assim, pelo Principio da Inducdo Finita, provamos a validade do Principio

Fundamental da Contagem (parte A).
2.3. Principio Fundamental da Contagem (parte B)

Consideremos um conjunto A com m (maior ou igual a 2) elementos. Entdo o

namero de r-uplas ordenadas formadas com elementos distintos dois a dois de A é
m-(m-1)-(m-=2)-...-[m—(r-21)]

Ou seja, se A ={a, a;, , am} 0 numero de sequéncias do tipo

(ai,...,a,-,...,ak)
com
{aieA Vie{l,2,---,m}
a=#a, para izp
e

m-(m-1)-(m-=2)-...-[m—(r-21)]

A demonstracéo € feita da mesma maneira que a anterior, utilizando-se o Principio

da Inducéo Finita.



Observacdo: acreditamos que a demonstracdo feita com base no Principio da
Inducdo Finita ndo seja necessaria para os alunos da educacdo basica, ja que
podemos trabalhar com o Principio Fundamental da Contagem de forma intuitiva,
gue consideramos que seja o ideal nesta fase de escolarizacdo, além disso, o

estudo do PIF ndo faz parte dos contetudos curriculares.
2.4. Arranjos

Definicdo: “Seja M um conjunto com m elementos distintos, isto é, M = {ai, ay, ...,

am}. Chamamos arranjo, toda r-upla ordenada formada com elementos de M todos

distintos.”
m!
Formula: =—),
Formula: A, (m-r)!
Deducdo: Seja M um conjunto com m elementos, isto é, M = {a;, az, ... , am}.

Indicamos por A 0 nUmero de arranjos dos m elementos tomadosrar.

Cada arranjo é uma sequéncia de r elementos, onde cada elemento pertence a M, e
sao todos distintos. Podemos representar a sequéncia da seguinte maneira:

(_1_’...’_)

r elementos

Adotaremos o seguinte procedimento:

Acontecimento Numero de possibilidades
Posicionar o 1° elemento na primeira posicao m
Posicionar o 2° elemento na segunda posicéo m-1
Posicionar o 3° elemento na terceira posi¢ao m-2

Posicionar o r © elemento na r-ésima posi¢ao m-(r-1)
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Sendo An; 0 nimero de arranjos que procuramos, temos a partir do Principio

Fundamental da Contagem, em que
A,, =m-(m-1)-(m-2)-....[m—(r-1)].

Para melhorarmos a apresentacdo da formula, multiplicaremos e dividiremos por

(m-r)!, chegando a seguinte formula

_ m-(m-1)-(m-2)-....[m-(r-]-(m-r)!  ml

A . = :
‘ (m-=r)! (m—=r)!

2.5. Permutacdes

Definicdo: “Seja M um conjunto com m elementos, isto €, M = {aj, az, ... , am}.

Chamamos permutacédo dos m elementos, todo arranjo em que r=m.”
Férmula: P,, =m!
Deducéo: Pela definicdo, adotemos r = m, para a férmula de arranjos. Entéo:
A, ,=m(m-D-(Mm-2)-....[m=(M-D]=m-(m-1)-(m-2)-...-3-2-1.
Portanto, temos que:
P,=m-(m-1)-(m-2)-...-3-2-1=ml.
2.6. Combinacdes

Definicdo: “Seja M um conjunto com m elementos, isto €, M = {ai, az, ... , am}.
Chamamos de combinac¢des dos m elementos tomados r a r, aos subconjuntos de M

constituidos de r elementos.”
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m!

Formula: C, , =———.
Toori(m=r)!

Deducéo: Considerando r posi¢cdes que 0s m elementos podem ocupar, obteremos o

seguinte esquema:

Agora pensaremos em dois modos de dispor estes elementos neste novo conjunto.
1° modo:

Considerando os seguintes acontecimentos e o numero de possibilidades existentes
para cada um deles. No quadro a seguir, representamos cada acontecimento

associado ao seu numero de possibilidades de ocorréncia.

Acontecimento Numero de possibilidades

Escolha de r objetos dos m objetos dados Cmyr

Enfileiramento dos r objetos escolhidos nas r
posicdes rq, I, I3, ..., Ir—1, Ir. ApOs ter ocorrido r!
0 primeiro acontecimento.

Pelo Principio Fundamental da Contagem, as r posi¢cdes podem ser ocupadas pelos

m elementos de:

C..-r! maneiras. (1)

2° modo:

Agora, consideraremos 0s seguintes acontecimentos e suas respectivas maneiras
de ocorrerem. No quadro a seguir, representamos cada acontecimento associado ao

seu numero de possibilidades de ocorréncia.
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Acontecimento Numero de possibilidades

Escolha de um elemento para a posi¢éo r; m

Escolha de um elemento para a posi¢ao r,

. . - m-1
apos ter escolhido para a posicéo r;
Escolha de um elemento para a posi¢ao rs, m- 2
apos ter escolhido para a posicao ry e r,
Escolha de um elemento para a posigéo r, m—(r—1)=
apos ter escolhido para a posi¢ao ry, ro, 3, ..., mer+1l

-1

Logo, pelo Principio Fundamental da Contagem, temos que as r posi¢cées podem ser

ocupadas de:
m-(m-1)-(m-2)-...-(m—-r+1) maneiras. (2)
De (1) e (2), temos
Cor-fl=m-(m-1)-(M-2)-...-(Mm-r+1)
e portanto,

_ m-(m-1)-(m-2)-...-(m-r+1)
r!

C

m,r

Aplicando o mesmo processo utilizado com os arranjos, multiplicaremos e

dividiremos por (m —r)!. Assim, obteremos:

- m-(m-1)-(m=-2)-...-(Mm=r+1)-(m-r)!
- rt(m-r)!

C

m,r

Como

m-(m-1)-(m-=2)-...-(m-r+1)-(m-r)l=m!



temos

m,r

m!

- rt(m-r)!
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3 TEORIA ANTROPOLOGICA DO DIDATICO

A Teoria Antropologica do Didatico (TAD) desenvolvida por Chevallard sera utilizada
neste trabalho com a finalidade de oferecer subsidios tedricos para analisar,
compreender e modelar as atividades (tarefas) referentes ao ensino de arranjos,
permutacfes e combinacdes. Isto serd feito da seguinte maneira: diante de um
problema matematico, definir quais sdo as tarefas envolvidas, quais as possiveis
técnicas que poderao ser utilizadas e, por fim, em qual teoria/tecnologia elas estéao
fundamentadas. O conjunto tarefa-técnica-discurso térico tecnoldgico € denominado

de organizacédo praxeoldgica.

Inicialmente, em suas primeiras teorizagdes, Chevallard desenvolveu a nocédo da
Teoria da Transposicao Didatica, que distinguia os diferentes saberes envolvidos no
processo de ensino e aprendizagem. A teoria mostrava que uma classe de objetos a
ensinar era apenas uma consequéncia de uma histéria em particular. O
descontentamento do proprio Chevallard o levou a criar uma nova teoria, a Teoria
Antropologica do Didatico, porque ele julgava ser insuficiente a andlise dos objetos

do saber. Assim, inseriu a didatica no campo da antropologia.

Essa nova teoria, isto €, a TAD, estuda o0 homem diante de situa¢cdes matematicas e
analisa o conhecimento através das inter-relacbes dos objetos, que seguem uma

ordem hierarquica.

Segundo Chevallard (Apud: ALMOULOUD, 2007, p. 111), a TAD estuda o homem
perante o saber matematico, e mais especificamente, diante de situacdes
matematicas. Usa-se o termo "antropoldgico”, pois a TAD estuda as situacbes
matematicas em um conjunto de atividades humanas dentro de uma instituicdo, que

NO NOSSO caso € a escola.
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3.1. Modelagem Antropoldgica da Matemética

A modelagem da pratica docente, em particular, das atividades mateméticas, é feita
a partir de trés nocdes: tarefa, técnica e discurso tedrico/tecnoldgico. Seguindo os
trés postulados citados por Almouloud (2007, p. 114), inicialmente iremos tratar dos

dois primeiros e em seguida do terceiro.
O primeiro postulado afirma que:

1. Toda pratica institucional pode ser analisada, sob diferentes pontos de vista e
de diferentes maneiras, em um sistema de tarefas relativamente bem

delineadas.
E o segundo:
2. O cumprimento de toda tarefa decorre do desenvolvimento de uma técnica.

Segundo Almouloud, "As tarefas podem ser identificadas por um verbo de acéo, que
sozinho caracterizaria um género de tarefas, por exemplo: calcular, decompor,

resolver, somar, que ndo definem o conteddo em estudo.” (2007, p. 115).

Assim sendo, tarefa, como a prépria palavra indica, € aquilo que desejamos resolver.
Diante do problema matemético, o discente com a ajuda do professor, deve
identificar o que ele quer solucionar. Lembrando que a determinagéo da tarefa se
altera de acordo com o problema e em que instituigéo ele foi proposto.

Ainda segundo Almouloud, temos: "A palavra técnica é aqui utilizada como uma
'maneira de fazer' uma tarefa, mas ndo necessariamente como um procedimento

estruturado e metddico ou algoritmico” (2007, p. 114).

Com isso, podemos dizer que as técnicas sdo os caminhos que tomamos para
resolver o exercicio. Inicialmente, elas nédo precisam ser demonstradas
matematicamente, ndo sendo necessario, portanto ter a hipotese, tese e
demonstracdo. Devemos ressaltar que diante de um exercicio de matematica, uma
determinada tarefa pode nos levar a diversas técnicas que deverdo sempre ser

analisadas minuciosamente, com isso buscamos 0s possiveis erros e acertos na
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resolucdo do aluno e conseguimos ver 0 quanto o0 seu raciocinio légico-dedutivo é

desenvolvido.

O surgimento de diversas técnicas aparece na instituicdo em que as tarefas se
desenvolvem. Quando sua execucao torna-se rotineira, ndo ha desenvolvimento de
novas técnicas, pois as falhas que elas apresentavam ja foram descobertas e
corrigidas. Assim, temos que o papel da instituicio € organizar e delimitar as

técnicas para que elas funcionem regularmente.

A técnica que a instituicdo definiu como rotineira deve ser demonstrada
matematicamente, o que € feito através do discurso tedrico/tecnologico que sera

definido a seguir, a partir do terceiro postulado:

3. A ecologia das tarefas, quer dizer, as condi¢des e restricbes que permitem
sua producao e sua utilizagdo nas instituicoes.

Nota-se que o autor faz uso de um termo ndo matematico, embora a modelagem
seja feita no campo da matematica. Fato que é notado quando vimos a utilizacdo do
termo “ecologia”. O termo ecologia, segundo o Dicionario eletrénico Houaiss da

Lingua Portuguesa, possui duas definicdes.

Em Biologia é a “ciéncia que estuda as relacdes dos seres vivos entre si ou com o
meio organico ou inorganico no qual vivem”. Porém, neste trabalho nota-se que o

termo € utilizado segundo a definicdo derivada por analogia, que é “estudo das

relagdes reciprocas entre o homem e seu meio moral, social, econémico”.

Lembrando que a utilizacdo do termo “antropoldgico” se deu pelo fato de situar a
atividade matematica dentro do conjunto de atividades humanas e de instituicdes

sociais.

Fazendo uso destas definicbes, analisaremos o seguinte trecho: “Supde-se que,
para existir uma instituicdo, uma técnica deve ser pelo menos compreensivel, legivel
e justificada, o que seria uma condicdo minima para permitir 0 seu controle e

garantir a eficacia das tarefas feitas”. (AlImouloud, 2007, p. 116)
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Sendo assim, o bloco tarefa/técnica vem sempre associado a uma tecnologia, pois a
resolucdo da tarefa, por meio de qualquer técnica, s6 € aceita como verdadeira

guando existe uma tecnologia que a justifique.

O conjunto de técnicas, tecnologias e teorias, quando utilizadas em uma
determinada tarefa, forma uma “organizagado praxeoldgica”. O termo Praxeologia,
segundo Almouloud (2007, p. 117) é formado por dois termos gregos, praxis e logos,

que significam, respectivamente, pratica e razao.

Podemos dizer entdo que a pratica docente dentro de uma instituicdo esta ligada a
uma organizacdo praxeoldgica, pois o papel do professor é trazer o problema
matematico e fazer com que o aluno consiga entender a tarefa proposta e utilizar
uma técnica adequada para aquele tipo de problema (préatica). Depois de realizada,
o professor analisa o procedimento e verifica se existe uma teoria que a justifique

(razéo).

Assim, o aluno desenvolve intuitivamente as possiveis técnicas que podem surgir
durante a resolugcdo do problema, e que ele mesmo possa perceber em que
momentos ocorreram 0S equivocos, corrigindo-os, de tal maneira que fagca com que

a técnica seja validada.

Concluindo, a prética docente dentro da instituicdo pode ser realizada da seguinte
forma: o professor traz um problema matematico, o aluno busca entender a tarefa
proposta e encontrar possiveis caminhos para soluciona-la. Assim, o professor
mostra quais caminhos tomados sdo verdadeiros, justificando-os matematicamente
através de teorias/tecnologias existentes. Isso faz com que o aluno desenvolva mais
0 raciocinio l6gico-dedutivo, pois ele estd em contato direto com cada passagem

utilizada e o professor justifica se ela € véalida ou nao.

De forma geral, quando o professor apresenta apenas a formula pronta, o aluno nao
€ motivado a desenvolver o raciocinio logico-dedutivo, ja que a formula apresentada

facilita a resolucéao do problema, mas nao traz a sua origem.
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4 ANALISE DOS EXERCICIOS

Neste capitulo faremos & anélise de algumas atividades envolvendo os conceitos de
arranjos, permutacdes e combinacfes. Esta analise sera baseada nos principios da
Teoria Antropologica do Didatico, proposta por Chevallard. O nosso objetivo sera
identificar as tarefas a serem realizadas, as possiveis técnicas para a resolucdo das
tarefas e finalmente, em qual discurso teorico-tecnolégico elas sdo fundamentadas.
Pretendemos, com isso, concluir que o Principio Fundamental da Contagem é um

conceito essencial para a resolucéo destes problemas.

Lembrando que durante o desenvolvimento do exercicio, consideraremos que o0
discente ja tenha o conhecimento sobre fatoriais e suas propriedades. Pois esta

clareza servira de base para a simplificacdo de alguns calculos.

4.1. Arranjos
Primeiro exercicio:

De um baralho de 52 cartas, 3 cartas sdo retiradas sucessivamente e sem

reposicao. Quantas sequéncias de cartas sao possiveis de se obter?

Identificacdo da Tarefa: obter o nUmero de sequéncias de 3 cartas que sao possiveis

de montar com um baralho de 52 cartas.

Resolucdo esperada:

I
2 _ 132600

23 =523y

Ou

52-51-50 =132600
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Andlise das técnicas utilizadas nas resolucdes:

Anélise da técnica da primeira resolucéo:

T1: Identificar que o problema se trata de um arranjo simples.
T,: Aplicar a férmula de arranjo simples.

I
2 _ 132600

23 = 5231

Analise da técnica da sequnda resolucao:

T1: Identificar o primeiro acontecimento (retirar a primeira carta do baralho).

T,: Contar o nimero maneiras de se retirar uma carta de um baralho com 52 cartas.
Ts: Identificar o segundo acontecimento (retirar a segunda carta do baralho).

T4: Contar o nUmero maneiras de se retirar uma carta de um baralho com 52 cartas,
dado que, uma carta ja foi retirada.

Ts: ldentificar o terceiro acontecimento

Te: Contar o niumero maneiras de se retirar uma carta de um baralho com 52 cartas,
dado que duas cartas ja foram retiradas.

T+ Aplicar o PFC

52-51-50 =132600

Discurso Tedrico/Tecnoldgico: Na primeira forma de resolucdo, o aluno identificou

gue o problema se tratava de um arranjo e aplicou o algoritmo pronto, sem precisar
refletir sobre a teoria envolvida por tras do algoritmo. Apenas aplicou a formula do

arranjo que ele ja tinha memorizado.

Ja na segunda forma de resolucéo, ele buscou todo um raciocinio légico-dedutivo
em que, a cada passagem T;, ele era obrigado a elaborar um procedimento que o

levasse a resposta correta. Com isso, concluiu que o Principio Fundamental da

Contagem era aplicavel ao exercicio.

Segundo exercicio:

Dispomos de 8 cores e queremos pintar uma bandeira de 5 listras, cada listra com
uma cor. De quantas maneiras isto pode ser feito?

Identificacdo da Tarefa: escolher 5 cores distintas dentre as 8 cores disponiveis.
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Resolucdo esperada:

__ 8 720
Al (5-3)1

Ou
8:-7-6-5-4=6720
Andlise das técnicas utilizadas nas resolucdes:

Anélise da técnica da primeira resolucéo:

T1: Identificar que o problema se trata de um arranjo simples.
T,: Aplicar a férmula de arranjo simples.

__¥ _em0
Al (5-3)!

Andlise da técnica da sequnda resolucao:

T1: Identificar o primeiro acontecimento (escolher uma cor, das 8 cores possiveis
para pintar a primeira listra da bandeira).

T,: Contar o nUmero de maneiras de ocorrer 0 primeiro acontecimento.

Ts: Identificar o segundo acontecimento (escolher uma cor para pintar a segunda
listra da bandeira).

T4 Contar o nUmero de maneiras de ocorrer o segundo acontecimento, dado que
ocorreu o primeiro acontecimento.

Ts: Identificar o terceiro acontecimento (escolher uma cor para pintar a terceira listra
da bandeira).

Te: Contar o niumero de maneiras de ocorrer 0 terceiro acontecimento, dado que
ocorreu o primeiro e 0 segundo acontecimentos.

T-: lIdentificar o quarto acontecimento (escolher uma cor para pintar a quarta listra da
bandeira).

Tg: Contar 0 numero de maneiras de ocorrer o quarto acontecimento, dado que
ocorreu o primeiro, o segundo e o terceiro acontecimentos.

Tg: Identificar o quinto acontecimento (escolher uma cor para pintar a quinta listra da
bandeira).

T10: Contar 0 niumero de maneiras de ocorrer o quinto acontecimento, dado que
ocorreu o primeiro, o segundo, o terceiro e o quarto acontecimentos.

T11: Aplicar o Principio Fundamental da Contagem:

8:7-6-5-4=6720
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Discurso Tedrico/Tecnoldgico: Assim como no primeiro exercicio, na primeira forma

de resolucao, o aluno identificou que o problema se tratava de um arranjo e aplicou

o algoritmo pronto.

Ja na segunda forma de resolucéo, ele buscou todo um raciocinio l6gico-dedutivo.
Quando fazem a contagem do numero de possibilidades de escolha de cada cor
para se pintar as listras, os discentes devem fazer uso constante do Principio

Fundamental da Contagem. A cada passagem, aplicam uma vez o principio.

4.2. Permutacgdes

Primeiro exercicio:

De quantas maneiras podemos ordenar 10 pessoas em fila?

Identificacdo da Tarefa: formar sequéncias de 10 pessoas em fila, ou seja, de forma

que figuem 10 pessoas uma atras da outra.

Resolucdo esperada:

P, =10!= 3628800

Ou

10-9-8-7-6-5-4-3-2-1=3628800

Andlise das técnicas utilizadas nas resolucdes:

Anélise da técnica da primeira resolucéo:

T1: Identificar que o problema se trata de uma permutacéao.
T,: Aplicar a férmula de permutacéo.

B, =10!=3628800
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Analise da técnica da sequnda resolucao:

T1: Escolher uma entre as 10 pessoas para ocupar o primeiro lugar da fila.

T,: Escolher uma entre as 9 pessoas restantes, para ocupar o segundo lugar da fila,
sabendo que uma ja foi posicionada na primeira posicao.

Ts: Escolher uma entre as 8 pessoas restantes, para ocupar o terceiro lugar da fila,
sabendo que duas ja foram posicionadas nas posi¢cdes anteriores.

T4 Escolher uma entre as 7 pessoas restantes, para ocupar o quarto lugar da fila,
sabendo que trés ja foram posicionadas nas posi¢c6es anteriores.

Ts: Escolher uma entre as 6 pessoas restantes, para ocupar o quinto lugar da fila,
sabendo que quatro ja foram posicionadas nas posi¢cdes anteriores.

Te: Escolher uma entre as 5 pessoas restantes, para ocupar o sexto lugar da fila,
sabendo que cinco ja foram posicionadas nas posi¢des anteriores.

T+ Escolher uma entre as 4 pessoas restantes, para ocupar o sétimo lugar da fila,
sabendo que seis ja foram posicionadas nas posi¢des anteriores.

Tg: Escolher uma entre as 3 pessoas restantes, para ocupar o oitavo lugar da fila,
sabendo que sete ja foram posicionadas nas posi¢des anteriores.

To: Escolher uma entre as 2 pessoas restantes, para ocupar o nono lugar da fila,
sabendo que oito ja foram posicionadas nas posi¢des anteriores.

T10: Posicionar a ultima pessoa restante na décima posi¢ao.

T11: Aplicar o Principio Fundamental da Contagem.

10-9-8-7-6-5-4-3-2-1=3628800

Discurso Tedrico/Tecnoldgico: Na primeira forma de resolucdo, o aluno identificou

que o problema se tratava de uma permutacdo e aplicou o algoritmo pronto, sem
precisar refletir sobre a teoria envolvida por trds do algoritmo. Apenas aplicou a

férmula de permutacéo que ele ja tinha memorizado.

Na segunda forma de resolu¢do, notamos que, em cada uma das dez passagens,
devemos fazer uma andlise do evento ocorrido anteriormente. Ou seja, para ocorrer
a suposicéo, devemos saber que a suposi¢cao anterior ocorreu. Buscamos, com isso,
melhorar o raciocinio l6gico-dedutivo do discente durante a resolucdo desse tipo de

problema.

A cada passagem, ele deve perceber a aplicabilidade do Principio Fundamental da
Contagem.
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Segundo exercicio:

Supondo que o numero de identidade das pessoas aqui no Brasil seja composto por
uma sequéncia de 9 algarismos, e que sO sao utilizados os numeros de 1 a 9,
quantas dessas identidades, com algarismos todos distintos entre eles, podem ser

formadas?

Identificacdo da Tarefa: formar uma sequéncia com nove algarismos, todos eles

distintos entre si.

Resolucdo esperada:

P, =9!=362880
Ou
9-8-7-6-5-4-3-2-1=362880
Andlise das técnicas utilizadas nas resolucdes:

Analise da técnica da primeira resolucdo:

T1: Identificar que o problema se trata de uma permutacéo.
T,: Aplicar a férmula de permutacéo.

P, = 9!=362880

Andlise da técnica da sequnda resolucao:

T1: Escolher um entre os 9 algarismos para ocupar a primeira posicdo da sequéncia.
T,: Escolher um entre os 8 algarismos para ocupar a segunda posicao da sequéncia,
sabendo que a primeira posicéo ja foi ocupada por um algarismo.

Ts: Escolher um entre os 7 algarismos para ocupar a terceira posicéo da sequéncia,
sabendo que as posicdes anteriores ja foram ocupadas.

T4: Escolher um entre os 6 algarismos para ocupar a quarta posicao da sequéncia,
sabendo que as posicdes anteriores ja foram ocupadas.

Ts: Escolher um entre os 5 algarismos para ocupar a quinta posicdo da sequéncia,
sabendo que as posi¢des anteriores ja foram ocupadas.

Te: Escolher um entre os 4 algarismos para ocupar a sexta posicado da sequéncia,
sabendo que as posi¢des anteriores ja foram ocupadas.

T,: Escolher um entre os 3 algarismos para ocupar a sétima posi¢cao da sequéncia,
sabendo que as posi¢des anteriores ja foram ocupadas.
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Tg: Escolher um entre os 2 algarismos para ocupar a oitava posicdo da sequéncia,
sabendo que as posi¢cdes anteriores ja foram ocupadas.

Tg: Posicionar o ultimo algarismo restante na nona posicao.

T10: Aplicar o Principio Fundamental da contagem.

9-8-7-6-5-4-3-2-1=362880

Discurso Tedrico/Tecnologico: Na primeira forma de resolucéo, o aluno identificou

que o problema se tratava de uma permutacdo e aplicou o algoritmo pronto, sem
precisar refletir sobre a teoria envolvida por trds do algoritmo. Apenas aplicou a

férmula de permutacéo que ele ja tinha memorizado.

Na segunda forma de resolucdo, a cada numero que posicionamos na sequéncia,
devemos notar que para o proximo, podemos aplicar o Principio Fundamental da

Contagem.
4.3. Combinacgdes:
Primeiro exercicio:

Desejamos montar uma comissao de trés membros e dispfe-se de cinco pessoas.

Quantas comissdes podem ser formadas?

Identificacédo da tarefa: Formar conjuntos de 3 membros a partir de 5 pessoas.

Resolucdo esperada:

5!
CS,S = ﬁ =lO
Ou
(5-4-3)

=10
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Andlise das técnicas utilizadas nas resolucgdes:

Analise da técnica da primeira resolucao:

T1: Verificar que se trata de um problema de combinacéo.
T,: Aplicar a formula de combinacéo.

5
Cs,s = ﬁ =

Andlise da técnica da sequnda resolucao:

T1: Contar o numero de maneira que podemos selecionar uma pessoa, entre cinco,
para ocupar a primeira vaga da comissao.

T,: Contar o nUmero de maneira que podemos selecionar uma pessoa para ocupar a
segunda vaga da comissado, dado que uma pessoa ja foi selecionada para a primeira
vaga.

T3: Contar o numero de maneira que podemos selecionar uma pessoa para ocupar a
terceira vaga da comissdo, dado que duas pessoas ja foram selecionadas para
ocupar as duas vagas anteriores.

T4: Aplicar o Principio Fundamental da Contagem.

Obs.: Verificamos que as comissdes formadas foram contadas mais de uma vez.
Considere as comissoes formadas pelos membros A, B e C:

Primeira vaga: A
Segunda vaga: B
Terceira vaga: C

Primeira vaga: A
Segunda vaga: C
Terceira vaga: B

Primeira vaga: B
Segunda vaga: A
Terceira vaga: C

Primeira vaga: B
Segunda vaga: C
Terceira vaga: A

Primeira vaga: C
Segunda vaga: A
Terceira vaga: B

Primeira vaga: C
Segunda vaga: B
Terceira vaga: A

Percebe-se entdo que cada comissdo formada é contada seis vezes. E necessario
tirarmos estas repeticdes. Percebe-se também o seguinte, que essas repeticdes
podem ser obtidas a partir do célculo de permutacdes obtidas a partir de trés
membros.

3-2-1

Te: Retirar as comissdes que se repetem. Para isso devemos notar que cada
comissao de trés membros, foi contada 6 vezes.
T-: Dividir o resultado obtido na T, por 6.

(5-4-3)
T -

10
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Discurso Teodrico/Tecnolégico: Na primeira forma de resolucdo, o aluno identificou

que o problema se tratava de uma combinacéo e aplicou o algoritmo pronto, sem
precisar refletir sobre a teoria envolvida por trds do algoritmo. Apenas aplicou a

férmula da combinacéo que ele ja havia memorizado.

Como no caso dos arranjos e permutacdes, a teoria envolvida nesta resolucédo é o
Principio Fundamental da Contagem. A diferenga ocorre em T4. Ao aplicarmos o
Principio Fundamental da Contagem, notamos a repeticdo de algumas comissdes.
Essas repeticdes sdo formadas a partir da permutacéo de trés elementos. Por isso,
para retirarmos, dividimos o total obtido pelo nimero de permutacdes que se

repetem.
Segundo exercicio:

Uma prova consta de 15 questfes, das quais o aluno deve resolver 10. De quantas

formas ele podera escolher as 10 questbes?

Identificacéo da tarefa: escolher 10 dentre as 15 questdes para resolvé-la.

Resolucdo esperada:

15!
C...=-—=3003
10015

Ou

15.14-13-12-11-10-9-8-7-6-5-4.3.21
10-9-8-7-6-5-4-3-2.1.5-4.3.2-1

=3003

Andlise das técnicas utilizadas nas resolugoes:

Anélise da técnica da primeira resolucéo:

T1: Verificar que se trata de um problema de combinacéo.
T,: Aplicar a formula de combinagéo.
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15!
C.. =——=3003
110 1015

Analise da técnica da segunda resolucao:

T1: Contar o niumero de maneira que podemos selecionar uma questdo, entre
quinze, para se resolver.

T,: Contar o niumero de maneira que podemos selecionar uma questdo, entre
quatorze, para se resolver. Dado que uma ja foi resolvida.

T3: Contar o nUmero de maneira que podemos selecionar uma questao, entre treze,
para se resolver. Dado que duas ja foram resolvidas.

T,4: Contar o nimero de maneira que podemos selecionar uma questéo, entre doze,
para se resolver. Dado que trés ja foram resolvidas.

Ts: Contar o nimero de maneira que podemos selecionar uma questéo, entre onze,
para se resolver. Dado que quatro ja foram resolvidas.

Te: Contar o numero de maneira que podemos selecionar uma questéo, entre dez,
para se resolver. Dado que cinco ja foram resolvidas.

T, Contar o nimero de maneira que podemos selecionar uma questéo, entre nove,
para se resolver. Dado que seis ja foram resolvidas.

Tg: Contar o numero de maneira que podemos selecionar uma questéo, entre oito,
para se resolver. Dado que sete ja foram resolvidas.

Ty: Contar 0 niumero de maneira que podemos selecionar uma questao, entre sete,
para se resolver. Dado que oito ja foram resolvidas.

T10: Contar o nUmero de maneira que podemos selecionar uma questéao, entre seis,
para se resolver. Dado que nove ja foram resolvidas.

T11: Aplicar o Principio Fundamental da Contagem.

Obs.: Assim como no exercicio analisado anteriormente, devemos perceber o
seguinte: a cada conjunto de dez questbes escolhidas, ocorre a repeticdo de um
dado numero de questdes, que pode ser calculado a partir da permutacdo de dez
guestdes. Fato que foi provado no exercicio anterior.

15-14-13-12-11-10-9-8-7-6
T12: Dividir o resultado obtido na T11 por 10!.

I
1o 3003

10!

Discurso Tedrico/Tecnologico: Na primeira forma de resolucdo, o aluno identificou

que o problema se tratava de uma combinacéo e aplicou o algoritmo pronto, sem
precisar refletir sobre a teoria envolvida por trds do algoritmo. Apenas aplicou a

férmula da combinacéo que ele ja havia memorizado.
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Assim como no exercicio anterior, a teoria envolvida nesta resolucdo € o Principio
Fundamental da Contagem. A diferenca ocorre na Ti;, pois notamos que, cada

conjunto de 10 questdes é contado 10! Vezes, por isso dividimos o total obtido por
10!
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho procuramos justificar uma abordagem de ensino diferenciada da
tradicional, isto €, buscamos nao nos basear nas definicdes, formulas e exercicios
de aplicacdo. Objetivamos justificar que o ensino seja pautado no Principio
Fundamental da Contagem, pois acreditamos que quando trabalhamos com ele,
fugindo da apresentacdo tradicional, os discentes desenvolvem seu raciocinio

|6gico-dedutivo.

Acreditamos que quando o professor, em sua aula, apresenta a defini¢cdo, formula e
exemplos praticos, os discentes ndo desenvolvem o raciocinio l6gico-dedutivo,
apenas memorizam os tipos de exercicios e tentam aplicar a formula. Por isso,

optamos pelo ensino pautado a partir do Principio Fundamental da Contagem.

Como vimos no capitulo 2, as demonstracbes das férmulas de arranjos,
permutacbes e combinacbes sao deduzidas a partir do Principio Fundamental da
Contagem. Por isso, pensamos que durante a pratica docente, ao invés de
apresentarmos as definicdes, férmulas prontas e exemplos, podemos partir da

situacdo problema e aplicar o Principio Fundamental da Contagem.

No capitulo 4, quando apresentamos a analise de alguns exercicios sobre arranjos,
permutacdes e combinagbes, vimos que eles podem ser resolvidos de duas
maneiras distintas, ou seja, duas técnicas distintas. No primeiro caso, percebe-se
qual é o tipo de problema (se é de arranjo, permutacdo ou combinac¢éo), e aplica-se
a férmula conhecida, no segundo caso, 0s exercicios sao resolvidos utilizando o

Principio Fundamental da Contagem.

Nota-se que nao excluiremos as resolucdes dadas de forma direta, ou seja, aquelas
em que o aluno apenas aplica a formula conhecida. Porém, devemos justificar o uso
da férmula a partir do Principio Fundamental da Contagem. Posteriormente iremos
mostrando aos alunos que ao invés de memorizar a féormula, iremos resolver o
exercicio de forma intuitiva a partir do Principio Fundamental da Contagem do qual a

férmula sera uma consequéncia.
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Percebemos que a demonstracéo das formulas e a analise dos exercicios, baseiam-
se no Principio Fundamental da Contagem. Podemos entdo concluir que a hipotese
levantada pelo trabalho é vélida, isto €, temos uma justificativa de que o ensino

pautado no Principio Fundamental da Contagem se torna mais eficaz.

Pensamos que uma aula ministrada visando apresentar um problema mateméatico
em que o discente devera descobrir qual a tarefa proposta e buscar uma técnica

para resolvé-lo.

Feito isso, uma proposta é que o professor instigue o raciocinio légico-dedutivo dos
discentes, e trabalhar com a resolucdo do problema a partir do Principio
Fundamental da Contagem de forma intuitiva, apresentando a formalizagcéao

posteriormente.
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