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RESUMO

O objetivo deste trabalho é estudar as geometrias ndo-euclidianas e sua influéncia
no desenvolvimento da Teoria da Relatividade, bem como a possibilidade deste
tema ser inserido no contexto da educacao basica. Este estudo parte das primeiras
teorias sobre as Geometrias Nao-Euclidianas, com o problema do quinto postulado
dos Elementos de Euclides e a tentativa para demonstra-los, até o surgimento dos
modelos de Geometrias Nao-Euclidianos e sua influéncia na fisica, especificamente
na Teoria da Relatividade. Neste contexto, estudamos como as ideias n&o-
euclidianas mudaram a concepcdao de espago e geometria influenciando o
surgimento das teorias relativistas. Os conceitos geométricos ndo-euclidianos estao
fortemente ligados a Teoria da Relatividade. A partir de pesquisa bibliografica
mostraremos como se deu o desenvolvimento histérico das Geometrias N&ao-
Euclidianas e também que conceitos como espacos curvos da Teoria da
Relatividade, sé sao possiveis considerando o espag¢o nao-euclidiano. Também é
feita uma anadlise das possibilidades de insercao no curriculo basico.

Palavras-chaves: Geometrias Nao-Euclidianas; Fisica; Relatividade; Espacos;
Interdisciplinaridade.






NON-EUCLIDEAN GEOMETRY AND THE RELATIVE GEOMETRY

ABSTRACT

The aim of this work is to study at non-Euclidean geometries and it’s influence at the
theory of relativity’s development as well as the possibility of this topic be placed in
the context of basic education. The study of the early theories about non-Euclidean
geometries as the problem of the fifth postulate of Euclid's Elements and the
attempts to demonstrate them until the appearance non-Euclidean’s geometric
models and it’s influence in physics, specifically in relativity theory. In this context, we
study how ideas have changed the non-Euclidean concept of space and geometry
influencing the relativistic theories arise. The non-Euclidean geometric concepts are
strongly linked to the Theory of Relativity. Literature show us how was the historical
development of Non-Euclidean geometries and also that concepts such as curved
spaces of the Theory of Relativity are possible only considering the Non-Euclidean
space. Also an analysis of the possibilities of trying to add to the basic curriculum is

made.

Keywords: Non-Euclidean Geometry; Physics; Relativity; Spaces; Interdisciplinarity.
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1 INTRODUCAO

Por varios séculos os conceitos da geometria euclidiana foram considerados os que
melhor representavam a realidade fisica. Por volta da metade do século XIX,
tomaram forga ideias contrarias a isso, e surgiram varios questionamentos sobre a
validade universal da geometria euclidiana, principalmente com relacdo ao quinto
postulado de Euclides. A descoberta das Geometrias nao-Euclidianas gerou uma

grande revolugdo na matematica.

Embora nao se tivesse duvidas da validade da geometria euclidiana, e que esta
correspondia a realidade, havia certa insatisfacdo com seus fundamentos por causa
do carater nao intuitivo do postulado das paralelas. Desde a antiguidade, diversos
autores tentaram substituir o postulado das paralelas por outro mais intuitivo, ou
demonstra-lo a partir dos demais postulados de Euclides com a finalidade de tornar

a geometria mais bem fundamentada.

Nesse intento, como veremos, surgiram as geometrias n&o-euclidianas que

funcionavam tao bem quanto a propria geometria de Euclides.

Com essa descoberta foi possivel introduzir novos objetos matematicos para

representar o mundo fisico. Parana (2008) afirma:

Muitos dos problemas do cotidiano e do mundo cientifico s6 séo
resolvidos pelas geometrias ndo-euclidianas. Um exemplo sdo os
estudos que resultaram na Teoria da Relatividade, em que a
geometria do espago, usada por Albert Einstein, foi uma geometria
ndo-euclidiana, de modo que conceitos, como a luz se propaga ao
longo de geodésicas e a curvatura do espago € determinada pela
natureza da matéria que o preenche, foram fundamentais (PARANA,
2008, p. 56).

O surgimento das geometrias nao-euclidianas teve forte repercussdo na fisica,
basicamente por dois motivos. Primeiro, porque até o inicio do século XIX muitos
autores acreditavam que a fisica de Newton era uma teoria verdadeira a priori — do
mesmo modo que a geometria — e que seus principios basicos podiam ser provados
a partir de postulados ou axiomas intuitivos. Essa visao foi desfeita, juntamente com

a concepcgao analoga a respeito da geometria. Segundo, a existéncia de diferentes
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geometrias tinha uma consequéncia imediata na fisica, pois muitas teorias fisicas

utilizam a geometria (junto com pressupostos fisicos) em sua formulacao.

Mesmo se os principios basicos da fisica (incluindo a mecéanica) fossem mantidos, a
existéncia de diferentes geometrias abriria a possibilidade de teorias fisicas
alternativas, que levassem as novas consequéncias, pelo uso dessas geometrias
alternativas (SILVA, 2006).

Os conceitos da Teoria da Relatividade de Albert Einstein (1879 — 1955) estao
fortemente ligados aos conceitos das geometrias nao-euclidianas. O
desenvolvimento da nova fisica de Einstein sé foi possivel com uma mudanca
radical de paradigma da concepcao de espaco, o qual por sua vez sé foi possivel

devido ao surgimento das geometrias ndo-euclidianas.

Nesse sentido, partimos da questdo se seria possivel apresentar os dois tépicos
numa abordagem que leva em consideracdo a educagao basica. Por isso, nesta
pesquisa, enfocamos o desenvolvimento das geometrias n&o-euclidianas e
investigamos a questdao do espaco e geometria da teoria da relatividade. Neste
trabalho consideramos, ainda, a importancia da histéria da ciéncia e do
desenvolvimento histérico da matematica, uma vez que o conhecimento cientifico
nao se da de maneira isolada, neutra, é sempre parte de um processo mais amplo e

dinamico.

Para dar conta do objetivo delineado, desenvolvemos este trabalho, dividindo-o da

seguinte forma:

e Capitulo 2: Geometria euclidiana, em que apresentamos a geometria de
Euclides, seus postulados e o problema do quinto postulado, bem como as
diversas intencdbes de demonstra-lo como teorema, o que resultou no

surgimento das geometrias ndo-euclidianas;

e (Capitulo 3: Geometrias ndo-euclidianas, em que apresentamos as geometrias
ndo-euclidianas, propriamente ditas. Neste capitulo figuram os trabalhos de
Bolyai, Gauss, Lobachevsky e Riemann na criagdo das geometrias nao-
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euclidianas classicas: hiperbélica e eliptica. E o capitulo em que procuramos
apresentar os detalhes que serviriam de base para os fundamentos da Teoria

da Relatividade;

e Capitulo 4: Geometria da Relatividade, em que apresentamos as ideias
basicas dessa teoria com outro enfoque. Discutimos a evolugcédo da ideia de
espaco fisico e mostramos que os conceitos geométricos nao-euclidianos

estao intrinsecamente ligados a Teoria da Relatividade;

e Capitulo 5: Geometrias n&o-euclidianas na educacdo basica, em que
apresentamos possibilidades de inclusdo dessa disciplina na educacao
basica, da mesma forma que discutimos a possibilidade de apresentar topicos
relacionados a Teoria da Relatividade, com uma breve discussao sobre

curriculo;

a) Capitulo 6: Consideracdes finais a partir do levantamento bibliografico e das
analises feitas.
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2 GEOMETRIA EUCLIDIANA

Durante mais de dois mil anos a geometria Euclidiana era a que melhor
representava nosso mundo. A obra Elementos, de Euclides, é tida como uma das
mais importantes ja escritas. Nela, Euclides sintetiza todo conhecimento matematico
da época e, além disso, fornece um modelo para o desenvolvimento rigoroso das

ideias matematicas que € utilizado até os dias de hoje.

Elementos é composto por treze livros (capitulos). O livro | se inicia com 23
definigdes, cinco nogdes comuns e cinco postulados. As definigbes ddao nomes aos
objetos e conceitos basicos que Euclides vai estudar. As nogdes comuns sao regras
comumente aceitas sobre raciocinio e relagdes que ele explicita. Os postulados, ou
axiomas, sao afirmacdes sobre os objetos em estudo que sao consideradas
verdadeiras sem demonstracdo. As definicdes, nogdes comuns e postulados séo
tomados como ponto de partida a partir dos quais outras afirmagdes, chamadas de
proposigcbées, sao demonstradas segundo rigidas regras légicas. Uma proposicao
significativa € chamada de teorema, uma proposi¢cao cujo principal objetivo seja
demonstrar um teorema é chamada de /lema, e uma proposicdo que resulta

facilmente de um teorema é chamada de corolario.

O livro | de Os Elementos contém 23 definicdes, 5 postulados e 9 nogcdes comuns.

Para ilustrar, colocamos a seguir algumas definicdes:

1. Ponto é aquilo de que nada é parte.

2. E linha é comprimento sem largura.

3. E extremidades de uma linha s&o pontos.

7. Superficie plana é a que esta posta por igual com os pontos sobre si
mesmo.

8. E angulo plano é a inclinagéo, entre elas, de duas linhas no plano, que se
tocam e n&o estao posta sobre uma reta.

9. E quando as linhas que contém o angulo sejam retas, o angulo é chamado

retilineo.
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10.E quando uma reta, tendo sido alteada sobre uma reta, faca os angulos
adjacentes iguais, cada um dos angulos é reto, e a reta que se alteou é
chamada uma perpendicular aquela sobre a qual se alteou.

23. Paralelas séo retas que, estando no mesmo plano, e sendo prolongadas

ilimitadamente em cada um dos lados, em nenhum se encontram.

Os cinco postulados do livro I:

Fique postulado tragar uma reta a partir de todo ponto até todo ponto.
Também prolongar uma reta limitada, continuamente, sobre uma reta.
E, com todo centro e distancia, descrever um circulo.

E serem iguais entre si todos os angulos retos.

a &~ 0 h =

E, caso uma reta, caindo sobre duas retas, faga os angulos interiores e do
mesmo lado menores do que dois retos, sendo prolongadas as duas retas,
ilimitadamente, encontrarem-se no lado no qual estdo os menores do que
dois retos.

(EUCLIDES, 2009, p. 97-98).

2.1. O quinto postulado
Desde o inicio, 0 quinto postulado dos Elementos de Euclides gerou problemas.

E, caso uma reta, caindo sobre duas retas, faga os angulos interiores
e do mesmo lado menores do que dois retos, sendo prolongadas as
duas retas, ilimitadamente, encontrarem-se no lado no qual estdo os
menores do que dois retos. (EUCLIDES, 2009, p. 98).

E possivel que o préprio Euclides tenha tentado adiar a inclusdo do mesmo. Os
quatro primeiros sdo declarados de forma sucinta, em menos de uma linha. Mas néo
€ 0 que ocorre com o quinto postulado. Euclides sé o utilizou pela primeira vez na
demonstracdo da Proposicdo 29' do livro | (SAMUCO, 2005). Esse fato pode sugerir
que Euclides talvez nao tenha ficado satisfeito com a forma do quinto postulado.

' Proposicéo 29, I: A reta, caindo sobre as retas paralelas, faz tanto os angulos alternos iguais entre si
quanto o exterior igual ao interior e oposto e os interiores e no mesmo lado iguais a dois retos.
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Durante varios séculos, muitos matematicos se perturbaram com o quinto postulado.
A formulagéo desse postulado requer uma sentenca légica muito mais complexa que
os demais, semelhante a de alguns teoremas demonstrados por Euclides. Caso
fosse possivel eliminar esse postulado um sistema muito mais simples resultaria. O
objetivo dos gregos ao organizar a geometria em rigorosa forma dedutiva era
demonstrar teoremas. E, nesse sentido, dispor de postulados 6bvios e verdadeiros
implica credibilidade dos teoremas, visto que associamos a credibilidade dos
teoremas a credibilidade dos postulados. O quinto postulado, diferente dos demais,

nao apresenta essa caracteristica de ser obviamente verdadeiro.

Muito pensadores tentaram afastar o quinto postulado do sistema légico. A idéia era
buscar demonstrar que o quinto postulado nao era independente dos demais. Quem
estudou Euclides, gregos, arabes, por exemplo, procuraram por diversas vezes
demonstrar que o quinto postulado era um teorema do sistema, dedutivel dos quatro
primeiros postulados.

O resultado disso foi o surgimento de varios principios geométricos capazes de
substituir o quinto postulado, que associados aos outros postulados permitem
demonstrar os teoremas de Euclides. Um principio conhecido como axioma de
Playfair® pode substituir o quinto postulado de Euclides. No entanto, nenhum dos

principios surgiu como alternativa mais simples que o postulado original.
2.1.1. O trabalho dos arabes

Durante a Idade Média, nos séculos IX e X, o quinto postulado foi mais estudado
pelos arabes do que na Europa, mediante a traducéo dos livros de Euclides entre os
arabes. Entre eles, destacam-se os trabalhos de Thabit inb Qurra, Omar Khayyam e
Nasir Eddin al-Tusi (SILVA, 2006).

Conforme vemos em Silva (2006), encontramos uma boa referéncia da descricao
dos trabalhos do primeiro e do ultimo autor.

2 Em 1795, John Playfair propds o seguinte axioma: dada uma linha e um ponto fora dela, uma e
somente uma paralela a linha dada passa por esse ponto. O axioma de Playfair é interpretado como
uma nova forma do quinto postulado que, nesse formato passou a ser chamado de axioma Xl (SILVA,
2006).
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Thabit Ibn Qurra (836-910), no seu segundo tratado sobre a geometria de Euclides,
estabeleceu inicialmente que um segmento de linha poderia se mover sem ter seu
comprimento alterado, pois considerava que a auséncia de deformacao das figuras
geométricas quando ha movimento, ndo era ébvia (GRAY, 1989 apud SILVA, 2006
p.7). Na demonstracdo da proposicdo 4°, Euclides considera que um dos triangulos
pode ser movido e colocado sobre o segundo para fazer sua anadlise. Ibn Qurra
introduz uma figura que sera muito utilizada nas tentativas de demonstrar o quinto
postulado: um quadrilatero com dois lados iguais e opostos fazendo o mesmo
angulo com a base, como na figura 2.0, onde os lados DA e CB séo iguais, € 0s

angulos DAB e C B A sdo iguais.

C
D C b
E e —
1F
(-
A B A B
FIGURA 2.0: Ibn Qurra FIGURA 2.1: Os angulos da
considera um quadrilatero base séo retos e EF é igual a
com angulos iguais na base AB.

e lados AD e BC iguais.

, Fonte: Silva (2006).
Fonte: Silva (2006).

Segundo a hipétese de Qurra, em um quadrilatero no qual os angulos da base sao
angulos retos, como na figura 2.1, e considerando EF igual a AB, pois essa linha
seria 0 deslocamento da base e portanto manteria 0 comprimento, entdo o quarto
angulo, AEF , também seria reto. Baseado nessa hipétese, Ibn Qurra tentou provar

0 quinto postulado usando a figura 2.2.

? Proposigao 4: Caso dois triangulos tenham dois lados iguais [aos] dois lados, cada um a cada um, e
tenham o angulo contido pelas retas iguais igual ao angulo, também terdo a base igual a base, e 0
tridngulo sera igual ao tridngulo, e os angulos restantes serdo iguais aos angulos restantes, cada um
a cada um, sob os quais se estendem os lados iguais (EUCLIDES, 2009).
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IS

/A Z n E H

Figura 2.2: Construgao de Ibn Qurra para tentar demonstrar o quinto postulado.

Fonte: Silva (2006).

Na figura 2.2, as linhas [ e m cortam uma terceira linha n, sendo que [/ e n sé@o
perpendiculares (por hipbdtese). Assim, ele tomou um ponto W sobre m e tragou a
perpendicular WZ até n. Se AZ é menor que AE, entdo algum multiplo dele, AH
excede AE, e pode formar o triangulo retangulo AHN , onde N esta sobre m. Pela
hipétese do quadrildtero, NH n&o encontra [, pois se encontrasse, ndo formaria o
quadrilatero que ele introduziu inicialmente (figura 2.0). Dessa forma, [ deve
encontrar m e o quinto postulado esta provado, ou seja, as linhas [ e m se
encontram do lado em que a soma dos angulos (os angulos A e £) somam menos

que dois retos.

Em sua demonstracao, lbn Qurra assumiu uma das proposicdes, a proposicao 29 do
livro 1, que utilizava o quinto postulado, o que invalidou sua demonstracdo (GRAY
apud SILVA, 2006, p.8).

O trabalho de outro arabe teve destaque na tentativa de demonstragcdo do quinto
postulado. Nasir Eddin AL-Tusi (1201 — 1274) também utilizou o quadrilatero com
pelo menos dois angulos retos e um raciocinio semelhante ao de Ibn Qurra para

fazer sua demonstragcao. Porém falhou ao supor que linhas que pareciam convergir
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de um lado efetivamente iriam se encontrar (SILVA, 2006, p.9). Essa demonstracéao

foi a que causou maior interesse na Europa.

Outro matematico arabe, Omar Khayyam (1048-1131), foi um dos que introduziram
uma nova abordagem nas tentativas de demonstracdo do quinto postulado,
utilizando o método de redugdo ao absurdo. Khayyam considerou um quadrilatero
ABCD, porém com os angulos da base A e B retos e os dois lados (AD e BC)
adjacentes a base iguais. “Mostrou” entdo que os angulos C e D eram iguais e
necessariamente retos, visto que as hipoteses “C e D agudos” e C e D obtusos
levavam a contradigcdo. Isto permitiu a Omar Khayyam deduzir a proposi¢édo 29 do
livro | (dos Elementos) e dai o quinto postulado. No entanto, na sua demonstracao
utilizou a afirmacdo segundo a qual duas perpendiculares a mesma reta sao
paralelas, o que é equivalente ao quinto postulado que pretendia provar (SAMUCO,
2005).

2.1.2 O quadrilatero de Saccheri

Das diversas tentativas de demonstracdo do quinto postulado, a que mais se
aproximou de uma solugdo foi a de Giovanni Gerolamo Saccheri (1667-1733).
Saccheri foi um padre jesuita e professor de matematica da Universidade de Pavia.
Sua obra mais conhecida é Euclides livre de Todos os Erros de 1733, em que
praticamente descobriu a primeira Geometria Nao-euclidiana, ainda que o mesmo
nao tenha observado que, com seus resultados, poderia ser construida uma nova

geometria sem contradigao.

Uma maneira de resolver o problema do quinto postulado seria empregar o
raciocinio de demonstracdo por absurdo (reductio ad absurdum), assim como fez
Omar Khayyam. Saccheri, assim como Lambert (1728-1777), utilizou esse método.
Desse modo, sua ideia foi admitir por hipdétese que o quinto postulado era
independente dos demais e mostrar que essa hipbétese conduz a uma contradicao
devendo, portanto, ser falsa. Sacchieri admitiu de inicio que os quatro primeiros
postulados de Euclides eram verdadeiros; admitiu, ainda, a hipotese de que

qualquer segmento possa ser prolongado indefinidamente, para torna-lo tao extenso
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quanto fosse desejavel. Admitiu a seguir, para efeito de discussao, que o quinto
postulado era falso.

Ele considera, entdo, um quadrildtero ABCD com dois angulos retos em Ae B, e
dois lados iguais AD e BC (figura 2.3), provando o seguinte lema:

Se um quadrilatero ABCD tem os angulos consecutivos A e B retos, e os lados AD e
BC iguais, entdo o angulo C é igual ao angulo D; mas se os lados AD e BC séao
desiguais, dos dois angulos C e D é maior o que é adjacente ao menor lado, e vice-
versa. (BONOLA, 1955 apud SILVA, 2006).

A B

Figura 2.3: Quadrilatero de Saccheri, com angulos retos em A e B e lados AD e BC iguais.

Fonte: Silva (2006)

Conforme a hip6tese de Euclides, os outros dois angulos, C e D, também serao
retos, e para provar essa igualdade é necessario usar o0 quinto postulado.
Assumindo como hipotese inicial que ambos sdo obtusos ou agudos, o quinto
postulado estara sendo negado. Saccheri chamou esses angulos de angulos de topo
(BARKER, 1969), e dessa forma permitem lancar trés hipéteses:

1 — hipbtese do angulo reto (£ C=« D = angulo reto), entdo AB = CD

2 — hip6tese do angulo obtuso (£ C=~Z D> angulo reto), entdao AB >CD

3 — hipétese do angulo agudo (£ C=« D< angulo reto), entdo AB<CD



30

Em qualquer retdngulo que tenha aquela forma. Admitindo que o espacgo seja
uniforme, apenas uma dessas hip6teses deve ser verdadeira. Partindo de suas
premissas, Saccheri pode revelar que o quinto postulado de Euclides deve ser
verdadeiro, caso verdadeiro a hipétese 1). Mas como admitiu a falsidades do quinto
postulado (para chegar a contradicao), deixou de lado a hip6tese 1). Da mesma
forma abandonou a hipétese 2), dado as premissas que admitiu. Restou, entdo, a
hip6tese 3). Sacchieri tentou mostrar que essa hipétese era incompativel com seus
pressupostos, onde achou que podia abandona-la devido a algumas estranhas
consequéncias que apareciam. Uma vez que Saccheri tivesse obtido sucesso em
demonstrar que a hipétese 3) era logicamente incompativel com seus pressupostos
estaria completa a demonstracdo: teria chegado a contradicdo que o método
reductio ad absurdum procurara. Mas isso ndao ocorreu. No entanto, ainda que nao
tenha percebido, conseguiu um resultado muito importante. Tentando demonstrar o
absurdo da hipdtese 3), Saccheri pode deduzir logicamente fatos paralelos aos
teoremas de Euclides, mas diferentes deles. Nascia um tipo completamente novo de

Geometria.

Saccheri usou 0 seguinte raciocinio com relagdo a hipétese 3 (hipétese do angulo

agudo):

Dada uma linha I e um ponto P fora de | (Figura 2.4), as linhas que passam

por P estao divididas em trés familias:
a) uma familia infinita de linhas que se encontram com [;
b) uma familia infinita de linhas que nunca se encontram com [;

C) duas linhas que sao assintéticas a [ e que separam as duas

primeiras familias.

Para nosso ponto de vista euclidiano, essas condi¢gdes podem parecer absurdas.
Mas elas sdo impossiveis de se negar logicamente. Com relacdo a isso, Saccheri
argumenta que seria “contrario a natureza da linha reta...” (SACCHERI apud SILVA,
2006).
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e

Figura 2.4: Se fosse vdlida a hipétese do angulo agudo, partindo de P seria possivel tragar
uma infinidade de linhas que nunca se encontram com [/ e uma infinidade de linhas que
sempre se encontram com /.

Fonte: Silva (2006).
2.1.3 O quadrilatero de Lambert

Johann Heinrich Lambert (1728 — 1777), colega de Euler e Lagrange na Academia
das Ciéncias em Berlim, foi o primeiro a publicar a demonstracdo de que 7z €
irracional. Fez importantes trabalhos sobre a teoria das paralelas, tendo escrito um
livro com esse titulo, onde deduziu muitas propriedades da Geometria Nao-
euclidiana, embora ndo aceitasse claramente sua existéncia (SAMUCO, 2005).

Da mesma forma que Saccheri, Lambert tentou provar o quinto postulado por meio
de um argumento indireto. Ele considerou um quadrilatero com trés angulos retos,
agora chamado de quadrilatero de Lambert (COUTINHO, 2001).

Figura 2.5: Quadrilatero de Lambert.

Fonte: Coutinho (2001).
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Lambert, entdo, supds trés hipbteses para o quarto angulo:

1. Hipétese do angulo reto, o que equivale ao quinto postulado de
Euclides;

2. Hip6tese do angulo obtuso €;

3. Hipétese do angulo agudo.

A primeira hipétese conduz a geometria euclidiana. Da mesma forma que Saccheri,
Lambert rejeitou a hip6tese do angulo obtuso. Fez isso mostrando que sob essa
hip6tese duas perpendiculares a mesma reta intersectam-se. Isso na verdade nao
resulta nenhuma contradicdo. Se a hipétese do angulo obtuso fosse valida, entdo as
propriedades das figuras seriam como se tracadas sobre uma esfera, ou seja,
curvadas. As linhas retas seriam como circulos maximos. No entanto, como o0s
circulos maximos se encontram em mais de um ponto, ndo possuem as
propriedades das linhas retas, e isso permite refutar a hipétese do angulo obtuso
(ROSENFELD apud SILVA, 2006, p.11). Todavia, também nao chegou a contradigao
ao tentar demonstrar a hip6tese do angulo agudo. Assim, Lambert obtém que sendo
validas as hipéteses do angulo obtuso e do angulo agudo, o defeito* na soma dos

angulos de um tridngulo seria proporcional a area deste triangulo.

Essa diferenca é conhecida como diferenca do triangulo, e tem um papel muito
importante ma Geometria Hiperbdlica e seu valor é igual a zero na Geometria

Euclidiana, na qual a soma dos angulos internos de um triangulo é 180°.

No caso do quadrilatero com o terceiro angulo agudo (terceira hipétese), Lambert
conclui que quanto mais agudo fosse o angulo, maior seria o quadrilatero. Essa
analise levou Lambert a descobrir que a soma dos angulos de um tridngulo poderia

ser inferior a dois angulos retos.

Para a hipétese do adngulo agudo, Lambert conclui que, se comparada a hipétese do
angulo obtuso, poderia ocorrer o caso de uma “esfera imaginaria”. Sobre esse fato

* Defeito de um angulo corresponde ao excesso sobre 1802 ou a falta sobre 1802 na soma de seus
angulos na trigonometria esférica. E a diferenca do tridngulo visto anteriormente.
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Lambert teria dito “Estou quase inclinado a concluir que a terceira hip6tese surge
com uma superficie esférica imaginaria”. (LAMBERT apud SAMUCO, 2005, p.20).

Assim, Lambert observa que a hipétese do angulo obtuso vale para triangulos
esféricos e que a hipétese do angulo agudo vale na superficie de uma esfera de raio
imaginario. Essas observacdes serdo comprovadas posteriormente por Riemann e

Lobachevsky.
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3 GEOMETRIAS NAO-EUCLIDIANAS

Vimos no capitulo anterior que, com a negacao do quinto postulado, era possivel
considerar novos objetos matematicos que permitiram o surgimento de novas
geometrias. Foram os matematicos Janos (ou mesmo Johann) BOLYAI (1802 —
1860), Nikolai Ivanovich LOBACHEVSKY (1792 — 1856), Carl Friedrich GAUSS
(1777 — 1855) e Georg Friedrich Bernhard RIEMANN (1826 — 1866) que plantaram
as bases para essas novas geometrias, que agora chamamos de geometrias nao-
euclidianas, termo cunhado por Gauss, e que sao, do ponto de vista l6gico, tdo boas
e consistentes como a propria geometria de Euclides.

Gauss foi o maior matematico de sua época e contribuiu muito para o
desenvolvimento das Geometrias Nao-euclidianas, como podemos ver recorrendo a
Barbosa (2009, apud SILVA, 2011, p. 13):

Nos anos criticos que antecederam a descoberta da nova geometria,
a figura dominante do mundo matematico era Carl Friedrich Gauss
(1777 — 1855), que deu uma grande contribuicdo no desenvolvimento
de ideias que levaram a sua descoberta. Poucos dos seus
resultados, fruto de muitos anos de pesquisa sobre os problemas
associados ao quinto postulado, foram tornados publicos durante sua
vida. Algumas cartas a outros interessados naqueles problemas,
criticas de tratados sobre paralelas, e notas inéditas descobertas
entre seus trabalhos, séo toda a evidéncia disponivel de que foi ele o
primeiro a entender claramente a possibilidade de uma Geometria
logicamente precisa e diferente da de Euclides (BARBOSA, 2009
apud SILVA, 2011, p. 13).

Por volta da década de 1820, ou talvez antes, Gauss parece ter-se convencido de
que é possivel haver geometrias em que o quinto postulado deixa de ser valido.
Nesse periodo, teria escrito ao amigo Taurinus:

A premissa de que a soma dos trés angulos de um tridngulo seja
menor que 180° conduz a uma curiosa geometria, muito diferente da
nossa (da geometria euclidiana), mas totalmente coerente que
desenvolvi para minha completa satisfacdo, de forma que sou capaz
de resolver nela qualquer problema, com excecao da determinacao
de uma constante, que ndo pode ser fixada a priori... os trés angulos
de um triangulo podem ser tdo pequenos quanto se queira, desde
que os lados sejam suficientemente grandes, ainda assim a area do
triangulo ndo pode superar, nem mesmo atingir, certo limite,
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independente de quando os lados sejam grandes (O’Shea, 2009,
p.93).

Segundo Silva (2006), Gauss escreve uma carta® a Wolfgang Bolyai onde relata que
“pensava no assunto ha 40 anos’. No entanto, o fato de apenas alguns de seus
resultados terem sido conhecidos durante sua vida pode ser compreensivel. 1sso
porque, em seu tempo, a Inquisicdo ainda exercia grande pressao sobre aqueles
que dominavam algum tipo de conhecimento e esses deveriam agir com prudéncia.
Gauss era cuidadoso nas coisas que escrevia, e temia opor-se publicamente as
teorias de Immanuel Kant (1724 — 1804), cuja filosofia havia sido adotada pela igreja
catblica e considerada como dogma. Kant acreditava que a intuicdo deveria ser
adotada, em detrimento do rigor das demonstracbes matematicas. Em sua obra,
Critica da Razao Pura, de 1879, Kant se refere ao espaco euclidiano como sendo de
uma “necessidade inevitavel de pensamento”. Para Kant, a geometria de Euclides

era a unica possivel.
3.1. Geometria Hiperbdlica

E interessante o fato de algumas vezes na histéria da ciéncia uma nova ideia ocorrer
em varias pessoas mais ou menos simultaneamente. Isso ocorreu no século XVII
com a descoberta do calculo por Newton na Inglaterra e por Leibniz na Alemanha, e
também no século XIX com a descoberta da primeira Geometria Nao-euclidiana.

Conforme Coutinho (2001), a Geometria Hiperbdlica foi desenvolvida,
independentemente, por dois matematicos contemporaneos: o russo Nicolai

Ivanovich Lobachevsky e, simultaneamente, o matematico hdngaro Janos Bolyai.

Em 1820 Janos Bolyai informou o seu pai, o também matematico e amigo de Gauss,

Wolfgang (ou Farkas) Bolyai (1775 - 1856) que estava interessado na teoria das

> Refere-se a carta que Gauss escreve comentando o artigo de Janos Bolyai, filho de Wolfgang
Bolyai, Teoria absoluta do espacgo, escrito em 1829, que veremos a diante.
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paralelas, ao qual o teria aconselhado a desistir da ideia®. No entanto Janos nio
seguiu o conselho do pai.

Em 1823 Janos Bolyai em carta ao seu pai Wolfgang Bolyai escreveu:

Resolvi publicar um trabalho sobre a teoria das paralelas, tédo logo
tenha organizado o material e as minhas circunstancias o permitam.
Nao completei 0 meu trabalho, mas o caminho que segui torna quase
certo que o objetivo sera alcangado, se isso for de todo possivel; o
objetivo ainda ndo foi alcancado, mas tenho feito descobertas
maravilhosas que quase sou esmagado por elas, e seria motivo de
lamento se as perdesse. Quando as vires, querido pai, também
perceberas... do nada criei um universo (SAMUCO, 2005).

O trabalho de Janos Bolyai é entregue ao seu pai em 1829, que o publicou como um
apéndice em seu livro. Apo6s varios atrasos na publicacao, o primeiro volume de Os
Ensaios sobre Elementos de Matematica para Jovens Estudiosos, livro de Wolfgang
Bolyai, foi finalmente publicado em 1832, contendo o famoso Apéndice de Janos
Bolyai com o titulo “A ciéncia do espaco absoluto com uma demonstracdo da
independéncia da verdade ou falsidade do axioma Xl| de Euclides (que nao pode ser
decidido a priori) e também a quadratura do circulo no caso da sua falsidade
(SAMUCO, 2005).

Segundo Silva (2006, p. 15), Janos pretendia seguir o mesmo caminho que Saccheri
e Lambert, mas, ciente dos erros de seu pai, acabou optando pelo método dos
gregos, sem decidir, a priori, sobre a validade ou ndo do quinto postulado’. Tanto
Janos como Lobachevsky comecaram suas teorias a partir da ideia de que mais de
uma paralela a uma dada linha reta poderia passar pelo mesmo ponto (o que

contraria uma das consequéncias do quinto postulado de Euclides).

No trabalho de 1832, Janos fornece uma nova definicdo para paralela, que depende
do chamado angulo de paralelismo:

Se o raio AM néao é cortado pelo raio BN, situado no mesmo plano,
mas € cortado por qualquer outro raio BP compreendido no angulo

® Palavras de Wolfgang Bolyai ao seu filho: “Pelo amor de Deus, eu lhe pego, desista! Tema tanto isso
quanto as paixdes sensuais, porque isso também pode tomar todo o seu tempo, e priva-lo de sua
salde, paz de espirito e felicidade na vida!”.

" Ou seja, nao considerou o quinto postulado parte do sistema de axiomas.
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ABN, chamaremos o raio BN paralelo ao raio AM; Isto é designado
por BN || AM. (BOLYAI, 1832, apud SILVA, 2006, p.16).

Podemos observar que a definicdo de paralelas usada por Janos Bolyai ndo implica
equidistancia entre os raios paralelos, o que nos leva a imaginar o raio BN como
sendo assintético a AM, sem deixar de ser paralelo. Um esquema é mostrado na
figura 3.0.

Figura 3.0: O raio BN é paralelo ao raio AM, segundo a definicdo de Bolyai.

Fonte: Adaptado de Silva (2006).

Com base em seus resultados referentes as paralelas, assim definido, Bolyai provou
uma série de teoremas para a Geometria Hiperbdlica, todos independentes do
quinto postulado. Um deles é o que segue referente aos lados do tridngulo: “Em
qualquer triangulo esférico, os senos dos lados sdo como 0s senos dos angulos
opostos” (BOLYAI, 1932, apud SILVA, 2006, p.16).

Na construcdo da Teoria Absoluta do Espaco, Bolyai define paralelas e suas
propriedade independentemente do quinto postulado, e deduz uma geometria
independente do quinto postulado, onde aparece um parametro i, que ele chama de
unidade absoluta de comprimento. Dessa forma, quando i tende a infinito, a

geometria se aproxima da euclidiana.
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Como dissemos anteriormente, nesse mesmo periodo Lobachevsky desenvolveu
seu trabalho independentemente de Bolyai. Lobachevsky, que estudou na
Universidade de Kazan e onde foi professor de 1827 a 1846, apresentou seus
trabalhos sobre geometria ndo-euclidiana na revista de Kazan em 1829 e 1830.

Lobachevsky fez a primeira apresentacdo publica de seus trabalhos numa
conferéncia ao Departamento de Fisica-Matematica da Universidade de Kazan,
onde se negava o quinto postulado. Entdo submeteu um artigo pela Academia de
Ciéncias de Sao Petersburgo que inicialmente foi rejeitado.

Diferente de Bolyai, que embora tivesse plenas convicgbes de suas ideias,
Lobachevsky aprofundou seus estudos procurando, de imediato, aplicagdes para
sua nova geometria culminando em sua obra Pangeometia (1855). E interessante
observar que este ultimo livro foi ditado, pois ele se encontrava cego, e publicado em
francés. Isso mostra a forgca de sua mente e a confianga que tinha em seu trabalho.
E também o fato dessa publicacao ter sido em francés, pode ter contribuido para

uma maior divulgacdo da Geometria Hiperbodlica como sendo devida a Lobachevsky.

Foram os trabalhos das mentes criativas Lobachevsky, Gauss e J. Bolyai que
desenvolveram a geometria ndo-euclidiana. No entanto, Lobachevsky foi o primeiro
a divulgar suas descobertas ndo temendo o impacto de seu trabalho. Mesmo assim
0 reconhecimento de seu trabalho sé se deu apdés a sua morte. Em 1871, o
matematico alemao Felix Klein (1849 - 1925) deu o nome de Geometria Hiperbdlica

a nova geometria desenvolvida por esses trés matematicos.
3.1.1. O Postulado de Lobachevsky

A Geometria Hiperbdlica admite todos os postulados da geometria euclidiana, exceto
o quinto. A publicacdo de 1829, de Lobachevsky, continha os principios basicos da
nova geometria (chamada de Geometria Imagindria ou Pangeometria), em que
postula “Por um ponto P fora de uma reta r passa mais de uma reta paralela a reta r’
(COUTINHO, 2001).
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Figura 3.1: Modelo de retas paralelas na Geometria Hiperbdlicas. Entre as retas a e b
passam infinitas retas, que nao interceptam r. Essas retas sdo chamadas de retas nao-

secantes.

Fonte: Coutinho (2001).

Conforme Silva (2006), Lobachevsky baseia-se em definicbes diferentes da

geometria euclidiana e atribui propriedades diferentes para linhas retas:

1.

Uma linha reta ajusta-se sobre si mesma em todas as posicoes. Com isto
quero dizer que durante a rotacdo de uma superficie que contém, a linha
reta ndo muda seu lugar se ela passa por dois pontos fixos na superficie
(com isso quero dizer que se giramos a superficie contendo a reta por dois

pontos da linha, a linha nao se move).
Duas linhas retas ndo podem se interceptar em dois pontos.

Se uma reta esta num plano limitado por uma fronteira, entdo essa reta
quando for suficientemente prolongada para os dois lados, deve

ultrapassar a fronteira e assim dividir o plano em duas partes.

Duas linhas retas perpendiculares a uma terceira se cortam, nao importa o

quanto sao prolongadas.

A seguir Lobachevsky apresenta um grupo de quinze teoremas geométricos

independentes do postulado das paralelas. Esses teoremas servem de base para
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compreensao das suas ideias relativas a nova geometria. Apds, apresenta sua
definicdo de retas paralelas.

Definicdo 16%: Todas as linhas retas que em um plano partem de um mesmo ponto
podem, com relacdo a uma linha reta no mesmo plano, ser divididas em duas
classes: as secantes e ndo-secantes. As linhas de fronteira desta e daquela classe
de linhas serdo chamadas de paralelas a linha dada. (LOBACHEVSKY, 1840, apud
SILVA, 2006, p.17).

E G
C
K
H
F
T(P)

P

D D
A
H K
= B

Figura 3.2: Na definicdo de paralela de Lobachevsky, AF é secante a linha DC, AG é nao-
secante a linha DC e AH é paralela a linha DC.

Fonte: adaptado de Samuco (2005).

Pelo ponto A (figura 3.2) traca-se a reta AD perpendicular a BC e a reta AE
perpendicular a AD. No angulo ADE todas as retas que passam pelo ponto A
intersectam a reta DC, como por exemplo AF, ou algumas delas, como a
perpendicular AE, ndo intersectam DC. Assuma a possibilidade de que pode ser

¥ Esta definicdo esta aqui posta integralmente tal como aparece no trabalho de Lobachevsky. Assim,
“Definigao 16” refere-se a definicao de n®. 16 do trabalho de Lobachevsky.
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possivel que haja outras retas que nao intersectam DC, como, por exemplo, AG, por
mais que sejam prolongadas. Entre as linhas secantes, como AF, e as linhas nao
secantes, como AG, existem linhas como AH, paralelas a DC, que sao linhas
fronteiricas, uma vez que de um lado de AH, todas as linhas intersectam DC, como
AF; e do outro lado de AH, todas as linhas, todas as linhas ndo cortam DC, como
AG. O angulo HAD entre a paralela AH e a perpendicular AD é denominado por

Lobachevsky de angulo de paralelismo, e denotado por [I(p), em que p é a

distancia AD.

Se H(p)=%, prolongando AE, obtemos AE’ que também sera paralelo ao

prolongamento da linha DC, ou seja, DB. Este caso corresponde a geometria
euclidiana, que Lobachevsky chama de ordindria, em que a distdncia entre as
paralelas é constante.

Se H(p)<%, do lado oposto de AD, fazendo o mesmo angulo DAK = [](p)

encontra-se uma reta AK, paralela ao prolongamento DB da reta DC, deste modo
sob esta hipétese devemos fazer uma distincdo dos lados de paralelismo: o lado em
que esta AH e o lado em que esta AK.

Desse modo, assim exposto, para a hipétese [[(p) =% as retas podem apenas

. : V1 ~
intersectar BC ou serem paralelas a BC; mas se assumirmos que [1(p) <E’ entao

devemos admitir duas paralelas uma em cada lado de AD.

De posse dessa definicho de paralelas, Lobachevsky estabeleceu novas
proposicbées como, por exemplo, as que seguem (LOBACHEVSKY, 1840 apud
SILVA, 2006, p.18):

18. Duas linhas sdo sempre mutuamente paralelas®.

? Essa proposicdo pode ser entendida como: se duas linhas, AB e CD, prolongadas, satisfazem a
definicdo de paralelas de Lobachevsky, entdo em qualquer ponto delas, elas serao paralelas.



43

19. Em um tridngulo retilineo a soma dos trés angulos nao pode ser maior que

dois angulos retos.

22. Se duas perpendiculares a mesma reta sdo paralelas, entdao a soma dos
angulos de um tridngulo retilineo é igual a dois angulos retos.

24. Quanto mais sao prolongadas duas retas paralelas do lado do seu

paralelismo, mais elas se aproximam uma da outra.

25. Se duas retas sao paralelas a uma terceira reta, entdo as duas retas sao

paralelas entre si.

31. Chama-se horociclo'® & curva do plano na qual todas as perpendiculares
que passam pelo ponto médio de cordas sao paralelas entre si.

34. Chamar-se-a horoesfera'' a superficie que resulta da rotacdo de um
horociclo em torno de um dos seus eixos, que juntamente com 0s outros €ixos

do horociclo sera um eixo da horoesfera.

Figura 3.3: Q representa a horoesfera.

Fonte: Retirado de Silva (2006).

' Também chamado de Curva Limitante, que, assim como a Curva Equidistante (ou hiperciclo) é
definida a partir dos feixes de retas paralelas e das nao-secantes da Geometria Hiperbdlica
(COUTINHO, 2001).

" Em seu Ultimo trabalho, Pangeometria (1855), Lobachevsky assumiu explicitamente que a
horoesfera é uma esfera de raio infinito.
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Na proposicao 24, é interessante notarmos como se op6e ao fato de na Geometria
Euclidiana a distancia entre duas retas paralelas ser constante. Isso corrobora a
ideia de que Lobachevsky estava apresentando uma geometria ndo-euclidiana.

Lobachevsky consegue encontrar, para o tridangulo esférico, a relacao entre o defeito
na soma dos angulos do tridngulo e a area dele sobre a esfera.

Umas das consequéncias dessa nova geometria, conforme ja verificado por Gauss
em carta a Taurinus, € que a soma dos angulos internos de um tridngulo é menor
que 180° Na Geometria Hiperbdlica triangulos semelhantes nao existem. Se dois
triangulos tém os angulos iguais, entdo eles sao congruentes. Essas duas
consequéncias estado relacionadas, pois a deficiéncia (diferenca entre a soma dos
angulos internos e dois angulos retos) do tridngulo varia com o tamanho do
triangulo. Ou seja, quanto maior o tridngulo, maior a deficiéncia, e quando menor o

triangulo, mais proximo da geometria euclidiana ele esta.

Com a intencédo de encontrar aplicagdo para sua Pangeometria, e tendo em vista
que acreditava que isso seria possivel com experimentos de larga escala, como
medias astronémicas, Lobachevsky aplicou a teoria da geometria imaginaria pra
determinar a paralaxe de uma estrela e comparar este valor com o encontrado
empiricamente. Isso mostra a determinacdo de Lobachevsky em tentar encontrar
explicacdo do espacgo fisico utilizando a Pangeometria. No entanto, ndo obteve

sucesso, pois em sua época 0s dados astronémicos ndo eram de grande precisao.

Outra diferenca entre os trabalhos de Lobachevsky e Bolyai foi o uso da
Pangeometria para o célculo de integrais definidas. Isso mostra, mais uma vez, que
ele estava interessado na aplicacdo da geometria ndo-euclidiana e ndo apenas na

sua axiomatizagao:

Do que foi visto pode-se deduzir duas expressdes do valor da area
de um poligono fechado, uma expressa por uma integral definida, a
outra dependente somente da medida do angulo de um poligono. Os
dois valores calculados devem ser iguais. Deste modo obtém-se um
novo método de encontrar o valor de muitas integrais definidas,
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valores que seriam dificeis de solucionar de outro modo
(LOBACHEVSKY, 1867 apud SILVA, 2006, p. 22).

E interessante notar, no entanto, como s&o tio similares as ideias de Lobachevsky e
Janos Bolyai. Ambos abordam a geometria plana através da horoesfera no espaco,
tendo ambos mostrado que a geometria na horoesfera, onde as retas sao
interpretadas como horociclos, é euclidiana (SAMUCO, 2005, p.45).

Além disso, as ideias dos dois coincidiram, mais uma vez, quando mostraram que a
trigonometria esférica euclidiana é valida na geometria neutral?, tendo construido

uma aplicacdo da esfera para o plano nao-euclidiano para deduzir as formulas da

trigonometria ndo-euclidiana. Bolyai descobriu a férmula 1g H;a):e—k, que

relaciona o angulo de paralelismo com a reta que lhe corresponde. Essa equacéo é
a chave da Trigonometria ndo-Euclidiana, sendo um ponto de convergéncia com as
ideias de Lobachevsky (SAMUCO, 2005, p. 45).

Lobachevsky desenvolveu a Geometria Imaginaria dando grande contribuicdo
analitica, enquanto que Janos Bolyai entrou mais profundamente na questdo da
dependéncia ou independéncia dos teoremas da geometria relativamente ao quinto

postulado.

Dessa forma, Janos Bolyai e Lobachevsky mostraram que a Geometria nao-
Euclidiana era matematicamente possivel e chegaram a esta conclusdo da mesma

maneira.
3.1.2. Modelos de representacao da Geometria Hiperbdlica

Se a Geometria euclidiana é consistente, assim também & a Geometria hiperbdlica.
Com o intuito de verificar a consisténcia da nova geometria, varios modelos foram
desenvolvidos para visualiza-la e para poder expor seus objetos.Outro modo de
estudarmos a geometria hiperbdlica € através de modelos. Dentre os mais

' Nessa abordagem da geometria é apresentado um sistema de postulados, exceto o quinto
postulado de Euclides, e a partir desses postulados varias geometrias vao sendo definidas até chegar
a chamada Geometria Neutra. A partir desse ponto e das consideracdes que se faca é possivel
chegar a Geometria Euclidiana ou a Geometria Hiperbdlica, por exemplo.
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conhecidos estdo o modelo de Beltrami — Klein e 0 modelo Poincaré. Vejamos esses
dois modelos.

3.1.2.1. Modelo de Beltrami — Klein

O matematico Eugénio Beltrami (1835 — 1900), em seu artigo “Uma tentativa de
interpretacdo da geometria ndo-euclidiana” (1868) descreve um modelo euclidiano
para a Geometria Hiperbdlica. Anos depois o alemao Félix Klein (1829 — 1925)
aplicou o conceito de métrica projetiva do matematico Arthur Cayley (1821 — 1895)
para introduzir um conceito de distancia no modelo proposto por Beltrami. Esse
modelo, entdo, passou a ser conhecido como modelo de Beltrami — Klein.

O trabalho de Beltrami mostra que numa superficie de curvatura negativa constante,
tomando as geodésicas como retas, todos os resultados obtidos por Lobachevsky
podiam ser verificados.

Essa superficie tridimensional é chamada de pseudo-esfera e é obtida pela rotagao

de uma curva chamada tractriz'®.

¥ Segundo O’Shea (2009, p.291) a tractriz é a curva no plano tracada pela ponta de uma linha de
comprimento fixo que inicialmente aponta diretamente para cima, enquanto a outra ponta da linha se
move sobre uma linha reta horizontalmente sobre o plano.
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TRACTRIZ

\

Figura 3.4: PSEUDO-ESFERA. Temos duas retas (geodésicas) L, e L; que passam por um
ponto P, mas que n&do cruzam com a reta L e desta forma, as retas L, e L; sdo paralelas a
Li. (AVILA, 20010 apud CAMARGO, 2012, p. 50).

Fonte: (AVILA, 2010 apud CAMARGO, 2012, p. 50).

Segundo Coutinho (2001), na superficie da pseudo-esfera, encontra-se a
possibilidade da confirmacdo do Postulado de Lobachevsky. Porém, o modelo de
Beltrami possui uma falha. As superficies de curvatura negativa constante possuiam
arestas, o que impedia o prolongamento de certas geodésicas para além das
arestas que a pseudo-esfera possui e isso contraria 0 segundo postulado de
Euclides (lembre-se que a Geometria Hiperbdlica admite todos os postulados de
Euclides exceto o quinto).

Conforme argumenta O’Shea (2009, p.134), o problema técnico desse modelo, de a
pseudosfera (pseudo-esfera) ter uma extremidade, é que um habitante dessa
superficie chegaria a essa extremidade num tempo finito. Nao ficou claro se

existiriam superficies de curvatura'* negativa constante e sem extremidade.

Klein apresentou outro modelo que nao tinha esse problema, e que também se
apoiava na Geometria Euclidiana.

1 Mais adiante teremos um tdpico especifico sobre o tema curvatura. TROQUE DEPOIS PELA
SECAO especifica, NA SECAO 3.4 (POR EXEMPLO) VEREMOS....
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No modelo elaborado por Klein, como podemos ver em Coutinho (2001), considera-
se fixado um circulo no plano euclidiano. Neste modelo, considera-se apenas a
regidao do interior desse circulo, o qual passa a ser o plano de Lobachevsky. As retas
do plano lobachevskyano sdo cordas do circulo sem considerar suas extremidades.

Conforme a figura 3.5, por P tracam-se as retas PA e PB paralelas a reta AB. As
infinitas retas que passam por P e situadas no interior do angulo 0, s&o as retas néo-

secantes.

Figura 3.5: Modelo de Klein.
Fonte: Coutinho (2001, p. 42).

Conforme Coutinho (2001), para completar este modelo, é necessario que as retas
tenham uma extensao infinita dentro de uma area finita. O mesmo autor argumenta
que é possivel vencer esta dificuldade introduzindo uma unidade de medida variavel,
isto é, seu tamanho diminui na medida em que se aproxima da fronteira do plano
(circunferéncia do circulo). Matematicamente ndo ha nenhuma dificuldade nisso.
Pense, por exemplo, na seguinte situacao: faltam duas unidades de distancia para
chegar a extremidade (do circulo) e os passos diminuem, por exemplo, na razao 2.

Entdo a soma infinita 1+%+%+%+%+... de comprimentos de passos (com o

primeiro passo valendo uma unidade) jamais alcancara o valor 2.
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No modelo de Beltrami-Klein, duas retas dizem-se paralelas se néo tiverem pontos
em comum. De acordo com a figura 3.5 pelo ponto P (conforme a prépria construcéao

do modelo) passam pelo menos duas retas AN e BM paralelas a AB.

Desse modelo é possivel extrair importantes consequéncias que facilitam o
entendimento de certos resultados da Geometria Hiperbdlica:

1 — O angulo de paralelismo é agudo, sendo este angulo formado por uma das

paralelas e a perpendicular do ponto P a AB (Figura 3.6 A);

2 — O angulo de paralelismo é variavel, isto é, depende da distancia do ponto P a
reta AB;

3 — duas retas distintas e perpendiculares a reta AB formam um quadrilatero PQMK

(Figura 3.6 B), que é o “retangulo” da Geometria Hiperbdlica.

Angulo Agudo

Figura 3.6: O angulo de paralelismo (A) e o “quadrilatero” (B) da Geometria Hiperbdlica de
acordo com o modelo de Beltrami-Klein.
Fonte: Coutinho (2001).

Deste dultimo (figura 3.6B) é possivel extrair um resultado caracteristico muito
importante dessa geometria: a soma dos angulos internos de um tridngulo € menor
do que 180°.

A seguir veremos um modelo mais sofisticado, principalmente com relagdo a

definicao de retas e a de distancia (comprimento) entre dois pontos.
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3.1.2.2. Modelo de Poincaré

O grande matematico francés Henry Poincaré (1864 — 1912) foi um dos maiores
matematicos de todos os tempos e autor da famosa Conjectura de Poincaré, que
hoje € um teorema demonstrado. Os modelos propostos por Poincaré para a
geometria hiperbdlica, desenvolvidos entre 1882 e 1887, sdo 0 modelo do disco e o
modelo do semi-plano.

Modelo do Disco de Poincaré

Assim como no modelo de Klein, Poincaré apresenta seu modelo no interior de um
disco euclidiano. Ao fazer isso, Poincaré substitui alguns termos como retas e
pontos por entidades concretas. O ponto é usado no sentido habitual. No entanto,
conforme Coutinho (2001, p.44), nesse modelo, as retas sdo arcos de circulos
perpendiculares ao circulo (do disco), que representa o plano hiperbdlico. Essas
retas sdo chamadas de reta-h, para caracteriza-las como retas hiperbdlicas.

Os pontos de intersecao das retas com circulo, que € o bordo do disco, sdo pontos
que nao pertencem ao plano hiperbdlico, denominados de pontos ideais ou finais da

reta hiperbdlica. Este é o ponto émega (Q).

Se duas retas-h interceptam-se num ponto A, a medida do angulo formado entre
elas é, por definicdo, a medida do menor angulo formado pelas semi-retas
euclidianas tangentes aos arcos (retas-h) no ponto A. Ou seja, no modelo do Disco
de Poincaré os angulos entre as tangentes, sdo medidos como no caso euclidiano,
utilizando-se as retas (euclidianas) tangentes as retas-h (ou seja, os arcos do
modelo).



51

Figura 3.7: Modelo do Disco de Poincaré.
Fonte: Coutinho (2001, p.45).

Para o modelo de Poincaré, falta conhecer qual é a métrica utilizada para medir a
distancia entre dois pontos no interior do disco. Veremos que estd métrica ndo € a
euclidiana, pois se assim o fosse, uma reta-h teria um comprimento finito e teriamos

o problema da pseudo-esfera de Beltrami.

O Semi-Plano de Poincaré

Iremos definir os seguintes objetos matematicos.
Proposigéao: seja P=H= {(x,y)e R*/y >0}.

Uma reta tipo I € um subconjunto de H da forma L, ={(x,y)e H/x=a}, onde a é

um numero real fixado.

Uma reta tipo II (reta dado centro e raio) € um subconjunto de H da forma

L, ={(x,y)e H/(x—c)’+y*=r"} onde ce rsdo nimeros reais fixados com r> 0.

O conjunto H com as retas assim definido é chamado de Semi - Plano de Poincaré

(ou Semi-Plano Superior) para geometria hiperbdlica.
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Figura 3.8: modelo do Semi-plano de Poincaré.
Fonte: autores.

Com essas definicbes, Poincaré desenvolve uma métrica para calcular a distancia

entre dois pontos na Geometria Hiperbdlica.
Seja P=(x,,y,) € Q0=(x,,y,) dois pontos no semi-plano de Poincaré.

A distancia de Poincaré é dada por:

a) d,(P,Q)= ln(ﬁj, se x,=x,,0usejase P,Qe L,.

Y

x —c+r

_ Y
b) d,(P,0)=|In oerr || 5@ P.QelL,,.

Y2

Com a distancia de Poincaré assim definida, podemos notar que o comprimento de
um segmento de reta ndo depende da ordem pela qual se escreve P e Q. Se, por

exemplo, d(P,Q) =|In(4)|, entao,

1

d(Q,P)= 1n[;j‘z|—ln(A)|:|ln(A)|

Isto & d(P,Q)=4d(Q, P).
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Vimos que a medida de angulos tem o significado euclidiano usual e, portanto, a
congruéncia de angulos também o tem. Conforme argumenta Samuco (2005, p. 50),
esta é a principal vantagem do modelo de Poincaré em relagcdo ao modelo de
Beltrami-Kein.

3.2. Geometria Eliptica

Com a descoberta de Boliay e Lobachevsky e os avancos das ideias relacionadas a
Geometria Hiperbdlica, ficou em aberto a possibilidade de haver outras geometrias.
Na abordagem feita anteriormente, para o quadrilatero de Saccheri os angulos de
topo sdo agudos. Nao obstante, a hipétese do angulo de topo do quadrilatero de
Saccheri ser obtuso carecia de uma verdadeira e rigorosa fundamentacao
geomeétrica, isso até a metade do século XIX. Nesse sentido, sem duvida, as
investigacoes e reflexdes que fez Georg Bernhard Riemann (1854) constituem um
tema valioso para Geometria em geral e para fisica moderna, como veremos no

capitulo 4, secao 4.5.

Segundo Boyer (2010, p. 377), em 1854 Riemann tornou-se Privatdozent (professor-
adjunto) na Universidade de Goéttingen, Alemanha, e segundo o costume da
universidade ele foi designado para apresentar uma Habilitationschrift (palestra de
habilitacao) perante o corpo docente. Foi a famosa aula inaugural na qual Riemann

apresentou suas ideias geométricas.

Conforme O’Shea (2009, p.111), como tema da aula, Riemann submeteu trés
tépicos ao corpo docente. A escolha do tépico coube a Gauss, seu orientador, que
optou pelo terceiro da lista que tem como titulo Das Fung¢bées que Sustentam a
Geometria e podemos supor alguma influéncia de Gauss nos resultados de
Riemann. “De todos os artigos comparaveis a esse em tamanho, nenhum se
mostrou mais rico em implicagdes em toda histéria da matematica” (EVES, 2004, p.
614).
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Para a Geometria riemanniana, assim como na Geometria Hiperbdlica, a melhor
maneira de captar a logica dos sistemas geométricos de geometrias curvas é
através de modelos de representacao euclidianos. O modelo ideal para Geometria
riemanniana é a superficie de uma esfera (COUTINHO, 2001, p. 73). E claro que
esse modelo alude apenas um caso especial dessa geometria, em que a
superficie em consideracdo tem uma curvatura igual em todos os pontos

(constante).

Na Geometria Eliptica abandona-se a nocao de “estar entre” e a reta nao carrega
mais o sentido de infinita como na Geometria Euclidiana, e passa a ser ilimitada. As
retas sdo os circulos maximos ou geodésicas da superficie esférica. Vejamos os

postulados de Riemann e algumas de suas consequéncias.

3.2.1 Postulados de Riemann e o Modelo Esférico para Geometria Eliptica
Na superficie esférica P ={(x,y,z) e R*: x*+y*+z°=r"}.
“Retas” séo interse¢des com planos que passam pela origem.

Segundo Legarda (2011, p. 201) Os postulados que seguem sdo a base para

Geometria riemanniana:

1) dois pontos distintos determinam ao menos uma geodésica (circulos

mMAaximos);
2)  as geodésicas sao de comprimento finito, porém ilimitadas;

3) nao existem geodésicas paralelas, isto é, dois circulos maximos se

intersectam em ao menos um ponto.

Segundo Coutinho (2001, p. 73), com relacao a este ultimo postulado, evita-se o
inconveniente de as retas se encontrarem em mais de um ponto, considerando 0s

pontos como sendo idénticos.
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Figura 3.9: Modelo de Geometria Eliptica.
Fonte: Coutinho (2001, p. 74)

Conforme a figura 3.9, os circulos maximos, ou seja, as retas ACA’ e ADA’,
perpendiculares a “reta” BCDE, intersectam-se nos pontos antipodas A e A’, que séo
a extremidade de um mesmo didmetro da esfera. A geodésica perpendicular as
geodésicas ACA’ e ADA’ é a polar comum dos pontos A e A’, e estes dois pontos
sdo os polos da geodésica BCDE. A distancia de A e A’ a qualquer ponto da
geodésica BCDE é constante. Podemos notar (figura 3.9) que duas geodésicas
secantes como as geodésicas ACA’ e ADA’ tém em comum uma Unica geodésica
perpendicular BCDE.

Na geometria esférica, dados dois pontos distintos A e B sobre uma circunferéncia
maxima, a distancia entre esses pontos é a menor porcao da circunferéncia que os
contém. Mesmo que por A e B outros circulos possam ser considerados, a distancia

entre eles é sempre medida sobre 0 Unico circulo maximo determinado por A e B.

Na Geometria Esférica, os circulos sdo maximos quando os planos que interceptam
a esfera passam pelo centro da esfera. Pode-se observar que o centro do circulo
maximo coincide com o centro da esfera correspondente. A reta € a circunferéncia

desse circulo e quaisquer outros circulos serdao considerados menores.
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Um caso particular da geometria esférica pode ser visto na figura 3.10. Todas as
circunferéncias maximas perpendiculares a uma dada geodésica se interceptam em
um ponto. De acordo com a figura 3.10, na superficie esférica, as geodésicas h, k, n
e m, perpendiculares a uma mesma geodésica [ se interceptam no ponto P. No

caso da geometria euclidiana estas retas seriam paralelas entre si.

h k n m

Figura 3.10: todas as geodésicas se interceptam em ao menos um ponto.
Fonte: Legarda (2011, p. 202)

Nessa abordagem do modelo, duas geodésicas determinam uma regido S da

superficie esférica: as geodésicas ke n ( veja figura 3.11).
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Figura 3.11: Regido fechada determinada por duas geodésicas.
Fonte: Legarda (2011, p. 202).

Um contra-senso euclidiano desse resultado € que, na geometria euclidiana, duas

retas ndo encerram entre si uma superficie.

Na geometria esférica, dados trés pontos arbitrarios C, D e E em um circulo maximo,

ha trés casos que se verificam (veja figura 3.12):
a) D se encontra entre os pontos E e C;
b) C se encontra entre os pontos D e E;

c) E se encontra entre os pontos C e D.
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Figura 3.12: alinhamento de trés pontos na geometria eliptica.
Fonte: Legarda (2011, p. 202).

O angulo sobre a esfera, chamado de angulo esférico, é a intersec¢do de uma reta
(circunferéncia maxima) e a sua medida é a mesma do angulo plano formado pelas
tangentes tiradas do ponto de interseccao. (figura 3.14).

Figura 3.13: angulo esférico.
Fonte: Antunes (2009, p. 35).

Dados trés pontos A, B e C, distintos e ndo pertencentes todos a uma mesma
circunferéncia maxima, a figura formada pelos arcos de circunferéncias, que unem
esses pontos dois a dois, chama-se triangulo esférico (figura 3.14).
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Figura 3.14: Triangulo esférico.
Fonte: Antunes (2009, p. 35).

Na Geometria Euclidiana, duas retas ndao encerram entre si uma superficie.
3.2.2 Alguns resultados das investigacoes de Riemann

Ao elaborar seus estudos, Riemann distingue a nocéao de espaco e geometria, que é
uma estrutura adicional num espaco. Dada essa nova conceituacdo, e
principalmente com relacéo aos estudos matematicos de curvas e superficies em R®,

afirma Ferreirds (1992):

Neste caso, Riemann passava a esbocar avancadas teorias de
geometria diferencial por meio da qual analisava a nogao de espago
geométrico e fisico com uma sofisticagdo sem precedentes
(Ferreirds, 1992 apud Legarda, 2011, p. 172).

Segundo O’Shea (2009, p. 113), Riemann definiu espagco como consistindo em
pontos, e uma variedade como um tipo particular de espaco que consiste em regides

em que os pontos podem ser designados por cole¢cées de numeros.

A variedade mais simples, denominada geralmente de R, é a reta numérica. A
segunda variedade mais simples é o plano R?, que podemos considerar como sendo
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pares ordenados de nimeros reais. Em seguida vem o espaco tridimensional R®,

que € o conjunto cujos pontos sao triplas ordenadas de numeros reais.

Riemann, entdo, generaliza a ideia de variedade. Se n é um inteiro positivo,
podemos pensar o conjunto de todas as colegcdes de nimeros reais como um
espaco, chamado de espaco n-dimensional, indicado por R". Uma variedade n-
dimensional é um conjunto em que o conjunto de pontos proximos a um ponto dado
parece (ou seja, € homeomorfo a) uma regidao no espaco n-dimensional (O’SHEA,
2009, p. 114).

Conforme Boyer (2010, p. 377), Riemann percebeu que entre as regras mais
importantes em qualquer geometria, esta a regra para achar a distancia entre dois

pontos que estado infinitesimalmente préximos um do outro.

Riemann encontrou uma forma muito interessante de especificar distancias dentro
de uma variedade, tdo importante quanto aquelas no¢des primitivas de Euclides. De
acordo com O’Shea:

Ele observou que, encontrada uma forma de medir a velocidade ao
longo de uma trajetéria numa variedade, o calculo diferencial oferece
um meio automatico de medir os comprimentos de curvas nessa
variedade (equagdes diferenciais), a algebra (e a trigonometria) nos
da automaticamente um meio de medir angulos. Usamos a palavra
métrica para significar uma regra para medir a velocidade ao longo
de uma curva ou para medir a distancia entre dois pontos. De acordo
com Riemann, as duas regras sao a mesma coisa (O’'SHEA, 2009, P.
115).

O ponto de partida de Riemann foi a férmula da distancia entre dois pontos

infinitesimalmente proximos. Na geometria euclidiana essa métrica € dada por
ds® = dx* +dy* +dz’.

Riemann destacou que se podem usar muitas outras férmulas de distancia, mas
nesse caso as propriedades do espaco e da geometria ficam determinados pela

métrica escolhida. Um espaco com uma métrica da forma
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ds® = g“dx2 + g, dxdy + g ;dxdz
+ g, dydx + g,,dy* + g,,dvdz
+ g, dzdx + g,dzdy + g,,d2,

Onde os &, s&o constantes ou fungdes de x, y e z, € conhecido agora como espago
de Riemann e a geometria desse espago como geometria riemanniana. O espago

euclidiano é o caso particular em que &;; =1 sempre que i=j e g,=0 se .
ij J ij

Segundo Eves (2004, p. 614), posteriormente, Albert Einstein e outros iriam
encontrar no conceito amplo de espaco de Riemann o contexto necessario para a

teoria da relatividade.

Conforme Legarda (2011), pode-se dizer que a nogao primitiva de variedade, desde
0 ponto de vista topolégico, permitiu a Riemann (1854) esbocar o marco conceitual
de uma geometria generalizada, contemplando a possibilidade de ir mais além de

uma estrutura geométrica euclidiana ou nao-euclidiana.

A geometria ndo-euclidiana era até entdo, e havia sido por muitas décadas, um
aspecto da matematica um tanto a margem até ser completamente integrada através

das ideias notavelmente gerais de Riemann (BOYER, 2010, p. 377).
3.2.3 Aldeia de curvatura

Até aqui definimos situacbes geométricas sobre superficies curvas e falamos de
curvatura do espaco. No entanto, ainda ndo elaboramos uma compreensao muito
esclarecedora deste tema. Por considera-lo muito importante, vamos tentar dar
algum sentido a este tépico, terminando por apresentar a abordagem de Riemann

para curvatura.

Mas, afinal, o que é curvatura? A ideia de curvatura pode ser entendida como sendo

a medida de quao fechada é uma curva em cada ponto da mesma.
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A curva mais simples que conhecemos cuja curvatura é constante em todos os

pontos € a circunferéncia. A curvatura de uma circunferéncia de raio R € dada por

1 . .
K:E' Quanto maior for o raio, menor a curvatura.

Figura 3.15: Curvatura de uma circunferéncia.
Fonte: adaptado de Universidade Federal do Ceara (2013).

Mas e se a curva for variada, ou seja, nao constante? Como podemos medir sua

curvatura?

Conforme a Universidade Federal do Ceara (2013), para encontrar a curvatura num
ponto P de uma curva qualquer, procedemos da seguinte maneira: desenhamos
uma circunferéncia no lado céncavo da curva de tal modo que o Unico ponto em
comum entre a curva e a circunferéncia seja o proprio ponto P. Como podem existir
varias circunferéncias com essas caracteristicas, tomamos aquela com maior raio

possivel. Essa circunferéncia recebe o nome de circulo osculante™.

' Isto &, o circulo que “beija” a curva. Termo cunhado, provavelmente por Leibniz (Universidade
Federal do Ceara, 2013).
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Figura 3.16: Circulo osculante para determinar curvaturas ndo constantes.
Fonte: Gonzéalez (2010).

Desse modo, a curvatura da curva no ponto P sera igual a curvatura do circulo
osculante nesse mesmo ponto onde se tocam. De acordo com a figura 3.18, a
curvatura sera k=1/r, pois r é o raio do circulo osculante.

Devemos observar que a curvatura € o inverso do raio, de modo que a unidade de
medida é o inverso do metro e se chama dioptria.'®

E no caso de uma superficie? Como determinar a curvatura?

Segundo Silva (2006, p. 27), em 1827, Gauss apresentou a Sociedade Real de
Géttingen o trabalho Disquisitiones generales circa superficies curvas, que se tornou
o trabalho fundamental introduzindo a geometria diferencial em superficies curvas
quaisquer. Neste trabalho, Gauss tratou de curvatura de uma superficie curva de um
modo diferente do que era conhecido desde Euler (SILVA, 2006, P. 27). O trabalho
de Gauss servira como base para o desenvolvimento posterior da geometria nao-

euclidiana por Riemann (1854).

' Dioptria é o popular “grau” dos dculos, isto €, 1 grau = 1 dioptria. Por exemplo, uma lente de 6culos
com 0,5 graus (ou 0,5 dioptrias) tem raio de curvatura igual a 2 metros (Universidade Federal do
Ceara, 2013).
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Em seu trabalho, Gauss mostrou que nao era necessario sair do espaco do
observador para estuda-lo. Dessa forma, Gauss encontrou equagdes para curvatura
que dependiam das coordenadas intrinsecas a superficie, o que lhe permitiu definir

seu Theorema Egregium (teorema notavel) e a concluir a seguinte férmula:

K=1im—a+’6+ il
A0 dgrea (A)

que, em geral varia de ponto para ponto.

E entdo, o teorema Gauss-Bonnet (~1850), que é a relagdo entre o valor total

(integral) da curvatura de Gauss e a topologia global da superficie:
]  Kds=27F

Onde s ¢ a area da superficie e E é o chamado namero de Euler.

Usando esse resultado, é possivel encontrar que o angulo faltante (de um tridngulo)
de uma superficie é igual a curvatura de Gauss dessa superficie.

O que disse Riemann

A ideia de curvatura do espaco segundo Riemann (1854 apud O’ Shea, 2009, p.
115) é a seguinte. Dada a nocado de linhas retas (geodésicas num espacgo
riemanniano), pode-se definir triangulos: sao figuras limitadas por trés segmentos
geodésicos. E dados os triAngulos, pode-se definir curvatura. Numa variedade
bidimensional (0 R?), a curvatura em um ponto é apenas um nimero que mede o
desvio em relagao a 180° da soma dos angulos internos de um triangulo com vértice
naquele ponto. Mais precisamente, € a medida do desvio em relacdo a 180° a
medida que se reduz a area do tridngulo. Curvatura positiva significa que o triangulo
tem mais de 180°, curvatura negativa, menos de 180°, e curvatura zero, que a soma

dos angulos do triangulo é exatamente igual a 180°.

Numa variedade com dimensdo maior que 2, temos muitos planos bidimensionais

passando por um ponto. Também podemos ter curvaturas diferentes para tridngulos
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geodésicos que sejam tangentes para os diferentes planos passando pelo ponto.
Com relacao a esse fato, argumenta O’shea (2009, p. 116):

Curvatura ndo € um nuamero, mas toda uma cole¢do, uma para cada
par de direcbes em um ponto - cada par de direcées determina um
plano no espaco de diregcbes, e este, por sua vez, determina uma
superficie tracada pelas geodésicas tangentes as dire¢ées no plano.
(O’shea, 2009, p. 116).

O grande trabalho desenvolvido por Riemann para descrever as diferentes
curvaturas em diferentes direcoes é chamado de Tensor de Curvatura de Riemann.
Como veremos mais adiante esse importantissimo instrumento matematico foi usado

por Einstein na teoria da Relatividade Geral.

Conforme Costa (1995, p 59) a teoria dos tensores tem origem no calculo diferencial
absoluto de Ricci e Levi-Civita. Um tensor pode ser entendido como um “super
vetor”. Se, num espaco de trés dimensdes, sdo necessarios trés componentes para
definir um vetor — um nimero para cada coordenada, x, y, z —, para definir um tensor

em tal espaco sdo necessarios nove niimeros — 32.

A seguir estdo representados um esquema escalar, Vetorial e tensorial. Nessa

ordem:
2 1 2 3
8 (4], |2 4 8
8 1 3 9

Riemann foi além da definicdo de Gauss para curvatura. Ele definiu que o espaco
era plano se e somente se todo triangulo no espaco tiver 180° (ou seja, a soma de
seus angulos internos medir 180°). Isto é, o caso quando a curvatura em todos as
direcbes planas é zero. Portanto, um espaco é plano se e somente se tivermos
valido o que chamamos de “pacote euclidiano”. Ou seja, se e somente se o teorema
de Pitdgoras for valido; se e somente se o quinto postulado de Euclides for valido.

Essa definicdo dada por Riemann resume trés milénios de geometria! (O’'SHEA,
2009, p. 116). Dessa ultima definicdo podemos tirar, também, que o célebre
Teorema de Pitagoras € equivalente ao quinto postulado.
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Entdo, pelo que vimos, a curvatura determina a geometria do espacgo. Assim, temos:

.
i B 'h\
If % p'f \\ \\
R_J § e f\
e g —
Curvatura Positiva Curvatura zero Curvatura Megativa

Figura 3.17: Curvatura determina a Geometria do espaco.
Fonte: <http:/plato.if.usp.br/~fma0374d/aulali/node4.html>.

Como vimos, Riemann distingue a nocao de espago e geometria permitindo-lhe
elaborar de maneira generalizada a prépria geometria. Os trabalhos de Riemann
proporcionaram avangos muito importantes na fisica, como veremos. Mas, afinal,
qual é o espacgo de que estamos falando? Qual € a nocdo de espagco que temos?
Essas discussodes serao feitas no préximo capitulo.
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4 A GEOMETRIA DA RELATIVIDADE

Neste capitulo iremos investigar as relagdes da teoria da relatividade e qual a
influéncia do pensamento nao-euclidiano nas concepcdes geométricas relativisticas.
Basicamente gostariamos de discutir quais foram as ideias com as quais Einstein
converteu a geometria ndo-euclidiana em uma linguagem natural para a Fisica, ao

mesmo tempo em que apresentamos algumas consequéncias naturais da teoria.
4.1 O conceito de espaco na Fisica

Na fisica, em geral, podemos qualificar o espaco como continuo, isotrépico,
homogéneo'’, finito ou infinito, quando ndo é considerado um puro sistema de
relacdes. Em certos campos bem determinados, essa concepcao fisica do espaco é
baseada na geometria euclidiana. Por exemplo, para fazer um mapa da cidade de
Sao Paulo podemos usar uma geometria plana, mas para um mapa das Américas
devemos usar uma geometria esférica. No entanto, tais qualificagdes nao sao

acessiveis aos nossos sentidos.

Para o homem primitivo, “espago” era apenas um conjunto de orientagdes concretas,
uma multidao de direcdes locais. Esse espaco primitivo era geralmente associado ao
“espago” comum ao grupo, a familia ou a tribo. Certos eventos astronémicos ou
meteoroldgicos, como o nascer e o0 pbr do Sol, as tempestades e as enchentes,

conferiam a algumas dire¢des algum valor cuja importancia todos reconheciam.

A intuicdo geométrica humana é consideravelmente mais forte do que a algébrica
por uma razdo Obvia: desde a Idade da Pedra, temos grande experiéncia em

movimentacao espacial, mas muito pouca em contagem.

A ideia de espaco aparece muito cedo na filosofia grega. Segundo Aristételes, os

pitagdricos atribuiam aos numeros uma espécie de espacialidade:

Também os pitagéricos diziam que o vacuo existe e penetra nos
céus pela respiragdo sem limite. Segundo eles, os céus respiram o

' Homogéneo significa que suas propriedades sdo as mesmas em qualquer direcdo local definida
sobre ele. Ser isotrépico significa que suas propriedades ndo dependem da diregdo em que sdo
consideradas.
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préprio vacuo, o qual separa e divide os objetos naturais préximos
entre si. Em primeiro lugar, € o caso dos ndmeros, pois o vazio
delimita a sua natureza. (ARISTOTELES apud JAMMER, 2010, p.
32).

Ainda segundo Jammer (2010), para o proprio Aristételes o conceito de lugar seria:

O lugar de uma coisa nao é parte da coisa em si, mas aquilo que
abarca; o lugar imediato ou “apropriado” de uma coisa ndo € menor
nem maior 0 que coisa; 0 lugar em que a coisa esta pode ser
abandonado por ela e, portanto, é separavel dela; por ultimo, todo e
qualquer lugar implica e envolve os correlatos de “acima” e “abaixo”,
e as substancias elementares tém um tendéncia natural a se mover
para seus lugares préprios, ou repousar neles quando neles se
encontram — e tal movimento é “para cima” ou “para baixo”, e tal
repouso € “acima” ou “abaixo”. (JAMMER, 2010, p. 41).

Na concepcao aristotélica de espaco, uma pedra abandonada de certa altura sofria
uma tendéncia natural de se mover para Terra, pois este era o lugar natural da

pedra. O universo, em si, era plano.

O conceito de espaco foi enriquecido e tornado mais complexo por Galileu e
Newton, a medida que o espaco tem de ser instituido como causa independente do
comportamento inercial dos corpos, se quisermos dar um significado exato ao
principio classico da inércia — e, a partir dai, a lei classica do movimento. (EINSTEIN
apud JAMMER, 2010, p. 18).

O problema classico do espago foi criado nos séculos XVII e XVIII. Nessa ocasiéo,
pela primeira vez se analisou o espaco euclidiano como um todo. Figuras como
Leibniz e Newton tinham visdes opostas do conceito de espago, conforme aponta
Ferreirés (2004):

Newton defende, nos Principia, que 0 espaco tem que ser absoluto,
uma entidade autébnoma, distinta dos objetos materiais € que os
condiciona. Trata-se de um receptaculo tridimensional homogéneo,
um imenso recipiente de todos os fendmenos “externos” ou
materiais.

Entretanto, Leibniz defende que seria arbitrario conceber o espago
como um absoluto, e que ndo se pode encontrar nos fenbmenos
prova alguma de que se trata de uma entidade autbnoma e real. Se
trataria, ao contrario, de uma entidade derivada e ideal — ainda que
nada arbitréria — que decifraria 0 emaranhado de rela¢des entre os
objetos materiais (...), 0 espagco nao seria mais que a ordem de
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coexisténcia entre as coisas, o conjunto de relagbes que se dao em
um instante de tempo. (FERREIROS, 2004, p. 12).

Para Newton, o espaco era algo continente de tudo que existe, estatico e imutavel.
No ponto de vista de Leibniz, o espaco era apenas a ordem dos dados coexistentes:
“Spatium est ordo coexistend” (LEIBNIZ apud JAMMER, 2010, p.26).

Para Isaac Barrow, antigo professor de Isaac Newton e um convicto de que
geometria euclidiana era um modelo ideal do espaco fisico, ao responder a
pergunta: como estamos seguros de que oS principios geométricos se aplicam a

natureza?, afirma :

Estes principios sdo derivados da razéo inata. Os objetos sensiveis
sao unicamente os agentes que os despertam. Mas os principios da
geometria sdo confirmados mediante a experiéncia e continuara
assim, porque o mundo desenhado por Deus é imutavel. A geometria
€, entdo, uma ciéncia perfeita e segura. (CURVELLO, 2002, p. 21).

Curvello (2002) argumenta, ainda nesse sentido, que os filésofos do século XVII e
XVIII formularam perguntas questionando os fundamentos da fisica newtoniana,
principalmente Hobbes, Locke e Leibniz contestaram as leis matematicas, no que
Leibniz deixou certo espaco para duvida quando distingue o mundo possivel e o
mundo real, isto €, 0 mundo matematicamente possivel e 0 mundo das experiéncias
reais. No entanto, nessa época o trabalho mais importante foi “Treatise of human
nature” (1739), de David Hume, que negou a existéncia das leis necessarias dos
eventos no universo. Hume observou que se ocorrem sequéncias de um
determinado fenémeno, os seres humanos concluiriam que sempre ocorrera da

mesma forma tal fenbmeno.

Immanuel Kant (1721 — 1804) sem duvida sofreu profunda influéncia da polémica
entre Leibniz e Newton, principalmente conservando muitos dos enfoques desse
ultimo, e nega Hume. Para Kant, tudo que conhecemos com relacdo ao espaco, a
geometria e a espacialidade dos fenédmenos observados, tudo isso € compativel com
a mera intersubjetividade do espaco. Nosso conhecimento da geometria euclidiana
demonstra, segundo Kant, que a representacdo do espaco € necessariamente a

mesma para todos nés: intersubijetivo.
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Para Kant, o espaco e o tempo séo a priori, isto €, ndo dependem de nenhuma

forma de experiéncia por serem gerados no interior da prépria razao:

Eu demonstro o valor da soma dos angulos do triangulo fazendo uma
construgdo no espago. Mas, por que a demonstracdo se opera tao
bem em minha folha de papel quanto no quadro negro... ou quanto
no solo em que Socrates tragava figuras geométricas para um
escravo? E porque o espacgo, assim como o tempo, € um quadro que
faz parte da propria estrutura de meu espirito. O espaco e o tempo
sao quadros a priori, necessarios e universais de minha percepg¢ao...
O espaco e o tempo ndo sao, para mim, aquisicdes da experiéncia.
Sao quadros a priori de meu espirito, nos quais a experiéncia vem se
depositar. Eis que as construgdes espaciais do gebmetra, por mais
sintéticas que sejam, sdo a priori, necessarias e universais. (KANT
apud ABDALLA, 2005, p.6).

Kant foi o filésofo mais influente de seu tempo. Suas ideias influenciaram
profundamente toda a ciéncia e, sem duvida, a matematica. Gauss sofreu notavel
influéncia de Kant. (FERREIROS, 2004, p. 12)

O final do século XIX registrou os maiores avancos com relacao a teoria do espaco,
com o advento das Geometrias ndo-euclidianas, como visto no capitulo anterior. Um
dos fatos importantes para concretizacdo das novas ideias de espaco é colocado
com o conceito de infinito em geometria, pela abordagem de Riemann. Podemos
distinguir espaco infinito de espaco ilimitado. Isto &, o espaco representado por uma

superficie esférica é finito, mas, ja que nao possui limites, € ilimitado.

A outra concepgao de espaco, fundamental para generalizagdo da relatividade, é a
dada por Minkowski. A estrutura geométrica de Minkowski constitui um conjunto de
pontos gerando um espaco-tempo de quatro dimensdes plano, isento de curvatura,
dotado de uma métrica especial. Veremos esta estrutura na segéo 4.4.

4.2 Fisica pé-relatividade

A forma que estudamos a Fisica hoje na escola é baseada originalmente nos
trabalhos de Galileu e Newton. A maneira do como fazer fisica primeiro foi
sistematizada em um cuidadoso planejamento experimental por Galileu, e também
na obtencdo das mais simples equacdes matematicas por Newton (e também

Kepler). Essas foram as grandes contribui¢cdes desses autores.
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A lei fundamental da mecanica de Galileu-Newton, conhecida como lei da inércia,
afirma: “Um corpo suficientemente afastado de outros corpos permanece em estado
de repouso ou de movimento retilineo uniforme”. (EINSTEIN, 1999, p. 18).

Essa proposicdo admite um sistema de referéncia, ou sistema de coordenadas na
descricao da mecanica.

No caso da mecénica newtoniana, quando nos movemos de um referencial para

outro, as regras de transformacéao sao as seguintes:

Nessa relagdo consideramos um referencial S' se movendo em relacdo a um

referencial inercial® §. A regra acima define uma transformacéo de Galileu, ou

grupo de Galileu.

As transformacdes de Galileu tém como consequéncia a lei da adicdo da velocidade.
Por exemplo, segundo essa lei, para um homem que caminha dentro do vagao de
um trem em movimento com velocidade constante, no sentido do comprimento deste
e na mesma diregdo de seu movimento, sua velocidade em relagdo ao leito da

estrada é dada por:
W=v+w
Onde w é sua velocidade dentro do trem e v é a velocidade do trem.

Até a metade do século XIX, todos os fenbmenos fisicos podiam ser descritos
utilizando as regras criadas por Newton. Era 0 auge do pensamento mecanicista,
que teve grande influéncia nas ciéncias, na filosofia, na economia e em praticamente

todas as areas do conhecimento.

18 |sto &, um referencial onde vale a lei da inércia.
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Nessa mesma época, porém, alguns fatos novos comecaram a mostrar que uma

nova area da Fisica se iniciava, exigindo uma nova teoria, a eletromagnética.

O fisico e matematico escocés James C. Maxwell, baseado nos trabalhos de Gauss
sobre o fluxo do campo elétrico E e magnético B, através de uma superficie fechada,
e dos trabalhos de Faraday sobre a lei de geracao da forca eletromotriz, da obra de
Ampere sobre o campo magnético produzido por uma corrente elétrica sintetiza um
conjunto de equacdbes, acrescentando a chamada corrente de deslocamento. As

equacdes de Maxwell podem ser escritas da seguinte forma:

—

VXB=yu, J+80yoaa—f

Onde ¢, é a constante de permissibilidade elétrica do espago livre e u, a

permeabilidade magnética do espaco livre. Essas equagdes, juntamente com a lei
de Lorentz (1853 — 1928) sobre a forca produzida sobre uma carga elétrica em
movimento pelos campos E e B, formam a base para a fisica que rege os

fendbmenos elétricos e magnéticos, o eletromagnetismo.

E interessante ressaltar, aqui, que o formalismo matematico encontrado por Maxwell
para descrever suas equacoes tem como pano de fundo a algebra dos quatérnios ou
quadrivetores, desenvolvida por Willian R. Hamilton (1805 — 1865). O mesmo
principio é utilizado por Minkowski na generalizacdo da Relatividade Restrita.
(MARTINS, 1995, p. 68).

Assim, até o final do século XIX, as leis fundamentais da fisica eram:
1) as leis do movimento de Newton,

2) alei da gravitacao de Newton, e
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3) as leis do eletromagnetismo de Maxwell — Lorentz.

A fisica parecia formar um sistema consistente e completo. Mas ja no século XIX,
essa fisica classica comecou a apresentar inconsisténcia. A Teoria da Relatividade
resolveu essa inconsisténcia e completou a fisica classica. (LESCHE, 2005, p. 11).

Qual era a inconsisténcia da fisica classica? Primeiro, os fendmenos
eletromagnéticos, que ocorrem na velocidade da luz, parecem nao obedecer a lei de
adicdo de velocidade. Outro ponto € que na mecanica de Newton todos os
referencias inerciais sdo equivalentes. O lado direito da equacao fundamental da

- —
dindmica F=ma é invariante sob as transformacdes de Galileu. Ou seja,

x'=x—vt . Derivando em relacdo ao tempo duas vezes para obter a aceleragao:

Observamos que sao idénticas as aceleracdées de um corpo no sistema S e S’. Isso
significa que forgas iguais provocam em ambos os sistemas de referencial igual
efeito. Por isso, invariante.

—

O eletromagnetismo é uma teoria das forcas do lado esquerdo da equacdo F=ma,

mas as equacgdes de Maxwell ndo sdo invariantes sob a transformacao de Galileu.
(LESCHE, 2005, p. 11).

Das equacbes de Maxwell deriva-se a velocidade de propagacdo da onda

eletromagnética, que é a constante:

1
Eoly

c=

e as transformagdes de Galileu alteram velocidades. Assim, a eletrodindmica parecia

ter um referencial privilegiado.
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Por esse motivo, pensou-se que as ondas eletromagnéticas se propagavam como
as ondas elasticas, num meio chamado éter. Isso introduziu alguns fenémenos
novos, como velocidades diferentes para a luz se ela se movia na mesma dire¢ao do

éter ou em direcao diferente.

Muitas experiéncias foram feitas para tentar comprovar a existéncia do éter, mas
nenhuma delas foi bem sucedida. A mais famosa foi a experiéncia de Michelson —
Morley'® (EMM). Eles projetaram um interferdmetro que emitia dois feixes de luz
perpendiculares, um dos quais seguia na direcdo do movimento da Terra pelo éter.
Desse modo, o raio de luz tinha uma velocidade que se somava a velocidade da

Terra na ida, e se subtraia a da Terra na volta.

T %
v
ctv
Fonte * S e _P,{ =
de luz I i
c-v

Movimento
da Terra

Figura 4.0: Desenho esquematico do interferémetro de Michelson-Morley.
Fonte: Cherman (2004, p. 91).

Na figura 4.0, o raio de luz que seguiu paralelo ao movimento da Terra percorre a
distancia entre P e M;, com velocidade c+v (naida) e c-v (na volta). O outro raio de

luz, perpendicular, tem velocidade +/c>+v*> (ida e volta). Como a distancia
percorrida por ambos € a mesma, e as velocidades sao diferentes, eles levam
tempos diferentes para chegar ao coletor; portanto, deveriam apresentar

interferéncia. Mas isso nao ocorreu.

' Os americanos Albert A. Michelson (1852-1931) e Edward W. Morley (1838-1923).
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O experimento foi repetido varias vezes e por varios pesquisadores, mas nenhuma
evidéncia do éter foi comprovada. A construgcdo desse experimento € uma boa
oportunidade para se discutir a validade do Teorema de Pitagoras, ou seja, a métrica
euclidiana quando se trata de deslocamentos a velocidade da luz.

4.3 Relatividade Restrita

A teoria da Relatividade restrita de Albert Einstein (1879 — 1955) é baseada nos

seguintes postulados:

P1: As leis da Fisica sGo as mesmas para os observadores situados em qualquer

referencial inercial,

P2: A velocidade da luz no vacuo tem sempre o mesmo valor ¢ em todas as

direcbes e em todos os referenciais inerciais.

Michelson e Morley descobriram, em 1887, com o resultado do famoso experimento,
que a velocidade da luz é a mesma em todos os referenciais. Isso viola a lei da
adicao da velocidade, de acordo com a qual qualquer objeto ou sinal esta parado no
referencial inercial que se desloca com a mesma velocidade (NATARIO, 2010, p.
10).

Einstein foi o primeiro a compreender que isso significava que as férmulas das
transformacdes de Galileu ndo podiam estar completamente corretas, e que teriam

que ser substituidas pelas férmulas das Transformacdes de Lorentz.
4.3.1 Transformacoées de Lorentz

O desenvolvimento da Relatividade Restrita (RR) comecga por novas leis de
transformacao de coordenadas espaciais entre sistemas inerciais de referéncia,

como SeS' dasecao 4.2.
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Lorentz®® (1853 — 1928) foi capaz de criar um grupo de transformagées (grupo de

Lorentz) que podia explicar as lacunas nos experimentos de Michelson e Morley.

Conforme Fagundes (2009, p. 27), Einstein redescobriu, independentemente, essas
equacdes em sua nova teoria. Considerando os postulados P1 e P2 e de hipbéteses

fisicas, o resultado é:

t—vx/c?

JI—ie)?

. x—vt

! :\/1—(v/c)2 '

Onde crepresenta a velocidade da luz (cerca de 300.000 quilédmetros por segundo).

1=

E interessante notar que essa transformagéo néo faz sentido se Iv/c1>1, pois entdo

o denominador se tornaria imaginario ou nulo. Segue que na Relatividade Restrita,

lvi<c: o modulo da velocidade relativa entre dois referenciais é sempre menor

que c.

De acordo com Natario (2010, p. 11), a Teoria da Relatividade Restrita, proposta por

Einstein em 1905, resume-se em explorar as consequéncias dessas transformacodes.
4.3.2 Contracao do Espaco — O Trem nao - Euclidiano

Uma das consequéncias da Teoria da Relatividade Restrita € o efeito da contragcédo
do espaco (comprimento). Para ilustrar como esse efeito se opbe a Geometria
Euclidiana, onde os comprimentos sdo constantes, iremos propor o seguinte

problema teérico:

Como encaixar um trem que mede 1,5 quilbmetros, por muito tempo, dentro de um

tunel que mede 1,0 quilbmetro?

 Hendrik Lorentz, fisico holandés, prémio Nobel de Fisica (1902).
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O que temos de fazer, de acordo com a Teoria da Relatividade Restrita, é calcular a
velocidade minima que pode permitir que esse fendmeno ocorra. Vamos
desconsiderar a escala, isto é, os valores considerados sdo adimensionais e que
podem ser quildmetros, metros, milhas, etc. Os dados do problema que importam é
que o trem tenha 1,5 unidades de comprimentos e o tunel tem 1,0 unidades de

comprimento.
As Transformacdes de Lorentz — Einstein nos fornecem:

Al

Observe que se |vi<<c 0 termo dentro da raiz é aproximadamente igual a 1, e entéo

Al=A7".

Voltemos ao nosso problema. O que queremos obter € a velocidade que 0 nosso
trem tem de se mover de forma que seu tamanho se reduza de 1,5 para 1,0 (para
poder encaixar dentro do tunel), quando medido por um observador que nao se
move com o trem. A fim de obter esse valor, vamos trabalhar a relagdo acima e ver o

gue obtemos:
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A conclusao disto é que o trem tem de ter pelo menos 74,54% da velocidade da luz
para reduzir seu comprimento e caber dentro do tunel. De outro modo, na geometria
euclidiana ninguém fala de contracao do espaco pelo fato de o médulo da diferenca
de coordenadas x de dois pontos, A e B, em geral, ser menor que a distancia entre

os pontos: | x, — x, I<d(A, B).
Assim,
- na geometria euclidiana comprimentos sdo constantes.

-Na contracdo de Lorentz da relatividade restrita, o comprimento depende do

observador.
- A Relatividade Restrita modifica a geometria.

Outra consequéncia da Teoria da Relatividade Restrita, e que novamente é contraria
a geometria euclidiana onde o tempo é uma entidade absoluta, é a chamada
dilatacdo do tempo. Para o tempo relativistico, as transformacbées de Lorentz

fornecem:
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O efeito da dilatagdo temporal da Relatividade Restrita pode ser explorado
didaticamente por meio do chamado “paradoxo dos gémeos”. Nesse experimento
mental, um gémeo permanece na Terra ao passo que o outro viaja a uma velocidade
proxima a da luz para uma estrela vizinha e retorna ap6s alguns anos. O viajante

sera entdo mais novo do que o outro que tinha ficado!
4.4 Geometria de Minkowski

A percepcao de que a relatividade especial podia ser tratada como uma geometria
do espaco-tempo foi desenvolvida por Hermann Minkowski (1864 — 1909) que
apresentou uma formulacdo baseada em quadrivetores, de Hamilton. (MARTINS,
1995, p. 68).

Nessa geometria 0 espago e 0 tempo sdo entidades indissociaveis e passam a

formar um continuo espago-tempo.

Em 1908, Minkowski apresenta uma conferéncia sobre “espaco e tempo”. No

relatorio sobre o assunto, Minkowski comecou com estas palavras:

Os pontos de vista sobre o espago e o tempo que pretendo
apresentar-lhes provém do terreno da fisica experimental, e ai reside
sua forga. Sao radicais. Daqui em diante, o espaco, por si s, e 0
tempo, por si s, estdo condenados a desvanecer-se em meras
sombras, e apenas um tipo de unido dos dois conservara uma
realidade independente. (MINKOWSKI apud PAIS, 1995, p. 175).

De acordo com Einstein (1999, p. 49), o mundo dos eventos fisicos na geometria de
Minkowski é naturalmente de quatro dimensdes no sentido espago temporal,
configurando eventos que sado descritos por quatro numeros, a saber, as trés

coordenadas espaciais e uma coordenada temporal: (X, y, z, ).

Vale ressaltar, aqui, que essa abordagem € ndao-euclidiana, pois a Geometria
Euclidiana s6 estuda entes geométricos com até trés dimensdes. (MARTINS, 1995).
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Minkowski observou que a transformacdes de Lorentz da Relatividade restrita pode

ser caracterizada de uma maneira ainda mais simples, se em lugar de t
introduzirmos como variavel de tempo a quantidade +—1ct. Minkowski publicou seu

trabalho mostrando que as variaveis t e X, y, z, que representam o tempo e o local
de um evento na Relatividade Restrita, podem ser consideradas coordenadas de um
espaco nao-euclidiano (FAGUNDES, 2009, p. 75). Portanto:

X, =x

X, =Yy

X, =2
X, =\/—_1ct,
Isso fornece a métrica de Minkowski no intervalo:
As® =Ax* + Ay> + A7> — A
Em notacao diferencial:
ds* =dx* +dy* +dz* - c*dt’
Cabe aqui um comentario. Na mecéanica de Newton temos como elemento de linha:
ds* =dx* +dy* + dz*

O tempo néo esta envolvido, pois, do ponto de vista newtoniano, o espaco é uma
entidade absoluta assim como o tempo, que é precisamente a concepcao
geomeétrica euclidiana. Desse modo, vale a métrica euclidiana, isto €, o Teorema de

Pitdgoras para calcular distancias.

Alguns livros representam a métrica de Minkowski da seguinte forma:
As? =c?Ar* — Ax* — Ay? — AZ%.
Com essa variagao da métrica, vamos definir intervalo entre dois eventos e; e e,

Qle,,e,)=c’At” — Ax* — Ay* — AZ”.
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E a chamada distancia temporal. Ela é a chave para determinacédo da geometria do
espaco-tempo (LESCHE, 2005, p. 47). A distancia temporal é uma grandeza
absoluta e ndo depende da escolha de um referencial. A histéria do evento e; é

representada pelo diagrama de espaco-tempo, conforme figura 4.1.

Figura 4.1: diagrama de espago-tempo.
Fonte: Lesche (2005, p. 60).

Dado que a distancia temporal definida anteriormente seja a, b e ¢ eventos, sendo b

um evento intermediario, isto é, b € mais tarde que a e mais cedo que c, entao, na
geometria de Minkowski vale a desigualdade inversa:

7(a,c) 2 t(a,b)+1(b,c).
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Figura 4.2: desigualdade triangular : 5s + 4s < 12,76.
Fonte: Lesche (2005, p. 84).

Isso é exatamente o contrario do que se passa na Geometria Euclidiana, onde o
comprimento de um lado de um triangulo é sempre menor que a soma dos

comprimentos dos outros dois lados (desigualdade triangular).
4.5 Relatividade Geral

A Relatividade Geral envolve uma abordagem matematica bem mais complexa. Mas,
o interessante é que varios conceitos desta teoria nds ja abordamos no capitulo 3,

com a descricao das geometrias ndo-euclidianas.

Iremos apresentar algumas noc¢des basicas da Teoria da Relatividade Geral, de
forma que possamos explorar os conceitos da Geometria Nao-euclidiana presentes
nesta teoria. Ou, nas palavras de Einstein:

O nosso préximo exemplo serd ainda mais fantéstico (....). Temos de
abordar um novo problema, o da conexdao entre a teoria da
relatividade geral e a geometria (EINSTEIN, 2008, p. 186).

A Teoria da Relatividade Geral é uma generalizacdo da Teoria da Relatividade
Restrita, que considera a geometria de Minkowski como ponto de partida.
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Segundo Costa (1995, p. 67), com a Teoria da Relatividade Geral, Einstein resolveu
ao mesmo tempo o problema da gravitacdo e o problema de exprimir as leis dos
fenbmenos naturais mediante equacoes validas para qualquer sistema de referéncia.
Nessa nova teoria, a gravitacdo deixa de ser uma forca de acdo instantdnea a

distancia e se reduz a geometria do Universo.

Conforme argumenta Cherman (2004, p. 105), Einstein precisava avancar, mas seu
arcabouco matematico tedrico ndo permitia. Sua frustracdo com relacao a isso pode
ser comprovada em carta a seu amigo Marcel Grossman (1878 — 1936), onde pede
desesperado: “Grossman, vocé tem que me ajudar, sendo fico louco!” (CHERMAN,
2004, p. 106).

E entdo, Grossman apresenta Einstein as Geometrias Nao-Euclidianas. A geometria
de 4-dimensional, descoberta por Minkowsky, é estendida por Einstein para um
espaco-tempo curvo. Dessa forma, Einstein combina a métrica de Minkowski com a

geometria curva de Riemann para obter seu espaco-tempo curvo.

Conforme Cherman (2004, p. 108), Grossman, além de apresentar Einstein as
Geometrias Nao-Euclidianas, também |he mostrou alguns resultados do calculo
tensorial, que é a ferramenta utilizada por Riemann para medir a curvatura do

espaco no ponto, ja vista em 3.2.3.
4.5.1 Principio da Equivaléncia

Conforme Natario (2005, p. 59), em 1907, dois anos apds publicar a Teoria da
Relatividade Restrita, Einstein teve, nas suas proprias palavras, “0 pensamento mais
feliz de sua vida”. Esta ideia, a que mais tarde deu o nome de Principio de
Equivaléncia, resume-se a isto: para um observador em queda livre, tudo se passa
como se nao houvesse gravidade (a ideia do elevador). O principio de equivaléncia
nos diz que a massa inercial e a massa gravitacional sdo as mesmas. Para teoria da

relatividade Geral, o ponto basico é o principio de equivaléncia.

4.5.2 Desvio da luz pelo Campo Gravitacional
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A luz sofre atragdo gravitacional. Nao tem massa, mas ainda assim muda de

caminho na presenca da matéria (campo gravitacional). Mas por que a luz se curva?

Conforme Costa (1995, p 68), na Teoria Geral da Relatividade, a velocidade da luz
nao é mais uma constante absoluta, e a trajetéria do raio luminoso ndo é uma reta,
mas uma geodésica. A lei da gravitacao de Newton € apenas uma aproximacao, e a
nova teoria a compreende como caso particular. Nesse contexto, deixa de valer a

geometria euclidiana e passamos a considerar a geometria riemanniana.

Em sua forma final, a relatividade geral amarra a geometria do espaco-tempo a
quantidade de matéria e energia nele existentes. Isso é apresentado por meio de
uma equacao tensorial:

R, -+¢ rR=—-%gr

no oy Su 2 uv

Nessa equagao, R,, € o Tensor de Ricci, g, € o Tensor métrico, R € o escalar de

87 . . o , . .
curvatura, — G € constante gravitacional de Einstein, e I',, € o chamado Tensor de
c

energia-momento. Essa equacao relaciona termos que dizem respeito a geometria
do espaco-tempo (a esquerda) e termos que se referem ao conteludo de massa e
energia (a direita).

De modo geral, podemos dizer que enquanto a matéria diz ao espago como se
curvar, o espacgo reage de volta e diz a matéria como se mover. Isto €, a geometria
do espaco-tempo diz a matéria como se mover, e a matéria reage de volta dizendo
ao espaco como se curvar. Esta é a ideia basica por tras da Teoria da Relatividade
Geral (MAIA, 2009, p 46).

Em um campo gravitacional, a trajetéria de um raio luminoso deve sofrer uma
curvatura, semelhante a curvatura que experimenta um corpo lancado através desse
campo. De acordo com a teoria, um raio luminoso que passa rente a um corpo
celeste é desviado na direcao deste. O angulo de desvio de um raio luminoso que
passa proximo ao Sol é dado por:
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Onde G, é a constante gravitacional, M a massa do Sol, R, o raio do Sol e c a

velocidade da luz. Substituindo os valores das constantes encontramos:

0=1,75" de arco.

Segundo a teoria de Einstein (1999, p. 104), metade deste desvio deve-se ao
campo de atracdo (newtoniano) do Sol e metade a modificacdo geométrica do

espaco (curvatura) provocada pelo Sol.

Estrela
posicdo posicio

real aparente
ge”

Sol

Terra ‘

Figura 4.3: llustracdo do desvio de um raio de luz procedente de uma estrela pelo Sol: Sua
posicdo aparente fica a um angulo d da posi¢do normal.
Fonte: Fagundes (2009, p. 81).

Conforme Costa (1995), esse valor do angulo de desvio de um raio luminoso que

passa proximo ao Sol é o dobro previsto da Teoria de Newton.

Para comprovar a medicao era necessario observar estrelas com posicoes celestes
préximas a borda do Sol. Isso foi feito pela primeira vez em 1919, por ocasidao de um
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eclipse solar total. Foram organizadas duas equipes de astrbnomos, uma em Sobral
(CE), no Brasil, e outra em Principe, na Africa. Os resultados foram:

em Sobral, 6=1,98"10,16";
em Principe, 6=1,61"£0,40".

considerados muito bons para uma confirmacao teérica acima. Esta medicao foi
repetida muitas vezes. Em 1975, o efeito foi observado com ondas de radio do
quasar (fonte de radio quasar-estrela) 3C279, com 6timo resultado 6=1,76"10,02

(FAGUNDES, 2009, p. 82).

Um importante resultado da Teoria da Relatividade Geral foi obtido por Karl
Schwarzschild (1873 — 1916) ja em 1916. Schwarzschild aplicou a férmula a um
objeto compacto de forma esférica (uma estrela, um planeta, por exemplo), e seus
resultados foram surpreendentes. Ele encontrou uma regido em que os efeitos
gravitacionais eram tao violentos, em que o espaco-tempo estava tdo curvado, que
nem a prépria luz conseguia escapar. A existéncia desses objetos celestes, que
mais tarde foram denominados de “buraco negro”, corresponde ao colapso
gravitacional de uma estrela de grande massa. Quando a estrela chega ao fim de
sua vida, consumindo todo seu combustivel nuclear a gravidade vence a pressao,
que antes mantinha a estrela em equilibrio, e colapsa sobre si mesma. O resultado é
um intenso campo gravitacional em uma regido muito pequena do espaco, a

singularidade.

Para regides assim, a Geometria Hiperbdlica possibilita aplicagdo, como na predicao
da 6rbita de objetos submetidos a esses campos gravitacionais intensos (CALDEIRA
& CARVALHO, 2008).

A teoria da relatividade, restrita e geral, foi testada ao longo do tempo desde sua

formulagao tedrica e tem se mantido nas previsées.
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5 GEOMETRIAS NAO-EUCLIDINAS NA EDUCACAO BASICA

Pelo que vimos até aqui, acreditamos que seja necessario se considerar a insercao,
o papel e a importancia das Geometrias ndo-Euclidianas no ambito da Geometria
Escolar. Trata-se aqui da possibilidade das geometrias nao-euclidianas serem
inseridas na educacao basica, bem como propostas que as relacionem com fisica

moderna (Teoria da Relatividade).

De um lado temos, conforme argumenta Porto e Porto (2008), que existe atualmente
uma tendéncia crescente de se inserirem nos programas de fisica do ensino médio

temas relacionados a fisica moderna. Sobre isso os autores argumentam:

Sua insergao nos programas escolares se defronta muitas vezes com
obstaculos associados a dificuldade de se transmitirem de forma
clara conceitos bastante complexos e desenvolvidos em linguagem
matemdtica avancada. (PORTO & PORTO, 2008, p. 1).

Diante disso, acreditamos que uma abordagem que considera as geometrias nao-
euclidianas como fundamento teérico seja conveniente. Isso porque muito dos
conceitos geométricos abstratos presentes na matematica da teoria da relatividade
sao desenvolvidos no ensino das geometrias nao-euclidianas. Outro aspecto positivo
de uma abordagem assim é com relagédo a interdisciplinaridade, ja que os conceitos
da teoria da relatividade estao fortemente ligados aos conceitos das geometrias nao-
euclidianas como vimos. Entao, por que nao aproximar o aluno dos dois tépicos ao

mesmo tempo?

Conforme Eisenstaedt & Fabris (2004, p. 185) a obra Introducdo a Teoria da
Relatividade, de Manoel Amoroso Costa, fisico-matematico brasileiro, publicado em
1922 é o primeiro livro brasileiro sobre a Relatividade Geral, reeditado pela UFRJ em
1995. Segundo os autores o livro surpreende ainda hoje pela sua limpidez, precisdo

e concisao.

Amoroso Costa (1995) dedica um capitulo sé para tratar das geometrias nao-
euclidianas, cujo titulo é “O espago nao-euclidiano’. Nele, o autor discute o
surgimento das geometrias ndo-euclidianas e sua relagdo com a nova fisica de

Einstein. E interessante observar como o primeiro livro brasileiro sobre o assunto,
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escrito na época do fervor das novas ideias, dedica notavel destaque as geometrias
nao-euclidianas. Isso se opde a maioria dos textos atuais sobre o tema Relatividade

que consideram pouca ou nenhuma relacao.
5.1 O curriculo de matematica

Nos ultimos anos, surgiram nos meios educacionais oportunidades para inclusao de
conteudos advindos das diversas Geometrias, Euclidiana e nao-Euclidiana, aos
conhecimentos geométricos escolares considerados como adequados a formacao
de alunos para o século XXI. Esses conteudos tém sido objetos de discussao entre
os membros de varias associacdes de profissionais da Matematica: matematicos,
professores e educadores matematicos de varios paises (KALEFF & NASCIMENTO,
2004, p. 1).

Como resultado dessa discussdo, citamos o documento referente ao Ensino
Fundamental, os PCN — Matematica — 52 a 82 série (BRASIL, 1998), que apresenta a
matematica que deve ser trabalhada com os jovens e adolescentes:

Fruto da criacdo e invengdo humanas, a Matematica nao evolui de
forma linear e logicamente organizada. Desenvolveu-se com
movimentos de idas e vindas, com rupturas de paradigmas.
Frequentemente um conhecimento foi amplamente utilizado na
ciéncia ou na tecnologia antes de ser incorporado a um dos sistemas
l6gicos formais do corpo da Mateméatica. Exemplos desse fato podem
ser encontrados no surgimento dos numeros negativos, irracionais e
imaginarios. Uma instancia importante de mudanca de paradigma
ocorreu quando se superou a visdo de uma unica geometria do real,
a geometria euclidiana, para aceitacdo de uma pluralidade de
modelos geométricos, logicamente consistentes, que podem modelar
a realidade do espaco fisico (BRASIL, 1998, p. 25).

Existem varias tentativas de se inserirem as geometrias nao-euclidianas na
educacao basica. Com relacdo a isso, nossa maior motivacdo é o Curriculo de
Matematica do Estado do Parana, elaborado no ano de 2008. Esse documento
curricular inclui elementos de Geometrias Nao-Euclidianas no rol de contetudos a
serem ensinados nos niveis de ensino fundamental e médio. O conteudo
estruturante “Geometrias” € desdobrado em: geometria plana; geometria espacial;

geometria analitica; no¢des basicas de geometrias ndo-euclidianas.
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Para o Ensino Fundamental, o conteudo Nocbdes de Geometrias Nao-Euclidianas
contempla os seguintes conteudos: geometria projetiva (pontos de fuga e linhas do
horizonte), geometria topoldgica (conceitos de interior, exterior, fronteira, vizinhancga,
conexidade, curvas e conjuntos abertos e fechados) e no¢des de geometria dos
fractais.

No caso do Ensino Médio, os conteudos indicados com relacdo aos elementos de
Nocdes de Geometrias Nao-Euclidianas sao: geometria dos fractais, geometria
projetiva, geometria Hiperbdlica e geometria eliptica.

Como uma das justificativas para tal insercéo, o documento apresenta:

Muitos dos problemas do cotidiano e do mundo cientifico s6 séo
resolvidos pelas geometrias ndo-euclidianas. Um exemplo sdo os
estudos que resultaram na Teoria da Relatividade, em que a
geometria do espaco, usada por Albert Einstein, foi uma geometria
nao-euclidiana, de modo que conceitos, como “a luz se propaga ao
longo de geodésicas e a curvatura do espago € determinada pela
natureza da matéria que o preenche”, foram fundamentais
(COURANT & ROBBINS apud PARANA, 2008, p. 56).

Por outro lado, embora haja uma crescente discussao de se inserirem as geometrias
nao-euclidianas na educacado basica, devemos atentar para o fato de que
“professores de ensino Fundamental e Médio, com longa experiéncia profissional,
apresentam um quase total desconhecimento das geometrias n&o-euclidianas”
(KALEFF & FRANCA, 2008).

Segunda a pesquisa de Kaleff & Franca (2008), que analisaram informacdes junto
ao Fundo FNDE, sobre o Programa Nacional Do Livro Didatico (PNLD) e sobre o
Programa Nacional do Livro do Ensino Médio (PNLEM), ambos do MEC, esses
autores concluem que, das colecdes de livros mais solicitadas pelas escolas, a
apresentacao didatica dos conteudos geométricos aos alunos, as mencgdes as
geometrias nao-euclidianas sao esporadicas, de carater meramente ilustrativo

quanto ao seu valor histérico para o desenvolvimento da Matematica e das Ciéncias.
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A maioria dos livros didaticos ndo faz mencdo sobre a existéncia de outras
geometrias, no entanto, quando o fazem é apenas a titulo de ilustracdo, sem

qualquer aprofundamento tedrico.

Destacamos, ainda, que os cursos de Formacao de Professores de Matematica, em
geral, ndo tém contemplado em suas estruturas curriculares estudos das geometrias
ndo-euclidianas. Isso pode ser comprovado no levantamento feito por Cabariti
(2004) das grades curriculares de Licenciatura em Matematica de diversas
universidades publicas e privadas do Estado de Sao Paulo, em que os dados
levantados mostram que das 11 Universidades consultadas, apenas quatro incluem
essa disciplina (ou tépicos relacionados) em suas grades, sendo que, em duas
delas, essa disciplina figura como optativa (CABARITI, 2004, p. 20).

5.2 O curriculo de fisica

No que diz respeito a disciplina de Fisica, pesquisas apontam para uma
necessidade de atualizacdo curricular e a introducdo de conceitos de Fisica

Moderna na grade curricular do ensino médio. Algumas razdes para isso sao:

e O “despertar” da curiosidade dos alunos e ajuda-los a reconhecer a Fisica

como um empreendimento humano;

e Os estudantes ouvem falar em temas como buracos negros e big bang na

televisédo ou em filmes de ficcao cientifica, mas nunca nas aulas de fisica;

¢ O ensino de temas atuais da fisica pode contribuir para transmitir aos alunos
uma visdo mais correta dessa ciéncia e da natureza do trabalho cientifico,
superando a viséo linear do desenvolvimento cientifico, hoje presente nos
livros didaticos e nas aulas de fisica (OSTERMANN & MOREIRA apud
OLIVEIRA et al., 2007).

Segundo Dominguini et al. (2012), com relacao aos livros didaticos aprovados pelo
PNLD 2012, percebe-se maior empenho dos autores em inserir a Fisica Moderna
como conteldo de Ensino Médio. Nesse contexto, dos 10 livros de fisica aprovados
pelo PNLD 2012, apenas 01 (Gongalves Filho e Toscano, 2010) ndo aborda o tema
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Teoria da Relatividade como contetudo de Fisica Moderna. A conclusao do autor é
que, no PNLD 2012, todos os autores acreditam que fisica moderna nao é apenas
um suplemento a fisica classica e sim algo a ser tratado como assunto
imprescindivel aos alunos. Desse modo, todos os autores passam a dar maior
enfoque a este conteudo aos livros didaticos.

Na secdo anterior apresentamos o curriculo do Estado do Parana como modelo
inovador, que incluiu as geometrias nao-euclidianas no curriculo estadual. No
entanto, no que se refere ao curriculo de fisica, ndo existe 0 mesmo empenho dos
educadores sobre o ensino de Fisica Moderna ou mesmo do toépico Teoria da
Relatividade. O mesmo documento estadual que havia sido citado, na disciplina de
matematica, como sendo uma aplicagdao da Geometria Nao-Euclidiana. Ou seja, nao

houve consenso entre os curriculos dessas matérias afins.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho procuramos apresentar as Geometrias Nao — Euclidianas, ao mesmo
tempo em que lidamos com outro tema, ndo menos abstrato, a Teoria da
Relatividade, buscando resgatar tanto seus aspectos historicos, filoséficos, a intima

relacdo com os conceitos geométricos, bem como sua importancia para o ensino.

O anseio por tornar mais simples os fundamentos da matematica acabou mostrando
que os fundamentos precisavam ser revistos. Negando o quinto postulado dos
Elementos, foi possivel desenvolver outras geometrias diferentes da geometria

euclidiana, mas que funcionavam t&do bem quanto ela.

A existéncia de geometrias onde a soma dos angulos de um triangulo poderia ser
maior ou menor que dois angulos retos implicava em um novo conceito de espaco.
Um espaco que poderia existir apenas como objeto matematico, mas que também
poderia existir fisicamente, como propunha Lobachevsky através de suas tentativas
de aplicacdo. Essas teorias ndo foram muito bem aceitas inicialmente, até serem

resgatadas pelas novas teorias fisicas que surgiram.

A Teoria da relatividade de Einstein mudou as bases da Fisica alterando conceitos
tdo fundamentais como espaco e tempo. Essa nova Fisica sé € possivel quando se

considera uma geometria Nao-Euclidiana.

Acreditamos que a inclusdo dos conteludos das Geometrias ndo-Euclidianas nas
classes de educacgao basica, Ensino Fundamental Il e Médio, seja conveniente, ao
mesmo tempo em que defendemos a inclusdo do tema Fisica moderna, com o

tépico Teoria da Relatividade no curriculo do Ensino Médio.

Devido a importancia das geometrias ndo-euclidianas para o desenvolvimento da
teoria da relatividade, acreditamos que esta ndo pode ser negligenciada na
apresentacao daquela. Conceitos como espacos 4-dimensionais ou mais e espagos
curvos, negativo ou positivo, s6 podem ser considerados se sairmos da geometria

euclidiana.
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Pensamos que as relagcbes entre as geometrias ndo-euclidianas e a fisica ainda
podem ser aprofundadas, e que as apresentadas neste trabalho sdo apenas uma
exposicao inicial. Investigacées podem ser feitas por profissionais da educacao que
deseja explorar tais ideias e fazer da interdisciplinaridade entre as ciéncias tema de
seus trabalhos.

Existem muitos trabalhos académicos na area de pesquisa pura que utilizam
modelos nao-euclidianos tais como os apresentados neste texto. Por exemplo, é o
caso de Belo (2007) que utiliza o modelo da pseudoesfera para investigacdes da
Mecanica Quéantica. Cabe ao professor ter contato com essas pesquisas e tentar

traduzir esses resultados para educacéao basica.

Outro exemplo muito importante de geometria nao-euclidiana, e que nao tratamos
neste trabalho, € o da Geometria Fractal. Essa geometria, embora tenha abordagem
diferente, é considerada justamente aquela em que néo vale a geometria euclidiana.
A geometria Fractal € caracterizada por ter intimas relagdes com o mundo natural.
Logo, com a Fisica. Isso fica evidente em Conde (2011) em sua dissertacdo “A
Distribuicdo Fractal de Galaxias (...)". Atualmente, muitas outras pesquisas de ponta
consideram o modelo Fractal, principalmente pesquisas em biologia, biomatematica
e biofisica.

Ainda ha muito que se fazer para tornar popular entre os educadores e alunos o
ensino das geometrias nao-euclidianas, bem como a Teoria da Relatividade. Como
possibilidade para um trabalho futuro, deixamos como possivel proposta a
elaboracao de atividades que envolvam a matematica do equipamento GPS (Global
Positioning System) que possibilita tratar dos dois temas ao mesmo tempo, conforme

Alves (2006) pode nos dar alguma ideia.

Esse equipamento de uso quotidiano, presente em grande parte dos aparelhos
celulares mais modernos, tem seu funcionamento baseado num modelo de
geometria ndo-euclidiano (Geometria Eliptica), assim como na comunicacao do
aparelho com os satélites geoestacionarios é indispensavel se considerar os efeitos
relativisticos para correcdo do tempo. Assim sendo, poderia se configurar um
excelente dispositivo didatico para se ensinar conceitos abstratos, de forma
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interdisciplinar, envolvendo uma tecnologia atual e mostrando que a matematica, a

ciéncia, esta mais proxima dos alunos do que se pode imaginar.
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