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Resumo

Este trabalho tem como objetivo apresentar e estudar modelos matematicos descritos por
Equagoes Diferenciais Ordinérias (EDO) presentes nas grandes dreas do conhecimento
principalmente em cursos de graduacgao. Tais areas sao Engenharias, Fisica, Biologia e
Quimica e foram escolhidas por fazerem parte dos cursos oferecidos no Instituto Federal de
Educacao, Ciéncia e Tecnologia de Sao Paulo - IFSP. Os fenomenos que foram modelados
sao as vibragoes livres amortecida e nao-amortecida, os circuitos elétricos RC, RL, LC
e RLC, o corpo em queda livre com influéncia do atrito, a dinamica de crescimento de
um tumor, um modelo matematico para absor¢ao de drogas (medicamentos) e a fungao
de onda na mecéanica quantica. A andlise dos modelos foi feita a partir das etapas de
criagdo de um modelo matemético segundo Bassanezi (2002). Ao final de cada capitulo,

apresentamos algumas aplicagoes de cada area.

Palavras-chave: Modelagem Matematica, Equagoes Diferenciais Ordinarias, Aplicagoes.



Abstract

The aim of this is to present and study mathematical models described by Ordinary
Differential Equations (ODE) present in the large area of knowledge, particularly in
the graduation. These areas are Engineering, Physics, Biology and Chemistry and they
were chosen because are courses offered by the Instituto Federal de Educacao, Ciéncia e
Tecnologia de Sao Paulo - IFSP. The phenomena modeled are vibrations (damped and
undamped free vibrations), electrical circuits RC', RL, LC e RLC, free fall bodies with
friction influence, dynamic of tumor growth, a mathematical model for drugs absorption
(medicament) and the wave function in the quantum mechanics. The models analysis was
made from creation steps of a mathematical model according Bassanezi (2002). At the

end of each chapter, we presented some application for each knowledge area.

Keywords: Mathematical Modelling, Ordinary Differential Equations, Applications.
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1 Introducao

Esta pesquisa é de cunho tedrico e tem como objetivo o estudo de Modelagem
Matematica utilizando as Equagoes Diferenciais Ordinérias (EDO). O foco principal da
pesquisa é investigar os modelos matematicos que utilizam as equacoes diferenciais para
descrever situagoes problemas nas grandes areas do conhecimento, principalmente em

cursos de graduacao.

Notemos que nesses cursos, principalmente nas Engenharias e Tecnologias, ha uma
carga ampla de disciplinas da area de exatas que, por consequéncia, tem a Matematica
como norte. Como questoes principais e até mesmo inquietagoes surgidas por alunos que
cursam Engenharia, levantamos as seguintes questoes: qual o objetivo de estudar uma
carga ampla de Matematica em alguns cursos de graduagao? Onde usaremos em nossa

vida profissional tais conceitos mateméaticos?

Com este trabalho, apresentaremos para algumas areas do conhecimento, alguns
modelos matematicos que sao resolvidos por meio de equagoes diferenciais e com isso
mostrar, principalmente aos iniciantes nos cursos, que tal carga ampla de Matematica
nao é apenas para completar o curriculo do curso, mas sim a necessidade de aprender tais
métodos e que eles estao presentes nas situagoes rotineiras profissionais e, assim, diminuir

as possiveis inquietagoes que podem surgir em muitos alunos ingressantes na graduagao.

Evidentemente, ndao estamos defendendo a questao de que um curso de EDO nessas
areas deixe de ter seu enfoque matemético, mas, como explicam Figueiredo e Neves (2012),
tal area da Matematica surgiu para resolver problemas de outras ciéncias. Um exemplo
classico é o préprio Teorema Fundamental do Calculo motivado por problemas fisicos e que
até hoje é necessario pesquisar os problemas provenientes dessas ciéncias (FIGUEIREDO);
NEVES, 2012).

Ressaltamos que a resolucao de diversos problemas nas areas de Engenharia, Fisica,
Matematica, Quimica, entre outras, envolve abordagem analitica e/ou até mesmo numérica
de equacoes diferenciais ordinarias. Modelando-se matematicamente o problema, inicia-se
sua solucdo, muitas vezes nao tao simples dependendo de sua aplicagao. Segundo Chapra
e Canale (2008), a resolugao de problemas envolvendo tais modelos consiste em definir
a problematica por meio da teoria ou dos dados obtidos experimentalmente, modela-se
matematicamente a questao e com as ferramentas disponiveis para a solugao geram-se

resultados numéricos e/ou gréficos.

Ja Boyce e Diprima (2006) afirmam que é necessario reconhecer que cada problema
tem suas caracteristicas e que a “arte de modelar nao ¢ uma habilidade que pode ser
reduzida a uma lista de regras” (BOYCE; DIPRIMA, 2006, p. 5). Porém, listar alguns
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passos torna-se 1til, pois a parte mais dificil do problema é a construcao de um modelo
que exprime, de fato, a situacao real estudada. Por exemplo, podemos citar a identificacao
das variaveis (independente e dependente), escolhas convenientes de unidades de medidas,
determinar a lei que conduz o problema podendo ser ela uma lei da fisica conhecida ou
uma hipdtese a ser verificada a partir de observac¢oes de um determinado fenémeno de
interesse e também, dependendo da complexidade do modelo, resolvé-lo com um sistema

com n equacoes diferenciais.

Em se tratando de Modelagem Matematica, ela se faz presente em nosso meio desde
os tempos mais primitivos, sendo tao antiga quanto a propria Matematica, surgindo de
aplicagoes na rotina didria dos povos antigos. Embora nao conhecida por essa terminologia,
seu estudo funcional e aplicabilidade ja se integravam no processo evolutivo da sociedade.
Segundo Biembengut (2011), a expressao Modelagem Matemadtica surgiu durante o Renas-
cimento, quando foram construidas as primeiras ideias da Fisica, apresentadas segundo
linguagem e tratamentos matematicos e, posteriormente, foi sendo utilizada em toda a
ciéncia, contribuindo sobremaneira para a evolug¢ao do conhecimento humano seja nos
fendbmenos microscépicos, em tecnobiologia, seja nos macroscopicos, com a pretensao de
conquistar o universo. E importante ressaltar que esse processo nao é somente préoprio
dos cientistas, pois para que se possa elaborar um modelo, além do conhecimento de
Matematica, o modelador precisa ter uma dose significativa de intuicao e criatividade
para interpretar o contexto, saber discernir que contetido matemético melhor se adapta e

também ter senso lidico para jogar com as varidveis envolvidas (BIEMBENGUT, 2011).

Nesse sentido, a elaboragao de um modelo depende do conhecimento matematico
que se tem. Se o conhecimento matemético restringe-se a uma Matemética elementar,
como aritmética ou medidas, o modelo pode ficar delimitado a esses conceitos. Tanto
maior o conhecimento mateméatico, maiores serdo as possibilidades de resolver questoes

que exijam uma Matemaéatica mais sofisticada.

Quanto a definicdo do termo modelo, para uma maior aproximacao do conceito,
podemos nos apoiar na definicio do Dicionario Aulete ! que designa, como um dos seus
verbetes, modelo como “um conjunto de hipdteses, de ideias, sobre a estrutura de um
sistema [...] pelo qual podem ser explicadas as propriedades desse sistema” (MODELO,
2014). Analogamente, podemos afirmar que a Modelagem Matematica consiste na arte de
transformar problemas da realidade em problemas matemaéticos e resolvé-los interpretando
suas solugoes na linguagem do mundo real (BASSANEZI, 2011, p. 16).

1 Disponivel em <http://aulete.uol.com.br/modelo.> Acesso em 25/03/2014.
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2 Equacoes Diferenciais Ordinarias:

Um Minimo

Definigao 2.0.1 (Equagao diferencial). Denomina-se equacao diferencial toda equagao
que contém como incognita fungoes e suas respectivas derivadas de uma ou mais variaveis

dependentes em relacao a uma ou mais variaveis independentes.

Definigao 2.0.2 (Equagdo diferencial ordindria). Se as equagoes da defini¢ao 2.0.1 contiver
apenas derivadas ordinarias de uma ou mais variaveis dependentes em relagao a apenas
uma variavel independente, entdo ela é denominada equagao diferencial ordindria (EDO).

Em linguagem matematica
F<x7y7y/7' te 7y(n)) =0

em que F é uma funcio de valores reais de n + 2 variaveis z,v,y/,--- ,y™ e sendo
(n)
g — Y

Defini¢ao 2.0.3 (Solugio de uma EDO). E denominada solucio de uma equacio diferen-
cial ordinaria em um dado intervalo I toda funcdo ¢ definida nesse intervalo que contém n
derivadas em [ onde substituidas na equagao de ordem n reduzem-na a uma identidade.

Em linguagem matemadtica

F(x,qb(x),qb'(x), . ,gb(")(x)) =0 Vzel

2.1 Equacao Diferencial Ordinaria Separavel

Definicao 2.1.1. Definimos uma equacao diferencial separavel quando ela pode ser escrita

da seguinte forma:

y =20y 0 (2.1)

d
tal que ¢/ = i é a derivada da funcdo y em relacio a varidvel independente x.
Y d Y

As fungoes p : (a,b) = Re q: (¢,d) — R sdo continuas nos intervalos abertos (a, b)

e (¢, d), respectivamente.

Dizemos Equagao Diferencial Ordindria Separdvel pois podemos escrever (2.1) da

seguinte forma:

qy)y =plx) ou qy)dy = p(r)dw. (2.2)
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Uma solucao de (2.2) é a fungio y : (a/,b') — R de classe C! desde que (a/,b") C
(a,b), y((a/,b’)) C (e,d) e q(y) # 0 satisfaga (2.1) para todo = € (a, V).

Para resolver (2.2), integramos ambos os lados da equagao de acordo com suas

variaveis, ou seja,

[away = [ p@)iz = Q(yx)) = P) +C

Determinamos a constante C' a partir de que seja dado x¢ € (a',V'), y(zo) = yo €
(¢,d), entao

[ atway = [ pte)de = Qo) - @) = P@) — Pla)

Logo,
C= Q(y(mo)) — P(xp).

2.2 Equacao Diferencial Ordinaria Linear de Primeira
Ordem

Definicao 2.2.1. Uma equacgao diferencial ordinaria linear de primeira ordem ¢é uma

equacao na variavel dependente x da seguinte forma

dx

ai(t) +ao(t)z = g(t). (2.3)

E possivel reescrever a equagao (2.3) na forma padrao. Dividindo ambos os membros

pelo coeficiente a;(t), obtemos
— +pt)z = [(1). (2.4)

A solugao de (2.4) pode ser determinada em um intervalo I em que as fungoes p
e f s@o continuas. Para resolvé-la, vamos definir uma funcao auxiliar, p(t), chamada de
fator integrante !.
Seja
u(t) = e/ 7O

e observe ainda que

C(Zit o (e (/ p(t dt) el POUp (1) = p(t)p(t).

Nao faz parte do objetivo deste trabalho a justificativa da existéncia do fator integrante. Recomendamos
a leitura de livros sobre Equagoes Diferenciais Ordinarias inclusive as referéncias contidas no final
deste trabalho.

1
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Assim, multiplicando (2.4) por pu(t), obtemos

WS pp(e)e = lt) 1)
mas, u(t)p(t) = ZIZ, entao
p() 5+ P ()71

Porém, note que o lado esquerdo dessa equacao é exatamente a derivada de um produto

de fungoes, entao podendo ser escrita na forma

d

dt(u@x@) = ult) f(2).

Como precisamos encontrar a fungao y(z), entdo basta integrar ambos os membros da
equacao:

p(t)x(t) = [u(t)f(t)dt+C

porém, pu(t) # 0 para todo t € R, entdo podemos dividir a equagao acima por pu(t) e, assim,

obtemos a solucao geral da equagao (2.4) que é dada por

1
o) = o (/ () () dt + 0) . CeR (2.5)

2.3 Equacao Diferencial Ordinaria de Bernoulli

Definicao 2.3.1. Uma equacao da forma

2'(t) + p(t)z(t) = q(t)="(t)

comn #0en#1em que p(t) e ¢(t) sdo fungdes continuas em um intervalo aberto (a, b)
¢ denominada Fquacdo Diferencial de Bernoulli®. Note que se n = 0, temos uma equacao
diferencial linear completa do tipo ' 4+ p(t)z = ¢(t) e se n = 1, temos uma equagao

diferencial linear homogénea do tipo a’ + (p(t) - q(t)):r =0.
Proposicao 2.3.1. Seja

o'+ p(t)r = q(t)z" (2.6)

Jacques Bernoulli (1623 - 1708) foi um matemético suico, membro de uma familia que alcangou muitos
éxitos na Matemadtica e na Fisica. Com o cdlculo infinitesimal foi além dos trabalhos de Newton e
Leibniz. Sua obra mais importante chama-se Ars Conjectand, obra considerada a mais antiga sobre as
teorias das probabilidades.
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uma equagdo diferencial de Bernoulli. A substituicio x = zﬁ, z = 2(t) transforma a

EDO de Bernoulli em uma EDO linear em z

24+ (1 —n)p(t)z = (1 —n)q(t). (2.7)
Demonstragao. Com efeito, ' = ﬁzﬁz’. Substituindo em (2.6), obtemos
1 n 1 n

Tom tzT-—n = g(t)zT-n.
—— 2T+ p(t)zTE = ()2

Multiplicando ambos os membros por (1 — n)zf(ﬁ), obtemos

2+ (1—n)p(t)z = (1 —n)q(t).

2.4 Equacao Diferencial Ordinaria de Segunda Or-

dem

Definicao 2.4.1. Uma equacao diferencial ordindria de segunda ordem é uma equacao

na variavel dependente y da seguinte forma

1) T+ an(1) 5 + ao(t)e = g(1) (2.8)

que pode ser escrita na forma padrao dividindo ambos os membros por as(t)

d*x dx

o P + (B = 10

ou com a notacao de Lagrange

2" (t) + p()a'(t) + q(t)x(t) = f(2).

2.4.1 Linear, homogénea, com coeficientes constantes

Uma equagao da forma

d*z dx
ﬁ + ba + cx = f(t) (29)

(m” +br' +cx = f(t))
é uma equacao diferencial ordindria linear de sequnda ordem com coeficientes constantes.

Os coeficientes b e ¢ s@o nimeros reais fornecidos e f : I — R é uma func¢do continua e

é um intervalo na reta.
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Se f(t) = 0 no intervalo considerado, entdo a equagao é dita homogénea. Isto é,

Lo d
a§+b£+mx:0 (2.10)

Para determinar a solugao geral de (2.10) , considere a equagao algébrica
M 4+bA+c=0 (2.11)

denominada equagio caracteristica de (2.10). Notemos que se A for uma raiz real de (2.11),

A1

entao x(t) = eM! serd solugao de (2.10). Com efeito,

(e)‘lt>” +5b (e’\1t>/ +ceMt = MeMt p ph et ceMt = Mt ()\f + b + c) =0

A partir disso, enunciaremos um teorema que garante que, se conhecermos as raizes

da equacao (2.11), conheceremos, também, a solucao geral da equacao homogénea (2.10).

Teorema 2.4.1. Sejam A\ e \y raizes da equacao caracteristica (2.11).

(i) Se A\ # g, entdo a solugdo geral da equag¢io homogénea serd

z(t) = AeM 4 Bett, A, BeR

(ii) Se Ay = Ag, entdo a solugdo geral da equagiao homogénea serd

z(t) = AeM' 4 BteM, A, BeR
x(t) = eM (A + Bt), A, BeR

(iii) Se A1 e Ay forem raizes complexas, isto é, \y = a+ Pi e Ay = a — (i de fato, uma

conjugada da outra, entdo a solucdo geral da equagdo homogénea serd

x(t) = e {Acos(ﬁt) + Bsen(ﬁt)}, A, BeR

Demonstragio. Item (i). Sendo \; e Ay raizes distintas da equagao caracteristica A2 + b\ +

c = 0, temos

A+ X =D
)\1)\220

dai,
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d’z  dx d*x dx
@—i—ba—l—cx:()@ﬁ—(/\l—i-/\g)a%—)\l)\zxzo
d?x d dx

x
a2 1%—)\254-)\1)\235:0

d (dx dx

dx
Note que z = x(t) serd solucdo de (2.9) se, e somente se, v = i Az for solugao
da seguinte equagao diferencial

dy
— — Xy =0.
a 27 =0

De (2.5) segue que v = Cye™?! entdo, x = x(t) sera solucio de (2.9) se, e somente

se,
dx
E - )\1.1' = 026)\2)5.
Novamente de (2.5), segue que
0= — “MEL Chetdt + C
x(t) v e - Che + Ch
&
t — C A1t Aot
ZE( ) 1€ + )\2 — )\1
=AM+ Be™ A BeR
C:
comA=C,e B= N _2)\1.

E, portanto, x(t) = AeM! + Be?t,

]

Demonstragio. Item (). Sendo A\; = Ay raizes da equagao caracteristica A\* + b\ + ¢ = 0

e seguindo o mesmo raciocinio do item (%), temos
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x(t) = ! (/ e ML CheMidt + Cl)

€—>\1t

dw—_“(/@ﬁ+00

x(t) = CreMt + CyteM?
= AeMt + BteMt
=eM(A+Bt) ABeR

com A=C,e B=0C,.
O

Demonstragio. Item (iii). A expansao em série de Taylor da fungdo f(t) = e' em torno

de t = 0 é dada por

+00 tn
ef =) — —00 < t < 400. (2.12)

it (it)?  (it)> (i)t (it)®
I T R TR TR

2 t3 t4 t5

. t
=1 + it — QT Zgﬁ'—F Al +-ZEﬁ

2ttt A A
:1—2+@+-+wG—m+a+~>

+o0o (_1)ntn +oo (_1)nt2n+1

= nz:% (2n)! + inz:% et = cos(t) + isen(t) (2.13)




24 Capitulo 2. FEquagoes Diferenciais Ordindrias: Um Minimo

A solucio geral de (2.10) pode ser escrita da seguinte forma: x(t) = Cele+80t 4
Dele=8Dt com C, D € R entéo
x(t) = Celathit 1 Dela=Bt

= CeteP 4 Dele Pt

= e (Ceﬂit + De_ﬁit) e por (2.13)
[ (cos pt) + zsen(ﬁt)) + D(cos(—ﬁt)) + isen(—ﬁt)}
eo‘t{ (cos (Bt) + zsen(ﬁt)) + D(cos(ﬁt)) - isen(ﬁt)}
eo‘t[ (C'+ D)cos(pt) +i(C — D)sen(ﬁt)}

e”

Mas observe que a solucgao geral esta escrita de forma complexa e o ideal é expressa-
la com valores apenas reais. A solucao geral de (2.10) pode ser escrita como a soma e a
diferenca de duas funcdes soluces, entdao x1(t) = e @+ ¢ xy(t) = (@I ¢ por (2.13)

z1(t) = e (cos(ﬁt) + isen(ﬁt)) e To(t) = e (cos(ﬁt) — isen(ﬁt)). Daf

x1(t) + 2o(t) = e (cos(ﬁt) + isen(ﬁt)) + e (cos(ﬁt} — isen(ﬁt))
= 2¢e*cos(t)

21(t) — 29(t) = e (cos(ﬁt) + isen(ﬁt)) — e (cos(ﬁt) — isen(ﬁt))
= 2ie* sen(St)

Disso, desprezando as constantes multiplicativas 2 e 2i nés obtemos um par de
solugdes com valores reais u(t) = e*cos(St) e v(t) = e**sen(ft). Pode-se mostrar que o
Wronskiano® de ambas as funcdes u e v ¢ diferente de zero e W (u,v) = Be*. Para =0
nao se aplica nesse caso pois as raizes serao reais. A consequéncia imediata disso é que u e

v formam um conjunto fundamental de solugées, logo a solugao geral de (2.10) é dada por

z(t) = e [Acos(ﬁt) + Bsen(ﬁt)} com A, BeR

Teorema 2.4.2. Seja
d*x
yro) +¢?r =0 (2.14)

uma EDO Homogénea de 2* Ordem. Entdo a solug¢io geral é

x(t) = Acos(pt) + Bsen(pt), A, BeR

3 O Wronskiano, em homenagem ao matemético polonés Josef Wronsk (1776 - 1853), tem como funcio
determinar se um conjunto de fungoes diferencidveis sdo linearmente independente ou linearmente
dependente em um intervalo dado. Se o Wronskiano for diferente de zero, dizemos que as fungbes sao
linearmente independentes. No caso acima, W (u,v) = e, para 8 # 0, ndo serd nulo pois a funcio

exponencial nao possui imagem nula qualquer que seja t.
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Demonstragio. A prova segue diretamente do item (i) do Teorema 2.4.1.

]

No Capitulo 4, Secao 4.1, estudaremos uma aplicagdo de uma EDO de 2* Ordem
do tipo
.,

que descreve o movimento harmonico simples.

2.5 Transformada de Laplace

Nas se¢Oes anteriores, apresentamos alguns métodos para solucionar alguns tipos
de equagodes diferenciais que podem aparecer em diversas aplicagbes. Apresentaremos
agora um novo método que é a transformada de Laplace* que ¢ um operador £ em que

transforma uma fun¢ao f(¢) em uma outra fungao F(s).

A transformada de Laplace é interessante porque ela transforma uma equacao
diferencial em uma equacgao algébrica que é muito mais facil de ser resolvida. Suas

propriedades a tornam extremamente util para solucionar problemas de valores iniciais.

2.5.1 Definicao da transformada de Laplace

Definigao 2.5.1 (Transformada de Laplace). Seja f(t) uma fungao definida no intervalo
[0, +oo[. A transformada de Laplace da fungao f(t) é definida por

SUOr= [ e = B (2.15)

se, pelo menos para algum valor de s, a integral imprépria converge.

A fungiao K(s,t) = e % é chamada de nicleo da transformada.

Exemplo 2.5.1. A transformada da fungdo f : [0, +oo[ — R definida por f(t) = e é
dada por

400 b
L {ekt} = / e *teMdt = lim e~ Rtqy
0

b——+o00 Jo

= i s S >k
Tt —(s—k)  s—k o 87

4 Pierre Simon Laplace (1749 - 1827) foi um matemético, astrénomo e fisico francés que trabalhou

em varias areas do conhecimento cientifico, como por exemplo, Teoria Analitica das Probabilidades,
Mecanica Celeste organizando a astronomia matemaética em seu livro com cinco volumes Mécanique
Céleste.
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Abaixo, apresentaremos um importante teorema que mostra que a transformada
da soma é a soma das transformadas. A semelhanca esta na propriedade de integracao
que diz que a integral da soma ¢é a soma das integrais, nos permitindo calcular integrais de

duas ou mais fung¢oes separadamente, uma a uma.

Teorema 2.5.1 (Linearidade da transformada). Sejam « e B constantes. Se F(s) € a
transformada de f(t) em que s > ky e se G(s) € a transformada de g(t) em que s > ks,

entao
LAaf(t)+ Bg()} = aL {f()} + BL{g(t)} = aF(s) + BG(s)

para todo s tal que existam as transformadas de f e g.

Demonstragao.

Claf(t)+ B9} = [ e (af) + sg(0)d
= [ et (o)t [T e (B9t an
—04/0+ —stf dt—i—ﬁ/ e Sg(t)dt

— QL {f(t)} + BL{g(D)}, VYa,BeR.

]

A figura abaixo representa a funcionalidade da transformada de Laplace esquema-

tizado por meio de uma caixa.

fit) Fls)
af(t)+ fglt) < o fls)+ G(s)

F@ sF(s) - flo)

f(t) ._ $2F(s) - sflo) - f (o)

Figura 1 — Funcionalidade da transformada.

2.5.2 A transformada inversa de Laplace

Vimos que F'(s) é a fungdo transformada de f(¢) pelo operador £ {f(t)}, entdao po-

demos dizer que f(t) é a transformada inversa de Laplace de F'(s) e escrevemos £~ { F(s)}.

= e

1
No exemplo 2.5.1, encontramos F'(s) = S bara todo s > k, entdo £7! 2
5 — 5 —
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Para a solucao de equacoes diferenciais ordinarias, aplicamos primeiramente a
transformada de Laplace diretamente com as condi¢oes do problema de valor inicial e
apos isso aplicamos a transformada inversa resultando na solugao particular da equacao.
Resumindo, o método consiste em eliminar as incognitas funcoes derivadas da equagao

transformando-as em uma equagao algébrica como se fosse uma maquina.

Da mesma forma, a transformada inversa possui a propriedade da linearidade, isto

é, ela é uma transformacao linear. Com efeito,
(i) L7H{F(s) + G(s)} = L7HF(s)} + L7H{G(s)}
(i1) LY {kF(s)} = kL1 {F(s)}, para todo k € R.

Nos livros de equagoes diferenciais referenciados neste trabalho contém tabelas das

funcoes e suas transformadas de Laplace juntamente com sua inversa.

2.5.3 Resolucao de equagoes lineares por meio da transformada

de Laplace

Como j4 citado, podemos solucionar problemas de valores iniciais (PVI)® com a
transformada de Laplace. Varios modelos mateméaticos utilizam esse procedimento poderoso
para solucionar seus respectivos problemas por transformar a equacao diferencial em uma
equacao algébrica mais facil de resolver. Apresentaremos alguns exemplos para ilustrar

como funciona o método.

Exemplo 2.5.2. Obtenha a solucao dos PVI abaixo por meio da transformada de Laplace.
y'+2y +y=0

1.4 y(0)=1
y(0) =1

Ly +2L0{y}+L{y} =0

s*L{y} — sy(0) — y'(0) + 2sL {y} — 2y(0) + L {y} =0

SL{yt —s—1+2sL{y} -2+ L{y} =0
(s*+25s+1)L{y} =s+3

s+3
R

1 2
L{y}:s+1+(s+1)2

5  Problema de valor inicial, ou PVI, é uma equacéo diferencial dada acompanhada do valor que serd

determinada num ponto especifico, isto significa que, se a ordem da equagao diferencial for n > 1 e se
a fungao e suas derivadas até a ordem n — 1 sdo especificadas num mesmo ponto, entdo temos um PVI.
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Por fim, aplicando a transformada inversa, temos

y(t) = L1 {Sil} +2£71 {(8+11)2}

y(t) =e '+ 2te”

y// _ 4?/ + 4y — t3€2t
2. y(0)=0
y(0) =0

L} - AL (Y} + a8 {y} = £ {17}

$L Ay} = sy(0) =/ (0) = 4(s£ {y} — y(0)) + 4L {y} = (s 3!2)4

2L {y} —4sL {y} + 4L {y} = (s §!2>4
(s> —4s+4) L {y} = (s 3!2)4
(3 — 2)2L {Z/} = (S 312)4

3!

Ly} = o)

Por fim, aplicando a transformada inversa, temos

0= 555" {22

1
5 = P2t
y(t) = 55
Varios sao os modelos matematicos que podemos solucionar com a transformada
de Laplace. No decorrer deste trabalho, aplicaremos esse método para solucionar algumas
aplicagoes a fim de mostrar a grande importancia dessa ferramenta na solucao de equacgoes

diferenciais ordinarias.
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3 Modelagem Matematica

3.1 Modelo Matematico

Para se definir modelo matematico, tomaremos como base a definicao de Bassanezi
(2002):

Modelo matematico é um conjunto de simbolos e relagoes mateméticas
que representam de alguma forma o objeto estudado. O modelo pode
ser considerado como uma sintese de reflexdo sobre alguma parte da
realidade. Seu objetivo é explicar ou entender a situacao estudada para,
eventualmente poder agir sobre ela e, mesmo as situagées mais simples
fornecem motivagoes para uma iniciagao cientifica (BASSANEZI, 2002,

p. 12).

Destacamos a definicao do Professor Bassanezi, pois ele é um dos pioneiros no
estudo de Modelagem Matematica a qual tem se dedicado por muitos anos com publicag¢oes
e producoes cientificas, orientagoes e tem atuado como professor titular nos maiores centros
universitarios brasileiros (CARVALHO, 2010).

Algumas etapas sao necessarias para obter um modelo. Em sua obra Equacoes
Diferenciais Ordindrias: um curso introdutorio, Bassanezi expoe sete etapas significativas:
(1) experimentacao, (2) abstragao, (3) formula¢ao do modelo, (4) resolugdo, (5) validagao,

(6) modificacao e (7) aplicagao.

Experimentagao: para se compreender o problema, levanta-se dados a partir
de experimentos que por sua vez sao bastante relevantes na estruturacao, formulacio e
possiveis modificagoes que podem vir a ser necessarias nos modelos e na sua consequente

validagao por meio dos dados obtidos.

Abstracgao: nessa fase de estudo sao levantadas hipdteses para serem testadas no

modelo e assim verificar as variaveis essenciais para sua evolugao.

Formulacao do Modelo: aqui a linguagem matematica entra em acao substi-
tuindo a linguagem usual anteriormente para a formulacao das hipdteses. “A construcao
do modelo segue de perto o uso de um dicionario que traduz as palavras chaves em alguma
estrutura matematica” (BASSANEZI, 2002, p. 13). Um exemplo inicial e de facil verificacao

¢ a variacao de uma determinada populacao no tempo. Em linguagem matematica, temos

g a derivada de P(t) em relacdo ao tempo e que nesse caso é um tratamento de uma

variagdo continua. Também, podemos citar P(t3) — P(t1) que é uma variagao discreta da

populacao em dois tempos distintos ou até mesmo a variacao média dessa populagdo nos
P(ty) — P(t
mesmos dois tempos citados que é dada por w
2 — 1l
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Se formularmos a hipdtese de que a variacao populacional é proporcional a populacao

e se tratando, por exemplo, de uma variagao continua de P(t), entao: o kP, em que k

é uma constante de proporcionalidade.

Resolugao: Como ja citado anteriormente, a resolu¢ao de um modelo pode ser
dada analitica ou numericamente ! dependendo do quao complexo é o fenémeno estudado

e modelado.

Validacao: A comparacao é feita por intermédio dos resultados obtidos com a
solucao do modelo com os dados reais obtidos experimentalmente. Nesse ponto é necessario
verificar a proximidade dos dados com o que foi “projetado” inicialmente por meio das

hipéteses formuladas.

Modificacao: Esta etapa depende da anterior, pois se a proximidade dos dados
nao esta de acordo com que foi “projetado” inicialmente, entao novas variaveis devem
ser inserida no modelo ou até mesmo modificando sua lei de formacao, iniciando, assim,

novamente o Processo.

Aplicacao: A aplicacdo do modelo permitird um estudo da situacao de acordo
com as variaveis selecionadas, permitindo, assim, o entendimento, a tomada de decisoes,
previsoes, como por exemplo, em fun¢do do tempo, fornecendo “ferramentas” para criar

estratégias de trabalho para determinar melhoras em diversas situagoes modeladas.

A partir dessa reflexao, acerca da Modelagem Matematica, podemos afirmar que
ha uma tendéncia de crescimento da aplicabilidade em diversas areas do conhecimento.

Bassanezi acrescenta:

a Matematica tem penetrado fortemente na Economia, Quimica, Biologia,
entre outras, na perspectiva da utilizacdo de modelos, quase sempre
apoiados nos paradigmas que nortearam a Fisica — como as leis de
conservacao e analogias consequentes. Outras areas como Sociologia,
Psicologia, Medicina, Linguistica, Mtsica, e mesmo a Histéria, comecam
a acreditar na possibilidade de ter suas teorias modeladas por meio da
linguagem matemdtica (BASSANEZI, 1999, p. 13).

A partir das necessidades em um determinado momento, os profissionais dessas areas
sentem a necessidade de uma explicacdo matematica de algum fendomeno de interesse ou da
satisfacao, de algum modo, de uma necessidade humana. Isso nos leva a fazer suposicoes
a fim de construir uma estrutura béasica do sistema a ser modelado. Se tais suposigoes
sao consideradas suficientemente precisas, a consequéncia imediata disso sdo as equagoes
que regem o sistema do fenéomeno estudado em questdo. Um exemplo disso é que na
mecanica classica a massa é considerada uma constante, porém na teoria da relatividade de

Einstein, a massa é considerada variavel. Com isso em mente, Newton estudou corpos com

L Reforcamos que nesse trabalho nos preocuparemos mais com as solucdes analiticas, mas ndo descartamos

a grande importancia das solu¢ées numéricas estudadas na disciplina Célculo Numérico.
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velocidades consideradas baixas, mas Einstein modelou o sistema considerando velocidades
proximas ou iguais a velocidade da luz gerando, assim, inconsisténcia acerca daquilo que é

estudado na teoria e o que é realmente observado.

Nao podemos deixar de relatar que uma das partes consideradas mais dificil de
um modelo é o teste, pois é nesse momento que podem aparecer os possiveis erros e é
importante ter em mente as previsdes de erros no modelo considerado. Se estivermos
trabalhando com dados empiricos, ha uma grande necessidade de tomar cuidado porque o
fendmeno estudado pode ser muito especifico para aquele sistema e é possivel relatar a

realidade apenas daquele fené6meno e nao apresentar uma generalizagao.

Se sabemos que é possivel encontrar erros ao modelar um sistema, entao podemos
ter uma base solida para saber como lidar com eles. Caso estamos estudando um fendémeno
natural, por exemplo, o crescimento populacional de uma determinada bactéria, podemos
fazer previsoes de possiveis erros ao conhecer o ambiente natural e sua variabilidade por
meio de estudos e pesquisas feitos anteriormente para esse especifico sistema. Tendo em
maos os dados dos testes realizados, podemos fazer ajustes no modelo para que ele possa
atender bem ao sistema e verificar, assim, se tais alteracoes atendem de forma eficaz os

dados obtidos anteriormente.

Com o que relatamos anteriormente, podemos notar que a interdisciplinaridade
da Matematica Aplicada, segundo Bassanezi (1999), nos permite utilizar das estruturas
matematicas fora do seu préprio contexto para adentrar—se em um contexto alheio, isto é,

a Modelagem Matematica aplicada em outras ciéncias.

Além de Bassanezi, outro nome que se destaca nas pesquisas sobre Modelagem

Matematica é o de Dionisio Burak. Para esse autor,

A modelagem matematica constitui-se em um conjunto de procedimentos
cujo objetivo é construir um paralelo para tentar explicar, matematica-
mente, os fendmenos do qual o homem vive o seu cotidiano, ajudando-o
a fazer predicoes e a tomar decisdes (BURAK, 1987, p. 21).

Isso quer dizer que um modelo matematico pode traduzir fend6menos que se asse-
melham a acontecimentos reais, sendo que o estudo de tais modelos permite que fagamos
previsoes futuras de situagoes que ocorrem no presente. Conforme cita Burak (1987) “a
adequacao de um modelo pode ser julgada por seu éxito em ordenar os dados e, a partir
deles, fazer predi¢oes”, ou seja, quanto mais o modelo se aproximar da realidade mais

garantido sera inferir sobre seus dados.

Burak (1987) apresenta, em sua dissertacao, onde tem sido desenvolvido o uso da
Modelagem Matematica na educacao: iniciacao cientifica, aperfeicoamento para o professor,
cursos regulares e pesquisa cientifica. A iniciacao cientifica proporciona, com a modelagem

matematica, as aplicacoes da Matematica em outras areas do conhecimento podendo



32 Capitulo 3. Modelagem Matemdtica

ser aprofundada a partir das areas de pesquisa da disciplina em questao, por exemplo,
as Equagoes Diferenciais Ordinarias. O aperfeicoamento para o professor proporciona a
especializacao do docente para uma nova metodologia de ensino ou simplesmente renovar os
conhecimentos ja adquiridos anteriormente a respeito da modelagem. Os cursos regulares,
por exemplo, de Célculo Diferencial e Integral pode proporcionar um ambiente rico de
aplicacoes e modelos matematicos em diversas areas como Engenharia, Biologia, Fisica,
entre outras areas do conhecimento, permitindo, assim, investiga¢des por parte dos alunos
em sua propria area de estudo. E a pesquisa cientifica, de acordo com Burak (1987), é o
segmento que, por meio de projetos, faz largo uso dos modelos matematicos em diversas
areas do conhecimento e ha um aumento significativo de programas de pés-graduagao na

area da Modelagem Matematica.

Como forma de indagagao, de acordo com Barbosa (2001), a Modelagem Matemética
propicia aos alunos oportunidades de questionamentos em diversas situacoes utilizando os
conceitos matematicos sem a necessidade de procedimentos pré-fixados. O encaminhamento
fornecido aos estudantes é que apresentara o ambiente de aprendizagem por meio da
modelagem e as condi¢oes das ferramentas fornecidas é que possibilitara a estimulagao e a

criatividade para solucionar as situagoes propostas.

Barbosa (2001) assume modelagem como “um ambiente de aprendizagem no qual
os alunos sao convidados a indagar e/ou investigar, por meio da matemaética, situagoes
oriundas de outras areas da realidade”. Nesta pesquisa, em cada situagao, estamos apre-
sentando as aplicagoes por meio de equacgoes diferenciais para estudar problemas oriundos

de outras realidades além da matematica aplicada a propria matematica.

Com isso, a pesquisa serd realizada a fim de investigar a utilizacdo das Equacgoes
Diferenciais Ordinarias para solucionar problemas modelados matematicamente em algumas
areas do conhecimento e, para isso, utilizaremos as etapas descritas por Bassanezi (2002)

nas situagoes apresentadas.
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4 Modelagem Matematica nas En-

genharias

Seria um tanto quanto injusto escolher uma definicdo tinica para Engenharia, mas,
para esse trabalho, uma “defini¢ao” apropriada é que Engenharia é uma ciéncia que utiliza
o conhecimento das Ciéncias Matematicas e Naturais para desenvolver recursos e utilizar
de forma justa aquilo que é obtido na natureza em beneficio da sociedade. Ou seja, uma

ciéncia que depende de outras ciéncias para cumprir com seu objetivo.

Apresentamos a descri¢cao acima porque um curso de Engenharia tem uma carga
ampla das ciéncias exatas principalmente de Matematica. Nosso objetivo ¢ mostrar Modelos
Matematicos que sao frequentemente utilizados para descrever situagoes dentro de cada
campo a fim de maximizar as ideias tedricas estudadas nos cursos de Calculo e EDO
ligando-as contextualmente dentro das aplicagoes e desafios que surgirao dentro da carreira

profissional.

A construcao e o estudo de um modelo sao mais relevantes do que sua solucao pois
envolvem os desafios proporcionados pela elaboracao de hipdteses que levam até sua tese
final. Com isso, queremos destacar e até mesmo fazer uma ligacao desses desafios ao que foi
citado no Capitulo 2 sobre as etapas necessarias para obter um Modelo Matematico, pois
um Engenheiro também experimenta, abstrai ideias, formula hipdteses, resolve problemas,

valida, modifica e, por fim, faz aplicacoes a partir de suas conclusoes finais.

Os modelos que aqui serdao apresentados sdo desafios e problemas além dos exercicios
propostos para ilustrar a teoria. Temos como pretensao fornecer aos futuros Engenheiros
subsidios de que os topicos que sao estudados em Célculo Diferencial e Integral e Equacoes
Diferenciais Ordinarias sao poderosas ferramentas para utilizacgdo em sua vida profissional

e nao s6 académica.

4.1 Aplicacoes das EDO na Engenharia Mecanica

Na Engenharia Mecanica um dos principais focos de estudo é analisar e estudar
os efeitos da for¢ca e do movimento nos projetos de sistemas em diversos ramos internos
dentro dessa propria Engenharia, como por exemplo, Estatica, Dinamica, Mecanica dos

Fluidos, Termodinamica entre outras subareas.

Um dos topicos que tem uma carga horaria grande de estudo em um curso de
Engenharia Mecénica ¢ Mecinica Geral e de acordo com Kraige e Merian (1997), os alunos

encaram o curso como uma exigéncia dificil e com obstaculos académicos desinteressantes
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porque focam-se muito no aprendizado por memorizag¢ao, o que é muito diferente do
aprendizado a partir de fundamentos tedricos, pois com isso poderao atacar os problemas
da mecanica com raciocinios concisos a partir de formulagao de hipoteses criando, assim,
uma forte ligacdo com a pratica profissional. O ideal é motivar o aluno no aspecto de que
“a teoria pode apenas se aproximar do mundo real da mecanica, ao contrario da visao de
que o mundo real se aproxima da teoria.” (KRAIGE; MERIAN, 1997, citagao de prefacio).
Isso vem ao encontro com o que foi citado anteriormente de que um modelo, matematico

ou nao, pode ser considerado como uma reflexdo sobre alguma parte da realidade.

Como primeiro exemplo, citaremos uma aplicacao de EDO muito importante na
area da Mecanica que sao as Vibracoes de Sistemas. Exemplos conhecidos que envolvem
esse tipo de aplicacao sao: vibragao de maquinas rotativas, por exemplo, ventiladores
industriais, maquinas operatrizes na industria metalirgica e até mesmo em vibragoes com
grande escala a qual podemos citar os terremotos. Uma das solugoes para amenizar os
problemas e danos decorrentes de tais vibragoes é assentar os “corpos” sobre molas para

minimizar sua propagacao.

De fato, nos concentraremos na vibracao livre de particulas subdividida em duas
partes: (a) vibragdo livre nao-amortecida e (b) vibragao livre amortecida. Esses tipos de

vibragoes sao modelados com Equacoes Diferenciais Ordinarias de Segunda Ordem.

4.1.1 Vibracao livre nao-amortecida

Como forma introdutoéria e intuitiva, tomemos a Lei de Hooke que esta relacionada
a elasticidade de determinados corpos, principalmente as molas. A for¢ca de um corpo
exercido na mola causa uma determinada deformacao a partir de um comprimento de

equilibrio. Desprezando o atrito, a forca de tensdo na mola é dada por:
F=—kx (4.1)

em que k é a constante elastica da mola e o sinal negativo significa a for¢a contraria que a
mola faz para voltar ao seu comprimento de equilibrio e z é o afastamento em relagao ao

equilibrio.

Analisando a Lei de Hooke, podemos transforma-la em uma Equagao Diferencial
Ordinéaria. Sabendo que F' = —kx e analisando a 2* Lei de Newton, sabendo que a aceleracao
é a derivada segunda do espago em relagdo ao tempo , entdo ma = —kx = mz” = —kuz.

Disso, podemos concluir que
ma” + kx =0 (4.2)
A expressdo (4.2) é uma Equagao Diferencial de Segunda Ordem e é conhecida

também como movimento harmonico simples e esse tipo de movimento é caracterizado por

oscilagoes do espago em fungao do tempo (movimento da particula sobre o eixo Ox). Como
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vimos no Capitulo 2, a solugao dessa EDO Linear Homogénea de 2* Ordem ¢é caracterizada

pelo Teorema 2.4.2. De fato, tomando (4.2), temos

mz” +kxr =0
k

2+ —x=0.
m

A equacao caracteristica é dada por

k

N+ —=0
m

| k | k
cujas raizes sdo \; = /—i e A\s = —{/—1. Logo a solugao geral da equagdo (4.2), de
m m

acordo com Teorema 2.4.2 do Capitulo 2, sera

| k | k
x(t) = Acos [/ —t | + Bsen |/ —t ], A, BeR (4.3)
m m

Podemos, na equagao acima, fazer uma substitui¢do conveniente. Ao analisarmos as

vibracoes, recaimos no estudo das Frequéncias Circulares Naturais *. Da Fisica, sabemos

[k, &k
Wp =\— = w, = —
m m

k
e substituindo em z” + —x = 0, entao
m

que

7"+ wlr =0 (4.4)

em que w, = 1/ — ¢ a velocidade angular constante cuja unidade é radianos por segundo.
m

Portanto, a equagao (4.3) poderd ser escrita da seguinte forma

x = Acos (wpt) + Bsen (wpt) , A, BeR (4.5)

Embora ha varios tipos de molas, como molas nao-lineares duras e moles, restrin-
giremos nosso estudo as molas lineares que é o caso ja exemplificado anteriormente pela
Lei de Hooke. Se a forga exercida pela massa m esticar ou comprimir esse tipo de mola,
ela exerce uma forca restauradora —kx seja para a direita ou para a esquerda. Abaixo,
apresentaremos duas figuras que exemplificam a situagao. Na primeira, a mola esta em

equilibrio e, na segunda, a mola sofre uma tensao (no caso, o esticamento da mesma).

L Para um estudo mais detalhado das FCN’s recomendamos uma andlise nas obras de Halliday, Walker

e Resnick (2010a) e Kraige e Merian (1997).
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Figura 2 — Mola em equilibrio.
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Figura 3 — Mola apés sofrer uma tensao (esticamento).

Para a analise do modelo de acordo com as etapas de modelagem descritas no
Capitulo 3, primeiramente tomamos a Lei de Hooke como hipdtese para verificagao das
variaveis necessarias para evoluirmos o modelo, por exemplo, a identificacdo da 2% Lei de

Newton, fase esta que chamamos de abstracdo.

A segunda etapa necessaria foi a formulacio do modelo. Identificadas as variaveis
necessarias, passamos a modelar a equagao diferencial. Sabemos que a aceleracao é a taxa
de variagao instantanea da velocidade em funcdo do tempo que, por sua vez, é a taxa de
variacao instantanea do espago em funcao do tempo e, portanto, temos que a aceleracao é
a segunda derivada da funcao espaco. Fazendo as substitui¢coes necessarias, chegamos a

férmula ma” + kz = 0.

O préximo passo foi resolver o modelo por intermédio do conhecimento e processos
de resolucao de equacoes diferenciais ordinarias. Esta etapa esta caracterizada por resolugdo.

Utilizamos do Teorema 2.4.2 para obter a solucao da equagao diferencial.

A solucao da equagao diferencial (4.2) nos proporcionou avaliar a validade do
modelo de acordo com as hipéteses iniciais consideradas. A Lei de Hooke por si s6 nao

considera o atrito no sistema, logo o dispositivo massa-mola sofrera agdo da forca e ficard
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oscilando até uma forga externa parar o sistema e, como a solucao da equagao (4.2) é dada
por uma combinacao linear de fungoes periddicas, entdao concluimos a etapa chamada de

validacao.

Validado o modelo, a préxima etapa é a aplicagio. Na subsecao (4.1.3), apresentamos
a aplicacdo da vibragao livre ndo-amortecida para verificacdo imediata do que o fendmeno
pode nos apresentar. Fornecemos tanto uma leitura algébrica quanto uma leitura gréafica

para uma visualizacao de diferentes angulos do fenémeno.

4.1.2 Vibracao livre amortecida

No estudo das vibragoes livres nao-amortecidas despreza-se o atrito na descricao do
fendomeno, porém “todo sistema mecanico possui algum grau inerente de atrito, que age
como um consumidor de energia mecéanica” (KRAIGE; MERIAN, 1997, p. 422). Torna-se
complexo modelar matematicamente (com precisdo) um sistema com forcas de atrito

dissipativas.

Um exemplo que é encontrado em diversos sistemas para limitar as vibragdes sao
os amortecedores (ou pistoes) com fluidos viscosos, por exemplo 6leo ou ar. Nesses casos,
a equagao (4.1) é acrescida de uma constante de proporcionalidade ¢ conhecida como
coeficiente de amortecimento viscoso e como se trata de um novo movimento acrescido, ou
seja, do pistao dentro do cilindro, entdo existe uma velocidade (objeto percorrendo sobre o
eixo Ox) contraria a dire¢do da massa e, portanto, a forga sobre massa é —cx’. A derivada
primeira utilizada é devido ao fato de que a velocidade em relacao ao tempo ¢é a derivada

do espaco x em relagao ao tempo t.

Para esse estudo, a Segunda Lei de Newton nos fornece

mz’ = —cx’ — kx

mz" + cx' + kx = 0. (4.6)

Novamente, temos um fendomeno modelado matematicamente por uma Equagcao Diferencial
Ordinaria de Segunda Ordem. Como fizemos anteriormente, introduziremos algumas

substitui¢oes convenientes. Novamente, temos

C

c=2mw,( = (= 5
mwy,

em que ¢ ¢ chamado de tara de amortecimento que mede o grau de amortecimento.

Substituindo esses valores na equacao (4.6), entao

c k
me' +ct' +kr=0=2"4+—2"+—2x=0
m m
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o + 2Cwpr’ + wix = 0. (4.7)
A equacao caracteristica é dada por
AN 4 2Cwp A + w2 =0

cujas raizes sao A\; = w, (—C +C — 1) e Xy = w, (—C — /2= 1) ]
A anilise dessa solucdo se da pelo fator /(2 — 1 originando trés categorias de

movimento amortecido:

1. Superamortecido. Quando ( > 1 a equagdo caracteristica fornece duas raizes reais \;

e Ag. Com efeito, a solugao geral serd

Ae(_CJr\/CQ__I) B@(—C—\/ﬁ)wnt.

wnt
+

z(t) = (4.8)

2. Criticamente amortecido. Quando ¢ = 1 a equagao caracteristica fornece duas raizes

reais iguais A\; = \y = —w,t. Com efeito, a solucao geral sera

z(t) = e “" (A + Bt). (4.9)

3. Subamortecido. ( < 1 a equacado caracteristica fornece duas raizes complexas, uma

conjugada da outra. Note que v/(? — 1 é negativo, entao
VE—1=,/-11-¢)=iy/1—-C% em que i = /—1.

Reescrevendo a equagao (4.8) e fazendo os ajustes necessarios conforme as manipula-

¢oOes algébricas feitas acima, temos

z(t) = Al VET)en + el Ve
= Ae <_C+i\/@)w”t + Be (_C—i\/@)wnt
_ Ap—SnteiV/1=Cunt | po—Cuntg—in/I=CRunt

e, por fim,

z(t) = e~ Swnt [Aei\/ 1=Cunt L Be~V 14%“} , A BeR (4.10)

Com esses trés casos citados acima, analisamos nosso modelo para trés tipos de
solugoes distintas que podem ocorrer em uma unica Equagao Diferencial Ordinaria de
Segunda Ordem. Para efeito de curiosidade, podemos fazer uma nova substituicao na

equagdo e usar a Formula de Euler ™ = cos(z) + isen(x). Seja wy = w,y/1 — (2. Entao,
:L‘(t) — e—Cwnt |:A€iwft + Be—iwft:|

= e ““r! [A (cos(wyt) + isen(wyt)) + B (cos(wst) — isen(wyt))]
= e ' [(A+ B) cos(wyt) +i (A — B) sen(wyt))]
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e, por fim,

x(t) = e ! [Ccos(wst) + Dsen(wyt)] (4.11)

emque C=(A+B)eD=i(A—B),emque A,BeR

Além de exemplificar o Modelo Matematico por meio de uma EDO, podemos
utilizar outros topicos dentro da Matematica, no caso os nimeros complexos, para so-
lucionar o problema. Muitas vezes ao estuda-los, os alunos questionam-se quanto a sua
aplicacao pratica, e, para o problema apresentado, foi essencial o conhecimento dos niimeros

complexos para a sua solugao.

O movimento harmoénico é um dos fendomenos naturais utilizado nas Engenharias
que pode ser modelado matematicamente por meio das Equagoes Diferenciais Ordinarias.
De fato, sugerimos autores como Halliday, Walker e Resnick (2010a) e Kraige e Merian

(1997) aos leitores interessados no aprofundamento deste estudo.

Da mesma forma como apresentamos na vibracao livre nao-amortecida, o processo
passou pelas etapas descritas no Capitulo 3. Para o estudo das vibragoes livres amortecidas,
nossa hipétese contém o acréscimo de um termo chamado de coeficiente de atrito viscoso,
uma vez que o fendmeno apresentado contém atrito. Como abstragao, a nossa outra hipdtese
continua sendo a 2* Lei de Newton, porém acrescida de um novo termo, ou seja, —cx’
explicado na modelagem do fendmeno e, com isso, chegamos a formula ma” + cax’ + kax = 0,
etapa denominada formulacio do modelo, uma equacao diferencial ordinaria de segunda
ordem com coeficientes constantes, uma vez que a massa, o coeficiente de atrito e a

constante de elasticidade da mola nao variam com o tempo.

Tendo a equacao, passamos a resolucao por intermédio das técnicas de resolugoes
de EDO mostradas no Capitulo 2 por meio do Teorema 2.4.1 e subdividindo-o nas trés

categorias de movimento apresentadas.

Com a funcao solugdo do sistema considerado, passamos a avalid-lo de acordo
com as trés categorias de movimento. Quando o valor de A é estritamente positivo, a
equacao caracteristica possui duas raizes reais e distintas gerando a solugdo da EDO como
x(t) = AeM! + Be*! sendo A e B ntimeros reais. Como temos uma combinacao linear
entre duas fun¢oes exponenciais, concluimos a nao oscilagdo do sistema por nao contemplar
funcoes periddicas e isso vem ao encontro com a hipdtese considerada do sistema possuir

uma forca externa, por exemplo, o atrito.

A avaliacao é considerada, também, quando A é nulo. Neste caso, a equacao
caracteristica possui duas raizes reais iguais gerando a solucio z(t) = A e + Bt e, sendo
A e B numeros reais. Novamente nao temos um movimento oscilatorio que é caracterizado
por oscilagdes. Aqui temos dois termos exponenciais sendo um deles multiplicado por um

termo linear.
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E, por fim, a avaliagdo ¢ dada quando A é estritamente negativo. Neste caso,
equacao caracteristica possui duas raizes complexas, uma conjugada da outra, gerando
a solugao z(t) = e* = [Acos(8t) + B sen(ft)], sendo A e B ntimeros reais. Observe que
agora temos funcgoes periddicas na solucao, porém multiplicadas por um termo exponencial.
O movimento, neste caso, sera oscilatorio porém de forma decrescente uma vez que a forga
de atrito estda agindo no sistema. Todos os termos exponenciais aqui apresentados sao
decrescentes, pois a forca de atrito é contraria a forca de acdo que age no fenémeno. A

etapa descrita acima é denominada validacao.

Nas subsegoes (4.1.4), (4.1.5) e (4.1.6), apresentamos trés aplicagoes diferentes
das vibragoes livres amortecidas, uma para cada tipo de movimento. Tais aplicagoes
nos permitird entender cada processo e verificar a escolha de variaveis para modelar os
sistemas de acordo com as necessidades. Esta tltima etapa é a aplicacdo. Podemos citar,
por exemplo, que para projetar uma suspensao de um carro nao podemos ter molas
extremamente duras, porém nao podemos ter molas extremamente moles e isto significa
que a escolha da constante elastica da mola em seu projeto devera satisfazer condigoes
para que o amortecedor aja para fornecer conforto e seguranca para os passageiros e as

formulagoes de hipdteses serao condizentes para cada fendomeno a ser projetado.

As aplicacoes que serao apresentadas a seguir fornecem uma leitura algébrica e
grafica de modo que possamos interpreté-la de forma distinta. Tendo essas visoes, podemos
tomar decisoes para até mesmo modificar o modelo caso ele nao esteja de acordo com os

dados coletados e as hipdteses formuladas.

4.1.3 Aplicagoes

Como aplicacao inicial e mais generalizada do movimento livre nao-amortecido, utili-

zaremos a Transformada de Laplace para resolver o seguinte PVI por meio da equagao (4.4):

"(t) + w2z =0
z(0) =z9 m

20)=Vy m/s

2" (t) + wlz(t) =0

L{z"}+w2L{z} =0
2L {z} — s2(0) — 2/(0) + w2 L {x} =0
s*L{x} —svo— Vo +wil{z} =0

(32 + wi) LA{x} =sxo+Vp

Sl’o‘i‘%
Lot = $2 + w2
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Por fim, fazendo os ajustes necessarios e aplicando a transformada inversa, obtemos

x(t) = xocos(wpt) + Esen(o.znt) (4.12)
Wn

Exemplo 4.1.1. Suponhamos que um corpo com massa de 3 kg estica uma mola em
0,05 m. No instante t = 0 s, o corpo é solto de um ponto 0,10 cm abaixo da posi¢ao de
equilibrio com uma velocidade de 0,20 m/s. Desprezando o atrito, determina a fungao z(t)

que descreve o movimento livre do sistema.

Solucao. Para determinar a constante elastica da mola, da Lei de Hooke temos que
F = kx = mg = kx e com os dados do exercicio temos 3-9,8 =k -0,05 = k = 588
N/m. Dai, de (4.2) temos que

ma” (t) + kx(t) = 0 = 32" (t) + 588z (t) = 0

= 2" (t) + 196z(t) = 0

k588
Podemos notar que w? = 196 rad/s, pois w? = — = = = 196 rad/s. Com isso,
m

temos o seguinte PVI:

2" (t) +196x(t) =0
z(0) =0,10 cm
2'(0) =V (0) =0,20 m/s

De (4.12), temos

z(t) = xocos(wpt) + sten(wnt)

0,20
=0, 10cos(14t) + ’14 sen(14t)

= 0, 10cos(14t) + 0,0143sen(14t)
Portanto, a fun¢ao que descreve o movimento livre do sistema é x(t) = 0, 10cos(14t)+

0,0143sen(14t).

Como o sistema nao possui atrito, entdo a mola oscilard por tempo indefinido até

que uma forca externa pare o movimento. Graficamente podemos perceber isso.
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Grafico: deslocamento versus tempo
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Figura 4 — Gréfico: deslocamento versus tempo.

Podemos notar um movimento com uma caracteristica peculiar: uma tnica frequén-
cia angular w,. Esse tipo de sistema s6 ocorre em sistemas conservativos, isto é, em que
forcas externas ou dissipativas ndo atuam ou, se houver tais forcas, elas sdo irrelevantes
comparadas as aplicadas ao sistema. Podemos dizer também que a quantidade de energia

inicial é igual & final formando um sistema em que a energia mecanica é constante, ou seja,

E,, = E.+ E, = constante

em que F,, é a energia mecanica, I, é a energia cinética e E, é a energia potencial.

Ressaltamos que estamos tratando de um sistema em que a constante da mola k é
um valor fixo, mas isso acontece em uma situagao ideal. Porém, nas aplicacoes cotidianas,
ocorre um enfraquecimento da mola apés um periodo de tempo, isto significa que a
constante de elasticidade da mola variara (decaindo com o tempo). Entao, k da equagao

(4.2) é substituida por K(t) = ke~ com k e « positivos resultando em

ma” (t) + ke *xz(t) = 0.
Para o movimento livre amortecido, temos os trés casos apresentados neste capitulo.

Exemplo 4.1.2. Para o movimento subamortecido, quando ¢ < 1, utilizaremos a Trans-

formada de Laplace para resolver o seguinte PVI por meio da equagao (4.7):

2"(t) + 2Cw, @' (t) + wiz(t) = 0
z(0) =xg m
2'(0) =Vym/s
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2" (t) + 2Cw, ' (t) + Wiz =0

LA{z"} 4+ 2w L {2’} + w2l {z} =0
2Lz} — sz(0) — 2/(0) + 2¢w, <s£ {z} — x(O)) +w?l{z} =0

2Lz} — swo — Vo + 2CwnsL {1} — 2¢wnro + w2L {x} =0

Reordenando os termos, temos

(32 + 2Cwy,s + wi) LA{x} = sxo+ 2Cw,zo + Vo
sxo + 2Cwpzo + Vo
L —
{z} s2 + 2Cwps + w2

No denominador podemos completar quadrado da seguinte forma:

$2 4+ 2Cwps + wi + (wiCQ — wiCQ) = 52 4+ 2w,s + wELQQ + wa — waCQ
= (s+Cwn) +wi(1=¢%)
2
Wy
_ 2 2
= (5 + (wn)” + wy
Entao,

sxo + 2Cwpro + Vo
(54 Cwn)? + w?

LA{x} =

Fazendo os ajustes necessarios para poder aplicar a Transformada inversa de

Laplace, temos

Clahma || Soto R |

(5 +wn)? + W} wy § 4 wn)? + W}

wnTo + W
+C 0o+ Vo

z(t) = e~ S¥nt [xgcos(wft)
wy

sen(wft)] (4.13)
Exemplo 4.1.3. Para o movimento com amortecimento critico, basta fazer ( =1 em

50 + 2CwnTo + Vo 8T + 2w, + Vo
§2 4+ 2wps + w2 82+ 2wps +w?

LA{x} =

Zo 1
— " Vo l——
s—l—wn+w To + Ol(s+wn)2]
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Aplicando a Transformada inversa de Laplace, temos

z(t) = e " [z + (wpro + Vo)t (4.14)

Exemplo 4.1.4. Para o movimento superamortecido, quando ¢ > 1, temos duas raizes

reais distintas \; = w, (—§+ V& — 1) e N = w, (—C — /(- 1), sabendo que wy =
wnpy/(? — 1. Da mesma forma, temos em

£z} sxo + 2Cwpxg + Vo sxg + 2Cwpxo + Vo
X — —
s% 4+ 2Cw, s + w? (s —A1)(s— Aa)

Utilizando as fragoes parciais, podemos reescrever £ {z} da seguinte forma

A B
L pu—
{1'} S—)\1+8—)\2

Encontrando A e B a partir das condic¢des iniciais ja estabelecidas e aplicando a

Transformada inversa de Laplace, temos

x(t) =

ToA1 + 2xoCwy, + VO] oMt _ [xo)‘Q + 2z00wn + Vo er2t (4.15)

2Wf 2(.«}]0

Nesta secao, apresentamos topicos de onde as equagoes diferenciais ordinarias podem
ser aplicadas na Engenharia Mecéanica sob os topicos da vibragao livre-nao amortecida
e amortecida. Para a primeira, mostramos uma aplicagdo e a resolvemos por meio da
Transformada de Laplace, sendo sua solugao apresentada algébrica e graficamente como

forma de analisar a resposta que o sistema nos retorna.

Na préxima secao, apresentaremos aplicagoes para as vibragoes livres amortecida

que, diferentemente da nao amortecida, ndo é uma situagao idealizada.

4.1.4 Suspensoes mecanicas automotivas

Em meados do século VIII, as suspensoes veiculares ja estavam presentes com o
uso de correntes em alguns sistemas de locomocao da época, porém causavam desconforto
aos passageiros pois os veiculos balancavam muito e eram muito ruidosos. Com o passar
dos séculos e 0 avango tecnoldgico, surgiram as molas de metal que, quando usadas como
suspensao, reduzia-se muito o balanco das charretes, mas a desvantagem era que o sistema
ficava bastante robusto, aumentando consideravelmente o peso do conjunto como um todo
(KENNETT, 2000).
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Por volta do século XVIII, os processos de fabricacdo eram mais desenvolvidos,
sendo possivel a realizacao de projetos automotivos mais resistentes e leves tendo como
consequéncia novos designs de suspensoes. E nos dias atuais, com a tecnologia avancando
rapidamente, as suspensoes tiveram uma atencao diferenciada tanto no quesito de carros
de corridas quanto em automoveis de passeio, passando a ser desenvolvidas suspensoes
eletronicas que corrigem imperfei¢oes na pista mais rapidamente do que uma suspensao

comum, fornecendo, assim, mais estabilidade e desempenho.

Na atualidade, o tipo de suspensao mais utilizada no Brasil é a McPherson. Sao
utilizadas na parte dianteira dos veiculos de pequeno e médio porte que possuem tragao
dianteira. Faz parte do conjunto de suspensdo independente que tem por finalidade isolar
o desnivelamento da pista para apenas uma roda, ou seja, caso ela passe por um desnivel,
apenas esta serd deslocada, sendo a vantagem de nao transferir a oscilagao para todo
veiculo e também nao transferir o angulo de inclinagdo para o eixo tendo como consequéncia

a nao inclinacao, de mesma unidade angular, do chassi.

Para a suspensao traseira, uma das mais utilizadas é a do tipo barra de torcao. De
material leve e compacto, é constituida de uma barra, circular ou retangular, montada
longitudinalmente interligando as torres de amortecimento e, como o préprio nome diz, a
torcao é devido ao movimento da suspensao atuando, assim, como uma mola. Segundo
Fichera, Lacagnina e Petrone (2004), a barra de tor¢ao sofre deformacao eldstica por meio
do movimento das rodas e das cargas aplicadas, o que afeta as caracteristicas geométricas

da suspensao e deve ser modeladas como um corpo flexivel.

4.1.4.1 Aplicacgoes

Exemplo 4.1.5. O Toyota IQ, lancado em 2008, de acordo com seu catdlogo de 2012,
tem como especificacdo de massa 1.215 kg, sendo suas suspensdes dianteira e traseira do
tipo McPherson e barra de tor¢ao, respectivamente. De acordo com Gillespie (1992), um
bom nivel de conforto em relacao a taxa de amortecimento ( esta entre 0,2 e 0,4. Sendo
¢ = 0,4, podemos modelar o afastamento da mola em relagao ao equilibrio por meio da

equagao (4.7). A forca peso age sobre o carro, entao

F=mg=— F=1215-9,8
— F=11907 N

Considerando que o afastamento em relacao ao equilibrio é x = 0,04 m, entao, pela
Lei de Hooke

F = kz = 11.907 = k - 0,04
— k = 297.675 N/m

2 Disponivel em <http://www.toyota.pt/Images/iq catalogo 2012 tcm270-1198995.pdf>. Acesso em

12/03/2014.
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A frequéncia circular, como j& vimos, é dada por w,, = \/k/m, entao

| k [297.675
n = —_— = —_— = 1 ; 2
w - 191E 5,652 rad/s

Em (4.13), temos o termo wy, dai

wy = \Jw2(1 - (2) = /245(1 — 0,42)
= 14,35 rad/s

Considerando um afastamento inicial zo = 0,04 m com uma velocidade inicial

Vo = 0,2 m/s e substituindo os valores na equagao (4.7), temos o seguinte PVI:

2(1) + 12,522 (1) + 245 (t) = 0
z(0) = 0,04 m
2(0)=Vo=0,2m/s

Novamente em (4.13), temos

wpto + V¢
+C o+ Vo

t
7 sen(wyt)

x(t) = e Snt [xo cos(wyt)

0,415,652 0,04 + 0,2
14,35

= ¢ 415652 lo, 04 cos(14, 35t) + sen(14, 35t)

= e 52008110 04 cos(14, 35t) + 0, 0314 sen(14, 35t)]

Logo, a funcao z(t) acima descreve o movimento oscilatério subamortecido do
amortecedor do Toyota 1Q. Como a fungao x(t) estd, também, em fungao de seno e cosseno,
notamos o movimento oscilatério do sistema. A exponencial decrescente faz com que a
amplitude do movimento harmonico diminua a medida que o tempo cresce. Para a situacao
modelada acima, podemos observar que passado um pouco mais de um segundo a mola
retorna para sua posicao de equilibrio uma vez que o atrito, neste caso, é considerado.
O sistema é projetado para manter um equilibrio necessario para nao tirar o conforto e
a seguranca dos passageiros deste automoével. Se a suspensao ficar oscilando por muito

tempo, o desgaste serd maior e é bem provavel que a seguranca do veiculo diminua.
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Observe que, considerando um afastamento inicial de 0,04 m, o movimento oscila-

torio, por meio dos outros dados considerados, apresenta um aspecto grafico de acordo
com a Figura 5:

Gréfico: deslocamento versus tempo
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Figura 5 — Movimento subamortecido considerando ¢ = 0, 4.

Observe que a medida que o tempo aumenta, a suspensao tem um movimento

oscilatério periddico que decresce até a posicao de equilibrio.

Na préxima subsecao, apresentaremos uma aplicagdo para o movimento criticamente
amortecido e para isto, utilizaremos o exemplo das valvulas tipo mola com retorno rapido.
Tais molas sao usadas, por exemplo, em valvulas de seguranga e atuadores pneumaéticos

que requerem essa funcao elastica da mola.

4.1.5 Valvulas de seguranca e alivio de pressao

Em relagao a protecao de linhas condutoras de fluidos sobrepressao, as valvulas de

seguranca e alivio de pressao sao consideradas os dispositivos mais importante instalados.

Para condigoes de projetos, tais valvulas garantem que a pressao de operagao nao
exceda o valor limite projetado. Isto significa que, qualquer avaria na linha condutora, por
exemplo, o excesso de pressao causado por qualquer transiente hidraulico, a valvula entrara

em ac¢ao de modo automatico, eliminando o excesso de fluido causador do aumento de
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pressao na linha. A nao instalacao deste dispositivos pode acarretar em sérias consequéncias

e até mesmo graves acidentes.

Estamos interessados aqui em valvulas de seguranca e alivio do tipo mola que
permitem um curso rapido de elevagao e retorno para a posicao inicial, que consideraremos
em nossa linguagem a posi¢ao de equilibrio. Seu funcionamento ocorre, basicamente, da
seguinte forma: suponha uma linha hidraulica projetada para uma pressao de 10 bar e caso
ocorra uma avaria qualquer na linha e essa pressao aumentar para 11 bar, por exemplo,
a valvula de alivio de pressao, automaticamente, agird de modo que o excesso de fluido
na linha faga pressdo na mola e saia por uma descarga na prépria valvula e com isso a
pressao volta a ser equilibrada. Porém, para a pressao da linha nao ficar abaixo da de
trabalho, a mola retorna rapidamente a sua posicao de equilibrio, mantendo, assim, as

condigoes iniciais de trabalho.

O conjunto é composto por uma mola na vertical, sendo que em suas extremidades
ha dois componentes chamados prato de mola superior e prato de mola inferior e o local

onde o fluido “empurra” a mola chama-se disco de vedacao.

4.1.5.1 Aplicacgoes

Exemplo 4.1.6. Considere uma valvula de alivio de pressao do tipo mola montada em
uma rede hidraulica, sendo didmetro de entrada do fluido na valvula Dg = 25 mm,
diametro de saida Dg = 50 mm, pressao de trabalho P = 10 ’fg—{. Suponhamos que houve
uma avaria na linha e a pressao aumentou fazendo com que a mola deslocasse no mesmo
valor que o diametro de saida, ou seja, xg = 50 mm, para que aliviasse a pressao e
equilibrasse novamente o sistema. Como o processo requer um retorno rapido da mola,
consideraremos ( = 1, ou seja, o movimento é criticamente amortecido. Com esses dados,
podemos modelar matematicamente a oscilagao criticamente amortecida do sistema, isto
é, determinar a funcao deslocamento em cada instante de tempo para o retorno da mola

em sua posicao zero.

Primeiramente, temos que determinar a constante elastica k da mola. Sabendo que

“pressao ¢ forga sobre area”, entao

F &
P:Z:>F:PA:>F:P-7TT:>F:O,005kgf:O,O5N

e, sendo x¢ = 0,050 m, entao

F=ke=0,05=Fk-0,05=>k=1N/m

Como a mola estda na vertical, entdo ela esta sujeita a agdo da gravidade e a

massa, que consideraremos a massa do prato de mola inferior sem qualquer outro tipo de
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interferéncia. Vamos determinar a massa desse dispositivo. Assim,

F=mg=—0,00=m-9,81 = m = 0,0051 kg

com isso, temos que

k 1
= = w = — w, = 4rad
w - w. 0.0051 w rad/s

No momento em que a mola comegar a retornar a sua posicao zero, ou seja, a
valvula fechada, consideraremos a velocidade inicial Vi = 0m/s. Disso, temos o seguinte
PVI:

2"(t) + 282/ (t) + 196 (t) = 0
x(0) = 0,050 m
2 (0) =V(0) =0m/s

cuja solugdo por meio da Transformada de Laplace estd generalizada pela equagao (4.14).

Entao,

z(t) = e " [z + (wWpro + Vo)1
=e (0,050 +0,7¢)

que tem como representacao grafica:

Gréfico: deslocamento versus tempo
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Figura 6 — Movimento criticamente amortecido considerando ¢ = 1.
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Observe que a medida que o tempo aumenta, o deslocamento tende a zero, ou seja,
o dispositivo por meio de mola esta voltando para a sua posigao zero, isto é, a valvula
de alivio de pressao fecha-se e o sistema retorna a trabalhar com sua pressao normal.
Dissemos, no inicio do exemplo, que quando o movimento é criticamente amortecido ha
um retorno mais rapido para a posicao zero. Isso, de fato, é uma caracteristica desse tipo
de movimento. Iremos comparar essa mesma situagao se ¢ > 1, ou seja, 0 movimento
serd superamortecido que faz com que o retorno seja mais lento que o anterior que é uma

caracteristica real desse tipo de movimento.

Exemplo 4.1.7. Considere, agora, uma valvula de alivio de pressao com as mesmas
caracteristicas do exemplo anterior, porém iremos fazer uma comparacao entre ambos
exemplos considerando ( = 1,3. A ideia aqui é observar o movimento superamortecido e
comprovar que, de fato, o retorno da mola com essa informacao ¢ mais lento. Se tal sistema
fosse projetado dessa forma, seria possivel que, por conta do retorno mais lento da mola,
a pressao na linha de fluido ficasse abaixo da pressao de operacao por um determinado

periodo de tempo. Partindo desta ideia, temos o seguinte PVT:

(1) + 36,42/ (t) + 1962 (t) = 0
x(0) = 0,050m
2'(0) =V(0) =0m/s

cuja solugao por meio da Transformada de Laplace esta generalizada pela equagao (4.15).

Entao,

x(t) _ .I‘Q)\l + 25130{&1” + ‘/0‘| 6)\1t o [.930)\2 + ongwn + % 6>\2t

2(,Uf Q(Uf
sendo A\; = —6,5707, Ay = —29, 8293 e wy = 11,6293 rad/s. Dai, substituindo os dados,

temos:

z(t) = 0,06413 557071 _ 0, 01413 ¢ 2982931

Observe que a funcao x, agora, tem duas fungdes exponenciais decrescentes enquanto
a funcao x do exemplo anterior possui uma fungao exponencial decrescente multiplicando
uma funcao linear. Esse tltimo fator, faz com que o decréscimo seja mais rapido. Por outro
lado, a soma das duas fungoes exponenciais caracterizard um retorno mais suave, mais

lento do que o anterior.

Tanto uma quanto outra tendera a zero quando t — oo, porém com velocidades
diferentes, ou seja, uma sera mais rapida que a outra em determinados intervalos de tempo.

O gréafico do movimento superamortecido deste exemplo é dado por:
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Grafico: deslocamento versus tempo
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Figura 7 — Movimento superamortecido considerando { =1, 3.

Note que, saindo da posicao inicial, a mola retornara a posicao zero para um tempo
suficientemente grande, porém, como ja citado de um modo mais lento. Podemos comparar

isso observando ambas as situagdes no mesmo plano cartesiano.

Grafico: deslocamento versus tempo
0 T T T T

19T S A S S —
T e
o8]\
ol N\

17 SRS VS S S S——

Deslocarmento x(t) (m)

L et o o feocneene e SGC SIS

0.01 - fomeennanns ARG CRRCTECPRITRE bosenieaniaes besreeneas

i RRRREEEE

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Tempo t (s)

Figura 8 — Comparacao entre os movimentos criticamente amortecido e superamortecido.

A funcdo em azul representa o movimento criticamente amortecido, ja a vermelha
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representa o movimento superamortecido. Para t = 0, a mola estd em sua posi¢ao inicial
considerada e, apés o aumento do tempo, a mola retorna para a posicado onde a valvula

estard fechada em sua totalidade.

A velocidade pode ser determinada fazendo v = ‘fl—f. Para o primeiro exemplo,

criticamente amortecido, temos:

d
v = d—j = —0,7e M 4+0,7e M —9 8te 1!

— 0(t) = —9,8te 1!

e para o segundo exemplo, superamortecido, temos:

v = Cf; = —0,4214 e 65707t | 0,4214 29,8293

= v(t) = —0,4214 <€*6,5707t . 6729,8293t)

que graficamente tem o seguinte aspecto:

Grafico: deslocamente versus tempo
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Figura 9 — Comparacao entre as velocidades de retorno a posicao zero.

Observe que, em primeiro momento, a velocidade no movimento superamortecido é

maior e, apds determinado instante de tempo, ela fica menor que a velocidade no movimento
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criticamente amortecido, em que podemos observar graficamente que a velocidade neste

ultimo se aproxima de zero de forma mais rapida.

E evidente que, para condi¢oes de projeto, muitos outros fatores sao considerados.
A mola tem um efeito bastante importante no sistema e, ao passar do tempo, a mesma
sofre desgastes consideraveis e precisa ser objeto de manutencao continua e de modo
preventivo. Vale lembrar que os sistemas sao projetados para atuarem em condigoes
normais de temperatura e pressao, porém tanto em sistemas com fluidos que trabalham
em temperaturas baixas ou muito altas é necessario um cuidado especial em relacao a
avarias que fazem a pressao aumentar e tendo como consequéncia sérios danos ao projeto

em si.

Apresentadas algumas aplicagoes das vibragoes livres amortecidas para a Engenharia
Mecanica, mostraremos, na proxima secao, algumas aplicagoes das equagoes diferenciais

ordinarias na Engenharia Elétrica.

4.2 Aplicacoes das EDO na Engenharia Elétrica

No século III a.C., os mesopotamios conheciam a condutividade de materiais como
o cobre e o ferro e, segundo Battaglin e Barreto (2011), juntamente com os materiais
isolantes - betume e argila - construiram uma bateria nomeada Bateria de Bagdd que
gerava eletricidade. A bateria elétrica, a qual conhecemos hoje, foi inventada pelo fisico
italiano Alessandro Volta (1745 - 1827), determinando, para a época, que os melhores
materiais para produzir eletricidade eram o zinco e a prata, contradizendo as afirmacgoes
do fisico e fil6sofo Luigi Galvani (1737 - 1798) que defendia que os metais s6 eram capazes

de gerar eletricidade em contato com tecido animal.

A civilizagao grega, por volta do século VI a.C., conhecia a magnetita assim como
os chineses e por meio de suas propriedades magnéticas construiam bussolas para auxiliar
na navegacao pelo Mar Mediterraneo. A importancia do magnetismo, a partir de entao,

foi explorada com mais rigor e até hoje é objeto de grandes estudos.

Em meados do século VI a.C., Thales de Mileto descobre uma resina vegetal
fossil chamada de @mbar (em grego, elektron). Ao esfregi-la em pedagos de 1a ou pele,
desempenhavam a propriedade de atrair objetos, por exemplo, a palha. Essa descoberta

deu origem a ciéncia conhecida hoje como eletricidade.

E também verdade que entre dois e trés milénios antes de Cristo, a civilizacdo
suméria conhecia a existéncia da eletricidade por meio de materiais condutores e uma das
aplicagoes era a deposi¢ao de prata em vasos de cobre (BATTAGLIN; BARRETO, 2011).

Ja na idade média e mais precisamente na Inglaterra, Willian Gilbert (1544 - 1603)

por volta de 1600 editou sua obra De Magnete em que mostrou como construir imas
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permanentes por intermédio do tratamento térmico do ferro, descreveu e desenvolveu o

conceito de espectro de um campo magnético.

Adentrando os séculos XVIII, XIX e XX, temos novas descobertas. O fisico Charles
Du Fay (1698 - 1790) distinguiu os dois tipos diferentes de carga elétrica, a positiva e a
negativa. Benjamin Franklin (1706 - 1790) estudou fendmenos provenientes da eletricidade
e atestou experimentalmente que a eletricidade na atmosfera é a causa de trovoes e

relampagos e tal experimento é a famosa ezperiéncia da pipa (ou do papagaio).

O inglés Joseph Priestley (1733 - 1804) percebeu que a forga de atragao entre duas
cargas elétricas era proporcional ao produto das cargas e inversamente proporcional ao
quadrado da distancia entre elas. Tais conclusoes foram aceitas apds Charles de Coulomb

(1736 - 1806) realizar um experimento com uma balanca de torgao.

O fisico e matemético britdnico James Clerk Maxwell (1831 - 1879) formalizou a
teoria moderna do eletromagnetismo. Os fenomenos abordados foram modelados matema-
ticamente e isso culminou nas Equacoes de Mazxwell, um grupo de equacoes diferenciais
parciais que é a base do eletromagnetismo moderno. Seus estudos contribuiram de forma
ampla para a Segunda Revoluc¢ao Industrial que do ponto de vista tecnologico culminou

no avanco e aprimoramento das tecnologias desenvolvidas na Primeira Revolugao.

Muito do que conhecemos da evolugao dos fundamentos da Engenharia Elétrica
também deve-se a cientistas como Johann Carl Friedrich Gauss (1777 - 1855) que descreveu
a Lei de Gauss como a relacao entre o fluxo de um campo elétrico e as cargas elétricas
que geram esse campo e a Lei de Gauss para o Magnetismo que basicamente afirma que
os polos magnéticos sao inseparaveis, ou seja, a linha de campo é continua e fechada que
parte do polo norte e caminha para o polo sul por fora do ima e retorna ao polo norte por

dentro.

O fisico inglés Michael Faraday (1791 - 1867) descreveu a variacao de um campo
elétrico em relagdo ao tempo ou como esse campo induz um campo elétrico. Esse fato é
conhecido como Lei de Faraday. Outro importante contribuinte é o fisico francés André-
Marie Ampere (1775 - 1836) que tem a Lei de Ampére em sua homenagem. Essa lei afirma
que os campos magnéticos podem ser gerados por meio de correntes elétricas e por campos

elétricos, este tultimo com a corre¢ado de Maxwell, pois estes campos variam com o tempo.

Como ja citado acerca da revolugao tecnolégica, o avanco nos estudos da eletricidade
culminaram em avangos em sistemas de controles autométicos. De acordo com Ogata
(2003), James Watt (1736 - 1819) foi o precursor nesses sistemas e projetou o regulador

centrifugo para controlar a velocidade de uma maquina a vapor.

Em se tratando de sistemas dinamicos na Engenharia Elétrica, e principalmente as
conexoes aos sistemas de controle, Ogata (2003) retrata sua importancia nas seguintes

palavras:
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Como os avangos no controle automatico, na teoria e na pratica, vém
produzindo meios para otimizar o desempenho dos sistemas dindmicos,
melhorar a produtividade, diminuir o trabalho drduo de varias rotinas de
operagdes manuais repetitivas, entre outros, a maioria dos engenheiros e
dos cientistas devem ter agora bons conhecimentos nessa drea (OGATA,
2003, p. 1).

Isso reforca ainda mais o interesse e o avanco nas pesquisas nessa area do conheci-
mento. A tecnologia cresce no intuito de facilitar diversos processos, sejam eles de producao

ou nao, automatizando o sistema de controle de uma ou mais variaveis de um sistema.

Os modelos matematicos para um sistema dindmico envolvem definir um conjunto
de equacdes que contribua para representar bem o funcionamento do sistema. Nosso
estudo estd interessado em apresentar alguns modelos matemaéticos aplicados a Engenharia
Elétrica descritos por equagoes diferenciais ordinérias e nesse sentido comparar os modelos,
por exemplo os circuitos LC e RLC', com as vibragoes livres nao-amortecidas e amortecidas
de sistemas encontrados na Engenharia Mecanica e com isso mostrar que muitas vezes,
modelos criados em uma area especifica podem muito bem se enquadrar em uma outra
area do conhecimento que, a priori, sao distintas. Essa conexao facilita o trabalho do
modelador, pois a dedicagao maior de tempo estard mais focada no ajustes das variaveis

para cada area estudada.

4.2.1 Corrente elétrica

De acordo com a definicao de Halliday, Walker e Resnick (2010b), corrente elétrica
¢ um movimento de particulas carregadas. Porém, os mesmos autores ressaltam que “nem
todas as particulas carregadas que se movem produzem corrente elétrica” (HALLIDAY;
WALKER; RESNICK, 2010b, p. 141). O exemplo citado na mesma obra é o fluxo de dgua
em uma mangueira. Os prétons das moléculas de dgua representam um movimento de
cargas positivas. Os elétrons das moléculas de dgua caracterizam a nao existéncia de um
fluxo liquido de cargas por causa do movimento de suas cargas negativas compensando
o movimento das cargas positivas. A consequéncia imediata é que “a corrente elétrica
associada ao movimento da dgua no interior de uma mangueira é zero” (HALLIDAY;
WALKER; RESNICK, 2010b, p. 141).

Define-se corrente elétrica média de um circuito elétrico como

Ag @—aq
_8q _ 4.16
TAL T oty (4.16)

considerada também como a taxa de variagao média entre a carga elétrica q e o tempo ¢

em dois pontos distintos do circuito elétrico, em que

e | é a intensidade da corrente;
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e Ag é a taxa de variacao da carga elétrica;

o At é a taxa de variacao do tempo.

Se quisermos saber a intensidade da corrente elétrica em um instante de tempo ¢
basta, na fungao i(t), considerarmos a taxa de variagdo do tempo e da carga elétrica muito

pequena, ou seja, tendendo a zero, isto é

o Ag L q(t+AL) —q(t)  dgq
Z(ﬂ_algoﬂ_kgb At T dt

e, portanto,

. g

- 4.17
1= (4.17)

que é a definicdo de corrente elétrica instantanea.

Podemos determinar a carga elétrica que passa pelo circuito no intervalo [0, ¢]. Por

separacao de variaveis, resolvemos a seguinte equacao diferencial

. dg . t
z:—:dq:zdt:/dq:/zdt
dt 0

— () =i-t|=i-(t—0)

= q(t) =it (4.18)

Consideremos um circuito elétrico em que aplica-se a mesma diferenca de potencial
nas extremidades e suponhamos materiais diferentes de conducao elétrica, por exemplo,
cobre, vidro, aluminio, entre outros. As caracteristicas desses materiais que caracterizam

essa diferenca de potencial é chamada de resisténcia elétrica.

Selecionando dois pontos de um condutor e aplicando uma diferenca de potencial V'
e medindo a intensidade da corrente elétrica ¢ resultante, temos que a resisténcia elétrica

R é dada por

R:

Z (4.19)

isolando 7, temos

y
= — 4.20
i= (4.20)
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porém, por defini¢ao de corrente elétrica

dg vV

dt R
e separando as variaveis e considerante um intervalo de tempo [0, ¢], temos

v Vot
d:—dhi/d:—/ﬂ
R "Rk

= q(t) = (4.21)

=<

Em (4.20), quanto maior a resisténcia, menor serd a intensidade da corrente. J& em
(4.21), fixados V' e R, a quantidade de cargas elétricas em um instante de tempo ¢t podera
ser maior ou menor dependendo dos valores da diferenca de potencial e da resisténcia e

nao sendo mais analisados a partir do valor da intensidade da corrente 7.

4.2.2 Forcga eletromotriz

A producao de energia elétrica estavel depende, basicamente, de um dispositivo
tal que suas extremidades estabeleca uma diferenca de potencial. Para isso, precisamos
realizar trabalho, realizado por dispositivos chamados de fonte de tensao que produz o que
chamamos de forca eletromotriz € “que submete os portadores de carga a uma diferenca
de potencial” (HALLIDAY; WALKER; RESNICK, 2010b, p. 167).

Ha diversas fontes realmente tteis, por exemplo, a bateria que é utilizada em uma
variedade de equipamentos. As usinas hidrelétricas possuem geradores de eletricidade que

criam uma diferenca de potencial nos consumidores finais.

Um circuito simples é mostrado na Figura 10 formado por uma fonte de tensao e
uma resisténcia R. Do terminal negativo para o positivo, representamos por meio de uma

seta a forga eletromotriz €.

Figura 10 — Circuito elétrico simples.
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Pela secao ss’, passa uma carga dg em um intervalo dt. A movimentacao da carga
dq depende da realizacao de trabalho dW pela fonte. Disso, definimos a forca eletromotriz

¢ da fonte em relagao ao trabalho realizado como

dW
8—d7q

isto é, a forca eletromotriz é o trabalho realizado pela fonte por unidade de carga transferidas
do terminal de baixo potencial (terminal negativo) para o terminal de alto potencial

(terminal positivo). No SI, a unidade é volt (joule por Coulomb).

Apresentados os conceitos de corrente elétrica e forca eletromotriz, a seguir introdu-
ziremos os circuitos RC, RL, LC' e RLC'. Os circuitos do tipo RC' (resistor - capacitor) sao
simples filtros eletronicos que sao utilizados como temporizadores de sinais. Um exemplo
de sua utilizagdo sao os controladores de temperatura de um sistema de ar condicionado.
Os circuitos do tipo RL (resistor - induténcia) sao utilizados, por exemplo, em vélvulas
solendides que, por agdo de um campo magnético gerado por uma bobina (indutor),
abrem ou fecham para controlar a passagem de fluidos. Para os circuitos LC' (induténcia
- capacitdncia) e RLC (resisténcia - induténcia - capacitancia), suas aplicagoes estao
concentradas em filtros eletronicos que atenuam caracteristicas nao desejadas de uma

frequéncia separando os sinais desejados.

4.2.3 Circuito RC

Nesta secao, vamos estudar circuitos elétricos em que as correntes variam com o
tempo. A Figura 11 mostra um circuito com um capacitor de capacitancia C, resisténcia

R e uma fonte ideal com forga eletromotriz €.

A
ob S

Figura 11 — Circuito RC.
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A capacitancia “é uma medida da quantidade de carga que precisa ser acumulada
nas placas (do capacitor) para produzir uma certa diferenga de potencial entre elas”
(HALLIDAY; WALKER; RESNICK, 2010b, p. 112).

A carga g de um capacitor e sua diferenga de potencial V' sdo proporcionais, isto é,

q=CV

A partir do momento que o circuito é completado, surgem correntes elétricas
acumulando cargas ¢ nas placas do capacitor estabelecendo, assim, uma diferenca de
potencial V' entre elas, ou seja,

V==
C

Considerando ainda a Figura 11, o carregamento do capacitor de capacitancia C'
¢ dado quando varia com o tempo a carga ¢, a diferenca de potencial V' e a corrente
elétrica 7. A partir do terminal negativo, iremos aplicar a regra das malhas em que “a
soma algébrica das variagoes de potencial encontradas ao percorrer uma malha fechada é
sempre zero” (HALLIDAY; WALKER; RESNICK, 2010b, p. 170), temos que

. q
E—iR—==0
o
mas, sabemos que
,_dg
S dt
entao,
dq q dq q

e colocando na forma padrao, dividindo ambos os membros por R, temos

dq 1 e

it " RCTT R (4.22)
que é uma equacao diferencial ordinaria linear de primeira ordem que descreve a taxa de
variagao instantanea da carga ¢ em relagao ao tempo ¢ no capacitor. Podemos resolver

essa equagao com o seguinte procedimento: seja p(t) o fator integrante, entao

ult) = o) 1/RCdt _ t/RC

Multiplicando a equagao (4.22) por pu(t), temos

dq 1 &
tre ¥ L yre _ © u/ge
" wtro® 1TR€

O primeiro membro da equacio ¢ a derivada do produto da funcdo h(t) = et/F . ¢

em que ¢ ¢ uma funcao que depende da varidvel temporal ¢, dai

d (et/RC . q) _ E . ¢t/RC

dt R
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e integrando ambos os membros diferenciando ¢, temos

d &
/% (et/RC~q) dt = E/et/RCdt

6t/RC’ g = eo 6t/RC’ +K

e isolando a fungao ¢, segue que

q(t) = EC + Ke Y/RC (4.23)

Se fornecermos condigoes iniciais tais que t = 0 e ¢(t) = 0, entao

0=EC+K = K=-¢EC

logo,

g(t) = EC = £C (e7/19) = q(t) = £C (1 — e7"/7C) (4.24)

Note que quando t — +o0, temos que ¢(t) = EC' que é o valor final da carga no

capacitor.

Através da derivada de ¢(t), que sabemos que é a corrente, podemos determinar a

corrente de carregamento do capacitor. Com efeito,

. dq 1
Z(t) = % = —80 (—Me URC)

&
= e /RO (4.25)

Para t = 0, o valor inicial da corrente é £/R e quando t — 400, o valor da
corrente tende a zero. Isso nos leva a concluir que um capacitor em seu processo de
carregamento comporta-se inicialmente como um fio comum e apés um longo periodo de

tempo, comporta-se como um fio interrompido.

Observe que em (4.24), podemos determinar a diferenca de potencial do capacitor

em seu processo de carregamento. De fato,

q(t) =&C (1 _ e—t/RC) — @ _¢ (1 _ e—t/RC)

C
mas,
_a®)
entao,

V(t) =& (1—e ) (4.26)
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Note que o comportamento quando t — +o00, a diferenca de potencial do capacitor
tende para € que é o seu valor final, e em seu valor inicial, ou seja, t = 0, a diferenca de

potencial é nula, isto é, o capacitor esta descarregado em sua totalidade.

E possivel descarregar o capacitor. Observe novamente Figura 11. Se deslocarmos
a chave S para a posicao b, a forca eletromotriz € nao estard no circuito e o capacitor
sera descarregado por meio da resisténcia R. Como € nao faz mais parte do circuito, logo

& = 0%, entdo nossa equacio diferencial (4.22) serd

dq 1

sendo seu processo de resolucao andloga & EDO (4.22) cuja solugao é dada por

q(t) = Ke t/HC (4.28)

Para um tempo suficientemente grande, a carga do capacitor tende a zero.
Aqui também podemos determinar a corrente de descarga do capacitor. Com efeito,

: dq(t K _
Z(t) = d<t) = —% € t/RC (429)

tendo, assim, um decrescimento exponencial e para t — 400, a corrente no capacitor tende

a Zero.

Observe o termo RC'. Esse produto é chamado de constante de tempo capacitiva e

é representada pela letra grega “tau” (7), assim

7= RC

e como o proprio o nome diz possui dimensao temporal que representa o tempo necessario
para que o capacitor atinja a carga ou a tensao um valor equivalente a 63% do seu valor

méaximo que pode ser verificado quando ¢ = 7 na equagao (4.24).

De acordo com as etapas para obten¢ao de um modelo descritas no Capitulo 3,
primeiramente, obtemos os dados do circuito, como a forca eletromotriz €, a resisténcia R
e a capacitancia C'. Esta etapa é chamada de experimentacdo. Com os dados levantados,
aplicamos, como hipodtese, a regra das malhas no circuito para ser testada no modelo,

sendo esta etapa chamada de abstracao.

Aplicada a regra das malhas, usamos a linguagem matematica para formular nosso
modelo por meio de uma equacao diferencial a partir dos dados levantados, por exemplo,
sabendo que que 1 = %. Chamamos esta etapa de formulacio do modelo. Tendo o modelo

formulado, passamos a resolvé-lo para determinar a fungao solugao que determina a carga

3 Quando € = 0 a corrente no resistor cai para zero, mas nao de forma instantadnea. O decréscimo da

corrente pode ser calculada com essa conjectura.
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de carregamento do capacitor em funcao do tempo que é a etapa de resolucao. A aplicagdo

do circuito RC' encontra-se na se¢ao Se¢ao 4.4.

Na préxima subsecao, introduziremos os conceitos de indutores e indutancia para

assim modelar matematicamente os circuitos elétricos do tipo RL (resisténcia - indutor).

4.2.4 Indutores e indutancia

Com as propriedades de um capacitor, podemos produzir um campo elétrico como,
ja citado, o capacitor cuja parte central sao placas paralelas. Para produzir um campo

magnético, podemos utilizar um indutor, sendo um dos tipos mais simples o solendide?.

Suponha um solendide com um numero de espiras N sendo utilizado como indutor
conduzindo uma corrente elétrica ¢ que produz um fluxo magnético ¢ na regiao central do
indutor. Define-se indutancia do indutor como

N®
i

L (4.30)

em que o produto N® é chamado de enlacamento de fluxo magnético. E, portanto, a
indutancia mede o enlagamento desse fluxo no indutor por unidade de corrente sendo sua

unidade no SI T'- m?/A, isto é, tesla-metro quadrado por ampeére que denominamos de
henry (H).

De acordo com a Lei de Faraday®, surge no indutor uma forca eletromotriz €,
induzida se a corrente que o atravessa varia, tendo como consequéncia a variagao, nas

espiras, do fluxo magnético P.

Auto-indugcdo é o nome que recebe esse processo e a forga eletromotriz £, é
denominada forca eletromotriz autoinduzida obedecendo, assim, a Lei de Faraday. Da

equagao (4.30), temos que

N® = Li (4.31)
e da Lei de Faraday segue que
d(N®)
& =——"7"-—7--+>- 4.32
L o (4.32)

Aplicando a derivada em relagdo a t na equagao (4.31), temos

AN®)  di
S S
dt dt
Solendide é uma bobina helicoidal formada por espiras circulares préximas que, ao passar uma corrente
elétrica ¢, forma um campo magnético.
Essa lei determina que o moédulo da forga € eletromotriz induzida por meio de uma bobina com N
espiras € igual a taxa de variacdo instantanea di fluxo magnético ® que passa pela espira.
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e substituindo em (4.32) segue que

di
&, =—-L— 4.33
L o (4.33)
que é a definicao de forga eletromotriz auto-induzida. O objeto por ultimo definido é
importante para o estudo dos circuitos RL, pois a corrente que varia nesse tipo de circuito
faz com que exista, no indutor, uma forca eletromotriz auto-induzida €. Com esses conceitos

presentes, passaremos a apresentar, na seguinte subsecao, o circuito do tipo RL (resisténcia

- induténcia).

4.2.5 Circuito RL

Como nos circuitos RC, a corrente apresenta um comportamento semelhando
quando o circuito contém uma forga eletromotriz €, um indutor L e uma resisténcia
R. Pelo fato de o circuito agora possuir um indutor, entdo nele aparecera uma forga
eletromotriz autoinduzida €, opondo-se ao aumento da corrente de acordo com a Lei de

Lenz5.

Figura 12 — Circuito RL.

Observe, na Figura 12, que agora temos duas forcas eletromotrizes, sendo a da
fonte, cujo valor de € é constante e €, no indutor, é variavel com o tempo produzida pela

autoinducao.

No circuito representado pela Figura 12, aplicaremos a regra das malhas no sentido
horario, ou seja, o sentido da corrente. Do ponto a para o ponto b, o potencial elétrico
varia de —iR. Com a variacao da corrente 4, significa a existéncia da forca eletromotriz
autoinduzida &€, (: L%). Pela Lei de Lenz, £, opbe-se ao aumento da corrente que é
para baixo, entao do ponto b para o ponto ¢, o potencial varia de —L%. E, finalmente, do

ponto ¢ para o ponto a, o potencial varia de +& que é a forca eletromotriz da fonte, entao,

6 Essa lei, que determina o sentido da corrente induzida em uma espira, afirma que “a corrente induzida

em uma espira tem um sentido tal que o campo magnético produzido pela corrente se opde ao campo
magnético que induz a corrente” (HALLIDAY; WALKER; RESNICK, 2010b, p. 267).



64 Capitulo 4. Modelagem Matemdtica nas Engenharias

pela regra das malhas, segue que

di di
iR dt+8 0= dt+ZR € (4.34)
e, colocando na forma padrao, temos
di R &

seguindo abaixo a demonstragao da solu¢do que é uma funcao i(¢). Determinando o fator

integrante p(t), temos

M(t) _ efR/Ldt — B/}t

Multiplicando a equagao (4.35) por u(t), obtemos

g Gt B gy & oy

dt L L

O primeiro membro da equagao acima é a derivada do produto da funcao g(t) =

R/L)t

el -7, em que 7 é uma funcdo que depende da varidvel temporal ¢, dai

d e
& wmt 2y © (R/L)
ﬁ@ O_Le

Integrando ambos os membros da equacao diferenciando ¢, temos

d &
2 p(RID)E — | 2 o(R/L)
/ ; (e z) dt /L e dt

(R & mn | g
R
e isolando a funcao i, temos
e
Mﬂ:E+demt (4.36)

Sendo a condigao inicial t = 0 e i(t) = 0, podemos encontrar o valor da constante
K. De fato,

e e
O==+K=K=——
R R

e substituindo o valor de K na equagao (4.36), obtemos uma solugdo particular tal que
!
(1) = = (1 — o~ (B/L)
it =4 (1-e ) (4.37)

O termo R/L é chamado de constante de tempo indutiva e é representado pelo
simbolo 7, (letra grega “tau” com indice L) e suas caracteristicas sao andlogas a constante

de tempo capacitiva dos circuitos RC.



4.2. Aplicagées das EDO na Engenharia Elétrica 65

Considere a equagao (4.34). As manipulagoes algébricas que faremos terao como
consequéncia a analise da energia armazenada em um campo magnético, principalmente
em forma de trabalho, e nas oscila¢oes nos circuitos LC e RLC. Multiplicando a equacao

(4.34) por i, temos

cdi .
Li— +i?R = €&i (4.38)
dt
Sabemos que ¢ = dg/dt o que implica €& = & dq/dt que representa a taxa de
variacao instantanea de fornecimento de energia ao circuito pela fonte. A fonte, desse
modo, realiza trabalho quando a quantidade de carga dgq passa por ela num intervalo de

tempo dt.

No resistor, a energia fornecida ao circuito é dissipada como energia térmica e é
representada pela termo >R em (4.38). Porém, a energia que nio é dissipada no resistor
é armazenada no campo magnético do indutor de acordo com a lei de conservacao de
energia. Assim, o termo Li di/dt representa a energia potencial magnética Uy, armazenada

no campo magnético em fun¢ao do tempo, ou seja, a taxa dUp, /dt. Entao,

dUy, di .
— =Li— U,=1L
il Zdt — dUp, 1di

e integrando ambos os membros, temos que
UL L I,
[ v = [ Lidi— v, = Li
0 0 2

em que Uy, é a energia magnética armazenada pelo indutor L que passa uma corrente ¢ e
que tem como analogia a energia armazenada por um capacitor de capacitancia C' que
passa uma quantidade de carga ¢, ou seja,

L,

UC:%(]

Com esses dados em maos, apresentaremos os circuitos LC' e RLC comparando

suas oscilagoes com as da vibracao livre nao-amortecida e amortecida, respectivamente.

Na etapa experimentacdo, obtivemos os dados deste circuito, como a forca eletro-
motriz €, o indutor L e a resisténcia R. Porém, para os circuitos RL, aparecera uma forca
eletromotriz autoinduzida £, que estda de acordo com a Lei de Lenz. Tendo esses dados,
aplicamos, como hipdtese, a regra das malhas no circuito RL para testarmos no modelo,

etapa esta denominada de abstracgao.

E como, pela Lei de Lenz &, = L%, entdo a formulacio do modelo por meio

dt”
de uma equacao diferencial foi direta, sem a necessidade de buscar outras informagcoes
dos dados obtidos inicialmente. E importante ressaltar que, para o circuito RL, estamos

interessados em encontrar uma funcao que determina a variagdo da corrente elétrica i em



66 Capitulo 4. Modelagem Matemdtica nas Engenharias

funcao do tempo, diferentemente do circuito RC' que estamos interessados em encontrar a

funcao da carga de carregamento do capacitor.

A préoxima etapa foi a resolugdo do modelo por meio das técnicas de resolugoes de

equagoes diferenciais ordinarias e sendo a aplica¢do apresentada na Secao 4.4.

Apresentamos, nessa subse¢ao, o modelo mateméatico que descreve a corrente elétrica
i em funcao do tempo para os circuitos elétricos do tipo RL. A seguir, apresentaremos o
modelo mateméatico que descreve as oscilagoes da carga elétrica ¢ nos circuitos do tipo LC
e aproveitaremos a oportunidade para comparar essas oscila¢coes com o modelo matematico

presente nas vibracoes livre nao-amortecida apresentada no Capitulo 4.

4.2.6 Circuito LC

4.2.6.1 Uma comparagao com a vibragao livre nao-amortecida

As oscilagoes de um circuito LC' podem ser comparadas as oscilagoes do movimento
livre ndo-amortecido apresentada na secao Secao 4.1, uma vez que nao ha a resisténcia R

no circuito. A figura abaixo mostra uma representagao de um circuito LC'.

Figura 13 — Circuito LC.

Mostramos que o movimento livre nao-amortecido é descrito pela seguinte equagao

diferencial

2

d“x

porém, para modelar matematicamente a oscilagao do circuito LC', usaremos como recurso
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as consequéncias provenientes da Lei de Hooke. Dessa lei, sabemos que

F=—kr— ma=—kx

= m— = —kx

dv dx dx
i a g =

dv dx

a1 , 1,
—_—
U

O termo entre parénteses (U) é a soma das energias cinética e potencial do corpo e

da mola, respectivamente, ou seja,

U=Ux+Uu

mas como nao ha atrito, a energia total U nao varia ao passar do tempo, logo
aUu
=0
dt

que ¢ a relagdo a que chegamos.

De modo analogo, a energia total, qualquer que seja o instante de tempo, em um

circuito LC' é

1 1
= — U =124+ _——
U=U,+Uc U 5 z—|—20q

e como afirmamos que nao ha resisténcia no circuito, entao nao ha transformacao de

energia em energia térmica, ou seja, a energia total é constante e
au
ik
dt

dai,

aUu di q dq
R T e
a Patoa



68 Capitulo 4. Modelagem Matemdtica nas Engenharias

mas,
. dq di  d?q
= — :> _ = —
YTt T dt . d?
entao,
d’q ¢ d’q 1
Lt 4 A S
Zdt2+CZ == dt2+C’q 0

que em sua forma padrao é dada por

d*q 1
1L T 4= 4.
a2 Tt~ (4.39)

que é a equacao diferencial que modela as oscilagoes em relagdo de um circuito LC'.

Ao compararmos com a equagao

2

x
— +kzx =0
mdt—l—:c

a indutancia L corresponde a massa m e 1/C corresponde & constante eldstica k& da mola.

Vimos no estudo do movimento livre nao-amortecido que a frequéncia circular é

\/?
Wy = [ —
m

e fazendo as substitui¢coes de acordo com oscilagao do circuito LC', temos que

_
“n =\ Lo

logo, a solucao geral da equagao (4.39) de acordo com o Teorema 2.4.2 é dada por

q(t) = Acos (@t) + B sen (\/gt) , A BeR (4.40)

que é a carga em funcao do tempo.

dada por

Para determinar a corrente deste circuito, basta derivar ¢ em relacao a t, ou seja,
, dq(t) 1 1 1
t)=——2=1/-—|B J=—=t|—A ==t
it) dt LC cos LC sen LC

= wy, [B cos (wpt) — A sen (w,t)]

Em se tratando da comparac¢ao, podemos resumi-la por meio da seguinte tabela:
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Tabela 1 — Comparacao entre elementos do movimento li-
vre nao-amortecido e do circuito LC'.

Movimento livre nao-amortecido Circuito LC

k (constante eldstica da mola)  1/C (inverso da capacitdncia)

m (massa do corpo) L (induténcia)

O inverso da capacitancia 1/C' também é conhecido como elastincia que é andlogo

a propriedade mecéanica da constante elastica da mola k.

Para este tipo de circuito, obtivemos informacoes a partir dos dados do modelo
matematico do circuito RC' ao multiplicarmos a equagao (4.34) por i obtendo a equagao
(4.38). A partir dai, analisamos cada termo da equagao sendo eles €i = %, i’Re Li %.

Uy,

Este tltimo representa a taxa ;& (energia potencial magnética) donde obtemos uma nova
1

informacao: Uy = 3 Li%; energia magnética armazenada pelo indutor. Analogamente, a
energia armazenada pelo capacitor é Ugs = % ¢? que é uma outra nova informacao. Disso,

descrevemos as etapas de experimentacdo e abstracao.

Para a formulacao do modelo, iniciamos, primeiramente, com uma comparagio
com o movimento livre nao-amortecido e as consequéncias da Lei de Hooke em termos
de energia total do sistema e que, de modo analogo, podemos estudar a energia total no
circuito LC' e, tendo essas informacgodes, transformamo-as em linguagem matematica por

meio de uma equacao diferencial ordinéria.

Para a resolucao, utilizamos o Teorema 2.4.2 demonstrado para apresentar a
solugao geral da equagao que é a oscilagdo da carga em funcado do tempo. A aplicacdo esta

apresentada na Secao 4.4.

Observa-se a analogia entre o modelo matematico para descrever as oscilagoes da
carga elétrica e do modelo matematico que descreve as oscilagoes de um sistema massa-
mola. E notavel essa comparagao, pois para sistemas em areas distintas podemos usar a

mesma linguagem matematica adequando as variaveis para cada tipo de fendmeno.

Essa analogia também sera feita na préxima secao para os circuitos do tipo RLC. A
comparacao sera feita com o modelo matematica que descreve as oscilagoes nas vibragoes

livre amortecidas.

4.2.7 Circuito RLC

4.2.7.1 Uma comparacgao com a vibracao livre amortecida

E chamado RLC' um circuito que contém uma resisténcia R, uma indutancia L e
uma capacitancia C. Diferentemente do circuito LC, a energia total U nao é mais constante
devido a existéncia da resisténcia R e diminui ao passar do tempo. Com isso, parte da

energia serd dissipada como energia térmica na resisténcia R. A perda de energia fard com
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que as oscila¢oes diminuam de amplitude de forma continua e isso caracteriza o sistema

com amortecimento. Abaixo segue uma figura que representa um circuito RLC'.

{.
-

A A A
\."l‘\_fr‘\.’i
Vv Vv V

R

]

$
|
..
s

A A
i

[
.\|

@]

Figura 14 — Circuito RLC.

A poténcia elétrica em um circuito dé-se a existéncia da diferenca de potencial,
corrente e resisténcia. Em se tratando de energia, a poténcia esta relacionada com a
velocidade com que a energia é utilizada, sendo que esta é a capacidade de realizar
trabalho. O secador de cabelo é um exemplo de conversao da energia elétrica em energia
térmica e a poténcia associada nessa conversao € a taxa de variagao instantanea dU/dt.

Nosso interesse é analisar a queda da energia total e essa taxa é dada por

au

= 2R
a

mas, sabemos que

dU di q dq

w Patoa
entao

di gdg

s i

Sendo i = dq/dt e di/dt = d*>q/dt? e dividindo ambos os membros por i, segue que

d*q dg 1
aw et (4.41)
que é a equagao diferencial de segunda ordem com coeficientes constantes que modelam as
oscilagoes amortecidas em um circuito RLC'. Para expor sua forma padrao, basta dividir
ambos os membros da equagao por L. Logo,
d*’¢ R dq 1

@q  fvdg 1 4.42
a2 Ta el (4.42)
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Para a solucao geral da equagao diferencial, determinemos as raizes da equacao
caracteristica. De fato,
R 1

2 — _— =
)\+L)\+LC 0

. ) . R RN\%2 1 R RN\%? 1
cujas raizes sao \; = + ( ) €Ny =—— — ( )

2L 2L)  LC 2L 2L)  LC’
Uma expressdo mais compacta é Ay = —a +/a? —w?2 e \y = —a — /a2 —w? em
que
R 1
a=gr e W= Jic

fator de amortecimento e frequéncia de ressonancia (rad/s), respectivamente.

Neste caso, também faremos uma analise da solu¢ao por intermédio do fator
\/a? — w? originando as trés categorias de amortecimento: superamortecido, criticamente

amortecido e subamortecido.

1. Superamortecido: quando o? > w?. Esse fato gera duas raizes reais distintas A\; e As.

Logo, a solugao geral da equacgao diferencial (4.42) é dada por

q(t) = Ae(ﬂ”\/m) (*af\/my

t+Be

2. Criticamente amortecido: quando a2 = wi. Neste caso, a equacao caracteristica gera

duas raizes reais iguais. Logo, a solucao geral da equacgao (4.42) é dada por

q(t) = e " (A + Bt)

3. Subamortecido: quando a? < w? a equacio caracteristica fornece duas raizes comple-

xas, uma conjugada da outra. O termo o? — w? é negativo, entao

\/a2 —w2 = \/— (W2 —a?) =iyJw2 — a?

dai,

M =—a+ijw2—a? e l=—a—1i/w:-a?

Logo, a solugao geral da equagao (4.42) é dada por

q(t) = e [Acos ((\/wg - oﬂ)t) + B sen (( w2 — 042>t>}
e sendo v = /w2 — a?, entao

q(t) = e " [Acos (yt) + B sen (1))
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Em se tratando da comparacao, podemos resumi-la por meio da seguinte tabela:

Tabela 2 — Comparacao entre elementos do movimento livre amortecido e
do circuito RLC.

Movimento livre amortecido Circuito RLC
k (constante elastica da mola) 1/C (inverso da capacitincia)
m (massa do corpo) L (induténcia)
¢ = 2mwy( (coeficiente de amortecimento viscoso) R (Resisténcia)

No caso do circuito RLC, o inverso da capacitancia 1/C é, também, a elastincia

que tem propriedade analoga da constante elastica da mola k.

Da mesma forma que o circuito LC', obtivemos as informagoes iniciais da energia
potencial descrita a partir da equacao (4.38). A hipdtese inicial é analisar a queda da energia
au

total dada por % = —i2R. Outra informacdo que levantamos foi que % =L % + & %.

Aqui temos as etapas experimentacao e abstragdo.

Com as duas informagdes acima, adentramos na formulacio do modelo mateméatico
por meio da linguagem matematica (EDO). Dai, temos o modelo que descreve as oscilagoes
amortecidas de um circuito RLC'. A etapa da resolu¢do acompanha as etapas do Teorema
2.4.1 e subdivide-se nas trés categorias de amortecimento: superamortecido, criticamente

amortecido e subamortecido. A aplica¢io do modelo é apresentada na Secao 4.4.

Nesta sec¢ao, apresentamos modelos matematicos descritos por equagoes diferenciais
ordinarias aplicadas a alguns tipos circuitos elétricos nos quais buscamos informagoes
iniciais do sistema até chegar a formulagao do modelo e sua solugao. Na proxima secao,
apresentaremos brevemente o estudo das ressonancias que esté presente tanto na Engenha-
ria Mecanica quanto na Engenharia Elétrica. Para este trabalho, iremos trazer o exemplo
da ressonancia nas pontes que podem entrar em colapso por causa deste fenémeno. Tal

estudo é muito importante e gera grande preocupagoes para engenheiros e fisicos.

4.3 Ressonancia: uma preocupacao para grandes os-

cilacoes em sistemas sem amortecimento

Grandes oscilagoes em um sistema constituido por um peso e uma mola, provavel-

mente ultrapassaria o limite de sua elasticidade.

A problematica consiste em situagoes em que o movimento forcado esta livre de
amortecimento e com uma forca periddica externa agindo no sistema oscilante, forga esta
préxima ou igual a frequéncia das vibragoes presentes no sistema que podem lhe causar

sérios danos e até mesma graves tragédias. Esse fendomeno é conhecido como ressondncia.
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Quando abordamos as vibracoes livres ndo-amortecidas, notamos que a equagao
diferencial que descreve o movimento é homogénea, ou seja, livre de uma atuacao de forcas

externas, nesse caso, forgas oscilatorias.

Suponha um sistema descrito por meio das seguintes condigoes: z”(t) + w2z (t) =
Yo sen(wyt), £(0) = 0 e 2/(0) = 0, em que ¥y é uma constante e g(t) = vy sen(wyt) é a

funcao que descreve o movimento oscilatério por consequéncia da forca externa.

Por meio do método dos coeficientes a determinar *, solucionaremos o problema.
Primeiramente, determinaremos a solugao da equacao homogénea associada (ou comple-

mentar) z” + w? = 0, que ¢ dada por

ze(t) = ¢ cos(wpt) + ¢ sen(wyt)

Para uma solucao particular, vamos supor que a mesma é dada por

zp(t) = At cos(w,t) + Bt sen(wyt)

sendo

x,(t) = Alcos(wnt) — twy sen(wyt)] + [sen(wat) + twy, cos(wnt)]

zh(t) = —2Aw, sen(wpt) + 2Bw, cos(wpt) — Aw’t cos(w,t) — Bwit sen(wyt)
Substituindo em nossa equacao diferencial a fim de encontrarmos os valores de A e

B, temos, apos realizados os calculos

—2Aw, sen(wpt) + 2Bwy, cos(w,t) = v sen(wyt)

em que A = _ o e B = 0. Portanto, a solugao geral é dada por

w(t) = w(t) + 2p(t)

= ¢ cos(wpt) + co sen(w,t) — ;—0 tcos(wpt) (4.43)
Wn

Das condigoes iniciais fornecidas pelo PVI, mostra-se que os valores das constantes
da solucao complementar sao ¢y =0 e ¢y = 27—0. Logo, a solugao do problema de valor
W

n
inicial é dada por

T Ver Boyce e Diprima (2006) , capitulo 3, secio 3.6.
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o(t) = ZLO [sen(wnt) + tcos(wnt)] (4.44)

Wn

Uma representacao grafica é fornecida pela figura abaixo.

Gréfico: deslocamento versus tempo

Deslocamento xit)

1
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Tempo t

Figura 15 — Grafico do deslocamento em funcao do tempo - ressonancia.

Graficamente, podemos perceber que, a medida que o tempo aumenta, a oscilacao
do sistema aumenta. Dependendo do projeto, isso pode ser um risco muito grande, pois

grandes oscilagoes apds um periodo de tempo pode ocasionar danos sérios em todo o

sistema.

Duas situagoes que nao deveriam acontecer sao abordadas por Zill e Cullen (2001).
A primeira foram dois acidentes aviarios que ocorreram entre o final do ano de 1959 e
comeco de 1960 no Texas e Indiana, respectivamente. Segundo o relato, em ambos uma

asa separou-se do aviao.

Apés a pericia técnica, verificaram que, ao ultrapassar a velocidade de 640 km/h,
uma hélice e um motor iniciaram uma trepidag¢ao causando uma forga externa que nao
poderia ser absorvida pela caixa do motor e logo foi transferida para a asa que, por
condigoes necessarias de projeto ja possui oscilagao e, ao passar um periodo de tempo,
essa forca coincidiu com a frequéncia maxima de oscilagao da asa causando a ressonancia,

que nao deveria ocorrer no sistema, o que foi suficiente para a quebra da asa.

O segundo relato foi o conhecido colapso da ponte Tacoma Narrows, no estado de

Washington, gerado por fortes ventos. Ha controversas quanto a causa que levou a ponte
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cair, porém, segundo Zill e Cullen (2001), durante meio século acreditava-se que a causa
da queda era a ressonancia. Os ventos de aproximadamente 70 km/h geraram movimentos

de torgao e a ponte veio abaixo.

Por exemplo, a equagdo z”(t) + w2z (t) = o sen(w,t) do nosso exemplo ¢ linear,
porém pesquisas posteriores apontam que efeitos nao lineares foram fatores principais que

causaram as oscilagdes na estrutura da ponte Tacoma Narrows.

Esse caso desencadeou, posteriormente, em uma série de cuidados em projetos
de estruturas grandes, por exemplo, no caso das pontes. Apesar de que a ressonédncia
nao ¢ considerada a causa principal do colapso na ponte do estado de Washington, os
Engenheiros Civis procuram assegurar que as oscilagoes nao gerem vibragoes inaceitaveis

que venham a formar o fené6meno da ressonancia.

4.4 Aplicacoes

Exemplo 4.4.1 (Circuito RC). Considere um circuito RC' com resisténcia R = 6M e
um capacitor com capacitancia C' = 2,5 pF ligados em série juntamente com uma bateria
com forga eletromotriz € = 12V. Por meio desses dados, podemos determinar a carga em

fungao do tempo de carregamento do capacitor. De fato, pela equacdo (4.22), temos

dq 1 & dg 1 6
o9, - < 291
i T RCIUTR T @ 15¢ 0

e considerando as condigoes iniciais t = 0 e ¢(t) = 0, temos o seguinte PVTI:

dq .
—_— _ :21 —6
at 15 0
q(0) =0

cuja solugao, de acordo com a equagao (4.24), é dada por

q(t) = €C (1 - 6_t/RC) — q(t)=3-107° (1 _ e—t/ls)

E, portanto, a fungdo ¢ é a carga de carregamento do capacitor, sendo a constante
de tempo 7= RC =6-10°-2,5-107% = 15 s.

Graficamente, temos a fun¢do ¢ representada da seguinte forma:
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%10 Grafico: carga versus tempo
35

Carga q (C)

Tempo t (s)

Figura 16 — Grafico da carga de carregamento do capacitor.

Quando t — oo, obtemos o valor final da carga no capacitor e esse valor é ¢ = 30 uC.

E possivel notar esse fato graficamente. A funcio exponencial é assintética, sendo a assintota
areta g =3-1075.

Podemos obter a corrente i de carregamento do capacitor. Da equagao (4.25), que

é a taxa de variacao instantanea da carga no capacitor, temos que
i(t) =2-107% ¢7t/15
cuja representacao grafica é dada por:

x 10 Gréfico: corrente versus tempo
25

Corrente i (A)

‘ : H
0 10 20 30 40 50 60 70 80

90 100
Tempo t (s)

Figura 17 — Grafico da corrente de carregamento do capacitor.
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Observe que para t = 0, a corrente inicial ¢ i = 2-107% A e, ao aumentar o tempo,
a corrente elétrica diminui exponencialmente sendo que, para um tempo suficientemente

grande, a mesma tende a zerar.

E possivel determinar a diferenca de potencial entre as placas do capacitor. Por
meio da equagao (4.26), podemos fazer tal andlise. A diferencga de potencial entre as placas

¢é dada por
V(t) =12(1— /")

Note que para t = 0, V = 0, instante em que o capacitor esta totalmente descar-
regado e quando t — oo, a diferenca de potencial tende para € e a carga do capacitor
tende para seu valor final. O grafico abaixo representa o comportamento da diferenca de
potencial V.

Grafico: diferenca de potencial versus tempo
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Figura 18 — Grafico da diferenca de potencial entre as placas do capacitor.

Note que a diferenca de potencial no capacitor, a medida que o tempo aumenta,
tende para € = 12 V que é o seu valor e esse crescimento é dado exponencialmente

conforme a fungao V.

Suponhamos, agora, “retirar” a forca eletromotriz € do circuito, isto significa ter
€ = 0. Com esse dado considerado, estaremos descarregando o capacitor. Dai, nossa nova

equacao diferencial é dada por
dg 1
A~ i=0
it " 15¢

A equagdo (4.26) nos fornece a solugao geral, porém vamos considerar como
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condigoes iniciais t = 0 e ¢(0) = qo, logo a solugdo do PVI é dada por

—t/RC —t/15

q(t) =qe = q(t) =qoe
onde gy = CVf. Por exemplo, considerando Vj = 4 V e a capacitancia C' = 2,5uF do

exemplo considerado, entao a descarga do capacitor é dada por

q(t) = 1071

e sabendo que a corrente é a taxa de variagao instantanea da carga, determinamos também

a corrente de descarga, ou seja,

2
Z(t) = —56 t/15

Em ambos os casos, temos um termo exponencial decrescente que, de fato, condiz
com a nossa conjectura inicial de descarga no capacitor. E plausivel pensar que para um

periodo de tempo suficientemente longo, o capacitor descarregara por completo.

O gréfico abaixo mostra a descarga do capacitor em funcao do tempo.

Grafico: descarga do capacitor versus tempo
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Figura 19 — Grafico da descarga do capacitor em funcao do tempo.

Para t = 0, a carga no capacitor é ¢ = 10 C' e, como a funcao é exponencial
decrescente, & medida que o tempo aumenta, a carga no capacitor diminui e tende a zero

para t suficientemente grande.
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O grafico a seguir mostra a corrente ¢ de descarga do capacitor em funcao do tempo.
Note que, para a corrente elétrica, ¢ aumentarda em funcao do tempo. Basta observar que a
derivada de ¢ em relacdo a t é sempre positiva.

Grafico: corrente versus tempo
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Figura 20 — Grafico da corrente elétrica de descarga do capacitor em fun¢dao do tempo.

A anélise desse grafico é andloga em relagao a carga ¢ do capacitor. Para t = 0,
1= —% A. O sinal negativo quer nos dizer o sentido contrario da corrente no circuito. E,
novamente, para um tempo t suficientemente grande, a corrente elétrica no circuito tende

para zero e o capacitor estard totalmente descarregado.

Exemplo 4.4.2 (Circuito RL). Considere um circuito RL com resisténcia R = 9,0 €2,
indutor com indutancia L = 2,0 mH e uma fonte com forca eletromotriz € = 18,0 V.

Com esses dados, podemos determinar a corrente elétrica ¢ no instante de tempo ¢. Pela
equagao (4.35), temos que

di R & di 5 5
S Ti= L= o+ 45-10% =010

e considerando as seguintes condigbes iniciais t = 0 e i(t) = 0, temos o seguinte PVI:

di
— 4+4.5-10%i=9-10°
dt+’ )

i(0) =0
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cuja solugao, de acordo com a equagao (4.37), é dada por

i(t) = Z (1 - 6—(R/L)t> —i(t) =2 (1 B 6_475,10%)

E, portante, a funcao ¢ é a corrente elétrica no circuito, sendo a constante de tempo

indutiva 7, = % =0,22 ms.

Graficamente, temos a funcao ¢ representada da seguinte forma:

Grafico: corrente versus tempo
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Figura 21 — Grafico da corrente elétrica no circuito RL.

Observe que quando t = 0, ou seja, a chave fechada, a corrente no circuito é nula
neste instante. A medida que o tempo aumenta, a corrente no circuito tende para o valor

final i = 2,0 A. A funcdo exponencial é assintdtica e a reta horizontal i = 2,0 é a assintota.

Podemos determinar a diferenca de potencial no indutor dado que V;, = L % e

L =2,0mH e também a diferenca de potencial no resistor sendo que Vg = iRe R = 9,0 €.

Primeiramente, determinemos no indutor. Com efeito,

Vi = (2,0)- (9,0 10%e~47101)

— 18- 103 674,5-1031‘,

e a diferenca de potencial no resistor é dada por

Ve =2(1—e*1%0) . (9,0)
— 18 (1 . 6—4,5-10315)
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Segue abaixo a representacao grafica da diferenca de potencial no indutor L:

Grafico: diferenga de potencial versus tempo
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Figura 22 — Grafico da diferenca de potencial no indutor L.

E abaixo segue a representagao grafica da diferenca de potencial no resistor R:

Gréfico: diferenca de potencial versus tempo

Diferenga de patenciaIVR [\
=
!

Tempo t (ms)

Figura 23 — Grafico da diferenga de potencial no indutor R.

Exemplo 4.4.3 (Circuito LC). Suponha que um capacitor com capacitancia C' = 2,0 pF’

é carregado por meio de uma fonte com forga eletromotriz € = 36 V. Quando a fonte que
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carrega o capacitor é desligada, um indutor com indutancia L = 12 mH ¢ ligado entre
os terminais do capacitor. Com esses dados, podemos determinar as oscilacoes da carga
elétrica ¢ no circuito LC. Da equagao (4.39) temos que

d’¢ 1 d*q

— +——qg=0= — +24-10°¢ =0

az " Ic! a I
e considerando as condigoes iniciais t = 0, ¢(t) = 30 uC' e ¢/(t) = i(t) = 0, temos o seguinte
PVI:

d*q

ﬁ + 24 . 106 q = 0
¢(0) = 30 uC

¢(0) = i(0) =0 4

Aplicando a Transformada de Laplace na equagao diferencial, temos:

L {CCZ;]} +24-10°L {q} =0
s*L{q} — 5q(0) —i(0) +24 - 10°L {q} = 0

£{q} (s*+24-10°) =30-107%

30 - 1035
s2 4 (2 - 103%)2

L{q} =

e fazendo os ajustes necessérios, aplicamos a Transformada inversa de Laplace obtendo

q(t) = 30107 cos (2 10°V/61¢)

= 0,03 cos (2 : 103\/675)

que é funcao que modela as oscilagoes do circuito elétrico do tipo LC. Comparando com o
movimento livre ndo-amortecido, podemos notar que a carga elétrica ¢ ficard oscilando,
por causa da funcao cosseno presente na solugdo do PVI, até que uma forca externa aja

no sistema e pare tal oscilacao.

Podemos determinar a corrente i neste circuito. Sabemos que i = % entéo

dt’
dq

i i(t) = —60v6 sen (2 . 103\/6t)
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Segue abaixo a representacao grafica das oscilagoes da carga no circuito LC"

Grafico: carga versus tempo
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Figura 24 — Grafico da oscilacdo da carga no circuito LC'.

E abaixo segue a representagao grafica das oscilagoes da corrente no circuito LC"

Grafico: corrente versus tempo
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Figura 25 — Grafico da oscilagao da corrente no circuito LC.

Exemplo 4.4.4 (Circuito RLC). Considere um circuito RLC' em série com um resistor
de resisténcia R = 2,0 €2, indutor de indutancia L = 10 mH e capacitor de capacitancia

C = 1,5 pF. Este tipo de circuito apresenta trés categorias de amortecimento e com esses
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dados vamos analisar em qual categoria ele encontra-se. Vimos que o = % e w, =

2
n

i
Q

e se a? > w? & superamortecido, se o* = w? & criticamente amortecido e se a® < w? é

subamortecido. De fato,
R 2 1 1 1
o= —=— = — (& wnzizi
vVLC V15

logo, o < w? e, portanto, a oscilacdo é subamortecida. Considerando as condigdes inicias
t=0,q(t) =30 uC e ¢(t) =1i(t) =0, temos o seguinte PVI:

d’¢ 1dq 1
e T sa T

que tem como solugao, de acordo com o Teorema 2.4.1, é dada por
17 300 17
t)=e""10,03 (o=t ] 40,003/ — —
q(t) =e [ ,03 cos 300 +0, 17 Sen 300
e abaixo segue a representacao grafica da funcao ¢:

Gréfico: carga versus tempo
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Figura 26 — Grafico da oscilagdo subamortecida da carga no circuito RLC'

Em comparacao com o movimento livre amortecido, a resisténcia R do circuito é

equivalente ao coeficiente de amortecimento viscoso ¢. Diferentemente do circuito LC, as



4.4. Aplicacoes 85

oscilagoes serao amortecidas até num determinado tempo ¢ e, assim, a carga, conforme
mostra o grafico, se anulara.

Podemos determinar a corrente i deste circuito. Sabemos que ¢ = %,

dq . —0.1t IBOO | 17 [ ]_7
- = t — ) - R 7-[;

que tem como representacao grafica:

entao

%10 Gréafico: corrente versus tempo
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Figura 27 — Grafico da oscilagao subamortecida da corrente no circuito RLC'.

e é possivel, também, observar o carater oscilatério da corrente elétrica, uma vez que a

oscilacdo se da em termos da funcao senoidal e o amortecimento se da pelo fator exponencial
decrescente contido na funcao 1.

Exemplo 4.4.5 (Circuito RLC). Considere, agora, um circuito RLC' em série com

resisténcia R = 6 €2, indutor com indutancia L. = 10 mH e capacitor com capacitancia
C =1,5 uF. Sabemos que

logo, a? > w? e, portanto, a oscilagdo é superamortecida.
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Considerando as condigoes inicias t = 0, ¢(t) = 30 uC e ¢'(t) = i(t) = 0, temos o
seguinte PVI:
d*q 3 dg

1
JE— P - :O
a2 5@ 15

Para a solugdo deste PVI, iremos utilizar a equagao (4.15) em que foi aplicada
a Transformada de Laplace para o movimento superamortecido para a aplicacdo na
Engenharia Mecanica e que é equivalente para esse caso bastando ajustar os termos

referentes aquele sistema para com o circuito RLC'. A equagao (4.15) é:

ToA1 + 292w, + Vo] it [330)\2 + z02Cw, + Vo] ot
QCUf

2(t) = {

2(,Uf

e a equacgao equivalente para o circuito RLC' é dada por:

AL+ E—l—i Ay + E—i—z’
qoA QOL 0 Mt qoA2 QOL 0 Aot

at) = | — R ‘ 2 R ‘
. -1 . 1
v LC Aw2? N LC dw2L?

3 1 7 3 1 7
sendo A\ = ( + — ) e Ny = <— - — ) as raizes da equagao caracteristica

10 10V3 10 10V3
dada por:
3 1
M4+ A+—=0
t5 15

Substituindo os valores na fungdo ¢, temos que a solugao do PVI é dada por (com

valores arredondados):

q(t) = 0,0445 e~ 01473t _ (01446 04281

Observe que a funcao ¢ nao esta em termos de fungoes trigonométricas, logo a
oscilacao nao formara periodos. Como estd em termos de fungoes exponenciais decrescentes,

entdo a medida que o tempo aumenta, a carga no circuito tende a zero.

O fato acima citado pode ser observado na seguinte representagio grafica da funcao
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Grafico: carga versus tempa
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Figura 28 — Grafico da oscilagao superamortecida da carga no circuito RLC'.

Podemos determinar, também, a corrente elétrica ¢ neste circuito. Com efeito,

d <
it) = CT(; = —0,00655 ¢~ 4 0,00654 ¢~ -172!

que tem como representacao grafica:

%10 Grafico: comrente versus tempo
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Figura 29 — Grafico da oscilacao superamortecida da corrente no circuito RLC'.
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Novamente, podemos notar a diferenca da categoria de amortecimento entre o
subamortecido e o superamortecido. A corrente, conforme o grafico acima, apresenta a
curva da corrente elétrica que tem como caracteristica um retorno para a origem de uma
forma mais lenta e isso se da pelo fato de conter duas exponenciais decrescentes na fungao
1. Para o movimento criticamente amortecido, esse retorno serd muito mais rapido que é

analogo as propriedades dos osciladores bloco-mola.

Exemplo 4.4.6 (Circuito RLC'). Considere um circuito RLC' em série de resistor com
resisténcia R = %\/ 15 Q, indutor com indutancia L = 10 mH e capacitor com capacitancia

C =1,5 puF. Sabemos que
R 4/15 1 V15 1 1 ViI5

“TorT 3 w0 15 ¢ T Ume Vi 16

logo, a* = w? e, portanto, a oscilagdo é criticamente amortecida. Considerando as condigoes
inicias t = 0, q(t) = 30 pC e ¢'(t) =i(t) = 0, temos o seguinte PVI:

d*q  2y/15dq 1
A2 =0
a2 15 dt 1
¢(0) =30 uC

¢(0)=i(0)=0 A

Da mesma forma que o exemplo anterior, iremos utilizar a equagdo em que foi
aplicada a Transformada de Laplace, equagdo (4.14), para o movimento criticamente
amortecido que também é equivalente para este caso bastando fazer os ajustes necessarios

dos dados para o circuito RLC. A equagao (4.14) é:

z(t) = e " [z + (wawo + Vo) t]

e a equacgao equivalente para o circuito RLC' é dada por:

1
q(t) = e~L/VICt lqo + (m qo + i0> t]

Substituindo os dados na funcao ¢, temos que a solucdo do PVI é dada por:

V15

Note que esta funcdo também nao se da em termos de fungoes trigonométricas,

q(t) = e /Y15 [0, 03 + 0,03 t]

porém ela é diferente do caso superamortecido. Agora, além da funcao exponencial
decrescente, temos, também, um termo linear que, como nos casos dos osciladores bloco-

mola, influenciard em um retorno mais rapido ao ponto inicial que o caso superamortecido.
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Grafico: carga versus tempo
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Figura 30 — Grafico da oscilagao criticamente amortecida da carga no circuito RLC'.

Graficamente, a fungao g é representada da seguinte forma:

Podemos determinar, também, a corrente elétrica ¢ neste circuito. Com efeito,

dq . _O, 03 teil/\/ﬁt

i) =5 =~

que tem como representacao grafica:

%10 Gréfico: corrente versus tempo
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Figura 31 — Grafico da oscilacao criticamente amortecida da corrente no circuito RLC'.
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Como ja dito, a oscilagao criticamente amortecida por conter um termo linear faz
com que o retorno para a corrente e a carga inicial ocorra mais rapidamente. Comparando
com o movimento livre amortecido em sistemas com molas a reacao é analoga, o retorno

para a posicao de equilibrio é mais rapido do que o movimento superamortecido.

Com isso, apresentamos a aplicagdo das equacgoes diferenciais ordinarias na Enge-
nharia Elétrica fazendo uma analise de acordo com as etapas para criacao de um modelo

matematico descritas no Capitulo 3.
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5 Modelagem Matematica na Fi-

sica

5.1 Fisicos e matematicos: a fundamentacao do Cal-

culo Diferencial e Integral

Quando citamos as palavras Célculo Diferencial e Integral é possivel que, primeira-

mente, dois nomes surgem em nossa mente: Newton e Leibniz.

A Matematica, no século XVII, se desenvolveu muito devido as pesquisas em novas
areas abrindo-se, assim, um vasto campo de estudo (EVES, 2004). O Calculo, invengao
de Newton e Leibniz, tornou-se objeto de estudo e com sua divulgagao transformou-se
numa poderosa ferramenta que implica em uma série de aplicagoes e solucionou diversos
problemas, por exemplo, tangentes a uma curva e o estudo de maximos e minimos sendo
estes ultimos objetos de publicacoes de Leibniz em 1684 por meio do artigo Um novo

método para mdximos e minimos e também para tangentes.

Como ja citado, Newton e Leibniz sao considerados os inventores do Célculo, mas,
historicamente, este assunto ja estava implicito em diversos estudos muitos séculos antes.
Vale ressaltar que a histéria do desenvolvimento deste assunto segue em ordem contraria
ao que vemos na maioria dos textos didaticos sobre o assunto (EVES, 2004). Normalmente,
apresenta-se o conceito de limite, apods isso, a derivada de fuma funcao definida como
um limite e entdo a integragao. O método de exaustao proposto por Eudoxo é um dos
problemas histoéricos do Calculo que envolvia obter areas, volumes e comprimentos de

arcos e também a divisao de grandezas.

Arquimedes foi um dos cientistas antigos a ser um precursor do Calculo Integral.
Seu método, chamado de Método de Equilibrio para determinar areas e volumes, consistia,
segundo (EVES, 2004), em seccionar uma regiao em um nimero muito grande de tiras
paralelas e imagina-las penduradas na extremidade de uma alavanca, estabelecendo o

equilibrio com uma figura de drea ou volume de centréides conhecidos®.

Passado aos estudos de Arquimedes, o processo de desenvolvimento da integracao
ficou paralisado, s6 recebendo novas atencgoes entre os séculos XV, XVI e XVII. Johann
Kepler utilizou este processo “para determinar as areas envolvidas em sua segunda lei do
movimento planetario e os volumes de que se ocupou em seu tratado sobre a capacidade
dos barris de vinho” (EVES, 2004, p. 424).

1 Para um detalhamento deste método para obter o volume da esfera encontra-se em Eves (2004, p.

422).
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Estes sao so alguns exemplos. Existem outros nomes e trabalhos desenvolvidos que

recorrem a esse método mesmo sem o rigor que conhecemos hoje.

Em se tratando do Célculo Diferencial e Integral, nao podemos esquecer de dois
importantes matematicos predecessores de Newton: John Wallis (1616 - 1703) e Isaac
Barrow (1630 - 1677). O primeiro é considerado um dos mais importantes matematicos
do seu tempo produzindo em diversos segmentos inclusive métodos para ensinar surdos
e mudos (EVES, 2004). Wallis utilizou sistematicamente as séries em que contribuiu
bastante e, assim, Newton pode estudé-la mais a fundo posteriormente. Sua dedicacao e
contribuicao ficou por conta da teoria da integral. Em sua obra Arithmetica infinitorum,

de acordo com Eves (2004), surge a afirmacao da seguinte férmula de integragao

1 1
/xmd:pzi
0 m+1

em que m pode ser inteiro diferente de —1 ou um niimero em forma de fracao.

O segundo, Isaac Barrow, Professor de Newton, teve suas contribui¢oes mais
ligadas ao processo de diferenciacao e esse fato encontra-se em sua obra Lectiones opticae
et geometricae em que tal processo se da pelo uso do triangulo diferencial ou triangulo
de Barrow. Nesta mesma obra citada, é provado o que conhecemos hoje como Teorema
Fundamental do Cdlculo, pois Barrow percebeu e é isso que o teorema garante que derivar

e integrar sao operacoes inversas uma da outra.

Muitos outros mateméticos desta época e anteriores a estes contribuiram para o
calculo, porém faltava uma formalizacao e simbologia adequada para trabalhar com essa
poderosa ferramenta. Nesta questao, os primeiros a darem suporte neste sentido foram
Newton e Leibniz de forma independente um do outro que contribuiram para sistematizar
simbologia e regras de diferenciacao e integracao. Newton denominou o processo de
diferenciar como fluzdes sendo que a notacao adotada para derivada de uma funcao x é .
Leibniz adotou uma simbologia diferente. Para ele, diferenciar a funcao y em relagao a

variavel independente x era denotado como 1%7 notacao esta muito mais aceita na época.

O simbolo de integracao que conhecemos hoje é devido a Leibniz e tinha como obje-
tivo a somatoria de partes indivisiveis, ou seja, dx ou dy. E, portanto, estava estabelecido

que integrar uma funcao y com relacao a variavel independente x se dava por

/yd:zc

Em sua obra Um novo método para maximos e minimos e também para tangentes,
apresenta como encontrar tangentes por meio do calculo diferencial e encontrar quadraturas
por meio do céalculo integral. Na mesma obra demonstra propriedades operatérias das

derivadas, por exemplo:
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du v
i [u] _ v dx dx
dx v v2
d du

Foi Leibniz que introduziu termos como func¢ao, coordenadas, oscilagoes, entre
outros termos e juntamente com os irmaos Bernoulli deu o nome que conhecemos hoje
de Calculo Integral. As notagoes modernas das operagoes aritméticas também é devido
a Leibniz. E considerado o pai da Légica Moderna e o precursor da matemética mais

avancada do seu tempo.

5.1.1 A era Bernoulli

A partir dos estudos de Leibniz sobre o Calculo Diferencial e Integral, os irmaos
Jacques Bernoulli (1654 - 1705) e Jean Bernoulli (1667 - 1748) foram grandes entusiastas
em aprender sobre o tema para compartilha-lo, uma vez que o calculo de fluxées de Newton
era mais conhecido na Inglaterra (BOYER, 2010).

Da historica familia de cientistas, Jacques Bernoulli é considerado o primeiro a se
destacar na Matematica, viajando para outros paises para interagir com outros mateméaticos
e, assim, segundo Boyer (2010), esteve a par de diversos problemas importantes, por
exemplo, as equacoes da catendria, tratriz e isocrona e, por meio desses problemas,

percebeu o poder do Célculo.

A equacao de Bernoulli, em homenagem a Jacques, foi uma de suas contribuic¢oes
no estudo de equacoes diferenciais ordindrias. Como j& mostrado, a substituicio z = y'™"
transforma a equacao =’ + p(t)r = ¢(t)z" em uma equacao diferencial linear do tipo
2+ (1 —=n)p(t)z = (1 — n)q(t). Juntamente com Leibniz, Jacques procurava uma solugao

para a curva braquistécrona® e, por fim, provou que tal curva era uma cicloide.

Apresentamos, aqui, uma breve consideracdo em que matematicos e fisicos deram
contribui¢oes para o Célculo Diferencial e Integral. As investidas para criar essa ferramenta
deu-se muito pela necessidade de solucionar problemas cientificos da época de cada um
destes cientistas. Para uma abordagem mais completa da historia do calculo, recomendamos
a leitura de Eves (2004) e Boyer (2010).

2 Braquistécrona é o nome que se d4 & trajetéria de uma particula sujeita a um campo gravitacional

constante, sem atrito e com velocidade inicial nula que se desloca entre dois pontos no mais curto
periodo de tempo.
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5.2 Corpo em queda livre com influéncia do atrito

A equagao que descreve um corpo em queda livre num meio com atrito é dada por

dv 9
m— =mg — cv 5.1
o =g (5.1)
em que m ¢ a massa do corpo em kg, g é a aceleracao devido a gravidade que é aproxi-
madamente 9,81 m/s* v é a velocidade em m/s, t é o tempo em segundos (s) e ¢ é uma
constante de proporcionalidade conhecida como coeficiente de arrasto cuja unidade é kg/s.

Observemos o seguinte fato na equacao (5.1).

dv dz dv dv dv

a At dr @t Var
~—~

v
Substituindo esse ultimo termo em (5.1), entao

dv 9 dv 9
My =g — vt = my - —mg = —cv
x

dx

e dividindo toda equacao por muv e ajustando-a, temos

dv ¢ 1

Ly =qu 5.2
—|—mv qu (5.2)

A equagao (5.2) é uma Equagao Diferencial Ordindria mais conhecida como Equagao

de Bernoulli. A formulacao geral desse tipo de equacao é dada por

Para solucionar a equacao (5.2), é necessaria uma substituicao a fim de recairmos

em uma EDO Linear de Primeira Ordem e, assim, encontrar o fator integrante.
Comparando essa equacao com a Fquacdo de Bernoulli temos n = —1, entao

1 . ~
w=v'"" = w=1v? = v =w2. Derivando ambos os membros em relacdo a x, temos

dv_ 1 du
dr  ows dx
Substituindo em (5.2), temos
1 dw ¢

Multiplicando a equagao por Zw%, entao

C
ot w=2 5.3
oo T2 w=2g (5.3)
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Com isso, temos uma equagao do tipo y'(z) + p(x)y(x) = ¢(x) e podemos resolvé-la

f c
encontrando o fator integrante® p(x). Sendo p(z) = 2—, entédo
m

pu(x) = exp </ 2% d:E) = exp <2;Lx>

Multiplicando a equagao (5.3) pelo fator integrante p(z), temos

d
erp <20x> L + exp (20x) . 2£w = exp (QCx) -2g
m dx m m m

Observemos que o primeiro membro da equacado acima é a derivada do produto

d c

— (w -exp (21’))

dx m
i (w - exp <QC:U>> = exp (QC:U) - 2g
dx m m

Integrando ambos os membros diferenciando z, temos

d
/— <w - exp (2033)) dr = /6]}]9 (ZCx) -2¢gdx
dx m m

w - exp (ZCx) = 29/emp <20x> dx
m m

Como queremos a fungao w, solugdo do problema, e resolvendo a integral por substituicao,

Entao,

entao

w - exp <20x> L exp (20x> + K =w= mg + Kexp (—26x>
m c m c m

Mas, no inicio do problema, fizemos a substituicio w = v?, entdo

v? = mg + Kexp (—26x>
c m

v(x) = \/nzg + Kexp (—2;%‘), KeR (5.4)

Logo, a equacao (5.4) é a fungao que representa a velocidade do corpo em queda

livre, considerando v(z) > 0.

Ao manipularmos a equacao inicial, recaimos na forma da Equa¢do de Bernoulli.
Esse é um dos muitos Modelos Matematicos existentes que sao descritos por EDO cuja

solugao é resolver uma equacao do tipo y' + p(z)y = q(z)y™.

3 Considere, para o fator integrante, exp(z) = e®.
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5.3 Aplicacao

Exemplo 5.3.1. Considere um paraquedista em queda livre em que sua massa é¢ m = 70 kg
e o coeficiente de arrasto é ¢ = 12,5 kg/s. Sendo a aceleracio da gravidade g = 9,81 m/s?,
vamos determinar a fungao velocidade do paraquedista em queda livre sendo que x(0) = 0 m.

Com essas informagoes, temos o seguinte PVI:

d
A 0,1786 v = 9,81 v
dx

v(0) =0m/s

Da equagao (5.4), sabemos que:

() = \/54,94 4 Ke-0371

e sendo v(0) = 0 m/s, entao a solugdo do PVI é dada por:

v(x) = /54,94 — 54,94 ¢ 03571

que tem como representacao grafica:

Grafico: velocidade versus deslocamento

“elocidade vix) (m/s)

0 5 10 15 20 25
Deslocamento x (m)

Figura 32 — Grafico da velocidade em func¢dao do deslocamento.
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Observe que, para x suficientemente grande, a velocidade do paraquedista tende
para o valor /54,94 ~ 7,4122 m/s. Isto significa dizer que, para as condigoes fornecidas
na problematica, a velocidade final do paraquedista proximo a superficie da terra é

aproximadamente 7,4122 m/s.

De acordo com as etapas para formulacdo de um modelo apresentadas no Capitulo
3 baseadas em Bassanezi (2002), como hipétese para testar o modelo utilizamos a equagao
que descreve a velocidade de um corpo em queda livre com influéncia do atrito, porém
uma velocidade que depende do tempo. Essa etapa é a abstracdo. Como formulagdo do
modelo, a partir da equagdo (5.1), a manipulamos para obter a descri¢ao da velocidade
do corpo dependendo do espago percorrido e, com isso, chegamos numa EDO do tipo
Bernoulli e, com essa ferramenta, a resolugdo foi obtida por transforma-la numa equacao

diferencial linear de primeira ordem. E como tltima etapa, apresentamos uma aplicacao.

5.4 Tratamento numérico para EDO e questao do

corpo em queda livre

Diversos problemas encontrados em diversas areas do conhecimento sao formulados
através de equagoes diferenciais e alguns exemplos sdo mostrados neste trabalho. Como
ja vimos, podemos resolver esses problemas analitica ou numericamente, porém, segundo
Franco (2006), a grande maioria das equagbes que descrevem situagoes reais nao sao
solucionadas por métodos analiticos o que nos remete a empregar solugoes numéricas para

tais equacoes.

Historicamente, Isaac Newton, Gottfried Wilhelm Leibniz e Leonhard Euler foram
os pioneiros em se tratando de solu¢ao numérica para equacoes diferenciais. A partir dos
trabalhos, principalmente, de Euler os estudos desses métodos foram impulsionados nos
quais conhecemos hoje. Um dos trabalhos que Euler publicou consistia em um método
interativo que permitia aproximar um problema de valor inicial em um determinado ponto

conhecido hoje como Método de Euler.

Matematicos como Cauchy e Lipschitz impulsionaram melhorias e um tratamento
rigoroso nesse estudo e a consequéncia direta dessa importancia dedicacao foram as
dedicacoes nas melhorias das solugoes numéricas de equacoes diferenciais ordinérias por
Karl Heun, Carl Runge e Martin Wilhelm Kutta que apresentaram métodos bastante

precisos e de facil utilizacao.

A balistica é uma ciéncia que estuda o movimento de projéteis e na época comegou
a exigir resultados através de tratamento numérico. Os problemas que surgiam eram muito
complexos e exigiam uma grande quantidade de calculos que eram necessarios através da

ajuda dessas ferramentas.
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Assim como o Calculo Diferencial e Integral e os niimeros reais mereceram uma
atencao especial através da Analise Matematica, os métodos numéricos foi e vem recebendo
atencao especial através da Analise Numérica. Com o avango da tecnologia diversos
matematicos tem trabalhado de forma continua para a melhoria dessa poderosa ferramenta
que fornece resultados para sistemas onde a solucao analitica dos problemas ainda nao

foram descobertas pelos estudiosos.

A solugao numérica dos problemas nos garante informagoes precisas sobre o modelo
matematico estudado. Neste capitulo apresentaremos de forma sucinta quatro métodos
para resolver equacoes diferenciais de primeira ordem: método de Euler, Euler melhorado,

Heun e Runge-Kutta de quarta ordem.

5.4.1 Meétodo de Euler

Segundo Zill e Cullen (2001) esse método, conhecido também como método das
tangentes, ¢ considerado um dos mais simples métodos para aproximar solucoes de Equacoes

Diferenciais Ordinarias. A expressao geral do Método de Euler consiste em:
Yn+1 = Yn + hf(ZL'n, yn) (55)

onde y,11 ¢ a aproximagao para a solugao exata no passo n + 1, n é o numero de divisoes
no intervalo [a,b] e h é chamado passo de integracdo. Para encontrar o valor de h, seja o

intervalo definido [a,b] no dominio da fungao, entao:

_b—a

h

n

5.4.2 Meétodo de Euler melhorado

Consiste em uma técnica mais precisa do que a anterior para encontrar solugoes

numéricas. A expressdao geral do método de Euler melhorado é dada por:
1 _
Yn+1l = Yn T 2h<f(xn7 yn) + f(xn+17 yn+1)), (56>

em que

gn-i—l =Yn + hf(xna yn)

5.4.3 Método de Heun

O Método de Heun é uma das técnicas mais conhecidas para os Métodos de

Runge-Kutta de ordem trés e trés estagios. A expressao geral desse método é dada por:

1
Yn+1 = Yn + Eh(lﬁ + 3ks), (5.7)
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em que
klzf(xnayn)
k f( + L +1hk)
2 — Ln 3 y Yn 3 1
2 2

Nesse caso note que o termo ko nao aparece explicitamente no método, porém ele

deve ser calculado a cada passo na resolucao do problema.

5.4.4 Método de Runge-Kutta de quarta ordem

O Método de Runge-Kutta de quarta ordem é uma das técnicas mais precisas
para se encontrar solugoes numéricas de equacoes diferenciais ordinarias. De acordo com
Franco (2006), a obtengao desse método consiste de um sistema de onze equagoes e treze

incognitas, porém a expressao abaixo é uma das infinitas solugoes do sistema:

1
Yns1 = Yn + chlky + 2kz + 2ks + k) (5.8)
sendo:
kl = f(wnu yn)
k —f( + 1 +1hk)
2 — Ty, 9 y YUn 9 1
k —f( + 1 +1hk)
3 — Ty, 9 y Yn 9 2

ki = f(zy + h,y, + hks)

onde ki, ko, k3 e k4 s@o os estagios obtidos através do desenvolvimento da Série de Taylor

em torno do ponto (Z,, yy).

5.5 Aplicacao: o movimento de queda livre

A aplicacao que apresentaremos sera baseada na modelagdo matematica de um corpo
em queda livre. O problema consiste em apresentar uma funcdo que melhor representa a
velocidade de um corpo em queda livre e assim estimar sua velocidade proxima a superficie
da Terra. De acordo com os objetivos deste trabalho, tal modelo é representado por uma

equagao diferencial ordinaria. De acordo com a Segunda Lei de Newton, temos

F =ma (5.9)
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em que I é a forca resultante que age no corpo em newtons (N), m é a massa do corpo

em quilogramas (Kg) e a é a aceleragdo dada em m/s>.
Podemos reescrever a equacao (5.9) da seguinte forma

F
a=— 5.10
- (5.10)
Através da equacao (5.10), modelaremos nosso sistema para determinar a ja citada
velocidade terminal do corpo préxima a superficie da Terra. Em termos de taxa de variacao
instantanea, sabemos que a aceleracao de um objeto é dada pela derivada da funcao

velocidade em relagao ao tempo, logo a equagao (5.10) é dada por

dv F
—_— = 5.11
dt m ( )

em que v é a velocidade (m/s) e t é o tempo (s). Caso a forca resultante que atua sobre o

corpo for positiva, ele ird ter uma aceleracao e caso for negativa, ele terd uma desaceleracao.

Para um corpo em queda livre sob a gravidade da Terra, duas forcas opostas
resultam em F': a forga gravitacional para baixo Fp e a forca de resisténcia do ar, oposta

a gravitacional Fy. Logo a equacao da resultante é
F=Fp+Fy (5.12)
sendo os termos que compde a equagao (5.12)
Fp=mg (5.13)
Fy=—cv (5.14)
em que g é a constante gravitacional e seu valor ¢ aproximadamente 9,81 (m/s?) e ¢ é

a constante de proporcionalidade conhecida como coeficiente de arrasto (kg/s) devido

a resisténcia do ar. Combinando as equagoes de (5.11) até (5.14), obtemos a seguinte

equacao
dv  mg— cv
_—= " 5.15
dt m ( )
e simplificando a equacao, temos
dv c
- = 5.16
=9 v (5.16)

A equagao (5.16) estd em termos da taxa de varia¢do instantdnea dv/dt, com isso
ela é chamada de equagao diferencial ordinaria na variavel que estamos interessados em

estudar, isto é, a velocidade do corpo.
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Obteremos a solugao dessa equagao através do PVI (problema de valor inicial)

abaixo
dv c
— — —
dt g m
v(0) =0

cuja solucao é dada por

o(t) = 22 (1 - emtermt) (5.17)

A partir da (5.17) utilizaremos os diferentes métodos numéricos para solugao de
equacoes diferenciais ordinarias e compararemos os resultados obtidos com os fornecidos
pela solugao analitica. A partir de entao, analisaremos os erros absolutos dos métodos
descritos neste capitulo. O software utilizado nas simulagoes numéricas foi o Matlab®). O
problema em estudo considera para os célculos ¢ = 12,5 kg/s e m = 68,1 kg nos primeiros

quinze segundos.

5.5.1 Tabela para os métodos numeéricos

Abaixo, apresentaremos a comparacao entre a solugao exata e o método de Euler e

o erro absoluto entre ambos.

Tabela 3 — Velocidades (m/s) - Método de Euler e solugao
exata.

Tempo (s) Solugdo exata Método de Euler Erro Absoluto

1 8,95318 9.8 0,84682
2 16,40498 17,80117 1,39619
3 22,60717 24,33371 1,72654
4 27,76929 2966717 1,89787
5 32,06577 34,02165 1,95589
6 35,64175 3757685 1,93510
7 38,61807 40,47949 1,86142
8 41,09528 42,84933 1,75405
9 43,15708 44,78418 1,62709
10 44,87314 46,36389 1,49075
11 46,30142 4765363 1,35221
12 47,49019 48,70663 1,21644
13 48,47961 4956635 1,08674
14 49,30312 50,26827 0,96516
15 49,98852 50,84135 0,85283
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Podemos observar que o Método de Euler nao é muito preciso, mas consegue
representar de forma satisfatoria a velocidade do corpo em queda livre. Note que se
aumentarmos o tempo de analise tal método se aproximara da solugdo exata, pois o erro

absoluto diminui cada vez mais para tempos suficientemente longos.

A préxima tabela apresenta uma melhoria no método de Euler. Isso podera ser

reparado ao analisarmos o erro absoluto entre a solucao exata e tal método.

Tabela 4 — Velocidades (m/s) - Método de Euler Melho-
rado e solucao exata.

Tempo (s) Solugdo exata Método de Euler Erro Absoluto

1 8,95318 8,90059 0,05259
2 16,40498 16,31738 0,08760
3 2260717 2249773 0,10943
4 27,76929 2764778 0,12151
5 32,06577 31,93927 0,12649
6 35,64175 35,51534 0,12641
7 38,61807 38,49525 0,12282
8 41,09528 40,97838 0,11690
9 43,15708 43,04756 0,10952
10 44,87314 44,77179 0,10135
11 46,30142 46,20858 0,09284
12 47,49019 47,40584 0,08435
13 48,47961 48,40351 0,07609
14 49,30312 49,23487 0,06825
15 49,98852 49,92763 0,06089

Observe que ao analisarmos as colunas da solugao exata e do método apresentado,
a velocidade do paraquedista em queda livre encontra-se na mesma casa dos inteiros
diferentemente da Tabela 3 em que a diferenga se dava logo na casa dos inteiros aumentando,

assim, o erro absoluto.

A medida que o tempo aumenta, observa-se que o erro absoluto diminui gradativa-
mente. Para tempo suficientemente grande, tal erro tendera a zero. Podemos notar que o

Método de Euler Melhorado se comporta muito melhor que o Método de Euler.

A seguir, apresentaremos uma comparagao entre a solugao exata e o Método de
)
Heun por meio da Tabela 5. Os métodos de Runge-Kutta sao considerados mais precisos e

isso poderemos notar na coluna do erro absoluto considerado.

O Método de Heun é chamado, também, de Runge-Kutta de terceira ordem porque
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contém trés estagios.

Tabela 5 — Velocidades (m/s) - Método de Heun e solugao
exata.

Tempo (s) Solugdo exata Método de Euler Erro Absoluto

1 8,95318 8,95562 0,00243
2 16,40498 16,40903 0,00405
3 22,60717 22,61223 0,00506
4 27,76929 27,7749 0,00562
5 32,06577 32,07161 0,00584
6 35,64175 35,64759 0,00584
7 38,61807 38,62374 0,00567
8 41,09528 41,10067 0,00539
9 43,15708 43,16213 0,00505
10 44,87314 44,87780 0,00467
11 46,30142 46,30569 0,00427
12 47,49019 47,49407 0,00388
13 48,47961 48 48311 0,00349
14 49,30312 49,30625 0,00314
15 49,98852 49,99132 0,00279

Observe que a diferenca, em sua grande maioria, se da na segunda casa decimal
o que faz com que o erro absoluto seja menor que os métodos anteriores. Nota-se que a
medida que aumentamos a ordem do método aumenta-se a precisao do mesmo tornando-o

bastante eficaz em estudos em que a equacgao diferencial nao possui solugao analitica.

E importante ressaltar que quanto maior a ordem do método mais numerosos sao
os célculos de f nos k estagios considerados, entdao, como o Método de Runge-Kutta de
quarta ordem é bastante preciso, ndo é necessario ir além desta ordem. A Tabela 6 a seguir
apresenta a comparacao entre a solucao exata e o Método de Runge-Kutta de quarta
ordem, considerado um dos métodos mais precisos e mais simples e possui precisao dos
Métodos de Taylor.
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Tabela 6 — Velocidades (m/s) - Método de Runge-Kutta
de 4* ordem e solugao exata.

Tempo (s) Solugao exata Método de Euler Erro Absoluto

1 8,95318 8,95309 0,00008
2 16,40498 16,40483 0,00015
3 22,60717 22,60698 0,00019
4 27,76929 27,76908 0,00021
) 32,06577 32,06555 0,00022
6 35,64175 35,64153 0,00022
7 38,61807 38,61786 0,00021
8 41,09528 41,09508 0,00019
9 43,15708 43,15689 0,00019
10 44,87314 44,87297 0,00017
11 46,30142 46,30569 0,00016
12 47,49019 47,49005 0,00014
13 48,47961 48,47948 0,00013
14 49,30312 49,303 0,00012
15 49,98852 49,98842 0,00010

Nota-se que a diferenca na velocidade, em sua grande maioria, encontra-se na
quarta casa decimal o que mostra a grande precisao do método. Neste caso, este método

converge para a solucao exata mais rapidamente que os apresentados anteriormente.

As tabelas acima foram apresentadas na ordem de precisao dos métodos. Notemos
que o método de Euler é o menos preciso e em compensagao o método de Runge-Kutta de
quarta ordem é o mais preciso sendo seus erros absolutos dados na quarta ou quinta casa
decimal. Todos os métodos apresentados aproximam-se satisfatoriamente da velocidade

calculada pela solucao exata.
A velocidade terminal do corpo é dada quando fazemos ¢ — 0o na equagao (5.17).

Logo, a equagao se reduz em
u(t) = —= (5.18)

e de acordo com as condigoes iniciais, a velocidade terminal sera

. 68,1-9,81

= 44
55 53,44m/s

v(t)
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Abaixo, apresentaremos um grafico comparativo entre a solugao exata, o método

de Euler e o de Runge-Kutta de quarta ordem.
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Figura 33 — Comparagao das velocidades do corpo em queda livre

De fato, podemos notar por meio da Figura 33 que o método de Runge-Kutta de

quarta ordem esta muito bem ajustado com a solucdo exata e em conjunto com a Tabela

6 por intermédio do calculo do erro absoluto nota-se que a diferenga é muito pequena.
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6 Modelagem Matematica na Biolo-

gia

6.1 Dinamica de crescimento de um tumor

Tumor é um aumento de tamanho em algum tecido do corpo causada por um
desequilibrio no sistema de divisao celular causando uma multiplicacao excessiva das
células. O mecanismo de divisdo tornam-se inoperantes e as células passam a proliferar-se
anormalmente sem que as necessidades do organismo controlem tal proliferagdo. O tumor

pode ser considerado benigno (ndo cancerigeno) ou maligno (cancerigeno).

Segundo o Instituto Nacional do Céncer - INCA (2008), o cncer é responsavel por
cerca de 13% de todas as causas de 6bito no mundo e isso representa que cerca de sete
milhoes de pessoas vao a 6bito por causa dessa doenca, segundo dados retirados da Uniao
Internacional Contra o Cancer (em inglés International Union Against Cancer - UICC).
No Brasil, as principais causas de morte por cancer sao: pulmao, prostata e estomago nos

homens e mama, pulmao e instestino nas mulheres.

De acordo com os dados do INCA (2008), o percentual tao alto deve-se a maior
exposicao desses individuos aos fatores de risco cancerigeno, por exemplo, padrao de vida
em relacao a nutricao, trabalho, habitos nocivos a satude tal que o consumo de tabaco e

alcool, entre outros habitos.

Alguns pesquisadores modelaram o processo de crescimento de tumores, por exem-
plo, Murray Eden do Massachusetts Institute of Technology, Josef Smolle juntamente
com Haro Stettner do Departamento de Dermatologia da Universidade de Graz (Graz
and Institute of Mathematics) e Benjamin Gompertz, matematico inglés do século XIX
membro da Sociedade Real de Londres. H& outros modelos também como os continuos que
envolvem equagoes diferenciais envolvendo condigOes iniciais e de contorno, modelos com
formacao de padrao fractal, por exemplo, crescimento de tumores malignos no cérebro e

assim por diante.

6.1.1 Modelo de Gompertz para o crescimento de tumores

O modelo de Gompertz, segundo Domingues (2011), é dado por

dN K

em que

e N(t) é a populagdo de células tumorais no instante ¢;
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e ¢ é o instante considerado para cada quantidade de populagao de células;
e r ¢é a constante positiva de crescimento interno da célula;

e K ¢é o tamanho maximo que o tumor pode atingir com os nutrientes disponiveis, ou

seja, nossa capacidade de suporte.

Para solucionar (6.1), temos que fazer uma mudanga de variavel. De fato,

dN N
AR <K)

seja

N
u:ln<K):>N:Ke“

dN d

= e Ke“d—? substituindo em (3.1)
L du w . du

Ke E——ruKe :>E— U

du:—rdt:/du:—/rdt
u

u

N
In(u) =—rt+C =1In <K> = e e’

77‘tec
N = Ke° e tendo N(0) = Ny, entao

N,

N@t) = Ke=@'=(%) (6.2)

que ¢ a solugdo do seguinte PVI:

De acordo com os estudos de Friberg e Mattson (1997), a carga letal de células

tumorais estd entre 102 — 10'3 células porque as populacoes de células ndo normais e nao
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metastaticas nao podem ser excedidas por esse limite suporte. Entao, iremos considerar,

para os calculos, que nossa capacidade de suporte serd K = 10'? células.

Os parametros da solucao da equacao de Gompertz serao baseados no estudo de
Domingues (2011), onde r = 0,0060, K = 10* e Ny = 10°. Logo, a equacao (6.2) com
esses valores declarados torna-se:
£—0,00241n(10) ¢

N(t) =10"%e"

que tem como representacao grafica:

» %10 Gréfico: populacdo de células versus evolucdo do tempo
I I I I I

Populagédo de células Nt}

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Evolucdo do tempo

Figura 34 — Grafico da evolucao temporal de crescimento populacional de células tumorais.

E importante ressaltar que o crescimento do tumor, ao passar do tempo, estd sendo
considerado sem algum tipo de tratamento contra o mesmo. Domingues (2011) realizou
um estudo computacional onde é inserido um fator de tratamento baseado em endostatina
e percebe-se que tal fator, teoricamente, impede o crescimento acelerado das células, mas
para um determinado tempo ¢ suficientemente grande, mesmo com o tratamento, alcancara

a capacidade suporte.

6.1.2 Modelo Logistico para o crescimento de tumores

O modelo de crescimento logistico, apresentado por Pierre Francois Verhulst em
1838, nos moldes de nosso estudo é dado por:

ﬁjzr(l—ﬁ)N (6.3)
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que complementa a equagao do crescimento populacional exponencial proposto por Malthus
que produz taxas infinitas de populagoes com o crescimento do tempo que pode vir a
descrever bem inicialmente, mas para tempos suficientemente grandes foge da realidade
das populagoes reais. O crescimento de tumor pelo estudo de Malthus seria

dN

— =rN 6.4

p (6.4)
que tem como solugdo, por separagao de variaveis, e sendo as condigoes iniciais N (0) = ny,
a funcao

N(t) =nge™ (6.5)

De acordo com os dados propostos por Domingues (2011), a equagao (6.5) fica da
seguinte forma:
N(t) = 103 (0006t

mas, observe que para t — oo, N(t) — oo que para o crescimento tumoral nao é real
para tempos indefinidamente grandes. Porém, para o modelo logistico, isso ndo acontece e

veremos esse fato ao resolvermos a equagao. Sendo N(0) = ng, temos o seguinte PVI:

N N
—r(1- )N
dt

De fato,

IN (KN K
di r( K > = NEk NN =rd

Por frac¢oes parciais, temos que

Ko _ 1, 1
N(K-N) N "K-N

dai, integrando ambos os membros da equacao, temos que

/(leJrKiN) dN:/Tdt
/(;) dN+/(KiN) AN =t +C

InN—-In(K —N)=rt+C

N
1 _ e
n(K—N) rt + C
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— N=Ke" e —Net. e
— N+ Net- ¥ =Ket- e

Kert . eC

= N(t) = 1+ert.eC

e, das condigoes iniciais e fazendo os ajustes necessarios, a solu¢ao do PVI é dada por

KN,

N(t) = No+ (K — No) et

(6.6)

Com os dados ja citados anteriormente, a equacao (6.6) fica da seguinte forma:

1022

N(t) =
(t) 109 + (1013 — 109) ¢—0.006¢

que tem como representacao grafica

x 10 Grafico: populacdo de células versus evolucdo do tempo

Populagao de célunas M)
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Figura 35 — Grafico da evolugao temporal de crescimento populacional de células tumorais
- Modelo logistico.
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Observe que, diferente do modelo de crescimento exponencial, quanto t — o0,
N(t) — 10", ou seja, para um tempo suficientemente grande, a populagao de células
tumorais tende para a capacidade de suporte K. Novamente, ressaltamos que o modelo
nao contém um fator de tratamento que, como ja dito, impede o crescimento acelerado

das células.

Note que ambos modelos, para ¢ — 0o, a populagao de células tende a capacidade
suporte. Porém, graficamente, observamos que ha diferencas em como as células tumorais
estao evoluindo com o tempo. No modelo logistico, a populacao de células cresce bem mais
lentamente do que o modelo de Gompertz. Ambos, porém, para um tempo suficientemente
grande, tendem a capacidade de carga. O grafico abaixo apresenta ambos modelos plotados

no mesmo plano.

x 10 Grafico: Curva de Gompertz & Curva Logistica

—— Ng(0)=10"%" [

_ 9
—— N (0)=10

Populagdo de células Nit)

| | |
0 500 1000 1500 2000 2500 3000

Evolugdo do tempo t

Figura 36 — Grafico da evolugao temporal: Modelo de Gompertz e Modelo logistico.

Observe que, logo de inicio, o modelo de Gompertz tem crescimento rapido, ja
o modelo logistico forma uma curva chamada sigmdide, onde para tempos iniciais o
crescimento é mais lento. Outro ponto importante é que o modelo logistico, ao analisar
graficamente, demora, praticamente, duas vezes e meia a mais que o modelo de Gompertz

para chegar a capacidade suporte.

Em comparagao com o estudo de Domingues (2011) para o modelo que estd inserido
um fator de tratamento, o modelo logistico estd mais préximo desse fato, mesmo nao

considerando tal fator. De acordo com a andlise do mesmo autor, a insercao do fator
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de tratamento “representaria um ganho de tempo e de qualidade de vida ao paciente”
(DOMINGUES, 2011, p. 111).

Para ambos os modelos apresentados neste capitulo, nao partimos de hip6teses
iniciais e nem levantamento de dados conforme as etapas descritas por Bassanezi (2002)
apresentadas no Capitulo 3, estas denominadas experimentacdo e abstracao. Apresentamos

a problematica ja modelada.

Com os modelos descritos por equagoes diferenciais ordindrias, passamos a resolvé-lo
analiticamente com as técnicas para resolver equagoes diferenciais apresentadas no Capitulo
2, etapa esta denominada resolucdo. E como wvalida¢do, comparamos ambos modelos com o
estudado por Domingues (2011) e, por fim, a aplica¢do, nos permitiu fazer reflexdes acerca

da situacao tanto algebricamente quanto graficamente.

Para uma situacao como essa, a aplicacao gera dados importantes para a tomada
de decisoes, principalmente em melhores maneiras de fornecer um tratamento adequado
para o paciente ou até mesmo executando mudancas de variaveis no modelo para melhor

atendé-lo.

Na préxima segao, apresentaremos um outro modelo interessante que explica
matematicamente o funcionamento da absor¢ao de drogas no organismo. Com este estudo
¢é possivel entender o motivo para o qual tomamos uma medicac¢ao de tempos em tempos,
por exemplo, de oito em oito horas e assim por diante. Veremos que a taxa de queda do

efeito da medicacao se da por uma funcao exponencial decrescente.

6.2 Modelo matematico para absorgao de drogas (me-

dicamentos)

Da mesma forma que na dinamica de crescimento de um tumor, nossa proposta
para uma abordagem no ensino superior ¢ mostrar e tentar diminuir as inquietagoes acerca
da motivacao de estudar o Célculo Diferencial e Integral em um curso de Biologia. Nesse
contexto, apresentaremos um outro modelo muito importante: a absor¢ao de drogas no

sangue.

A area que estuda a absorcao e o tempo de absor¢ao de drogas no organismo ¢ a
farmacocinética que tem como objetivo estudar o caminho percorrido pelo medicamento
no organismo desde sua administracao até sua eliminacao. Isso ja nos remete a refletir no

decaimento do efeito da droga no organismo.

O processo é simples: através da via de administracao o corpo (1) absorve a droga,
apos isso (2) distribui pelo organismo, (3) ocorre a chamada biotransformacao e por tltimo
(4) a excregao. Estes fatores estao intimamente associados a dose fornecida que determinam

a concentracao do composto nos seus locais de acao.
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A farmacocinética é muito importante no estudo para determinar a posologia
adequada, pois para cada ser e faixa etaria é necessario doses distintas e até mesmo
reajustes quando necessdrio. Segundo a Professora Ivy Alcoforado Felisberto® esse estudo
nos fornece uma melhor compreensao da acado do medicamento, como por exemplo, a

intensidade do efeito, duracao do efeito no organismo e sua toxicidade.

O funcionamento do modelo é simples. A primeira dose aplicada no instante ¢y
tem como concentracao de droga no sangue zero e a consequéncia ¢ a distribuicao no
organismo. Disso ocorre a biotransformacao ou metabolizacdo aumentando a concentracao
da substancia no organismo. Porém, ha um determinado momento em que a concentracao
para de aumentar havendo, assim, um declinio do efeito. Passado esse determinando
instante de tempo, precisamos, no instante ¢; tomar uma nova dose da droga e o processo
vird um ciclo. Diante desse fato é que os médicos indicam de quanto em quanto tempo

precisamos tomar certo medicamento.

Caso nao tivermos essa regulamentagao precisa para ingerir a medicacao podemos
correr diversos perigos se nao respeitarmos os instantes de tempo corretos, como por
exemplo, insuficiéncia renal e hepatica, respostas clinicas nao adequadas, entre outras

situacgoes mais graves.

Portanto, o interesse do modelo farmacocinético é nos inferir das seguintes situacao:

e cstudar o tempo entre a entrada e “saida” de um medicamento no organismo;

e verificar o pico de concentracao maxima da droga no sangue e a partir disso analisar

o decaimento do efeito no organismo;

e comparar as respostas dos diferentes tipos de aplicagoes da droga (oral, sublingual,

intravenosa, intramuscular, entre outras);

e estudar os possiveis acontecimentos caso ocorra o esquecimento de tomar a medicagao

ou toma-la antes do tempo correto;

e entre outras situacoes que possam oOcorrer.

Apesar de existirem diversos modelos, cada um com sua area de interesse, nosso
modelo ¢é simples baseando-se apenas no decaimento do efeito da droga no sangue em
funcao do tempo. Supondo que a taxa de variagao da concentracao é proporcional a
concentragao existente na corrente sanguinea em cada instante ¢ e sabendo que a dosagem
(da concentragao) inicial seja C'(0) = Cy, entao,

dc

em que,

L Reflexdo obtida em sua nota de aula denominada Farmacocinética.
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e ('(t) é a concentragao de droga (medicamento) no sangue;

Cp € a dosagem inicial ministrada absorvida pelo sangue;

t é o tempo de agdo da concentracao;

e —v é a constante de proporcionalidade negativa (devido ao decaimento da concen-

tragdo da droga no sangue).

Da mesma forma que o modelo anterior, a solu¢do se da por separacao simples de

variaveis. Com efeito,

dC dC t

to
— In(C) = —y(t —to) + k
— C(t) = e ) ek mas, como C(0) = C

— C(t) = Che " t-t) (6.8)

que é a solucao do seguinte PVI:

dC
- ¢

Para encontrar o valor de 7 € necessario saber o tempo de meia-vida ¢,/ biologico
que é o tempo em que a concentragao do farmaco cai pela metade do seu valor inicial.

Entéo, em (6.8) C(t) = 1Cy obtemos

In(1/2)

t1 =
/ v

Como exemplo, o Fenobarbital, principio ativo do Gardenal®), tem como tempo de
meia-vida entre 50 — 140 minutos em uma pessoa adulta. De acordo com os estudos farma-
cologicos, entre 4 e 6 meias-vidas o medicamento quase atinge sua concentragao maxima
plasmatica e quanto mais curta for a meia-vida, mais rapido alcanca-se a concentragao

maxima.

E evidente que a cada dose aplicada do medicamento ele possui um perfodo de

tempo de acdo no organismo e sendo eliminado durante tal periodo. Vamos analisar agora
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a acao do Fenobarbital com uma concentracao inicial Cy = 0,03mg/ml em um adulto de
acordo com a bula do medicamento e v = —0,007296 por intermédio de um tempo de

meia-vida de 95 minutos nos fornecendo a seguinte equacao

C(t) — 07 03 670,007296(257150) (69)

onde ty é o tempo inicial do intervalo na primeira dose da medicac¢ao ou na dose apds a
queda do efeito da mesma. Por exemplo, para o intervalo de tempo em minutos [0, 480],

to = 0 e para o intervalo [480,960[, to = 480 e assim por diante.

O gréfico da funcao C' é representado pela figura abaixo:

Grafico: concentracdo de Fenobarbital versus tempo
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0 480 960
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Figura 37 — Grafico: concentragdo versus tempo.

Podemos notar que a cada 480 minutos (8 horas) uma nova dose de Fenobarbital é
aplicada, ou seja, o tempo inicial de aplicacao é a cada 480 minutos e a partir de entao a

concentracao da medicacao decai em fungdo do tempo.

Observe que para t suficientemente grande, a concentracao da medicagao tende a
concentragao inicial, entao o paciente, no tempo designado, tem que tomar uma outra

dose, criando, assim, um ciclo até o fim do tratamento estipulado pelo médico responsavel.

Em se tratando das etapas descritas por Bassanezi (2002) apresentadas no Capi-
tulo 3, também nao partirmos de levantamento de dados e hipdteses iniciais e sim da
problematica ja modelada, ou seja, partirmos com a formulag¢io do modelo pronta e, assim,

passamos a resolvé-lo partindo da etada resolucdo.
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Com os resultados obtidos, passamos a verificar a validacao a partir da aplicacao por
comparar a solucao do modelo com a bula do medicamente que indica que a concentragao

plasméatica maxima ocorre, em adultos, dentro de aproximadamente oito horas.
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7 Modelagem Matematica na Qui-

mica

7.1 Funcao de onda

As leis da mecanica classica estabelecidas por Isaac Newton tinham como principal
objeto de estudo o movimento dos objetos e planetas em que suas velocidades eram
consideradas “baixas”. No final do século XIX muitos experimentos mostraram que, para
particulas tao pequenas quanto o elétron, as leis da mecénica classica nao se aplicavam. A
consequéncia disso foi o surgimento de conceitos e equagoes de uma nova mecanica para a

descrigao do movimento dessas particulas chamada mecanica quantica.

No contexto proposto nesta pesquisa que é apresentar modelos matematicos descri-
tos por equagdes diferenciais ordindrias, a fungao de onda é uma aplicagdo ¥(x) (estamos
considerando a funcao independente do tempo, ou seja, dependendo apenas da posicao x

da particula) solu¢do da EDO de segunda ordem conhecida como Equagdo de Schridinger .

7.1.1 Mecanica classica versus Mecanica quantica

As trés principais formulagoes da mecanica classica sao: Mecanica Newtoniana,
Mecanica Lagrangeana e a Mecanica Hamiltoniana. Esses estudos estao concentrados na
analise do movimento, variacoes da energia e as forgas que atuam num determinado corpo.
A mecanica newtoniana pode ser analisada por meio de trés etapas que descrevem suas

bases:

1. o vetor velocidade ¢ a taxa de variacao instantanea do vetor posicao em relagao ao
tempo, isto é,
L dr
U= —.
dt
2. O vetor momento linear é o produto da grandeza escalar massa pela grandeza vetorial

velocidade, isto é,

p=mu.

3. Forca é a taxa de variacao instantanea do momento linear em relacao ao tempo, isto
é,

— d 73

F=""

dt
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No item 3, é possivel observar que, sabendo que a aceleragao é a taxa de variagao

instantanea da velocidade em relagao ao tempo, entao

=~ dp  d(mv)
F = — = —
dt dt
= md—q7 =mad
=m =

ou seja, a grandeza vetorial forca é o produto da massa pela grandeza vetorial aceleragao

que ¢ a segunda lei de Newton.

-

E importante aqui ressaltar o campo de validade da Mecanica Newtoniana. As
trés leis de Newton sao véalidas em sistemas com velocidades baixas em comparagao com
a velocidade da luz e para corpos com massa grande em comparacao com particulas

elementares e suas massas (NETO, 2004).

Neto (2004), em sua obra Mecinica Newtoniana, Lagrangeana e Hamiltoniana,
apresenta uma tabela referente aos campos de atuacgao das teorias fisicas. Quando a
velocidade do corpo estudado é muito menor do que a da luz, encontramo-nos em um
dominio newtoniano para massas muito maiores que a massa do elétron e no dominio da
teoria quantica nao relativistica quando a massa do corpo ¢ de mesma grandeza que a
massa do elétron. Porém, quando a velocidade do corpo é de mesma grandeza que a da luz,
encontramo-nos na teoria relativistica para massas muito maiores que a massa do elétron

e na teoria quantica relativistica para massas de mesma grandeza que a massa do elétron.

A Mecanica Newtoniana descreve muito bem movimentos de corpos com velocidades
bem inferiores a da velocidade da luz, porém, por meio de observacoes experimentais, as
leis de Newton forneciam resultados incoerentes quando se tratava de velocidades grandes.
Por volta de 1905, Einstein apresentou a Teoria da Relatividade propondo equacoes para
substituir as conhecidas equacoes da Mecanica Newtoniana que descreviam os movimentos
de particulas em velocidades grandes e que estavam em conformidade com os dados
experimentais realizados. A Mecanica Newtoniana é um caso particular da Mecénica
Relativistica quando tratamos de velocidades de particulas bem abaixo da velocidade da

luz.

A Mecanica Lagrangeana é uma outra formulacdo da mecéanica classica. Nesta
formulacao, as leis de Newton nao sao mais o ponto inicial, mas sim o Principio de Hamilton
também conhecido como principio da minima acao. Este principio, nesta mecanica, é
o equivalente a segunda lei de Newton e esta interessado em estudar a evolucao de um

sistema do instante t; para o instante ts.

Segundo Neto (2004), o sistema é caracterizado por uma fungao escalar L que

depende de n coordenadas e n velocidades generalizadas que, de forma compacta, é
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representada da seguinte formas:
denominada como a lagrangeana do sistema em que ¢; podem ser

grandezas sem qualquer relacionamento com os sistemas de coordenadas
usuais, eles sdo chamados de coordenadas generalizadas. Inclusive, essas
coordenadas nao precisam ser necessariamente angulos e comprimentos.
Podem ser quantidades gerais realmente, como, por exemplo, amplitudes
numa expansao em série de Fourier (NETO, 2004, p. 256).

E chamado de espaco das configuracoes este espago que é formado pelas coordenadas
generalizadas em que as derivadas de primeira ordem de tais coordenadas sao denominadas

velocidades generalizadas.

Nesta formulacao a a¢do é definida pela seguinte integral em um intervalo fechado

[t1,22], ou seja

to
s= " Lig.at)d (7.2)
t1
A fungdo lagrangeana a qual dissemos ser uma funcao escalar e, considerando uma
Unica particula no sistema, ou seja, ¢ = 1, é dada pela diferenga entre a energia cinética T’

e a potencial V, isto é,

que, por conseguinte, gera, de forma generalizada, as equagoes de Lagrange para um
sistema com ¢ particulas, ou seja,

Gor om " aE T dn (7.3)

em que sao as equagoes equivalentes as de Newton para um sistema com 7 particulas.

A outra formulagdo da Mecanica Cléassica é a Mecanica Hamiltoniana. Neste caso,
havera a substituicao da lagrangeana L por uma funcao H denominada fun¢do hamiltoniana

e, da mesma forma, tera como ponto de partida o principio da minima agdo.

Tanto a Mecanica Lagrangeana como a Hamiltoniana trabalham com os rudimentos
do Cdlculo variacional ou também conhecido como Cdlculo das variagoes. Esta teoria
preocupa-se em determinar extremos, ou seja, maximos ou minimos de funcionais. Um
funcional é uma aplicagao de um espaco de fungoes ao invés de um espaco vetorial n

dimensional. Assim, o cdlculo variacional é a seguinte aplicacao:

EF:F—R
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em que F é um espago de fungdes. A grosso modo, o funcional associa uma funcao de uma

determinada classe a um ntmero real.

Um exemplo classico de um funcional é a distancia entre dois pontos num plano ao
longo de uma curva S escrita como y = y(z). A ideia é determinar o menor comprimento de
curva que passa por tais pontos, x; e xs. Considerando ds é um comprimento infinitesimal

de S, entdo, pelo teorema de Pitagoras

(ds)? = (dx)* + (dy)* = ds = \/(dx)? + (dy)?

du\ 2
— ds = 1—|—<y) dx
dx

e, portanto, o comprimento da curva considerada entre dois pontos é um funcional da

sl = [ Vit ) de

De uma forma geral, um funcional pode ser escrito da seguinte forma:

Tyl = [ 1 (yl@). (@), w) da

1

fungao y = y(x) dada por

e que no caso do comprimento da curva a fun¢ao f é f = /1 + (v )2. Logo, a problematica
consiste em encontrar uma fungéo tal que J[f] assuma um valor extremo, ou seja, um
maximo ou minimo. Numa situacao simples, os problemas podem ser solucionados ao
resolver a Equacao de Euler-Lagrange a seguir:

of d (of\

Voltando a formulacao de Hamilton para a Mecanica Classica, a substituicao da
lagrangeana L se d4 pela fungdo hamiltoniana definida por H = H(q, p,t) em que ¢ sdo
as coordenadas generalizadas, p é chamado de momento conjugado ou momento canonico
dado por p; = % para um sistema com i particulas e ¢ é a variavel temporal. A funcao H

pode ser escrita da seguinte forma:
H(q,p,t) =) pidi — L(q,4,t) (7.5)
i=1

A mecénica de Hamilton é descrita por um conjunto de equacoes diferenciais de

primeira ordem dadas por:

)
i oOH
pi = — (77)
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em que estas equacgoes sao chamadas de Equacoes de Hamilton. Para obté-las é necessario
fazer o uso da Equagio de Euler-Lagrange (NETO, 2004).

A Mecinica Hamiltoniana tem como vantagem a “parte formal da teoria, principal-
mente no que se refere a passagem para a mecanica quantica” (NETO, 2004, p. 331). Em
nossa apresentacao das equacgoes diferenciais ordindrias aplicadas a Quimica, analisamos
a Fquacao de Schrodinger para determinar a funcdo de onda, equagao esta dada por
HY = EW em que H é chamado de operador Hamiltoniano. De fato, a mecanica formulada

por Hamilton tornou-se uma ponte para a Mecanica Quantica.

Inicialmente, pensava-se que o movimento de particulas microscépicas poderia ser
expresso a partir da formulagao da Mecéanica Classica em relacao as leis de Newton. Erwin
Schrodinger, por intermédio de observacgoes experimentais, evidenciou que as particulas
em sistemas microscépicos deveriam obedecer as leis do movimento ondulatério. E a
partir desse fato foi necessario formular uma mecanica que descrevesse o movimento das

particulas na escala atoémica, ou seja, a teoria proposta por Schrodinger

é uma generalizacdo, que inclui a teoria de Newton como um caso
particular no limite macroscépico, assim como a teoria da relatividade
de Einstein é uma generalizacdo, que inclui a teoria de Newton como um
caso particular no limite de baizas velocidades (LIMA, 2009, p. 3).

A teoria de Newton é considerada um caso particular porque “experimentos cui-
dadosos |...] mostraram que a mecanica classica falha ao analisar as transferéncias de
quantidades muito pequenas de energia e os movimentos de corpos com massa muito
pequena” (ATKINS; PAULA, 2008, p. 219). A Mecénica Cléassica é deterministica, ou seja,
esta preocupada, em um dos seus estudos, em determinar a posicao de uma particula em
funcado do tempo, porém, a Mecanica Quantica é probabilistica, ou seja, abandona-se a
nocao de trajetoria e preocupa-se estatisticamente com a probabilidade de a particula
encontrar-se numa regiao do espago. Entao, a teoria quantica surgiu para descrever, tam-
bém, sistemas fisicos em que as dimensoes sao iguais ou abaixo da escala atomica. Alguns
cientistas que trabalharam na base dessa nova mecéanica sao Erwin Schrodinger, Werner

Heisenberg, Louis de Broglie, Max Planck, Albert Einstein, entre outros.

Nesta secao, apresentamos uma breve explanagao da formulagao da Mecénica
Classica dada por Newton, Lagrange e Hamilton e da formulagao da Mecanica Quantica.
Para um aprofundamento do estudo da Mecanica Classica, recomendamos a leitura de
Neto (2004). Nesta obra, o autor apresenta a formula¢ao dessa mecénica do ponto de vista

comparativo e aplicativo em relagdo aos trés cientistas mencionados.

7.1.2 A equacao de Schrodinger

A equacgdo que apresentaremos a seguir foi modelada pelo fisico Erwin Schrodinger

e seu objetivo era determinar a funcao de onda de qualquer sistema. Estudaremos o caso
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em que a equacao nao depende da variavel temporal ¢, pois a equacgao tornaria-se uma
EDP (equagao diferencial parcial) que esté fora dos limites desta pesquisa, porém, como
curiosidade, apresentaremos sua forma tridimensional sem a resolugdao do problema em
questao. Sejam m e E, massa e energia de uma particula, respectivamente, entao a Equacado
de Schrodinger é dada por

h? d*w

————+V(2)¥ =LV 7.8

e R AC)) (7.8)
em que V (x) é a energia potencial no ponto z, £ é a soma das energias potencial e cinética
e h é uma constante definida da seguinte forma

h
h=—=1,05457 x 103 Js
2

tal que h é a constante de Planck cujo valor é aproximadamente 6, 626069 x 1073%.Js.

A equagao (7.8) descreve sistemas unidimensionais. Para sistemas tridimensionais,
temos
h2
—— VW + V¥ = EY
2m

em que V? (1é-se “nabla dois”) é dado por

0* 0* 9

2—7 —_— —_—
v _8x2+8y2+822'

E de uma forma mais geral, podemos escrever a equacao de Schréodinger como
v = Ev
em que Héo operador Hamiltoniano dado por

N h?
H=—-—V"+V.

2m
Como veremos a seguir, a solu¢ao da equacao diferencial para sistemas unidimensi-
onais é complexa, ou seja, ha um fator ¢ imaginario que nos remete a concluir que nao
é possivel visualizar experimentalmente a posicao da particula pois seu movimento é
totalmente imprevisivel e isso teve como consequéncia um principio muito importante na
mecanica quantica que é o principio da incerteza de Heisenberg: “é impossivel especificar,
2

simultaneamente e com a precisao que se quiser, o momento e a posi¢ao de uma particula

(ATKINS; PAULA, 2008, p. 243).

7.1.3 Particula na caixa unidimensional

Este problema consiste em analisar uma particula com massa m confinada em uma

caixa entre duas paredes no intervalo [0, L]. Segundo Atkins e Paula (2008), “esse modelo
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é uma idealizacdo da energia potencial de uma molécula na fase gasosa que é livre para se
mover num recipiente unidimensional” (ATKINS; PAULA, 2008, p. 250).

Como exemplo de aplicagoes, esse modelo pode ser base para estudo da estrutura
eletronica dos metais e também em termodindmica estatistica (movimento translacional

das particulas).

7.1.3.1 Solucgoes aceitaveis

Na regido entre as paredes da caixa (no intervalo [0, L]) a energia potencial V'(x) é

nula. Entao, a equagdo de Schridinger é escrita da seguinte forma

W W -
—— - =EV (HV=FEW 7.9
5 dn? ( ) (7.9)

A h? d*w k2h?
em que H = ————— é o operador Hamiltoniano e E) =
2m, dx?

cinética e potencial.

¢ a soma das energias

Note que a equagao (7.9) é uma EDO de segunda ordem homogénea e podemos

escrevé-la da seguinte forma

h? o
——— + EBVU =0
2m dx? + B

e abaixo segue o desenvolvimento de sua solugao:

h v E*h >
e Ty 0= Y w0
2m dx? + 2m — dax? +

cuja equacao caracteristica e sua solugao ¢
N4 =0= \=4V-k?

e, portanto, as raizes sao A\; = tk e Ay = —ik em que k ¢ um nimero inteiro positivo. Logo,

pelo Teorema 2.4.2 a solugao geral é dada por
U (x) = Acos(kx) + Bsen(kz), A, BeR (7.10)
e pela relacdo de Euler e*® = cos(z) + isen(z) podemos reescrever a equagao (7.10)

U (1) = Ae'™® 4 Bem ' = A(cos(kx) + isen(kx)) + B(cos(kx) — isen(kx))
= (A + B)cos(kzx) + (A — B)isen(kx)

e sendo C = A+ B e D = (A — B)i, entao a solugdo geral é dada por
U, = Csen(kx) + Dcos(kx), C, D € R.
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k2h?
Em se tratando de uma particula livre, qualquer valor de E, = —— ¢é uma solugao

aceitavel. De acordo com Atkins e Paula (2008), quando a particula nao estd livre, isto é,
ela estd confinada numa determinada regiao do espago, as fungoes ¥(z) aceitaveis devem

satisfazer certas condi¢oes de contorno.

Impostas as condigbes de contorno a fungdo ¥(x), a energia da particula em uma
caixa unidimensional é quantizada de forma que ela se torne uma funcao de onda aceitavel.
Na préxima secao, apresentaremos a aplicagao da particula na caixa bidimensional que é
modelada matematicamente por uma equagao diferencial parcial em duas variaveis, = e vy,

uma independente da outra sendo possivel a sua solugao por separacao de variaveis.

7.1.4 Particula na caixa bidimensional

Agora, vamos analisar a particula confinada em uma superficie retangular com
comprimento L; na dire¢cdo x e Ly na direcao y. Novamente, a energia potencial V (z) é

nula em todos os pontos com excecao nas paredes a qual é infinita.

A diferenca na equacgao é que temos que considerar duas varidveis, uma vez que

estamos em um espago bidimensional; logo a equagdo de Schridinger é dada por

R (0*w 0w

Temos que resolver uma Equac¢do Diferencial Parcial. Para isso, utilizaremos o
método da separagao de variaveis. Esse método consiste em dividir a equacao inicial em

duas ou mais equagoes diferenciais ordinarias, uma para cada variavel.

7.1.4.1 Resolugao por separagao de variaveis

No caso da caixa bidimensional, a solugao é simples. Escreveremos a funcao de
onda como um produto de duas fun¢des: uma dependendo apenas da variavel x e a outra

da variavel y.

A separacao consiste em escrever a funcao de onda da seguinte forma:
U(z,y) = x(x)e(y)

que resultara nas seguintes equagoes, cada uma para sua respectiva coordenada

_RE&x
omdr2 X
h? d?¢

%Y _ g
2m dy? v
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Como x independe de y e ¢ independe de x torna-se viavel a separacdo das
variaveis por meio de um produto de funcodes. Entao, por propriedades das derivadas

parciais, podemos escrever

0w B Py B d*p
or2  Ox2 _de2

e também
U Pxp  dx

Oy? Oy? v dy?

Substituindo ambas as equagoes em (7.11), temos

R [ d%p %
S BVt PR ) )
2m (X dx? + (pdgﬂ x¥

e, dividindo ambos os membros da equacao por yy obtemos a seguinte expressao

1d*>y 1d%p _ 2mE

x dz? ¢ dy? h?
Notemos que o segundo membro da equacao é uma constante, nao variando, assim,
independente dos valores de = e y no primeiro membro da equagao. Se variarmos x apenas

o termo que depende dessa variavel altera-se e como o termo do segundo membro é uma

xT

constante podemos escrevé-la como — . E como raciocinio andlogo, podemos realizar

2
0 mesmo para ¥y escrevendo-o como — hQE Y Portanto, £ = E, + E,. Logo, concluimos
que

1d*x _ 2mE,

xdz2 ~ Rh2

1d%p _ 2mkE,

; dy? O R2

que, como podemos observar, sao duas equacoes diferenciais ordinarias cada uma para sua

respectiva coordenada.

Esse processo resultou em equacoes diferenciais ordinarias semelhantes a equacao
de Schrodinger para a particula numa caixa unidimensional. E possivel fornecer o mesmo
tratamento algébrico para uma particula em uma caixa tridimensional separando suas

respectivas variaveis e encontrando trés equacoes diferenciais ordindrias.

A seguir, apresentaremos uma aplicacdo da funcao de onda que é o processo de

tunelamento no qual é um fenémeno que a particula atravessa a barreira de potencial.

7.1.5 Processo de tunelamento

Tunelamento quéantico ou também chamado efeito tinel ocorre quando uma onda,
em seu percurso, encontra uma barreira de potencial. A intensidade da onda nao decresce

a zero no obstaculo mas sim exponencialmente apos o contato.
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No estudo da mecanica classica, um elétron com uma determinada energia E
encontra uma barreira com energia P, ele reflete-se totalmente (para P > E). Porém, na
mecAnica quintica existe uma certa probabilidade de o elétron atravessar a barreira. E
possivel observar esse fendmeno por intermédio de experimentos e suas aplicagoes sao
inimeras, como por exemplo, os diodos tinel que é um semicondutor extremamente rapido
em que sua operacao é na casa dos GG H z, microscopios de varredura por sonda, transistores

de efeitos de campo, entre outros.

Através da Equacao de Schrodinger é possivel calcular a probabilidade de tune-

lamento de uma particula com massa m ao encontrar um obstaculo. Da equacao (7.2)
k*h?

cuja solugao ¢ ¥, = Ae'* + Be™*® ¢ F = = kh = (2mE)"/? descreve a onda antes
da incidéncia na barreira finita. Para a regiao da barreira, no intervalo [0, L], a energia

potencial V' é constante, entdao a equagao de Schrodinger é

2 o
T v = B
2m dx? tV

Considerando que as particulas tenham as somas das energias potencial e cinética
E menores do que a energia potencial V' constante (F < V'), entdo podemos escrever a

equagao da seguinte forma:
h? d*w
—+(V-EW=0

2m da?

De fato, nessas condig¢oes, V — E resulta em energia positiva, entdao de acordo com

o Teorema 2.4.1 (i) a solugao é dada por

W =Ce*+De** O DeR

kh = [2m(V — E)]/?

Observe que se E > V a solucdo torna-se complexa de acordo com o Teorema 2.4.2.

Com efeito,
h? d*w d>v 2m

L —E)W = 4 E-VW=
5 d$2+(V ) 0:>d:£2+h2( V) 0

sendo a equagao caracteristica dada por

2m
A+ T (E=V)=0
. , - . [2m . [2m 2m
cujas raizes sdo Ay =i ﬁ(E —V)el =—i ﬁ(E — V). Fazendo ¢ = ﬁ(E -V),

temos, como solugao geral de acordo com o Teorema 2.4.2, a seguinte funcao:

VU(x) = Acos(pz) + B sen(pzx), A, BeR
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H&a uma série de aplicagoes do efeito tinel e um exemplo sdo os diodos tuneis
descoberto em 1973 pelo fisico Leo Esaki. Este tipo de semicondutor funciona somente na
area de resisténcia negativa que, ao diminuir a tensao tem como consequéncia o aumento
da corrente, porém apenas quando tais tensoes estao proximas de zero. Ao trabalhar com

tensoes fora dessa regiao considerada, o diodo tinel funciona como um diodo comum.

Na proxima secao, apresentaremos o oscilador harmonico simples para a mecanica
quantica. No Capitulo 4, analisamos os osciladores em sistemas mecéanicos e elétricos,

porém o estudo a seguir estudaremos esse tipo de oscilagao para sistemas microscépicos.

7.2 Oscilador harmoénico simples (quantico)

No estudo da Mecanica Classica, em algum momento, estudamos o oscilador
harmonico simples. Neste trabalho, o estudamos no Capitulo 4 fazendo uma analise por
meio da Lei de Hooke. A descricao desse tipo de sistema é dado por uma energia potencial
tal que

-
V(z) = 3 kx (7.12)
onde k ¢é a constante elastica da mola e z é o deslocamento em relacao ao equilibrio do

sistema.

Vimos, também, que as solucoes da equacao diferencial mz” + kx = 0, sdao funcoes
que oscilam & medida que o tempo varia de acordo com a frequéncia natural w,, = \/% .
Porém, é importante ressaltar que esse tipo de oscilador nao esta presente apenas em um
sistema massa-mola. Estudamos as oscila¢oes dos circuitos elétricos e ha, por exemplo, as

oscilacoes de um péndulo e de fluidos.

Considere uma particula de massa m que esta sob a acdo de um potencial V'
conforme a expressao (7.12). Observe que esta expressdo tem a forma de uma fungao
polinomial do segundo grau, ou seja, graficamente esta representa uma parabola, disso
decorre que a caracteristica da energia potencial deste tipo oscilador também é denominada

como energia potencial parabélica (ATKINS; PAULA, 2008). Sabemos que k = mw?, entdo

1
V(z) = 5 mw?z? (7.13)

A relevancia para a mecanica quantica estd nos niveis de energia para sistemas
microscopicos, como nas vibragoes das moléculas em gases e também em sélidos, em que a
solucao da Equacao de Schrodinger para este tipo de potencial é importante. Vale ressaltar
que esta nao envolve a forca que age sobre a particula, mas sim a energia potencial sobre
todo o sistema. Entao, a constante k pode ser entendida como um valor que indica o

quanto a energia potencial do sistema aumenta, sendo o valor de referéncia V' =0 e x = 0.
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Sabendo que k = mw?, entdo a Equacdao de Schrodinger (7.8) independente do

tempo pode ser escrita como
—— —— 4+ W’V = EV¥ (7.14)

onde substituimos (7.12) em (7.8).

Em se tratando da expressao (7.12), a figura abaixo representa graficamente a

energia potencial parabodlica do sistema.

—A +A

Figura 38 — Energia potencial V' em func¢ao do deslocamento x.

Quando a particula é afastada da posicao inicial z = 0, a mesma passa a oscilar
no intervalo [—A, +A] e E é o nivel de energia quando x = £A e nestes pontos a energia

cinética é nula sendo a energia total igual a energia potencial.

Para solucionar a Equacao de Schrodinger para o oscilador harmonico, temos que

fazer algumas substitui¢oes convenientes. Mas, antes disso, sabemos que

w1,
_ T kW - B =
2m dx? + ka 0

e, colocando na forma padrao, temos que

d?v omE  kma?®
_ 7 —
" l R ] :
Dai. sei Vkm L km \ 2mE .
ai, sejam p = —— pP=— e = "—— entdo
h h?2 h?2
>
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e, assim, seja { = /px. Dali,

a _dvdg _ d¥ _ —d¥
de  de do de VPe

d*w a4

_ —— = p _

dz? dg?
sendo esta ultima implicacao obtida ao observar as derivadas de ordem superior como
sendo aplicacdo de operadores diferenciais. Com essa mudanca de variavel, a equacao de

Schrédinger é reescrita na variavel £ da seguinte maneira:

¥ (§)

ot = e =0 (7.15)

Na equacio acima, fazemos ¥ (&) = e~ €/2) p(£), entdo

— ¥ (g) — (&2 d*n(€) _ 256—@2/2) dﬂ(ff) L) o—(€2/2) n(€)

que é o resultado, também, obtido por Donangelo e Capaz (2009). Agora, substituindo o
resultado acima na equagao (7.15), temos a seguinte equacao diferencial de segunda ordem

do oscilador harmonico:

~ 2 4 (- ute) (7.16)

d*n(€)
de?

conhecida como Equacdo de Hermite. As solu¢oes dessa equacgao diferencial sao chamadas

de Polinomios de Hermite.

Definicao 7.2.1 (Polinomios de Hermite). Os Polindémios de Hermite sdo definidos da

seguinte forma:

42
n t2dn€ ¢

H,(t) = (-1 1
(1) = (-1re S (7.17)
para todo n € N*. Temos também que,

H,(—t) = (—=1)" H,(t) (7.18)

o que significa dizer que se n é par, H, é par e se n é impar, H, é impar.
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A partir de entao, podemos definir os cinco primeiros Polinémios de Hermite:

Ho(t) =1

Hi(t) = 2t

Hy(t) = 4t* — 2

Hs(t) = 8t° — 12t

Hy(t) = 16t* — 48t* + 12

A equacgao (7.16) pode ser reescrita da seguinte maneira quando p = 2n + 1:

¢ Hu (&) . dHA(§)
de? d¢

As solugoes da equacao acima sao dadas por:

—2¢ + 2nn(§) (7.19)

k

Hop (&) = Z c:€* no caso par (7.20)
i=0
k .
Hor1(€) =" di&** no caso impar (7.21)
i=0

em que ¢; e d; sao os coeficientes. Estes sdo dados, segundo Donangelo e Capaz (2009),
conforme a seguinte relagdo de recorréncia:
4(i — k)
Cit1 = 57 ;
2(i 4+ 1)(20 + 1)

¢; para os polinomios de grau 2k. (7.22)

41 — k
dip1 = 20 +(i)(21 )+ 3) d; para os polindmios de grau 2k + 1. (7.23)

Para um aprofundamento do estudo do oscilador harmonico simples e as solugoes

das equagoes de Hermite, sugerimos a leitura de Donangelo e Capaz (2009).

Neste capitulo, apresentamos a Equacao de Schrédinger que tem como solugao a
funcdo ¥ denominada func¢ao de onda. Primeiramente, mostramos a particula na caixa
unidimensional e, como solugoes aceitaveis, a energia potencial é nula na regidao entre as
paredes da caixa. Para este caso a abstracdo do modelo estd em considerar como hipdtese
inicial a equacdo (7.5) e, a partir dai, a formulagio do modelo tem como consequéncia a

Equagdo de Schridinger considerando a energia potencial V' nula e, portanto, a equagao
2

;2 d - . .
dada é % p) + B = 0. Tendo a equacao modelada, passamos a etapa resolu¢ao, neste
x
caso, analiticamente, de acordo com o Teorema 2.4.2. Apresentamos como aplicacdo o
processo de tunelamento que é conhecido, também, como efeito tinel. Esse efeito pode ser

encontrado nos semicondutores chamados diodos tineis.
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Para a particula na caixa bidimensional, mostramos a Equacao de Schridinger para
um espago de duas dimensoes. Apesar deste trabalho estar concentrado nas equagoes dife-
renciais ordinarias, este modelo é dado por equagoes diferenciais parciais, porém, de sorte,
a resolucao deste modelo é dada por separacao de varidveis que consiste em transformar o
problema inicial em duas EDO uma para cada variavel, isto é, uma dependendo de x ¢ a

outra de y. Este par de equacgoes diferenciais é dado por:

1 d*y _ 2mkE,

ydr? h?

1 d*p _ 2mkE,

© dy2 - h2

Como tltima aplicagao, apresentamos o oscilador harmonico simples. Como abs-
tragdo, utilizamos como hipdtese a equagao (7.8) e, sabendo que a energia potencial é
V(z) = % kx?, substituimos esse valor na equacao mencionada e, portanto, temos a formu-
lagao do modelo descrito na equagdo (7.16). Como resolugdo, transformamos a equagao
(7.16) numa equagao denominada equagao de Hermite cuja solugao é dada pelos polinémios

de Hermite.
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8 Consideracoes Finais

Neste trabalho, apresentamos modelos matematicos descritos por Equagoes Di-
ferenciais Ordinarias para diferentes areas do conhecimento. A andlise dos modelos foi
dada a partir das etapas propostas por Bassanezi (2002) para a obtenc¢ao de um modelo

matematico.

No Capitulo 2, foram apresentados alguns conceitos e teoremas sobre as Equagcoes
Diferenciais Ordinérias que foram utilizados para descrever e solucionar os modelos
mostrados nos capitulos subsequentes. Para um aprofundamento do estudo desses tipos de
equagoes sugerimos a leitura de Boyce e Diprima (2006) e Zill e Cullen (2001) que também

trazem outros modelos mateméticos diferentes dos apresentados neste presente trabalho.

No Capitulo 3, apresentamos o conceito de modelo matemético segundo Bassanezi
(2002) e as etapas que ele descreve para obter o modelo estudado para assim adequa-las a

cada situacao apresentada nos modelos estudados.

No Capitulo 4, as vibragoes livres amortecidas e ndo-amortecidas foram apresentadas
como aplicagdes das EDO na Engenharia Mecanica bem como os circuitos elétricos RC, RL,
LC e RLC na Engenharia Elétrica. Podemos, também, analisar os modelos matematicos
de ambas as areas por meio de comparacoes. Apesar de serem areas distintas, os modelos
focalizados tém principios muito comuns que é a oscilagdo do sistema mecanico e do
sistema elétrico e entao foi possivel utilizar uma tnica analise para fornecer respostas para
dois modelos aparentemente distintos. As Tabelas 1 e 2 apresentaram um conjunto de
comparagoes neste sentido. E importante ressaltar que procuramos fornecer as resolucgoes
de maneiras distintas, por exemplo, solucionando os problemas de valores iniciais tanto
pela Transformada de Laplace quanto pelos teoremas apresentados no Capitulo 2 que
também contém um breve estudo das transformadas. Um olhar tanto algébrico quanto
grafico foi utilizado para nos mostrar visoes distintas dos fendmenos analisados e apds as
aplicagdes resumimos brevemente as etapas para a obtencao de um modelo proposto por
Bassanezi (2002).

No Capitulo 5, apresentamos um modelo matematico aplicado a Fisica a respeito
do movimento de queda livre com influéncia do atrito. Primeiramente, foi trazida uma
abordagem historica do Célculo Diferencial e Integral que foi inventado para explicar e
solucionar fenémenos naturais. Sua formalizacao deu inicio com Newton e Leibniz, mas
sabemos que seus primérdios estao concentrados, como ja citado, nos trabalhos de Eudoxo
e Arquimedes, por exemplo. Esse modelo é abordado sem a resisténcia de um fluido, por
exemplo, o ar, porém demos um enfoque com essa influéncia na qual recai numa EDO de

Bernoulli.
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No Capitulo 6, foram apresentados dois modelos matematicos, sendo o primeiro, o
Modelo de Gompertz para crescimento de tumores comparando-o com uma abordagem via
Modelo Logistico e o segundo, Modelo matematico para absor¢ao de drogas. No primeiro,
procuramos abordar o crescimento de tumores de acordo com o estudo de Domingues (2011)
e uma nova abordagem com os mesmos dados pelo Modelo Logistico. A partir disso, tendo
ambos os dados, procuramos compara-los e observar as diferencas existentes. No segundo
modelo, abordamos a queda da concentragao da medicagao na corrente sanguinea via
modelo simples em que sua solugao da-se por separacao de variaveis. Para uma aplicacao,
buscamos informagoes do medicamento Fenobarbital e estudamos algébrica e graficamente

a queda de concentragao desta medicacao na corrente sanguinea.

No Capitulo 7, um estudo de modelos matematicos na Quimica foi apresentado. Fs-
tudamos a funcao de onda de acordo com a Equacao de Schrodinger para qualquer sistema.
Primeiramente, mostramos as solugoes aceitaveis da particula na caixa unidimensional e
apos isso, apresentamos a particula na caixa bidimensional; modelada matematicamente
por uma equagao diferencial parcial a qual resolvemos por separacao de variaveis trans-
formando, assim, o problema em duas equagoes diferenciais ordinarias, uma para cada
variavel em questao. O processo de tunelamento foi uma outra aplicacdo apresentada.
O efeito tunel consiste em uma particula que atravessa uma barreira de potencial nao
ficando totalmente confinada dentro da caixa como as aplicagdes da particula na caixa
unidimensional e bidimensional. O diodo tiinel é um semicondutor rapido que trabalha
na casa dos GHz e ¢ um tipo de aplicacao do efeito tinel. Finalmente, apresentamos o
oscilador harmonico simples na mecanica quantica que analisa a oscilacdo em sistemas
microscopicos. Por exemplo, o movimento de vibracao de dois &tomos em uma molécula
diatdmica pode ser representado por esse tipo de oscilador. A modelagem desse sistema
é dada pela Equacao de Schrodinger sendo a energia potencial deste sistema fornecida
por V(z) = %ka. Dado que a funcao V' é um polinémio de grau dois, entao tal energia
é denominada de “energia potencial parabdlica” A solugao da equacgao diferencial que

descreve este sistema é dada pelos polinomios de Hermite.

Como ja dito anteriormente, procuramos, nesta pesquisa, apresentar alguns modelos
matematicos em cada area do conhecimento abordada. Sugerimos uma continuacao da
pesquisa por meio de outros modelos em outras areas ou até o aprofundamento nas areas
apresentadas aqui. Ha a possibilidade de fornecer, também, um tratamento numérico para
solucionar as equagoes diferenciais ordinarias que descrevem os fenémenos apresentados
e nao apenas um tratamento analitico como foi mostrado. Trabalhamos com modelos
continuos, porém hé a possibilidade de trabalhar com modelos discretos, por exemplo, o
modelo logistico de diferenga dado por y;+1 = y¢(r — dy;), aplicagoes de sistemas lineares
e nao lineares de diferencas para determinar a interacao entre duas espécies em que
h& um sistema hospedeiro e um parasita. No caso de sistemas de equagoes diferenciais

no caso continuo é possivel trabalhar concomitantemente com os conceitos de Algebra



137

Linear, como auto-valores e auto-vetores tanto no caso real como no complexo. Um modelo
matematico descrito por um sistema de equagoes diferenciais é o predador-presa que
descreve a interagao de duas espécies diferentes de animais em um mesmo ambiente ou
até mesmo os chamados modelos de competicao em que duas espécies de animais que
ocupam 0 mesmo ecossistema competem nao entre si, mas pela mesma fonte de recursos,

por exemplo, alimentos e habitat.

Por intermédio de nossas questoes iniciais, principalmente aquela que verte na
utilizagao dos conceitos matematicos profissionalmente, apresentamos modelos descritos
por equacoes diferenciais que explicam fendomenos que sao estudados por profissionais de
cada area. A conceitualizacdo matematica e a sua possivel intervencao pratica por meio da
modelagem de sistemas fornece ao estudante possiveis subareas em que héa a possibilidade
de estudar projetos e aplicd-los. Um exemplo ¢ o circuito RLC' em que é possivel observar,
em um osciloscopio, o comportamento da oscilagao por causa da dissipagao de energia
no resistor, ou seja, por meio de um aparelho usado na pratica é possivel confirmar e

comparar os calculos realizados teoricamente.

Do que apresentamos nesta pesquisa, sugerimos, para cada modelo nas areas do
conhecimento abordadas, a criagao de sequéncias didaticas para o ensino de EDO por
meio da Modelagem Matematica. Como dito na Introdugao, nao estamos defendendo o
ensino deste topico matematico sem seu enfoque formal, mas que tenha a possibilidade de
apresentar aplicacoes das equagoes diferenciais, pois elas surgiram para resolver problemas

de outras ciéncias.
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