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RESUMO

Tendo em vista a importancia da Modelagem Matematica, este trabalho tem como
intuito de refletir sobre o estudo da Modelagem como “ferramenta” na
interdisciplinaridade e observar as diferentes estratégias de resolu¢cdo de um mesmo
problema de forma analitica, nhumérica e computacional, com auxilio do pacote
Simulink. Com isto, podemos aprimorar a andlise e interpretacdo de diferentes
modos para sua resposta. Nesse trabalho revemos os conceitos sobre a modelagem
matematica e sobre sua historia, bem como sua passagem pelo Brasil.
Evidenciamos os componentes que compdem o problema proposto: o circuito
resistor, indutor e capacitor (RLC) em série. Esse problema pode ser representado
por uma Equacado Diferencial Ordinaria (EDO) de segunda ordem, onde podemos
variar tanto quanto o capacitor, indutor, resistor e sua fonte. Com base nesse circuito
analisamos a corrente elétrica para uma resposta natural e forcada. Por fim,

evidenciamos as vantagens de se analisar esta EDO atraves dessas trés formas.

Palavras-chaves: Modelagem Matematica, Circuitos Elétricos, Equacdes
Diferencias Ordinarias, Estratégias de Resolucgéao.






ANALISYS OF DISTINCTS SOLVING STRATEGIES ON ORDINARY
DIFFERENTIAL EQUATIONS: A STUDY CASE ABOUT ELECTRICAL CIRCUITS

ABSTRAT

Once establish the importance of Mathematical Modeling, this paper target reflect the
study of modeling as an interdisciplinary tool and observe different strategies for
solving a same problem thru analytical, numerical and computational ways using
Simulink's package. And so, enhance the analysis and interpretation of different
responses. In this paper, we review some mathematical modeling concepts and its
using beginning in Brazil. The main components that comprise the proposed problem
are the resistor circuit, inductor and capacitor (RLC) inline. This problem can be
represented by an Ordinary Differential Equation (ODE) of second order, which can
vary as much as the capacitor, inductor, resistor and its source. Based on this circuit
we analyze the electrical current to a natural and forced output. Finally, we expose

the advantages of analyzing this EDO through those three ways.

Keywords: Mathematical Modeling, Electrical Circuits, Ordinary Differential
Equations, Solution Strategies.
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1 INTRODUCAO

A Modelagem Matematica € um conteudo muito agradavel o qual chama atencao por
enxergar o problema de outro modo, transformando o problema em um processo
dindmico, onde por meio de um modelo podemos obter resultados. De modo, que a
pessoa passa a selecionar as variaveis e modifica-las a fim de obter a validacédo da

sua solucéo, para poder aplica-la no seu estudo.

Conforme Boyce (2006, p.1)

Muitos dos principios, ou leis, que regem o comportamento do mundo
fisico sdo proposicdes, ou relagdes, envolvendo a taxa segundo a qual
as coisas acontecem. Expressas através de uma linguagem matematica,
as relacdes sao equacdes com taxas derivaveis, sendo também
equacdes diferenciais. Portanto para compreendermos problemas
envolvendo circuitos elétricos, aumento de populacdo, terremotos e
dentre outros, é necessario compreender as equacgdes Diferenciais.

Desse modo uma equacdo diferencial descreve algum processo fisico que é
chamado de modelo matematico. Entdo para que possamos entender as
possibilidades e contribuicbes desses problemas analisaremos as diferentes

estratégias de resolucéo neste trabalho.

1.1. Objetivos

A proposta de trabalho é refletir sobre a modelagem matematica como “ferramenta”
no estudo de um circuito RLC série. Analisar as diferentes estratégias de resolucao
de um mesmo problema, de forma analitica, numérica e computacional®. Por fim,

contribuir com os estudos sobre o ensino de Equacgdes Diferencias Ordinarias.
1.2. Estruturado Trabalho
O presente texto esta subdividido em sete capitulos, pela seguinte ordem:

e Capitulo 1: uma breve introducéo, apresentando os objetivos do trabalho.
e Capitulo 2: fundamentacao tedrica, em que veremos as definigcbes e conceitos

da modelagem, sua historia e suas etapas.

! Denotaremos como computacional a resolugdo por meio do Simulink.
% Henry Pollak um dos pioneiros no campo de aplicacdes e modelagem na educacéo matematica. Na
década de 70, pediu uma integracdo de aplicacées e modela¢é@o no ensino da matematica. O cenario
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Capitulo 3: o caso dos Circuitos Elétricos, onde iremos apresentar 0s
elementos que compdem um circuito elétrico, assim como as leis que regem
este sistema.

Capitulo 4: associacdo do circuito elétrico e seus componentes, em que
abordaremos sobre a forma que os elementos se relacionam. E os trés tipos
de solucdes que podemos utilizar para a analise do circuito.

Capitulo 5: resolucdes e resultados de alguns circuitos, em que
evidenciaremos a utilizacdo das diferentes estratégias para resolucdo do
problema e suas vantagens e desvantagens de cada solucéo.

Capitulo 6: consideracfes finais, em que apresentaremos 0s resultados
obtidos, reforcando os aspectos e conceitos que foram apresentados durante
o trabalho.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

A Matemética sempre esteve presente no nosso cotidiano. Por isso o homem desde
sua origem quer cada dia compreendé-la gradativamente mais, seja resolvendo um
problema, exercicio ou uma situacdo por mais simples que seja. Na tentativa de
explicar uma porgdo da realidade utilizamos um modelo nessa tentativa de
entendimento, modelo tem como origem o termo italiano modello e seu conceito tem

diversas acepcoes e significados.
Um modelo pode ser:

e modelo (artes plasticas) — representacao em escala de um objeto.

e modelo (cientifico) — processo de criar uma representacdo abstrata, conceptual,
grafica ou visual a fim de analisar, descrever, explicar, simular e prever
fendbmenos ou processos.

e modelo (profissdo) — pessoa que posa para fotografias, desenho, pintura ou
escultura.

e modelo (documento) — gabarito.

e modelo (fisico)- prototipos e plantas-piloto.

Dentre estas divisdes, 0 que nos cabe é considerar apenas o que se refere ao
modelo cientifico — que juntamente com uma ferramenta essencial, a matematica,
nos permite analisar os comportamentos de um sistema complexo em situacdes

geralmente dificeis de observar na realidade.
O dicionario Houaiss online define a matematica como:

substantivo feminino ( 1537-1578) mat

1 ciéncia que estuda objetos abstratos (numeros, figuras, funcdes) e as relacoes
existentes entre eles, procedendo por método dedutivo

2 ped ensino dos processos, operacdes e propriedades matematicas

3 tratado, compéndio de matematica

Locucbes

m. aplicada mat

ramo da matematica que opera com grandezas mensuraveis do mundo fisico, bem
como com dados quantitativos referentes a fatos (sociais, econémicos) e que leva
em conta a no¢do de movimento
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m. elementar mat
a que é ensinada nos cursos do ensino fundamental
m. pura mat

ramo da mateméatica que estuda os algarismos e numeros enquanto quantidades
abstratas, bem como a nocéo de ordem

m. superior mat

1 matematica avancada, de ambito que transcende a aritmética, geometria, algebra
e trigonometria ordinarias

2 matematica ensinada em escola superior preparatéria para carreira cientifica, cujo
estudo prossegueger. uma vez concluido o curso

nova m. mat ped

sistema unificado e sequencial do ensino de matematica e aritmética, desenvolvido
na década de 1960 a partir da teoria dos conjuntos, cujos conceitos basicos explicita
melhor

Etimologia

lat. mathematica,ae (sc. mathematica ars) '(arte das) matematicas; astrologia’ <
gr. mathematiké, fem. de mathématikés 'matematico’; ver matemat(i)-
e — ica; f.hist. 1537-1578 mathematicas

Portanto, a matematica é vista como uma ciéncia que estuda objetos e relacdes
através do método dedutivo, no qual contém axiomas e regras. Com ela podemos
operar com grandezas mensuraveis do mundo fisico, possibilitando a analise de

problemas reais.

Com isso, a ideia de modelo juntamente com as reflexdes acima, tem uma nova

perspectiva, denominada modelo matematico. Abaixo reunimos alguns conceitos:

e “Modelo Matematico € um conjunto de simbolos e relagbes matematicas que

representam de alguma forma o objeto estudado.” (BASSANEZI, 2002, p.20);

e “Um conjunto de simbolos e relacbes matematicas que traduz, de alguma
forma, um fenbmeno em questdo ou um problema de situagdo real.”
(BIEMBENGUT & HEIN, 2000, p.12);
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e “E um sistema de equacdes, cuja solucdo, dado um conjunto de dados de

entrada, € representativa da resposta do processo.” (DENN,1986, p.14);

e “Um modelo nada é mais do que uma abstragcdo matematica de um processo
real.” (SEBORG, 2004, p.16);

Todavia, conforme Bassanezi (2002, p. 20), a esséncia de um modelo matematico:

....consiste em se ter uma linguagem concisa que expresse nossas
ideias de maneira clara e sem ambiguidades, além de proporcionar um
arsenal enorme de resultados (teoremas) que propiciam o uso de
métodos computacionais para calcular suas solu¢des numeéricas.

Percebemos entdo, que os caminhos, para se chegar a um modelo matematico ndo
sdo nada triviais, estimulos deverdo ser assumidos de forma a representar a
matematica, isto €, o tipo de modelo a ser utilizado dependera da situagcédo
analisada, das variaveis e dos recursos disponiveis. A este processo denominamos

Modelagem Matematica, que fornece base a um modelo matematico.

Deparamo-nos com mais algumas definicbes sobre a modelagem matemaética,
como:
e “Um processo dinamico utilizado para a obtencao e validacdo de modelos
matematicos. E uma forma de abstracdo e generalizagdo com a finalidade de
previsao de tendéncias.” (BASSANEZI, 2002, p.24);

e “Uma arte, ao formular, resolver e elaborar expressdes que valham néo
apenas uma solucao particular, mas o que também sirvam, posteriormente,
como suporte para outras aplicacbes e teorias.” (BIEMBENGUT e HEIN,
2000, p. 20);

Com esses conceitos, podemos resumir a modelagem matematica como um
processo em que se formula e elabora novas ideias de um determinado problema
real, a fim de tornar o aluno critico e transformador de sua realidade. Além disto, a
modelagem oferece uma oportunidade de se trabalhar a interdisciplinaridade com

outras areas, tais como: a biologia, fisica , quimica, dentre outras.



26

A fim de esquematizar esse processo de modelagem matematica, Bassanezi (2002)

0 representa como podemos notar na Figura 1 abaixo:

TEORIA MATEMATICA

yy técnicas
matematicas
< MODELO >
I I I INTERPRETACAO
PROBLEMA
ORIGINAL
RESULTADOS

Figura 1 — Processo de Modelagem segundo Bassanezi (2002, p.25)

Além disso, a utilizacdo da Modelagem Matematica contribui como estratégia de
ensino-aprendizagem, proporcionando uma forma significativa para reflexdes, néo

somente na area da matematica, mas na interpretacéo da linguagem do mundo real.

Conforme D’Ambrosio (1986, p.17)]

O individuo ao mesmo tempo em que observa a realidade, a partir dela e
através da producdo de novas ideias (mentefatos) e de objetos concretos
(artefatos), exerce uma acao na realidade como um todo.

Reforcando a ideia de D’Ambrosio (1986), podemos dizer que ao utilizarmos a
modelagem matematica na resolucédo de problemas reais, o individuo passa a ter um
senso observador e critico. Podemos observar esse fato durante a historia da
modelagem matematica, em que varias pessoas veem a necessidade de se adaptar

ao meio que vivem.
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2.1. Caminhos da modelagem

A matemética nos rodeia desde a antiguidade e alguns fatos estdo registrados na
nossa historia. Conforme Boyer (2010, p.18)
O quarto milénio antes de nossa era foi um periodo de notavel progresso
cultural trazendo o uso da escrita da roda, e dos metais. Como no Egito
durante a primeira dinastia que comecou pelo fim desse maravilhoso
milénio, também no vale mesopotamico havia por essa época uma

civilizacdo de alto nivel. Ali os sumérios tinham construido casas e templos
decorados com ceramica e mosaicos artisticos em desenhos geométricos.

A invencdo da roda pelos sumérios foi um dos primeiros modelos matematicos
produzidos pela humanidade, pois um tronco rolando com objetos pesados foi um
método para se melhorar o transporte. Na histéria podemos observar outros
exemplos de modelos mateméaticos como: (a) a semelhanca de triangulos do filésofo
grego Tales de Mileto, que constitui uma importante ferramenta da Geometria no
calculo de distancias inacessiveis e nas relacdes envolvendo semelhanca entre
tridangulos; (b) a musica do fildsofo grego Pitagoras, o comprimento das cordas
vibratérias produzindo ondas sonoras em mutua harmonia; (c) as Leis Fundamentais
da Estatica pelo matematico e fisico grego Arquimedes; (d) as relacbes entre
equacles algébricas e os lugares geométricos pelo fisico, matematico e fildésofo

francés René Descartes;

Os fatos acima representam um modelo matematico, pois para um determinado
problema real, foi utilizado o método dedutivo a fim de colher um conjunto de dados,
gue juntamente com as relacdes adquiridas obteve-se um modelo. O termo modelo
matematico foi introduzido no século XIX pelos matematicos Lobachewsky e
Riemann, ao criarem os modelos propostos pelas Geometrias ndo euclidianas —

geometria baseada num sistema axiomatico distinto da Euclidiana.

Na literatura mundial da Educacdo Matematica, segundo Pollack?® (2001), ha alguns
indicios sobre quando e por meio de quem o termo “modelagem matematica” passou

a ser utilizado. Nos EUA evidéncias sdo encontradas em uma colegdo de texto

2 Henry Pollak um dos pioneiros no campo de aplicagdes e modelagem na educagdo matematica. Na
década de 70, pediu uma integracao de aplicacbes e modelagéo no ensino da matematica. O cenario
educacional foi moldado pelo movimento Nova Matematica. Internacionalmente, a participacdo de
Pollak para aplicacdes e modelagem tornou-se particularmente visivel no ICME IIl de 1976, quando
apresentou sua pesquisa sobre "A interagdo entre a Matematica e outras disciplinas
escolares" (POLLAK, 1979).
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preparados entre 1958 e 1965, nos trabalhos realizados pelo School Mathematics
Study Group (SMSG)® entre os anos 1966 a 1970, no 69° anuario da National
Society for the Study of Education em que ha um capitulo em que Pollack descreve
0 processo de modelagem sem fazer uso do termo e no New Trends in Mathematics
Teaching IV, baseado nos anais do ICME Ill, um capitulo — The Interaction between
mathematics and other school subjects — no qual ele apresenta um panorama sobre
as aplicacbes matematicas no ensino e detalha o processo de construcdo de

modelos.

O debate sobre modelagem e aplicacbes na Educacdo Matematica no cenario
internacional ocorre, em especial, na década de 1960, com um movimento chamado
“utilitarista”, definido como aplicagao pratica dos conhecimentos matematicos para a
ciéncia e a sociedade que impulsionou a formacdo de grupos de pesquisadores
sobre o tema. Dentre 0s eventos encontra-se o Lausanne Symposium, em 1968 na
Suica, que tinha como tema como ensinar matematica de modo que seja util, com
situacdes do cotidiano do estudante e ndo aplicacdes “padronizadas”, mas que
favorecessem a habilidade para “matematizar” e modelar problemas e situa¢des da
realidade. Na Europa, um grupo liberado por Hans Freudenthall, denominado IOWO
(Holanda), e outro, coordenado por Bernhelm Boss e Morgens Niss (Dinamarca),
atuavam neste sentido, tal que em 1978, em Roskilde, foi feito um congresso sobre

0 tema Matematica e Realidade que contribuiu para a consolidacéo.

Esses movimentos educacionais pela modelagem matematica na educacdo
influenciaram o Brasil praticamente ao mesmo tempo, com a colaboracdo dos
professores, representantes brasileiros nha comunidade internacional de Educacéo
Matematica. Por volta da década de 1970 surgem os primeiros trabalhos, aqui no
Brasil, sobre modelagem matematica, no ensino, promovidos, segundo Biembengut
e Hein (2003), pelos professores Aristides C. Barreto, Ubiratan D’Ambrosio e Rodney

C Bassanezi (uma breve biografia em anexo).

® O School Mathematics Study Group (SMSG)foi um instituto académico americano focado na
reforma na educacao matematica. Dirigido por Edward G. Begle e financiado pela Fundagdo Nacional
de Ciéncias, o grupo foi criado em meio a crise do Sputnik , em 1958, com intuito da criagdo e
implementacao da matematica no curriculo para o primario e o_ensino secundario, o que fez até o seu
término em 1977.
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Na década de 1980 surgem os primeiros cursos de pos-graduacdo em modelagem
matematica, que ganha proporcbes maiores como estratégia de ensino e
aprendizagem e em 2001 a Sociedade Brasileira de Educacdo Matematica, SBEM,
cria 0 Grupo de Trabalho (GT) de modelagem Matematica. Em Blumenau, Santa
Catarina, surge, em 2006, o Centro de Referéncia de Modelagem Mateméatica no
Ensino, CREMM.

Segundo informacdes extraidas do proprio sitio oficial do GT de Modelagem
Matematica, que também é conhecido por GT10, o grupo tem como principal missao
“favorecer o debate e a colaboracdo dos pesquisadores brasileiros que realizam
investigacbes sobre modelagem matematica, na perspectiva da Educacao

Matematica articulando o desenvolvimento dessa frente de pesquisa no pais”.

O CREMM?* apresenta como uma das principais metas “reunir, cada vez mais,
producdes académicas de modelagem do Brasil e demais paises do mundo e
divulgar esses materiais a todos os interessados e, ainda promover um conjunto de
acOes virtuais e presenciais com apoio de pesquisadores e professores”. Em 2007, o
GT10 reuniu diversos artigos sobre modelacdo matematica e os publicou em um
livro intitulado Modelagem Mateméatica na Educacdo Matematica: Pesquisas e
Praticas Educacionais. A obra apresenta a modelagem matematica de diversas
maneiras e em diversas situacdes, fazendo emergir, de certa forma, quatro grandes
areas de concentragcdo ou, em outras palavras, as tendéncias da modelagem

matematica no ensino:

I. Aspectos tedricos da modelagem matematica: em um primeiro momento, 0s
artigos apresentam uma preocupacdo com o aprofundamento teérico que contribua

para a aplicacdo da modelacdo matematica.

II. Modelagem e pratica de sala de aula: aqui sdo apresentadas as pesquisas de
campo tanto no Ensino Basico como no Ensino Superior. E 0 momento em que as

estratégias sao testadas.

* CREMM - Centro de Referéncia da Modelagem Matemaética no Ensino , iniciou com um nGmero
pequeno de producfes académicas. Com o apoio do Comité Assessor, o Centro segue ousado nos
propositos: ser um Centro de Estudo e Pesquisa integrado a outros Centros ou Grupos de Pesquisa
na area para promover agdes que contribuam para a Educagdo Matematica e dispor de um Sistema
de Documentacédo referente pesquisas e praticas pedagogicas de Modelagem Matematica no Ensino
dos mais diversos paises que possam subsidiar alunos, professores e pesquisadores.
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[ll. Modelagem matematica e as tendéncias da informagdo e da comunicacdo —
nessa tendéncia, os artigos defendem o uso da modelagem matematica por meio

dos ambientes virtuais de aprendizagem.

IV. Modelagem matematica e formacdo de professores: a modelagdo matematica
aqui é apresentada como estratégia de ensino para o educador e para o educando.

Apds uma breve retomada histérica sobre a modelagem, iremos relatar uma

sequéncia de etapas para a modelagem matematica, conforme Bassanezi (2002).

2.2. Etapas de uma modelagem matematica

Conforme Bassanezi (2002), a atitude mais importante quando se estuda a
modelagem é fornecer a validacao ou nao de um modelo. Mas para desenvolvermos
sua aceitacdo, necessitamos esquematizar suas etapas, por isto, as atividades

intelectuais da Modelagem Matematica esbocadas na Figura | sdo as seguintes:

b Problerpg e > 2 - Abstracao —> | lll - Modelo Matematico
Matematico
A l : A l H
' v ',' v
1 - Experimentagao /|3 - Resolugao: Estudo
K Analitico e Numeérico
"t : ;' >
: : ¥ e
; E — N7
: ' 5 - Modificagao \
R 2 S l 4
. .| e—> T — ~
Il - Dados Expenmentaifl <-—-»| 4-Validagao 3 > IV - Solugéao
6 - Aplicagao

Figura 2 — Esquema de uma modelagem
Fonte: Extraida de Bassanezi, 2002, p.27
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7

1. Experimentagdo: é uma atividade essencialmente laboratorial em que se

2.

processa a obtencdo de dados. Os métodos experimentais quase sempre sao
ditados pela prépria natureza do experimento e objetivo da pesquisa.
Entretanto, a contribuicdo de um matematico nesta fase, muitas vezes, pode
ser fundamental e direcionar a pesquisa no sentido de facilitar,
posteriormente, o calculo dos parametros envolvidos nos modelos

matematicos.

Abstracdo: € o procedimento que deve levar a formulacdo dos Modelos

Matematicos. Nesta fase, procura-se estabelecer:

Selecdo das variaveis: a distincdo entre as variaveis de estado que
descrevem a evolucdo do sistema e as variaveis de controle que agem
sobre o sistema. Uma das exigéncias fundamentais da pesquisa € que 0s
conceitos (varidveis) com os quais se lida seja claramente definidos.

Problematizacdo ou formulacdo aos problemas tedricos numa
linguagem propria da area em que se esta trabalhando: a adequacao
de uma investigacdo sistematica, empirica e critica, leva a formulacao de
problemas com enunciados que devem ser explicitados de forma clara,
compreensivel e operacional. Enquanto que a escolha do tema de uma
pesquisa pode ser uma proposta abrangente, a formulacdo de um

problema é mais especifica e indica exatamente o que se pretende

resolver.

Formulacdo de hipoteses: as hipbteses dirigem a investigacdo e séo
comumente formulacdes gerais que permitem ao pesquisador deduzir
manifestacbes empiricas especificas. As hipéteses devem incorporar
parte da teoria que podem ser testadas e desta forma constituem
investimentos poderosos para o avango da ciéncia. De uma maneira geral
as hipoteses se referem a frequéncia da inter-relacdo entre as variaveis
observadas experimentalmente (hipoteses observacionais), mas podem
também ser enunciadas de forma universal quando se procura generalizar
os resultados investigados. A geracdo de hipoteses se da de varios

modos: observacgéo dos fatos, comparagao com outros estudos, dedugéo
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l6gica, experiéncia pessoal do modelador, observacdo de casos
singulares da propria teoria, analogia de sistemas, etc. A analogia entre
sistemas é fundamental para a formulacdo e desenvolvimento de
modelos. A montagem do modelo matematico ocorre nesta fase do
processo de modelagem, depende substancialmente do grau de
complexidade das hipoteses e da quantidade das variaveis inter-
relacionadas. Um fenémeno biologico, por exemplo, raramente pode ser
representado, de maneira completa e abrangente em toda sua
complexidade, por uma equacdo matematica ou um sistema de equacao.
De qualquer modo, toda teoria tem sempre um estagio embriondrio e a
insisténcia sobre a profundidade desde o inicio poderia inibir seu

crescimento.

IV. Simplificacdo: os fendmenos que se apresentam para 0 estudo
matematico sdo, em geral, excessivamente complexos se 0s
consideramos em todos os seus detalhes. O método cientifico analitico,
iniciado com Galileu (1564 - 1642) e o método da razdo de Descartes,
consistem exatamente em restringir e isolar o campo de estudo
apropriadamente de tal modo que o problema seja tratavel e, a0 mesmo
tempo, mantém sua relevancia. Nao sdo raras as situacbes em que 0
modelo da origem a um problema matematico que ndo apresenta a
minima possibilidade de estudo devido a sua complexidade. Neste caso,
a atitude sera de voltar ao problema original a tentar restringir as
informacdes incorporadas ao modelo a um nivel que ndo desfigure
irremediavelmente o problema original, mas que resulte em um problema

matematico tratavel.

3. Resolucdo: o modelo matematico é obtido quando se substitui a linguagem
natural das hipdteses por uma linguagem matematica coerente. E muito
frequente, em se tratando de modelar fendbmenos que envolvam dados
temporais, obtermos equacdes que interpretam as variacdes das quantidades
(variaveis) presentes e consideradas essenciais. A modelagem pode vir a ser
o fator responsavel para o desenvolvimento de novas técnicas e teorias

matematicas quando os argumentos conhecidos nao sdo eficientes para
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fornecer solugbes dos modelos — nisto consiste a riqueza do uso da

modelagem, em se tratando de pesquisa no campo préprio da Matematica.

4. Validacdo: € o processo de aceitacdo ou ndo do modelo proposto.
Um modelo deve prever, no minimo, os fatos que o originaram. Um bom
modelo é aquele que tem capacidade de previsdo de novos fatos ou relagcbes

insuspeitas.

O problema de aceitacdo ou ndo de um modelo depende muito mais de
fatores que condicionam o modelador, incluindo seus objetivos e recursos
disponiveis — o simples confronto com os dados empiricos pode nédo bastar.
De qualquer forma, um bom modelo matematico € aquele que o usuario,
especialista na area em gque se executou a modelagem, o considera como tal,
tendo as qualidades de ser suficientemente simples e representar

razoavelmente a situacao analisada.

5. Modificacao: alguns fatores ligados ao problema original podem provocar a
rejeicdo ou aceitacdo dos modelos. Uma previsdo pode estar errada ou

discordar da intuicdo por forca das seguintes razdes:

¢ Alguma hipotese usada pode ser falsa ou ndo suficientemente proxima da
verdade, isto €, 0os pressupostos de partida sdo incorretos e/ ou constituem
uma simplificacdo demasiado drastica;

e Alguns dados experimentais ou informacfes podem ter sido obtidos de
maneira incorreta,;

¢ As hipoteses e os dados sao verdadeiros, mas insuficientes, e nossa intuicdo

da realidade é inadequada;

Conforme Bassanezi (2002, p. 24)

A modelagem eficiente permite fazer previsbes, tomar decisdes, explicar
e entender; enfim participar do mundo real com capacidade de

influenciar em suas mudancas.

Dessa forma, o individuo passa a interpretar sua realidade e a encontrar novas

solugbes que aproximam e relacionam os dados, transformando conhecimento em
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sabedoria. Ap0s uma breve apresentacdo sobre os aspectos da modelagem
matematica, vamos utilizar seus conceitos e etapas para prosseguirmos com o
trabalho. A partir do esquema de Bassanezi (2002) podemos definir as etapas no
estudo do problema. Retrataremos a Abstracdo do nosso estudo de caso no préximo

capitulo.



35

3 O CASO DOS CIRCUITOS ELETRICOS

Segundo Boyce (2006), muitos dos principios, ou leis, que regem o comportamento
do mundo fisico sdo proposicdes, ou relacdes, envolvendo a taxa segundo a qual as
coisas acontecem. A fim de compreender esses comportamentos, podemos utilizar a
modelagem matematica - processo de constru¢do de modelos que transforma uma
situacdo real em uma situacdo matematica. Processo que pode ser fisico, quimico,
bioldgico, social, econbmico, etc. A énfase deste trabalho recai sobre processo
fisico, em particular sobre os Circuitos Elétricos, cujos estudos foram aprofundados

a partir da obra Sinais e Sistemas Lineares (2007)° de Lathi.

Conforme Lathi (2007, p. 125)

Um sinal € um conjunto de dados ou informagdes. Como exemplo, temos
um sinal de telefone ou televisdo, o registro de vendas de uma corporagao
ou os valores de fechamento de negécios (por exemplo, o valor médio do
indice BOVESPA). Em todos esses exemplos, os sinais sao funcbes da
variavel independente tempo.

Os sinais podem ser posteriormente processados por sistemas, 0s quais
podem modifica-los ou extrair informag¢éo adicional. Por exemplo, um
operador de artilharia antiaérea pode saber a posicdo futura de um alvo
hostil que esta sendo seguido por seu radar. Conhecendo o sinal do radar,
ele sabe a posicdo passada e a velocidade do alvo. Através do
processamento do sinal do radar (entrada), ele pode estimar a posi¢do
futura do alvo. Portanto, um sistema é uma entidade que processa um
conjunto de sinais (entradas) resultando em um outro conjunto de sinais
(saidas). Um sistema pode ser construido com componentes fisicos,
elétricos, mecanicos ou sistemas hidraulicos (realizacdo em hardware) ou
pode ser um algoritmo que calcula uma saida de um sinal de entrada

(realizacdo em software).

Um sistema pode ser constituido por componentes fisicos (implementacdo em
hardware) ou pode ser um algoritmo que calcula o sinal de saida a partir de um sinal
de entrada (implementacdo em software). Em sistemas elétricos, as relagbes
terminais sdo as relacbes tensdo/corrente que conhecemos para resistores,

capacitores, indutores, transformadores, transistores e assim por diante, além das

® A obra Sinais e Sistemas Lineares (2007) enfatiza a analise fisica dos conceitos por meio de motivos
heuristicos e da utilizacdo de metaforas, analogias e explicagdes criativas. Ele utiliza Matematica suficiente para
provar a teoria, para fornecer o suporte necessario e para promover o entendimento fisico e intuitivo.
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leis de interconexdo. Com essas leis obtemos equacdes matematicas que
relacionam as entradas as saidas, para representar 0 modelo matematico de um

sistema.

Conforme Lathi (2007), um sistema pode ser convenientemente ilustrado por uma
“caixa preta”, como um conjunto de terminais acessiveis nos quais as variaveis de
entrada x,(t), x,(t), ..., x;(t) séo aplicadas e outro conjunto de terminais acessiveis
nos quais as variaveis de saida y,(t), y,(t), ...,y (t) sdo observadas. A Figura 3

representa a ilustragao dessa caixa.

Figura 3 - Representacdo de um Sistema
Fonte: Extraida de Lathi, 2007, p.101

Para analise deste sistema construimos um modelo, no qual utilizamos expressdes
matematicas e regras para aproximar o comportamento dindmico do sistema -

determinando as relacdes entre as diferentes variaveis do sistema.

Num Sistema Elétrico®, determinamos as vérias relacdes nas tensées e correntes
quando varios elementos estdo conectados, por exemplo, a lei de Ohm’ para o
resistor. Com estas relacbes obtemos um conjunto de equacdes que compde o
modelo de uma aproximacao do processo real, em que a(s) equacao (6es) estdo se

relacionando a(s) variavel (eis) de saida com a(s) de entrada(s).

Por exemplo, num circuito elétrico RLC Série, observamos essas relagbes, de modo
que a equacao de entrada — saida relaciona a tensao de entrada x(t) com a corrente
de saida y(t). Com isto, podemos obter uma equacéo diferencial que as relaciona,

sendo:

® Usaremos os termos Sistemas Elétricos e Circuitos Elétricos como sindnimos.

" A lei de Ohm, em homenagem ao fisico alem&o Georg Simon Ohm, afirma que em um condutor
mantido a temperatura constante, a razdo entre a tenséo entre dois pontos e a corrente elétrica é
constante, denominando esta constante como resisténcia elétrica.
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Ld +R +1ft dt = x(t)
ac TRy T Y=

onde:

R é o resistor
L é o indutor
C é o capacitor

x(t) é a fonte de tensédo

Vejamos adiante como podemos obter o sistema que relaciona a entrada-saida, ou

seja, a tensdo-corrente.

3.1. Elementos de Circuitos Elétricos

7z

Conforme Nahvi (2005), um circuito elétrico € representado por um diagrama de
circuito ou uma rede construida a partir de arranjos em série e paralelos de
elementos com dois terminais. A forma geral de um elemento com dois terminais é
mostrada na Figura 4, com o dispositivo representado pelo simbolo retangular e dois
condutores perfeitos conectando-o0 aos pontos A e B. Podemos obter dois tipos de

elementos, sendo:

e elementos Ativos — Fontes de tenséo e fontes de corrente que fornecem a

energia ao circuito.

e elementos Passivos — Resistores, indutores e capacitores que absorvem a
energia das fontes e/ou a convertem para outra forma, ou ainda a armazenam

em um campo elétrico ou magnético.
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B

Figura 4 — Elemento com dois terminais
Fonte: Extraida de Nahvi, 2005, p.19

A Figura 5 ilustra alguns elementos basicos de um circuito. Os elementos (a) e (b)
sao fontes de tensao e os elementos (c) e (d) séo fontes de corrente. Os elementos

(e), (f) e (g) sé&o resistor, indutor e capacitor respectivamente.

v‘i’ v<§> x‘:’ r<:> R L C;{:
(a) () (c) @ (e)

f) (8)

Figura 5 - Sete elementos de um circuito
Fonte: Extraida de Nahvi, 2005, p.19

Os elementos passivos sdo definidos pela forma com que a tenséo e corrente estao
relacionadas para o elemento individual. Vejamos as rela¢cdes que obtemos para

cada um deles.

3.1.1. Resistor

Chamado normalmente de resisténcia, esse dispositivo elétrico passivo é muito
utilizado na eletrénica, ora com a finalidade de transformar a energia elétrica em
energia térmica por meio do efeito joule, ora com a finalidade de limitar a corrente
elétrica em um circuito. Esses componentes oferecem uma oposicéo a passagem de
corrente elétrica, através de seu material — a esta oposicdo damos o nome de

resisténcia elétrica ou impedancia, que possui a unidade de Ohm.
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Isso significa que a corrente elétrica que entra em um terminal do resistor sera
exatamente a mesma que sai pelo outro terminal. Porém h& uma queda de tenséo e
€ possivel usar os resistores para controlar a corrente elétrica sobre os
componentes desejados. A relacdo entre tensdo, corrente e o resistor, através de

um objeto, é dada pela equacao da lei de Ohm:

vr(t) =Ri
onde:
R é o resistor
i é a corrente elétrica
vg(t) €é diferenca de potencial elétrico de um resistor
3.1.2. Indutor

Chamado também de bobina, choque ou reator, esse dispositivo elétrico passivo
armazena energia na forma de campo magnético, normalmente combinando o efeito
de varios loops da corrente elétrica. A indutancia é a grandeza fisica associada aos
indutores, simbolizada pela letra L, medida em Henry (H). E um parametro dos
circuitos lineares que relaciona a tensao induzida por um campo magnético variavel
a corrente responsavel pelo campo. A tensdo entre os terminais de um indutor é

proporcional a taxa de variacdo da corrente que o atravessa, dada por:

© _
A P T:

onde:
L é o indutor

i é a corrente elétrica

v, (t) é diferenca de potencial elétrico de um indutor
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3.1.3. Capacitor

Chamado também condensador, € um componente que armazena energia num
campo elétrico, acumulando um desequilibrio interno de carga elétrica. A
propriedade que esse dispositivo tem de armazenar energia elétrica sob a forma de
um campo eletrostatico € chamada de capacitancia ou capacidade (C) e € medida
pelo quociente da quantidade de carga (q) armazenada pela diferenca de potencial

nos terminais do capacitor. E representada por v, (t).

q
C =
Av,(t)

Pelo Sistema Internacional de Unidades (SI), um capacitor tem a capacitancia de um
Farad (F) quando um Coulomb de carga causa uma diferenca de potencial de um

volt (V) entre as placas.

A relacéo tensdo-corrente do capacitor pode ser obtida integrando ambos os lados

da equacao, onde v.(t,) = q(t,)/C € atensdo sobre o capacitor no tempo t,.

1 [t 1 (¢
Uc(t) = E f idt = E f idt+ U(to)
— 00 t

0

onde:

C é o capacitor
i é a corrente elétrica

v (t) é diferenca de potencial elétrico de um indutor

A tabela abaixo resume as relacdes que podemos encontrar nos trés elementos

passivos.
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Tabela 1 — Relacdes para os trés elementos passivos de um circuito

Elemento do Circuito Unidade Corrente Tensao
i
o,
%
v Ohm (Q) i=— v= Ri
R
i
.
1 (t di
Henry (H | = = — d = L —
v y (H) i I f_wv t v ot

i
‘i Fared (F) L Cdv L 1ft i dt
I 1= E U——C _Ool

Fonte: Adaptado de Nahvi, 2005, p.19

Apds representarmos 0s elementos, vejamos algumas das leis basicas que
podemos encontrar para determinar os valores de tensdo e corrente em um dado

circuito elétrico.

3.2. Leis que regem o comportamento de um Circuito Elétrico

Em um circuito elétrico podemos nos deparar com algumas leis que regem o0s
comportamentos dos elementos que o compdem. Para analise desse circuito

veremos a seguir a lei de Ohm e as duas leis de Kirchhoff.
3.2.1. Lei de Ohm

Denominada em homenagem ao fisico alemé&o Georg Simon Ohm (1787 - 1854), a
lei de Ohm afirma que, para um condutor mantido a temperatura constante, a razao
entre a tensao entre dois pontos e a corrente elétrica é constante — denominada de
resisténcia elétrica. Também chamada de condutor 6hmico, a resisténcia elétrica em

um dispositivo condutor é dada por:
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] v
v=Ri ou R= —
i

onde:
v € a diferenca de potencial elétrico (ou tensdo, ou ddp).
R € a resisténcia elétrica.

i é a intensidade da corrente elétrica.

3.2.2. Leis de Kirchhoff

Denominada em homenagem ao fisico alemédo Gustav Kirchhoff (1824 - 1887), as
leis de Kirchhoff sdo empregadas na andlise de circuitos elétricos. Para

compreendermos suas leis, necessitamos de trés conceitos:

% NO6 — é um ponto do circuito comum a dois ou mais elementos (ramos).

% Ramo — é um “caminho” entre dois nds, que contém um Unico elemento —
podendo ser representado em série® ou paralelo®.

% Laco — é o caminho fechado em um circuito passando apenas uma vez em

cada né e terminando no no de partida.

Na Figura 6 podemos exemplificar esses trés conceitos: 0os pontos b e e séo nés, o

R; € um ramo e o ponto abef € uma malha.

&

Figura 6 — Circuito com varias malhas e nos
Fonte: LEIS DE KIRCHHOFF

® Dois ou mais elementos estio em série se eles compartilham exclusivamente um Gnico né.
% Dois ou mais elementos estdo em paralelo se eles estdo conectados aos mesmos dois nos.
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3.2.2.1. 1° Lei de Kirchhoff

A 1° Lei de Kirchhoff, também conhecida como a Lei dos NOs ou Lei das Correntes
(KCL), € uma consequéncia da conservacao de carga elétrica total existente num
circuito, ou seja, a soma das intensidades das correntes que chegam a um no €

igual & soma das intensidades das correntes que saem.

De um modo geral, podemos dizer que:

§ lque_chegam = E lque_partem

Figura 7 — Representacdo da soma de nds que chegam e que partem.
Fonte: PRIMEIRA DE KIRCHHOFF

Outra forma de representarmos a KCL é como apresentamos na Figura 8.

I

i1: i2+i3

no

Figura 8 - Representacao da soma de nés
Fonte: LEIS DOS NOS

3.2.2.2. 2% Lei de Kirchhoff

A 2° Lei de Kirchhoff, também conhecida como a Lei das Malhas ou Lei das
Tensdes (KVL), é uma generalizacdo do principio da conservacao de energia num
circuito fechado, ou seja, percorrendo uma malha num certo sentido, partindo e

chegando ao mesmo ponto, a soma algébrica das d.d.p € nula.



Representarmos a KVL como apresentado na Figura 9.

R, b

Vi

a
o
@ vy R, < v,
d
o

R,
V3 R;

Vs

Figura 9 — Segunda lei de Kirchhoff
Fonte: SEGUNDA LEI DE KIRCHHOFF

3.3. Associacao dos Componentes

Dependendo da forma de associagdo dos componentes do circuito, podemos
classifica-los como:

e Circuito Paralelo — circuito composto somente por elementos elétricos

conectados em paralelo. Abaixo temos um exemplo de um circuito em

paralelo.

I!!'I l!:I
| |

__ﬂl __ﬂ2 __RZ

+
() fonie Rl Rz R3
| lr’1 b‘:{ | '63
"b ]

Figura 10 — Associacdo em paralelo de trés resistores.
Fonte: ASSOCIACAO

e Circuito Série — circuito composto somente por elementos elétricos

conectados em série. Abaixo temos um exemplo de um circuito elétrico em

série.

44
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_C) fante Rz

] | — | ]
I 1 | I

d R3 c

Figura 11 — Associacdo em série de trés resistores.
Fonte: ASSOCIACAO

e Circuito Misto — circuito composto tanto por elementos conectados em

paralelo quanto em série.

Apos identificarmos os elementos, as leis e os tipos de associacfes que estdo
presentes nos circuitos elétricos, analisaremos como 0s componentes se comportam
ao variarmos seus valores em um circuito elétrico. Mostraremos no proximo capitulo

a resolucéo: estudo analitico, numérico e computacional.
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4 CIRCUITO RLC SERIE

Um circuito elétrico RLC Série, ou circuito ressonante, ou circuito aceitador é
constituido por um resistor (R), um indutor (L) e um capacitor (C) associados em
série. Ha dois elementos que armazenam a energia, o0 indutor e o capacitor, com
isto, o circuito é de segunda ordem, onde qualquer tenséo ou corrente nela pode ser

descrita por uma equacao diferencial de segunda ordem.

AVAY

vR(t)

v () Ve (6) | e

Figura 12 - Circuito RLC Série
Pela 2° Lei de Kirchhoff, temos que:
v () + vR () + ve(t) = y(@) (4.1)
Substituindo os elementos passivos ha equacédo (4.1) obtemos:

Ldi+R'+1ft'dt— 0) (4.2)
T i C—ool =y .

Derivando a equacéo (4.2) em relagéo a variavel t e dividindo por L teremos:

d2i+Rdi+1,_1 © (43)
a2 " Lac et T L” '
Denotaremos como:
dy(t
y(t) — (D

dx
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Logo, a equagéo diferencial acima descreve o comportamento elétrico de um circuito
RLC Série. O Circuito RLC pode apresentar dois tipos de respostas, sendo:

e resposta Natural do sistema, quando o x(t) = 0

e resposta For¢cada do sistema, quando o x(t) # 0

Para compreendermos o comportamento desse circuito vamos nos atentar em trés

tipos de resolucdes: a forma analitica, numérica e computacional.

4.1. Solucdo analitica para o circuito RLC Série

Para um circuito com resposta natural, ou seja, como x(t) = 0, temos que:
UL(t) + UR(t) + Uc(t) = O
Substituindo na equacéao (4.2), obtemos:

d?i N Rdi _
dtz " Ldt CL
O que nos resulta em uma equacao linear homogénea com coeficientes constantes,

cuja equacdao caracteristica € dada por:

/12+R/1+1 =0 (4.4)
L CL '

Cujas raizes da equacéo (4.4) sao:

2 2

1 = R+ (R) 1 1 = R <R> 1 (4.5)
1= 7oL 2L) "L ¢ 2T T 2L) T CL '

Utilizaremos dois parametros para simplificar a andlise, a frequéncia de ressonancia

e o fator carga — ambos representados como:
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Substituindo-o0s na equacéo (4.5), temos:

A= =0+ /Zz—wg e A= -(- /fz—wé

Dependendo dos valores desses dois parametros obtém-se trés casos distintos,

sendo:

(i) (> > wi > A, e, , assim o polinbmio (4.4) tem duas raizes reais, distintas e

negativas, cuja solucdo geral da equacao (4.5) € dada por:
i(t) = AeMt + Be’t
A este caso o movimento é dito como superamortecido.

(i) {?’=wi = 2, = 1, =1, assim o polinémio (4.4) tem duas raizes iguais, cuja

solucéo geral da equacéao (4.5) é dada por:
i(t) = eM(A+ Bt)
A este caso o movimento é dito como amortecido critico.

(iii)(?<w3 > A, =a+Piel, =a—Pi,, assim o polinémio (4.4) tem duas raizes

cuja solucéo geral da equacéao (4.5) é dada por:
i(t) = e*(Acosft + Bsin fBt)
A este caso 0 movimento é dito como subamortecido.

Para um circuito com resposta forcada, ou seja, com x(t) # 0, temos que:

v (8) + vg(t) + ve(t) = y(0)
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Substituindo na equacao (4.3), obtemos:

d2i+Rdi+1__1 o .6
a2 " TacertTL” '

O que nos resulta em uma equacado linear ndo homogénea, onde temos que

identificar a solucéo geral da EDO da Equacéo (4.6).
Primeiramente, resolvemos a Equacdo homogénea associada abaixo:

d*i Rdi i

az  Tacter =0

gue resultara na solucdo complementar, ou seja, i..

Em seguida, com a funcdo aplicada x(t), que pode ser uma funcdo polinomial,
funcdo exponencial, funcéo trigonométrica dentre outras, vamos encontrar a solucéo
particular, i,,, que tenha a forma da fungdo aplicada. Sendo a solugédo particular
encontrada através do método de coeficientes a determinar ou pela variacdo de

parametros.

Com isto, a solugcdo da equacdo (4.6) possui dois componentes: a solucdo

complementar e a solugdo particular, isto é:
i =ic+i,

Como vimos na resposta natural, uma equacdo homogénea possui trés tipos de

respostas, logo a solucéo geral para 0os casos sao:

Superamortecido - i(t) = i, + Ae** + Be?2t
Amortecido critico - i(¢) = i, + e**(A + Bt)

Subamortecido - i(t) = i, + e**(A cos St + B sin ft)
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4.2. Solugdo numérica para o circuito RLC Série

A equacéo diferencial de segunda ordem obtida no circuito pode ser reduzida a um
conjunto de equacdes diferenciais de primeira ordem. Esse conjunto de equacdes de
1° ordem sera resolvido por dois métodos sendo: método de Euler e método de
Runge — Kutta de 4° Ordem. Todavia necessitamos definir essas equacoes, a
equacao diferencial que obtermos no circuito RLC série é:

d2i+Rdi+ 11 ® (47)
a2 " Lac et T L” '

Com isto, definimos uma variavel auxiliar z, sendo:

di _
E = Z(t, l)

Logo a equacéao (4.7) € escrita como um conjunto de duas equac¢@es diferenciais de
1° ordem, com o auxilio da variavel z(t, i), temos:

d

ftiz)= d—i =z(t,0) (4.8)

d 1 R

. z 1 .
g(t,i,z) _E_Zx(t)_ﬁl_fz (4.9)

A partir destas equacges podemos utilizar os métodos numéricos.

4.2.1. Solucdo usando o método de Euler

As equacdes (4.8) e (4.9) sao resolvidas pelo método de Euler, usando

iterativamente as equagdes apresentadas abaixo:

iTl+1 = iTl + h’ * f(tn; iTl' ZTL)

Zny1 = Zn + hx g(tn, in,Zn)
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4.2.2. Solugéo usando o método de Runge — Kutta de 4° Ordem

As equacbes (4.8) e (4.9) sdo resolvidas pelo método de Runge — Kutta de 4°

Ordem, usando iterativamente as equacdes apresentadas a seguir:

i‘l‘H—l = in +%(k1 + 2k2 + 2k3 + k4)

Z‘I’l+1 = Zn +%(ll + 212 + Zl3 + l4)

onde:

ki = hx f(tn' ln, Zn)
[y =h=* g(tn' ln, Zn)
1

k, = h* (tn+%h,in+2k1,zn +%zl)

lo=hs g (tatghin+gkyzy +5L)

ks = hx f (tn 4 3hin + 3 ks 20 +515)

l; = h*g(tn+%h,in+%k2,zn +%zz)
k4, = h*f(tn+h,in+k3,zn+l3)

l4 = h*g(tn+h,in+k3,zn+l3)

4.3. Solucao computacional para o circuito RLC Série

Para a solugéo computacional utilizaremos o Simulink*®, com isto, a EDO

d2i+Rdi+1,_1 ©
a2 " TdacertTL”

190 Simulink é um pacote de um software para modelar, simular, e analisar sistemas de dinamicamente. Suporta
sistemas lineares e ndo-lineares modelados em tempo continuo, tempo discreto ou em uma mistura dos dois.
Sistemas também podem ter partes diferentes que sdo amostradas ou atualizadas a taxas diferentes. Com esta
interface, vocé pode fazer os modelos da mesma maneira que vocé vai com lapis e papel (ou como a maioria dos
livros de ensino os descreve).



€ descrita como:

x(t)

(L/L) * x(t)

=P

YVvYy

1

S

a1

Add

Integrator2

» =

S

Integratorl

Figura 13 - Circuito RLC Série no Simulink

A partir desses conceitos utilizaremos esses trés tipos de estratégias para analisar

os parametros de um circuito RLC Série, observando as vantagens e desvantagens

das diferentes formas de resolugdo para um circuito.

]

Grafico

.
| o
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5 RESOLUCOES DO PROBLEMA DE CIRCUITO ELETRICO

ApoOs definirmos algumas estratégias para analise do Circuito RLC Série,
observaremos o comportamento dos circuitos para a resposta natural e resposta

forcada, ou seja, 0 x(t) = 0 e x(t) # 0.
5.1. Resposta Natural

Como vimos anteriormente, um circuito com resposta natural, ou seja, com x(t) = 0,
evidenciaremos a seguir o comportamento de trés circuitos, em cada um deles sera

abordado um dos trés casos possiveis para um circuito RLC serie.

5.1.1. Circuito A

Um circuito RLC série, com R =200, L = 20HeC = (1/180) F, tem como valor
inicial i(0) =0ei'(0) = 1.

Substituindo os valores na equacgéao (4.3) obtemos:

d2i+10di+9'—0
dt? Fra

Analisando de forma analitica o circuito acima encontramos a equacao caracteristica

que é descrita por:

A24+1014+9=0

cujas raizes sao:

Alz_l e Azz_g

Como {%? = 25 > 9 = wZ,resulta no caso (i), onde:

l(t) = Cle_t + Cze_gt

Resolvendo o PVI, temos que a solucdo geral é:
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1 1
7 t = — -t __ — -9t 6
i) = ge™' — ge™ (6)
Dessa forma o gréfico abaixo descreve o comportamento da solug¢édo do PVI

Analitico
0.09 T T T T T T

0.08

0.07

0.06

0.05

0.04

Corrente(A)

0.03

0.02

0.01

Tempo(s)

Figura 14 — Resolugéo Analitica do Circuito A no Matlab

Analisando a forma analitica, observamos que o sistema parte de uma condicdo
inicial, ou seja, no instante zero a corrente é zero. Passa por um periodo onde tem
sua maior amplitude e decresce até chegar a sua estabilizacdo. De forma numérica
o circuito A pode ser representado através do método de Euler e Runge — Kutta

(4° Ordem), cujo gréfico é representado abaixo respectivamente.
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Método de Euler
0.09 T T T T

0.08

0.07

0.06

0.05

0.04

Corrente(A)

0.03

0.02

0.01

0 [ r r r [
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
Tempo(s)

Figura 15 — Resolugdo Numérica do Circuito A — Método de Euler no Matlab

Método de Runge-Kutta
0.09 T T T T

0.08

0.07

0.06

0.05

0.04

Corrente(A)

0.03

0.02

0.01

0 I I r r I
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4
Tempo(s)

Figura 16 — Resolucdo Numérica do Circuito A — Método de Runge-Kutta no Matlab

Aparentemente podemos notar que ambos os métodos numéricos modelam a
funcdo que obtemos no método analitico do circuito A, mas sobrepondo - as no
mesmo grafico, o Euler é oque mais se distancia da funcdo obtida analiticamente,

enquanto no Runge — Kutta (4° Ordem) é claramente que o método que mais se
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aproxima da funcdo exata. No Euler o maior erro absoluto'* é 0.002089, enquanto
no Kutta é 0,00000000271. Desta forma, o Ruge — Kutta (4° Ordem) € o que melhor
modela o comportamento da corrente.

Euler / Analitico / Runge — Kutta
0.09 T [ [ [ 5 L

Euler
Exato
* Rk4

0.08 -

0.07 -
0.06 —

0.05 1

Corrente(A)

.
$
0.041%
s
0.03
0.02
¥

|
0.01¢-

[ [ [ r
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
Tempo(s)

Figura 17 — Resolugéo do Circuito A — Método de Euler/ Analitico /Runge-Kutta no Matlab

Ampliando a Figura 17 podemos notar que o Ruge — Kutta (4° Ordem) é a melhor

forma numérica para modelar este circuito.

Euler / Analitico / Runge — Kutta

T T T T R —
Euler

0.086|- ver

Exato

* Rk4 4

0.0855—~
0.085—

0.0845~ e e

0.084 -
0.0835— \ .
AN
0.083f~ .

0.0825~ P

Corrente(A)

0.082— /

0.0815—~ /

0081 / r r r r
0.2 0.25 0.3 0.35 0.4
Tempo(s)

Figura 18 — Resolugéo do Circuito A — Método de Euler/ Analitico /Runge-Kutta no Matlab
(ampliada)

“Definimos como erro absoluto a diferenca entre o valor exato de um niimero x e de seu valor aproximadox,
logo EAy = |x— X|
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Pela forma computacional o circuito € descrito graficamente como:

Figura 19 — Resolugdo Computacional do Circuito A no Simulink

Notamos que nessa estratégia o circuito é descrito da mesma forma que a Figura
14.

5.1.2. Circuito B

Um circuito RLC série, com R=2000Q, L= 0.1HeC =1 x 107°F, tem como valor
inicial i(0) =0ei’'(0) = 1.

Substituindo os valores na equacgéo (4.3) obtemos:

d*i + 2000 di + 1000000i =0
dt? dt b=

Analisando de forma analitica o circuito acima encontramos a equac¢ao caracteristica

que é descrita por:

A% + 20001 + 1000000 = 0,
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cujas raizes sao:

Al = /12 = _1000 .

Como ¢? = 1 = wj,resulta no caso (ii), onde:

l(t) == e_looot(Cl + Czt)

Resolvendo o PVI, temos que a solucéo geral é:

i) = e (D) (4)

O grafico abaixo descreve o comportamento da solucéo do PVI.

% 10™ Analitico
[ [ [ [ [

Corrente(A)
N

0 r r r r r
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03
Tempo(s)

Figura 20 — Resolucéo Analitica do Circuito B no Matlab

Analisando a forma analitica, observamos que o sistema parte de uma condicdo
inicial, ou seja, no instante zero a corrente é zero. Mas diferente do Circuito A,

notamos que esse circuito decresce mais rapidamente, até chegar a sua
estabilizagao.



61

De forma numérica o circuito B pode ser representado através do método de Euler e
Runge — Kutta (4° Ordem), cujo gréfico é representado abaixo respectivamente.

X 10° Método de Euler
L L L L L
3 -
<
[J]
52 :
5
O
l —
0 [ [ [ [ [
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03
Tempo(s)
Figura 21 — Resolugdo Numérica do Circuito B — Método de Euler no Matlab
x 10™ Método de Runge — Kutta
L L [ [ L
3 .
<
Q
52 7
5
@)

0 r r [ [ [
0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03
Tempo(s)

o

Figura 22 — Resolucdo Numérica do Circuito B — Método de Runge-Kutta no Matlab

Aparentemente podemos notar que ambos os métodos numéricos modelam a

funcdo que obtemos no método analitico do circuito B, mas sobrepondo - as no
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mesmo gréfico, o Euler € oque mais se distancia da fung¢do obtida analiticamente,
enquanto no Runge — Kutta (4° Ordem) € claramente que o método que mais se
aproxima da funcdo exata. No Euler o maior erro absoluto € 0,0000000250070,
engquanto no Kutta € 0,0000000000126.

x 10™ Euler / Analitico / Runge — Kutta
L L L L L
Euler
-"’, Exato
- *  Rk4
' %
e
3rr e g
‘ .
s *
R
- [T %
< s
g I %
c =g g —
2l 1
Q f y
O e L4
| .
“ .
| *
\
n % ]
|
|
\
0 [ - L L L L
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03

Tempo(s)

Figura 23 — Resolugéo do Circuito B — Método de Euler / Analitico / Runge-Kutta no Matlab

Aproximando a Figura 23 podemos notar que o Ruge — Kutta (4° Ordem) é a melhor

forma numérica para modelar este circuito.

x 107 Euler / Analitico / Runge — Kutta

U U U T T T T I
Euler
Exato []

* Rk4
3.8~ L

3.85—

3.75~ -

3.7 -

Corrente(A)
w
[e)]
o
I
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e

36 J -
3.55|- .
35 .

345 | . -

34L ¢ r r I r r r r
-0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
Tempo(s)

Figura 24 — Resolucéo do Circuito B — Método de Euler / Analitico / Runge-Kutta no Matlab
(ampliada)
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Pela forma computacional o circuito € descrito graficamente como:

Figura 25 — Resolucdo Computacional do Circuito B no Simulink

Notamos que nessa estratégia o circuito é descrito da mesma forma que a Figura
20.

5.1.3. Circuito C
Um circuito RLC série, com R=200Q, L = 0.1HeC = 1x10 ~°F, tem como valor
inicial i(0) =0ei’'(0) = 1.

Substituindo os valores na equacéao (4.3) obtemos:

d*i + 2000 di + 1000000i =0
dt? dt b=

Analisando de forma analitica o circuito acima encontramos a equacao caracteristica

que é descrita por:
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A% + 20001 + 10000000 = 0
cujas raizes sao:

Ay = —=1000 + 3000i e A, = —1000 — 3000i
Como ¢? = 1000000 > 10000000 = w?,resulta no caso (iii), onde:

i(t) = e*(Acosft + Bsinft).

Resolvendo o PVI, temos que a solucéo geral é:

1
P — —1000t :
i(t)=-¢e (3000 sin 3000t> (5)
O grafico abaixo descreve o comportamento da solucéo do PVI.

x 10™ Analitico
2.5 ¥ ¥

Corrente(A)

Tempo(s) X 10-3

Figura 26 — Resolu¢do Analitica do Circuito C no Matlab

Analisando a forma analitica, observamos que o sistema parte de uma condigcéo
inicial, ou seja, no instante zero a corrente é zero. Passa por oscilagbes com
amplitudes cada vez menores, até chegar a sua estabilizacdo. De forma numérica o
circuito C pode ser representado através do método de Euler e Runge — Kutta (4°

Ordem), cujo gréfico é representado abaixo respectivamente.
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x 10* Método de Euler
2.5 T T L [

Corrente(A)

Tempo(s) X 10'3

Figura 27 — Resolug&do Numérica do Circuito C — Método de Euler no Matlab

x 10™ Método de Runge — Kutta
25 T T T T T T

Corrente(A)

) 1 2 3 4 5 6 7

Tempo(s) % 10°

Figura 28 — Resolugdo Numérica do Circuito C — Método de Runge-Kutta no Matlab

Aparentemente podemos notar que ambos os métodos numéricos modelam a
funcdo que obtemos no método analitico do circuito B, mas sobrepondo - as no
mesmo grafico, o Euler € o que mais se distancia da funcé&o obtida analiticamente,
enquanto no Runge — Kutta (4° Ordem) é claramente que o método que mais se
aproxima da funcdo exata. No Euler o maior erro absoluto é 0,0000000362656,
engquanto no Kutta € 0,0000000000003.
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x 10™ Euler / Analitico / Runge — Kutta
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Figura 29 — Resolugéo do Circuito C — Método de Euler / Analitico / Runge-Kutta no Matlab

Aproximando a Figura 29 podemos notar que o Ruge — Kutta(4° Ordem) é a melhor

forma numérica para modelar este circuito.

x 10" Euler / Analitico / Runge — Kutta

214 T T T T T T T T T
Euler
212+ Exato H
4 Rk4
21 -

2.08 [ T e

2.06 - / -

2,04~ p -

Corrente(A)

2.02+ Va . -

1.98 / ® .
1.96 - . . |

1.94|- . -

r r \r r

25 3 35 4 4.5 5 5.5 6.5
Tempo(s) x 10"

[<2]

Figura 30 — Resolu¢éo do Circuito C — Método de Euler / Analitico / Runge-Kutta no Matlab
(ampliada)

Pela forma computacional o circuito é descrito graficamente como:
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Figura 31 — Resolucdo Computacional do Circuito C no Simulink

Notamos que nessa estratégia o circuito é descrito da mesma forma que a Figura
26.

5.2. Resposta Forgcada

Como vimos anteriormente, um circuito com resposta forcada, ou seja, como

x(t) # 0, evidenciaremos a seguir o comportamento de trés circuitos RLC.

5.2.1. Circuito D

Um circuito RLC série, com R =200, L = 20He C = (1/180) F, tem como fonte

de tensao, x(t) = t. Sendo como valor inicial i(0) = 0ei'(0) = 1.
Substituindo os valores na equacéao (4.3) obtemos:

d2i+1odi+9'— ‘ (5.1)
dt? at Tt T 20 :

Analisando de forma analitica o circuito, primeiramente resolvemos a equacao
homogénea associada abaixo:
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d2i+10di+9'—0
dt? T

Onde a equacéo caracteristica que é descrita por:
A2+101+9=0
cujas raizes sao:
M=-1 e A, =-9.
Como {%? = 25 > 9 = wZ,resulta no caso (i), onde:
i(t)= Cie ™t + Cre ™

Resolvendo o PVI, temos que a solugdo complementar:

1 1
ic(t) = ge_t - 56_'%

Em seguida, para a solucdo particular é necessario encontrar os coeficientes A e B,

da estrutura basica de i, (t) = At + B.

Derivando i,, temos : i, =A,i, =0 e substituindo na equacdo (5.1) abaixo

obtemos:
. . t
ip +10i, +9i, = 0+ 104 + 9(At + B) = 0
Onde:
94t = t/5g 1 1
2 4=180°% = "1e2
104A+9B =0
Logo,

1 1

=180 ¢ " 16z
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Com isso,

NEUVRE G SR SR
=T T g€ T g 180 -~ 162

Dessa forma o grafico abaixo descreve o comportamento da solucéo do PVI.

Analitico

0.08

0.07

0.06

0.05

0.04

Corrente(A)

0.03

0.02

0.01 .

-0.01 L

Tempo(s)

Figura 32 — Resolugéo Analitica do Circuito D no Matlab

Analisando a forma analitica, observamos que o sistema parte de uma condi¢ao
inicial, ou seja, no instante zero a corrente é zero. Passa por um periodo onde tem
sua maior amplitude e decresce até chegar a sua estabilizacdo, que no caso de uma
resposta forcada tende a ter o comportamento do x(t). De forma numérica o circuito
A pode ser representado através do meétodo de Euler e Runge — Kutta(4° Ordem),

cujo gréfico é representado abaixo respectivamente.
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Método de Euler

L L
0.08
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0.06
< 0.05
2
o
5 0.04
O
0.03
0.02
0.01— -
0 [ [ [ [ [ [
0 2 4 6 8 10 12 14
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Figura 33 — Resolug&o Numérica do Circuito D — Método de Euler no Matlab
Método de Runge — Kutta
0.09 T [ T [ T [
0.08
0.07
0.06
< 0.05
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5
5 0.04
O
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0.02

0.01—~ s

Tempo(s)

Figura 34 — Resolu¢do Numérica do Circuito D — Método de Runge-Kutta no Matlab

Aparentemente podemos notar que ambos os métodos numéricos modelam a
func@o que obtemos no método analitico do circuito E. Sobrepondo - as ho mesmo
grafico, em ambos os métodos a diferengca parece minima, tanto que no Euler o
maior erro absoluto & 0.007746878971183e no Kutta € 0.006172839506173.
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Euler / Analitico / Runge — Kutta

0.08

0.07

0.06 [
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0
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Figura 35 — Resolug&o Numérica do Circuito D — Método de Euler / Analitico / Runge-Kutta

no Matlab

Aproximando a Figura 35 podemos notar que o Ruge — Kutta(4° Ordem) é a melhor

forma numérica para modelar este circuito.
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0.08
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0.076

Euler / Analitico / Runge — Kutta
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Exato
oot *  Rké
= L] —
L] L]
L] ..
L] [ 2
I~ . —
L] L]
L]
o L]
- . —|
/7\\ .
\ &
/ L
L A\ i
/ \ .
N
c’/ \\ hd
I~ L2 —
\ L
.
\ L2
r r r L\ le r r r r
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Tempo(s)

Figura 36 — Resolugcdo Numérica do Circuito D — Método de Euler / Analitico / Runge-Kutta

no Matlab (ampliada)
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Pela forma computacional o circuito € descrito graficamente como:

Figura 37 — Resolucdo Computacional do Circuito D no Simulink

Notamos que nessa estratégia o circuito é descrito da mesma forma que a Figura
32.

5.2.2. Circuito E

Um circuito RLC série, com R =200, L = 20He C = (1/180) F, tem como fonte

de tensédo, x(t) = t2. Sendo como valor inicial i(0) = 0 e i’(0) = 1.

Substituindo os valores na equacgéo (4.3) obtemos:

el 0l g (5.2)
dt2 at ' 20 :

Analisando de forma analitica o circuito, primeiramente resolvemos a equacdo
homogénea associada abaixo:
d?i di

E+1Oa+9i=0
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Onde a equacéo caracteristica que é descrita por:

A24+1014+9=0

cujas raizes sao:

A=-1 e A,=-9.
Como (? = 25 > 9 = w3,resulta no caso (i), onde:

i(t) = Cie™t + Cre™™
Resolvendo o PVI, temos que a solu¢do complementar:

1 1
i.(t) = ge_t — ge_gt

Em seguida, para a solucéo particular € necessario encontrar os coeficientes A, B e

C, da estrutura basica de i,(t) = At* + Bt + C.

4

Derivando i,, temos : i, = 2At + B,i, = A e substituindo na equagao (5.2) abaixo

obtemos:
t2
LI .y . 2 _
ip + 108, + 90 = A+ 1024t + B) + 9(At* + Bt + ) = —
Onde:
t2
9t? = —

20 1110
204t +9Bt =0 ~A4=1g0'5="81 ¢¢ =759
10B+9C =0

Logo,
1 , 1 10
y=——1t> ——t+
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Com isso,

il 1o 1, 1 10
Pl == g¢ T g° 180 81" " 729

Dessa forma o grafico abaixo descreve o comportamento da solucéo do PVI.

Analitico

Corrente(A)

Tempo(s)

Figura 38 — Resolugéo Analitica do Circuito E no Matlab

Analisando a forma analitica, observamos que o sistema parte de uma condicao
inicial, ou seja, no instante zero a corrente é zero. Passa por um periodo onde tem
sua maior amplitude e decresce até chegar a sua estabilizacdo, que no caso de uma
resposta forcada tende a ter o comportamento do x(t). De forma numérica o circuito
A pode ser representado através do método de Euler e Runge — Kutta(4° Ordem),

cujo grafico é representado abaixo respectivamente.
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Método de Euler
1 T T T

L [

Corrente(A)

Tempo(s)

Figura 39 — Resolugdo Numérica do Circuito E — Método de Euler no Matlab

Método de Runge — Kutta
1 T T

Corrente(A)

Tempo(s)

Figura 40 — Resolugdo Numérica do Circuito E — Método de Runge-Kutta no Matlab

Aparentemente podemos notar que ambos os métodos numéricos modelam a
funcdo que obtemos no método analitico do circuito E. Sobrepondo - as no mesmo
grafico, em ambos os métodos a diferenca parece minima, tanto que no Euler o
maior erro absoluto € 0.013717421124829 e no Kutta € 0.013717421124829.
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Euler / Analitico / Runge — Kutta
1 [ [ [ [ [ [

Euler
0.9 Exato ||

* Rk4
0.8~ .

0.7 -

0.6~ —

0.5 -

Corrente(A)

0.3 .

0.1 -
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Figura 41 — Resolu¢do Numérica do Circuito E — Método de Euler / Analitico / Runge-Kutta
no Matlab

Aproximando a Figura 35 podemos notar que tanto o método de Euler e Ruge —

Kutta(4° Ordem) modelar este circuito .

Euler / Analitico / Runge — Kutta
T T T T T T T T 1922 €]
Euler
Exato H
e * Rk4

0.057

T

0.056

\

1
\
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0.054 e ol .

T

\

0.053

0.052

Corrente(A)
]
\
*
1

T

0.051 // . -
0.05 . -

0.049

]
.
1

0.048 . i

T

0.047 . .

T

3.65 3.7 3.75 3.8 3.85 3.9 3.95 4 4.05 4.1
Tempo(s)

Figura 42 — Resolu¢do Numérica do Circuito E — Método de Euler / Analitico / Runge-Kutta
no Matlab (ampliado)

Pela forma computacional o circuito é descrito graficamente como:



Figura 43 — Resolugdo Computacional do Circuito E no Simulink

Notamos que nessa estratégia o circuito é descrito da mesma forma que a Figura
38.

5.2.3. Circuito F

Um circuito RLC série, com R =200Q, L = 20He C = (1/180) F, tem como fonte

de tensao, x(t) = sint. Sendo como valor inicial i(0) = 0ei'(0) = 1.

Substituindo os valores na equacgéo (4.3) obtemos:

—+10—+ 9 = —— (5.3)

Analisando de forma analitica o circuito, primeiramente resolvemos a equacdo

homogénea associada abaixo:

d2i+10di+9'—0
dt? dt ' T
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Onde a equacéo caracteristica que é descrita por:

A24+1014+9=0

cujas raizes sao:

A=-1 e A,=-9.
Como (? = 25 > 9 = w3,resulta no caso (i), onde:

i(t) = Cie ™t + Cre™™
Resolvendo o PVI, temos que a solu¢do complementar:

1 1
i.(t) = ge_t — ge_gt

Em seguida, para a solucdo particular € necessario encontrar os coeficientes A e B,

da estrutura basica de i,,(t) = Asint + B cost.

Derivando iy, temos : i;, = Acost — Bsint ,i;,’ = —Asint — Bcost e substituindo na

equacao (5.3) obtemos:

iy + 10} +9i, = —Asint — Bcost + 10 (Acost — Bsint) + 9(Asint + Bcost) = %
Onde:
(—A—10B + 94)sint¢ LK 1 1
—A — SINt = ——
20 >A=——eB=——
410 328
(=B +10A +9B)cost = 0
Logo,
. 1 T 1
lp:msmt —% cost

Com isso,
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NV SEF SN IUVURIE S
L=1; lp == 88 88 210 sin 328 Cos

Dessa forma o gréfico abaixo descreve o comportamento da solug¢éo do PVI.

Analitico
0.09 T T T T T

0.08

0.07

0.06

0.05

0.04

Corrente(A)

0.03

0.02

0.01

-0.01 L
0 2 4 6 8 10 12 14

Tempo(s)

Figura 44 — Resolucéo Analitica do Circuito F no Matlab

Analisando a forma analitica, observamos que o sistema parte de uma condicao
inicial, ou seja, no instante zero a corrente é zero. Passa por um periodo onde tem
sua maior amplitude e decresce até chegar a sua estabilizacdo, que no caso de uma
resposta forcada tende a ter o comportamento do x(t). De forma numérica o circuito
A pode ser representado através do método de Euler e Runge — Kutta(4° Ordem),

cujo grafico é representado abaixo respectivamente.
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Método de Euler
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Figura 45 — Resolu¢do Numérica do Circuito F — Método de Euler no Matlab
Método de Runge — Kutta
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Figura 46 — Resolugdo Numérica do Circuito F — Método de Runge-Kutta no Matlab

Aparentemente podemos notar que ambos os métodos numéricos modelam a
funcdo que obtemos no método analitico do circuito F. Sobrepondo - as no mesmo
grafico, em ambos os métodos a diferenca parece minima, tanto que no Euler o
maior erro absoluto € 1.003655520039018 e no Kutta € 1.003566617166543.
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Figura 47 — Resolu¢do Numérica do Circuito F — Método de Euler / Analitico / Runge-Kutta

no Matlab

Aproximando a Figura 47 podemos notar que tanto o método de Euler e Ruge —

Kutta (4° Ordem) modelar este circuito .
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Figura 48 — Resolu¢do Numérica do Circuito F — Método de Euler / Analitico / Runge-Kutta

Pela forma computacional o circuito é descrito graficamente como:

no Matlab



Figura 49 — Resolugdo Computacional do Circuito F no Simulink

Notamos que nessa estratégia o circuito é descrito da mesma forma que a Figura
44.

5.3. Comparagdes e Resultados

ApdOs observarmos as diferentes estratégias aplicadas as esses seis tipos de

circuitos elétricos, notamos algumas particularidades.

Na forma analitica, observamos que a equacdo geral depende da forma que o
circuito é proposto, ou seja, caso a resposta for natural achar a solugéo geral néo é
tdo complicado, dado que os calculos envolvidos sdo simples, mas caso a resposta
for forcada, o grau de dificuldade pode aumentar um pouco dependendo o valor

do x(t) . Logo com a solugéo dessa EDO, obtemos o gréfico corrente x tempo.

Na forma numérica, manipulamos a EDO, de modo que ela pudesse ser estruturada
no método de Euler ou Runge — Kutta, contudo mesmo entre eles pudemos notar
algumas diferencas, onde observamos que o Euler na grande maioria dos circuitos
era a que mais se distanciava da solugdo encontrada analiticamente, todavia, a
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Kutta era a que de certa forma modelava o problema proposto, chegando a resultar

em um erro absoluto muito pequeno, como pudemos notar no circuito B.

Na forma computacional, a modelagem do circuito de certa forma € simples, onde
podemos obter o gréfico da corrente x tempo de modo quase imediato apos
estabelecermos o problema. Neste método, podemos variar as variaveis, sem se
preocupar em ajustar os demais parametros, como no método numeérico ou analitico.
De um modo geral podemos resumir que o método computacional € ideal para o
estudante que necessita de uma visualizacdo rapida da corrente pelo tempo,

podendo variar tanto o indutor, capacitor ou resistor.

Vejamos a seguir em uma tabela as vantagens e desvantagens de cada estratégia.

Tabela 2 — Vantagens e Desvantagens de diferentes resolu¢cdes de um mesmo problema

Formas de Resolugao

Analitico Numérico Computacional
e Para a resposta natural a
resolugao da equagao geral é
facil, pois para obté-la temos .
e som’e:te pque resolver  a e Para uma resposta natural|® Nele podemos variar os
o . A L
) - o, os métodos numéricos podem | elementos do circuito, de modo a
[ |equagdo caracteristica da bt i t bt (fico do circuito d
© [epo obter um grafico quase exato |obter o grafico do circuito de
S para o circuito. modo mais dindmico.
e Resolugio com alta
precisao.
e Temos que analisar passo a
passo o codigo quando o
circuito for muito complexo - —
u P e Para utilizar o Simulink, o
U | e Para a resposta forcada a . usuario deve conhecer sua
0 - - ® Necessidade de reformular o |,
8 |[resolugao da equacgao geral . |interface.
c programa para cada alteracdao
© |se torna um pouco . . .
2 das varidveis envolvidas, pois ipe .
9 | trabalhosa. ¢ Dificuldade no entendimento
a para cada x(t)temos uma do c6di ) o
. o o codigo envolvido no simulink.
nova configuragdo para as
funcbes f(tn, in 2,) e
g(th ln: Zn)-
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6 CONCLUSAO

Nesse trabalho procuramos apresentar aos leitores os aspectos da Modelagem
Matematica e sua aplicacdo na analise de circuitos elétricos de forma a observar

diferentes estratégias de resolucéo para um mesmo problema.

Apresentamos 0s aspectos e conceitos da modelagem, juntamente com sua histéria.
Evidenciamos sobre as etapas de uma modelagem matematica na elaboracdo dos

passos da anélise de um problema.

A partir, desses pontos identificamos 0s componentes essenciais de um circuito
elétrico RLC, onde abordarmos os conceitos e as leis que regem o comportamento
do circuito. Com isto, modelamos esse sistema, determinando uma equacao
diferencial ordinaria de segunda ordem que determinasse a corrente em funcéo do

tempo.

Com essa relacao estabelecida, analisamos seis tipos de circuitos diferentes, onde
notamos um diferente comportamento ao longo de um determinado tempo. Por fim,
evidenciamos as vantagens e desvantagens para cada estratégia envolvida durante
as resolucdes dos problemas.

6.1. Possibilidades de Trabalhos Futuros

Como possibilidades de trabalhos futuros, espera-se que esse estudo possa
estimular o leitor no interesse sobre o tema. Dentro dessa pesquisa alguns
conteudos poderiam ser posteriormente analisados e ampliados. Desse modo,

sugerimos que sejam realizadas pesquisas sobre:

a) Sequéncias didaticas que contemplem as diversas formas de resolucao para
um mesmo problema no estudo de equagdes diferenciais ordinarias e do

calculo numérico.

b) A interdisciplinaridade entre a Fisica e Matematica, ressaltando o tanto a

aplicagéo das EDQO’s em problemas fisicos como o comportamento de uma



corrente elétrica de um circuito RLC em série quando a resposta é natural e
forcada. Por fim, evidenciar que a mesma EDO pode ser modelada a fim de

se esquematizar um sistema mecanico massa-mola-amortecedor.

86
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APENDICE A - CODIGOS
A.1 Circuito A — Resposta Natural

Solucdo Analitica

t=0:0.01:4;

i=1/8*exp(-t)-1/8*exp(-9*t);

plot(t,i);

xlabel('Tempo(s)'); ylabel('Corrente(A)'); title('Analitico');

Solucdo Numérica

% Caso Sub Amortecido - R=200;L=20; C=1/180- i"+10i'+9i=0, i(0)=0 e i'(0)=1 ,que se
transforma no sistemai' =z e 2'=-10z-9i ; Condicdo de contorno: i(0) =0, z(0)=1, h =0.01

clc; clear all; format long;

% atribuicao dos valores do contorno
t(1) =0;

i_euler(1) =0; i_kutta(1) =0;

z(1) =1;

% intervalo
tf=4;h=0.01;

n = (tf-t(1)) / h; % Numero de intervalos
fork=1:n
t(k+1) = t(k) + h;
g(k)=-10*z(k)-9*i_kutta(k);
f(k)=z(k);

%RK4

k1 = h*z(k);
11 = h*(-10*z(k)-9*i_kutta(k));

k2 = h*(z(k)+1/2*11);
12 = h*(-10*(2(k)+1/2*11)-9%(i_kutta(k)+1/2*k1));



k3 = h*(z(k)+1/2*12);
13 = h*(-10*(z(k)+1/2*12)-9*(i_kutta(k)+1/2*k2));

k4 = h*(z(k)+13);
14 = h*(-10*(z(k)+13)-9*(i_kutta(k)+k3)) ;

i_kutta(k+1) =i_kutta(k) + 1/6*(k1 + 2*k2 + 2*k3 + k4);
z(k+1)=z(k)+1/6*(11 + 2*12 + 2*13 + |14);

end

fork=1:n
t(k+1) = t(k) + h;
g(k)=-10*z(k)-9*i_euler(k);
f(k)=z(k);
%Euler
i_euler(k+1)=i_euler(k)+h*f(k);
z(k+1)=z(k)+h*g(k);

end

te=0:h:tf; ie=1/8*exp(-te)-1/8*exp(-9*te);

erro_euler=abs(ie-i_euler); erro_kutta=abs(ie-i_kutta);

plot(t,i_euler,'*g',te,ie,'r',t,i_kutta,".k'); title('Euler / Analitico / Runge — Kutta ');

xlabel('Tempo(s)'); ylabel('Corrente(A)'); legend('Euler’,'Exato’,'Rk4');
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A.2 Circuito B — Resposta Natural

Solucdo Analitica

t=0:0.0001:0.03; i=(t).*exp(-1000.*t);
plot(t,i);

s
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| =
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Integratorl

xlabel('Tempo(s)'); ylabel('Corrente(A)'); title('Analitico');

Solucdo Numérica
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% Caso Criticamente Amortecido - R =200 ; L =0.1; C =0.00001 - i"+2000i'+1000000i=0 ,
z e z'=-2000z-1000000i; Condicdo de

i(0)=0 e i'(0)=1, que se transforma no sistema i'
contorno: i(0) =0, z(0)=1, h =0.0001

clc; clear all; format long;

% atribuicao dos valores do contorno
t(1) =0;

i_euler(1)=0; i_kutta(1) =0;

z(1) =1;



tf =0.03; h =0.0001;

n = (tf-t(1)) / h; % Numero de intervalos

fork=1:n

end

t(k+1) = t(k) + h;
g(k)=-2000*z(k)-1000000*i_kutta(k);
f(k)=z(k);

%RK4
k1 = h*z(k);
|1 = h*(-2000*2(k)-1000000*i_kutta(k));

k2 = h*(z(k)+1/2*11);
12 = h*(-2000*(z(k)+1/2*11)-1000000*(i_kutta(k)+1/2*k1));

k3 = h*(z(k)+1/2*12);
I3 = h*(-2000*(z(k)+1/2*12)-1000000*(i_kutta(k)+1/2*k2));

k4 = h*(z(k)+3);
14 = h*(-2000*(z(k)+13)-1000000*(i_kutta(k)+k3)) ;

i_kutta(k+1) =i_kutta(k) + 1/6*(k1 + 2*k2 + 2*k3 + k4);
z(k+1)=z(k)+1/6* (11 + 2*12 + 2*I13 + |4);

fork=1:n

end

t(k+1) = t(k) + h;
g(k)=-2000*z(k)-1000000*i_euler(k);
f(k)=z(k);

%Euler
i_euler(k+1)=i_euler(k)+h*f(k);
z(k+1)=z(k)+h*g(k);
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te=0:h:tf; ie=(te).*exp(-1000*te);
erro_euler=abs(ie-i_euler); erro_kutta=abs(ie-i_kutta);
plot(t,i_euler,'*g',te,ie,'r',t,i_kutta,".k'); title('Euler / Analitico / Runge — Kutta ');

xlabel('Tempo(s)'); ylabel('Corrente(A)'); legend('Euler’,'Exato’,'Rk4');
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A.3 Circuito C — Resposta Natural

Solucdo Analitica

t=0:0.0001:0.007;

i=exp(-1000*t).*(1/3000*sin(3000*t));

plot(t,i);

xlabel('Tempo(s)'); ylabel('Corrente(A)'); title('Analitico');
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Solucdo Numérica

% Caso Sub Amortecido - R =200 ; L =0.1; C =0.000001 - i"+2000i'+10000000i=0, i(0)=0 e
i'(0)=1, que se transforma no sistema i' = z e z'=-2000z-10000000i; Condicdo de contorno:
i(0)=1,2(0)=0, h=0.0001

clc; clear all; format long;
% atribuicao dos valores do contorno
t(1) =0;
i_euler(1)=0;i_kutta(1) =0;
z(1) =1;
tf = 0.007; h = 0.0001;
n = (tf - t(1)) / h; % Numero de intervalos
fork=1:n
t(k+1) = t(k) + h;
g(k)=-2000*z(k)-10000000*i_kutta(k);
f(k)=z(k);
%RK4
k1 =h*z(k);

11 = h*(-2000*z(k)-10000000*i_kutta(k));

k2 = h*(z(k)+1/2*11);
12 = h*(-2000*(z(k)+1/2*11)-10000000*(i_kutta(k)+1/2*k1));

k3 = h*(z(k)+1/2*12);
13 = h*(-2000*(z(k)+1/2*12)-10000000%(i_kutta(k)+1/2*k2));

k4 = h*(z(k)+3);
14 = h*(-2000*(z(k)+I3)-10000000*(i_kutta(k)+k3)) ;

i_kutta(k+1) =i_kutta(k) + 1/6*(k1 + 2*k2 + 2*k3 + k4);
z(k+1)=z(k)+1/6*(11 + 2*12 + 2*I3 + |4);

end



fork=1:n

t(k+1) = t(k) + h;
g(k)=-2000*z(k)-10000000*i_euler(k);
f(k)=z(k);

%Euler
i_euler(k+1)=i_euler(k)+h*f(k);
z(k+1)=z(k)+h*g(k);

end

te=0:h:tf; ie=exp(-1000*te).*(1/3000*sin(3000*te));

erro_euler=abs(ie-i_euler); erro_kutta=abs(ie-i_kutta);

plot(t,i_euler,'*g',te,ie,'r',t,i_kutta,".k'); title('Euler / Analitico / Runge — Kutta ');

xlabel('Tempo(s)'); ylabel('Corrente(A)'); legend('Euler’,'Exato’,'Rk4');
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A.4 Circuito D — Resposta Forcada

Solucdo Analitica

t=0:0.0001:14;

i=1/8*exp(-t)-1/8*exp(-9*t) + 1/180.*t-1/162;

plot(t,i);

xlabel('Tempo(s)'); ylabel('Corrente(A)'); title('Analitico');

Solucdo Numérica

% Caso Sub Amortecido - R=200; L=20; C=1/180; Euler E.D.O. i"+10i'+9i=t/20, i(0)=0 e
i'(0)=1;Que se transforma no sistema i' = z e z'=t/20-10z-9i - Condicao de contorno: i(0) =0,
z(0)=1,h=0.01

clc; clear all; format long;

% atribuicdo dos valores do contorno
t(1) =0;

i_euler(1) =0;i_kutta(1) =0;

z(1) = 1;t(1)=0;u(1)=0;

% intervalo
tf=14; h=0.01;

n = (tf - t(1)) / h; % Numero de intervalos

fork=1:n

t(k+1) = t(k) + h; u(k+1)=u(k)+ h;
g(k)=t(k)-10*z(k)-9*i_kutta(k); f(k)=z(k);

%RK4
k1 = h*z(k);
11 = h*(u(k)/20-10*z(k)-9*i_kutta(k));

k2 = h*(z(k)+1/2*I1);
12 = h*((u(k)+1/2*h)./20-10*(z(k)+1/2*I1)-9*(i_kutta(k)+1/2*k1));

k3 = h*(z(k)+1/2*12);
13 = h*((u(k)+1/2*h)./20-10*(z(k)+1/2*12)-9*(i_kutta(k)+1/2*k2));



k4 = h*(z(k)+3);
14 = h*(u(k)/20+h-10*(z(k)+I3)-9*(i_kutta(k)+k3)) ;

i_kutta(k+1) =i_kutta(k) + 1/6*(k1 + 2*k2 + 2*k3 + k4);
z(k+1)=z(k)+1/6*(11 + 2*12 + 2*I3 + 14);

end

fork=1:n
t(k+1) = t(k) + h;
u(k+1)=u(k)+ h;
g(k)=u(k)/20-10*z(k)-9*i_euler(k);
f(k)=z(k);
%Euler
i_euler(k+1)=i_euler(k)+h*f(k);
z(k+1)=z(k)+h*g(k);

end

te=0:h:tf;

ie=1/8%exp(-te)-1/8*exp(-9*te)+ 1/180.*te-1/162;
erro_euler=abs(ie-i_euler); erro_kutta=abs(ie-i_kutta);
plot(t,i_euler,'*g',te,ie,'r',t,i_kutta,'.k");

xlabel('Tempo(s)'); ylabel('Corrente(A)');title('Euler / Analitico / Runge — Kutta ')
legend('Euler’,'Exato’,'Rk4");
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A.5 Circuito E — Resposta Forcada

Solucéo Analitica

t=0:0.0001:14;

i=1/8*exp(-t)-1/8*exp(-9*t) + 1/180*(t.~2)-1/81*t+10/729;
plot(t,i);

xlabel('Tempo(s)'); ylabel('Corrente(A)'); title('Analitico');

Solucdo Numérica

% Caso Sub Amortecido - R =200 ; L =20 ; C = 1/180; Euler E.D.O. i"+10i'+9i=t"2 , i(0)=0 e
i'(0)=1 ,que se transforma no sistema i' = z e z'=t"*2-10z-9i - Condicdo de contorno: i(0) =0,
z(0)=1,h=0.01

clc; clear all; format long;

% atribuicao dos valores do contorno
t(1)=0;

i_euler(1) =0;i_kutta(1) = 0;

z(1) = 1; u(1)=0;

% intervalo
tf=14; h =0.01;

n = (tf-t(1)) / h; % Numero de intervalos



fork=1:n

t(k+1) = t(k) + h;

u(k+1)=u(k)+ h;
g(k)=t(k)-10*z(k)-9*i_kutta(k);
f(k)=z(k);

%RK4
k1 = h*z(k);
11 = h*((u(k)*u(k)./20)-10*z(k)-9*i_kutta(k));

k2 = h*(z(k)+1/2*11);
12 = h*(((u(k)+1/2*h)*(u(k)+1/2*h)./20)-10*(2(k}+1/2*11)-9* (i_kutta(k)+1/2*k1));

k3 = h*(z(k)+1/2*12);
13 = h*(((u(k)}+1/2*h)*(u(k)+1/2*h)./20)-10*(2(k)+1/2*12)-9%(i_kutta(k)+1/2*k2));

k4 = h*(z(k)+3);
14 = h*((u(k)*u(k)./20)+h-10*(z(k)+I3)-9*(i_kutta(k)+k3)) ;

i_kutta(k+1) =i_kutta(k) + 1/6*(k1 + 2*k2 + 2*k3 + k4);
z(k+1)=z(k)+1/6*(11 + 2*12 + 2*I3 + |4);
end

fork=1:n

t(k+1) = t(k) + h;

u(k+1)=u(k)+ h;
g(k)=u(k)*u(k)./20-10*z(k)-9*i_euler(k);
f(k)=z(k);

%Euler
i_euler(k+1)=i_euler(k)+h*f(k);
z(k+1)=z(k)+h*g(k);

end

te=0:h:tf;
ie=1/8*exp(-te)-1/8*exp(-9*te) + 1/180*(te.*2)-1/81*te+10/729;
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erro_euler=abs(ie-i_euler); erro_kutta=abs(ie-i_kutta);
plot(t,i_euler,'*g',te,ie,'r',t,i_kutta,".k');

xlabel('Tempo'); ylabel('Corrente');title('Euler / Analitico / Runge — Kutta ')
legend('Euler’,'Exato’,'Rk4");
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A.6 Circuito F — Resposta Forgcada

Solucdo Analitica

t=0:0.0001:14;
i=1/8*exp(-t)-1/8*exp(-9*t)+1/410*sin(t)-1/328*cos(t);
plot(t,i);

xlabel('Tempo(s)'); ylabel('Corrente(A)'); title('Analitico');

Solucdo Numérica

% Caso Sub Amortecido - R =200 ; L =20 ; C = 1/180 - Euler E.D.O. i"+10i'+9i=sin(t)/20 ,
i(0)=0 e i'(0)=1, que se transforma no sistema i' = z e z'=sin(t)/20-10z-9i ; Condicdo de
contorno: i(0)=0,z(0)=1, h=0.01

clc; clear all; format long;
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% atribuicao dos valores do contorno
t(1) =0;

i_euler(1) =0;i_kutta(1) = 0;

z(1) =1; u(1)=0;

% intervalo
tf=14; h =0.01;

n = (tf-t(1)) / h; % Numero de intervalos
fork=1:n

t(k+1) = t(k) + h;

u(k+1)= u(k)+ h;
g(k)=sin((u(k)))-10*z(k)-9*i_kutta(k);
f(k)=z(k);

%RK4
k1 = h*z(k);
11 = h*(sin(u(k))./20-10*z(k)-9*i_kutta(k));

k2 = h*(z(k)+1/2*11);
12 = h*(sin(u(k)+1/2*h)./20-10*(z(k)+1/2*11)-9*(i_kutta(k)+1/2*k1));

k3 = h*(z(k)+1/2*12);
I3 = h*(sin(u(k)+1/2*h)./20-10*(z(k)+1/2*12)-9*(i_kutta(k)+1/2*k2));

k4 = h*(z(k)+I3);
14 = h*(sin(k)./20+h-10*(z(k)+I13)-9*(i_kutta(k)+k3)) ;

i_kutta(k+1) =i_kutta(k) + 1/6*(k1 + 2*k2 + 2*k3 + k4);
z(k+1)=z(k)+1/6*(11 + 2*12 + 2*I3 + |4);

end

fork=1:n
t(k+1) = t(k) + h;
u(k+1)=u(k)+ h;

g(k)=sin(u(k))./20-10*z(k)-9*i_euler(k);
f(k)=z(k);



%Euler
i_euler(k+1)=i_euler(k)+h*f(k);
z(k+1)=z(k)+h*g(k);

end

te=0:0.0001:14;
ie=1/8*exp(-te)-1/8*exp(-9*te)+1/410*sin(te)-1/328*cos(te);

erro_euler=abs(i-i_euler); erro_kutta=abs(i-i_kutta);
plot(t,i_euler,'*g',te,ie,'r',t,i_kutta,'.k");

xlabel('Tempo(s)'); ylabel('Corrente(A)");title('Euler / Analitico / Runge — Kutta ')
legend('Euler’,'Exato’,'Rk4");
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ANEXO A - BIOGRAFIA

A.1 Rodney Carlos Bassanezi'?

Pelo que se tem em registro, Aristides Camargos Barreto foi o primeiro professor
brasileiro a fazer atividades didaticas de modelagem matematica no ensino e
apresentar trabalhos em Congressos sobre o tema a partir dos anos 70. Pode-se
dizer que Rodney C. Bassanezi foi e continua sendo um dos maiores entusiastas e
disseminadores da Modelagem, pois, ao adota-la em suas préaticas de sala aula
(graduacao, pos- graduacao lato e stricto sensu e cursos de formacao continuada) e
publicar suas propostas conquistou numero significativo de adeptos por todo o

Brasil.

Bassanezi nasceu em 08 de maio de 1943 em Tambau — SP. Além de jogar futebol
e pescar, gostava de matematica; assim, ingressou na Faculdade de Filosofia,
Ciéncias e Letras de Rio Claro — SP, concluindo em 1965. Em 1966 passa a atuar
como professor da Universidade de Brasilia UnB onde permanece até 1969 quando
vem para o IMECC da Universidade de Campinas atuar como professor e fazer
mestrado e doutorado em Matematica. Dentre os Vvarios projetos participados na
UNICAMP, destacam-se aqui trés deles pela contribuicho ao movimento pela

Modelagem no Ensino.

- Um, em julho de 1981, um Curso para 30 professores de Calculo diferencial
Integral (CDI), com duracdo de uma semana. Como nao se pretendia fazer uso do
meétodo tradicional de ensino, no primeiro encontro apdés um ‘bate-papo’ entre
participantes e professores, foi proposto a eles que se reunissem por 2h e que cada
um apresentasse um problema que envolvesse CDI. Horas depois, a maioria dos

problemas propostos era igual aos que se apresentavam nos livros texto.

- Outro em 1982, é organizado um Curso de Pdés- Graduacdo na Universidade
Estadual de Guarapuava- PR, no qual sdo convidados professores do IMECC-

UNICAMP, dentre eles, Bassanezi, como coordenador, € quem propde uma

alteracdo no programa e € aceita pelos participantes: fazer uma visita as empresas

2 Fragmentos extraidos do texto sobre “As primeiras dissertagdes e teses” do livro Histéria da
Modelagem no Ensino Brasileiro (em processo) de autoria de Maria Salett Biembengut. (pag. 2 e 3)
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da cidade e, a partir do primeiro contato com as questfes da realidade, levantar

problemas de interesse para serem investigados.

Questdes relativas as abelhas, ao chimarrdo, a fabricacdo de papel, a suinocultura,
dentes outras, impulsionaram a realizacado desse 1° Curso de Pos- Graduacéo (lato
sensu) em Modelagem Matematica e, por consequéncia, a realizacdo de dezenas de
outros Cursos sob a coordenacdo de Bassanezi nas mais diversas instituicdes de

Educacao Superior do Brasil.

- E uma outra, foi com uma turma de estudantes da disciplina de Célculo Diferencial
Integral I, do Curso de Tecnologia de Alimentos da UNICAMP em 1983. Ao adentrar-
se na sala de aula, no primeiro dia, espantou-se pela “acolhida”. os estudantes
vestiam uma camiseta com os dizeres estampados: Detesto Calculo! Em razéo
disso, Bassanezi propds que levantassem problemas ou questdes de interesse.
Dentre as questdes, vale ressaltar a de um estudante: Meu pai planta batatas de 30
em 30 centimetros, por qué? Segundo Bassanezi, esse problema e os demais
levantados por outros alunos, inicialmente de aparéncia despretensiosa, despertou
nos estudantes de Tecnologia de Alimentos uma valiosa motivacao para estudarem

a disciplina de CDI, tanto que houve apenas uma reprovacgao entre os 70 cursantes.

Desde que iniciou suas atividades profissionais, Bassanezi tem atuado ativa e
incansavelmente pelo Brasil e exterior a convite, como professor colaborador e
visitante de diversas instituicdes, para auxiliar na implantacéo e conducédo de Cursos
e de pesquisa, ministrando palestras e cursos, sendo consultor em diversos
programas e Projetos. Os cursos realizados e as orientacbes de estudantes de
iniciacdo cientifica e de pos-graduacdo lato e stricto sensu, ao longo dos anos,
levaram Bassanezi a (re) orientar o método, as estratégias, os instrumentos e a
propria pesquisa. Uma parte do resultado de suas experiéncias pedagoégicas
encontra-se em seu livro Ensino-Aprendizagem com Modelagem
Matematica, Editora Contexto de Sdo Paulo em 2002. Sem duvida, o impulso
significativo dado por ele permitiu emergir a area de pesquisa e Modelagem no
Ensino Brasileiro. A modelagem j& faz parte de indicacdes de Propostas Curriculares
de varios Estados e de grades curriculares de diversos Cursos de Licenciatura. Nas
dimensdes do Brasil dificilmente se ter4 conhecimento pleno de como e quando as

propostas espalhadas pelo professor Rodney Carlos Bassanezi transformaram em
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acOes nas salas de aula. O Crescente numero de participantes nos Congressos
Nacional de Modelagem e Educagdo Matematica SNMEM desde 1999 tem dado

uma mostra deste valioso impulso



