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DEFINICAO:

~

Angulo
Sejam r e s duas semirretas com mesma origem. Definimos angulo entre elas a cada uma

das duas regides do plano delimitadas por elas, incluindo as duas semirretas. Normalmente

utilizamos letras gregas para representar angulos.

figura 1
Fica convencionado que o angulo entre duas semirretas sera sempre o menor deles. Logo,
na figura 1, o &ngulo entre as semirretas t e s sera a. A figura nos mostra também que a + S é

igual a um angulo de volta inteira (ou de uma volta).

Unidades de medida de &ngulos: Para melhor trabalharmos com os angulos, devemos saber medi-

los, e para tanto, definimos as seguintes unidades:
GRAU: Se dividirmos o angulo de uma volta, independentemente do tamanho de seus lados, em
360 partes iguais, cada uma delas representara 1/360 desse angulo e sera chamada 1 grau, e sua
representacdo sera 1°. O grau ¢ subdividido em 60 minutos (60’), ¢ cada um desses minutos &,
por sua vez, subdividido em 60 segundos (60”). Assim, o angulo de 1° pode ser subdividido em
36007.

Logo, a medida do angulo de volta inteira é 360°, ndo importando 0 quanto a semirreta r

for prolongada.



figura 2

RADIANO: Esta unidade de medida de angulos, e também de arcos, tem como simbolo 1 rad.
Dizemos que um arco mede 1 rad se 0 seu comprimento for igual ao raio da circunferéncia onde

este arco esta definido.

a = arco AB = 1rad

Entdo, a medida do angulo ou arco de uma volta serd igual a 2w rad pois, como ja
sabemos, o comprimento da circunferéncia inteira é obtido pela expressdao C = 2mr.

Uma terceira um idade de medida de angulo, o Grado, ndo sera usada neste texto.

Podemos agora montar entdo uma tabela de medidas de alguns angulos importantes nas

gue acabamos de definir:



Angulo Figura Graus Radianos
Volta inteira 360 2
Meia-volta m
180 T
VA
Reto 90 2
3w
3/4 de volta 270 2
1/8 de volta 45

N




Vemos que assim é possivel transformar as medidas de um angulo de uma unidade para a

~ _180° .
outra se obedecermos a razao —, conforme os exemplos a seguir :

EXEMPLOS:

1) Transforme em radiano o angulo de 302.

Devemos utilizar a razdo que acabamos de escrever para montar a proporcdo conveniente:

180°
Y

= % donde podemos ter a equagdo: 180° -« = 30°-m, e assim podemos calcular o

30°m bis
valorde a: a = == rad.
180° 6

A 7
2) Escreva em graus o angulo de ?” rad

x .. 180° x 7 x
A proporgao agora sera: — = 7 Entdo: m-a = 180° ?" e entdo escreveremos que:
5
180°-7 .
a=— =, e finalmente teremos: & = 252°
EXERCICIOS:

1) Efetue as transformagdes solicitadas:

a) 36° para radianos d) 3 rad para graus
b) 5?” para graus e) 1° pararadianos
c) 15° para radianos f) Srad para graus

240°
T

540°

Resp.: (a)%,b) 1502, ¢) %rad, d) ) & £ )

OBSERVACAO:
Todos os relogios, ndo digitais, possuem ponteiros: O maior deles mostra as horas, 0

menor, 0s minutos, e hd um bem fininho para os segundos. As horas no mostrador estdo

A . , . 360°
numeradas de 1 a 12, o angulo central entre dois nimeros consecutivos mede — = 30eo

3

A ~ . . , 30°
angulo entre duas marcagdes de minutos consecutivas € - = 6.

EXEMPLO:



Calcular o angulo entre os ponteiros de um reldgio as 14h28.
Para resolvermos qualquer problema deste tipo, devemos voltar no tempo até a Gltima hora inteira
que antecedeu as 14h28. Este horéario é 14h, conforme a figura a seguir:

12

Decorridos 28 minutos apds este horario inteiro, o ponteiro das horas tera se afastado do
namero 2 conforme um angulo S e o ponteiro dos minutos estard exatamente sobre a terceira

marcacdo de minutos apds o nimero 5. Observe a figura:
12

Nesta Gltima figura, estamos chamando de « ao angulo solicitado, e podemos facilmente
perceber que: « =120°-12°-43.
O angulo g ¢ o quanto o “ponteirinho” andou em 28 minutos, e podemos obté-lo se

0 0 i
utilizarmos a seguinte proporgéo: 30 — = 'B_ . Entdo: g = w =
60min 28 min 60 min

14°

Portanto: o =1200-12°-14°=94°

EXERCICIOS:




Calcular o angulo entre os ponteiros do reldgio nos seguintes horarios:
1) 13h21min, 2) 19h14min, 3) 12h15min, 4) 12h45min , 5) 10h33min

Resp.: (1) 130°30°, 2) 17°, 3) 82°30°, 4)112°30°, 5)118°30°)

DEFINICAO:

Ciclo Trigonométrico ou simplesmente Ciclo: Qualquer circunferéncia cujo raio é considerado

unitario, que possua um ponto considerado como Origem e m sentido considerado como positivo

(normalmente o anti-horario) é denominada Ciclo Trigonométrico.

C: Centro
O: Origem

raior=1

E costume montarmos um sistema cartesiano ortogonal com origem no Centro do Ciclo e

0 eixo das abscissas passando pelo ponto O, conforme a figura a seguir:

eixo das ordenadas

c o eixo das abscissas

Este sistema cartesiano, como podemos notar, divide o Ciclo em quatro partes
denominadas Quadrantes, numeradas a partir do ponto O e obedecendo o sentido positivo de
percurso.

E importante saber que os eixos das abscissas e das ordenadas ndo fazem parte de nenhum

dos Quadrantes. Assim, se um angulo central a do ciclo estd no 1° Quadrante, ele



obrigatoriamente sera tal que 0° < @ < 90°, ou ainda 0 < a < g Se ele estiver no 2° Quadrante
poderemos afirmar que 90° < a < 180° ou g < a < m. Se fizer parte do 3° Quadrante deveremos
ter 180° < a < 270°ourm < a < 37" e, finalmente, se a pertencer ao 3° Quadrante, este angulo

sera tal que 270° < a < 360°, ou, em radianos, 37" < a < 2m.

Porém, um angulo pode dar mais que uma volta no Ciclo. Para sabermos a que
Quadrante pertence um angulo como este, ou até um angulo negativo (que se move no sentido
horério), deveremos obter sua menor determinacdo, que vem a ser 0 que resta dele apos
retirarmos as voltas inteiras que ele da no Ciclo. O Quadrante onde esta menor determinacao

estiver serd aquele onde estaré o angulo.

EXEMPLOS:

Obtenha a menor determinagéo dos seguintes angulos e o Quadrante ao qual pertencem.

1) 3800°

Se dividirmos 3800° por 360°, obteremos quociente 10 e resto 200°, e isto significa que

3800° = 10. 360° + 200°, ou seja: sdo 10 voltas completas no Ciclo e 200° de menor determinacao.
Logo, como 200° pertence ao 3° Quadrante, pois 180° < 200° < 270°, afirmamos que 3800°
pertence ao 3° Quadrante.

2) -4530°

Do mesmo modo que no exemplo anterior, temos:
- 4530° = - 12. 360° + (- 210°) = -12. 360° -360° + 360° - 210° = - 13. 360° + 150°.



Isto é: Este angulo significa 13 voltas completas no sentido horario no Ciclo e 150° de menor

determinacdo, que deve ser sempre maior ou igual a zero. Como 150° esta no 2° Quadrante, pois

90° < 150° < 180°, entdo o angulo de - 4530° pertence ao 2° Quadrante.

731

3) e rad

73T"rad = 70T”md + 3?”rad =7-Q2nrad) + 3?”raal. Isto quer dizer que este angulo da 7 voltas

. . . ~ - 3 3
completas no Ciclo e possui menor determinacéo igual a ?"rad, e como sabemos que g < ?’T <

m, afirmamos que este angulo faz parte do 2° Quadrante.

1421

4) S

rad

142m 1267 ( 16T 16T
9

Podemos perceber com facilidade que: —— =1 _T) = _14”_T+
2m = 16m + 2= 8- (2m) + =
Este angulo, portanto, descreve 8 voltas no Ciclo em sentido horario e sua menor

. ~ 72 2 A S e . .
determinacéo ¢ ?". Como 0 < ;” < % podemos ver que o angulo inicial esta no 1° Quadrante.

OBSERVACAO: E importante perceber que, para que 0 quociente represente o ndmero inteiro de

voltas no Ciclo, ele deve um nimero par vezes .
5) 630°
A divisao por 360° nos mostra que 630° = 1-360° + 270°, que significa que este angulo
efetua uma volta inteira no Ciclo no sentido anti-horéario e ainda tem uma menor determinacéo de
270°. Porém, 270° ndo se encontra em nenhum dos quadrantes, mas sobre o0 eixo y. Logo, 630°

esta sobre 0 eixo Yy, e ndo pertence a nenhum quadrante.

EXERCICIOS:
Obtenha a menor determinagdo dos seguintes angulos e verifique o quadrante ao qual
pertencem:
a) 844°, b) 844 z rad, c) 1237°, d) 2670°, e) —9860°,
f)—432°, g)>rad, h) 22 rad, i) ——"rad, ) —=Frad.

Resp: (a) 124°e 2°Q, b) 0 rad eeixo x, ¢) 157°e 2°Q, d) 150°e 2°Q e) 220° e 3°Q,



f) 2889 ¢ 4°Q, g) 37” rad e eixo y, h) 1%” e 49Q, i) 57” e 290, j) % e2°Q.)

DEFINICAO:

ARCOS CONGRUENTES:

Se dois arcos de um mesmo Ciclo Trigonométrico possuirem mesmas Origens € mesmas
Extremidades, eles sdo chamados congruentes, ndo importando o nimero de voltas que eles deem
no Ciclo.

Deste modo, todos os arcos ou angulos escritos na forma o =m+k.2z, com medidas em
radianos, ou ainda @ = m + k - 360° com medidas em graus, séo congruentes a um dado arco de

medida m, em radianos, com 0 rad < m < 2mrad ,ou 0° < m < 360°, se em graus.

EXPRESSOES GERAIS DE ARCOS:

Imagine um hexagono regular inscrito no Ciclo, com um de seus vértices coincidindo
com a Origem do Ciclo. Seus vértices A,B,C,D,E,F nessa ordem dividirdo esse Ciclo
Trigonométrico em seis arcos congruentes, cada arco definindo um angulo central de 60° ou

Zrad.
3
Podemos perceber que os angulos na forma a = 60°k ou a = k g onde k € Z, serdo

precisamente aqueles que determinardo os vértices do hexagono citado.
Se, em vez de um hexagono, tivermos um octégono com um dos vértices coincidindo com

a Origem do Ciclo, os 8 angulos centrais que determinam as posicdes dos veértices deverdo

obedecer a forma a = 45°%k oua =k - % com keZ.

O angulo « expresso pela igualdade a = 30°+4 90° onde k € Z, como podemos
perceber, estd no Primeiro Quadrante se k =:--—8,—4,0,4,8,12, . Ele estara no Segundo
Quadrante se k =---—7,-3,1,5,9,13,:--. Ele pertencera ao Terceiro Quadrante se k = --- —
10,-6,-2,2,6,10,:--, e, finalmente, ele fara parte do Quarto Quadrante se k =---—

9,-5-1,3,7,11,--

EXERCICIOS:

1) Obtenha os quadrantes aos quais pertencem 0s seguintes angulos , se k € Z:



Aa=—+km, bk=T+kZ, ¢ f=—"+k-2m d)y=120°+k-60°

Resp.:

Quadrant 1° 20 3° 40 Eixo x
Exerc. A| ...-4,-2,0,24,6]  ----- ..-3,-1,1,35... e
Exerc.B| ...,-8,-4,048,.] ...,-7,-3,1,5)9,.... | ....-6,-2,2,6,10,.| ..-5,-1,3,7,11,]  -----
Exerc.C| - | e +-2,-1,0,1,23,.| - | -
Exerc.D| ...,-7,-1,5,11,..] ...,-12,-6,0,6,12,.| ...,-10,-4,2,8,14] ...,-9,-3,3,9,15 ...,-5,-2,1,4,7,

2) Escreva a igualdade que representa os pontos marcados nos Ciclos :

’_,5_7 .
.‘f/ - \l“.A
| |
c "\ f;""
a) T o b)
B _— T
P ~
/ AN
/ \\
[ A
",L !
\ \ /
\‘\ ./‘//
o |
c)

) N A
i ¥
/ _— ".‘
i .‘
EY J__? H
\ /
~_/ _/_/”/

o o
F 1 (€]

Resp.:(a) @ =159490°k, b) & = 20°445°K, ) o = k.%”, (em todos, ke Z))

DEFINICOES:




Dado um ponto P(p4, p,) no Ciclo Trigonométrico, fica determinado em consequéncia um

unico angulo central « para o qual definimos as fun¢Bes seno e cosseno do seguinte modo:

SENO do angulo « ¢é a ordenada de P, ou seja: sen a = p;.
COSSENO do angulo « é a abscissa de P: cosa = p,

Analisando as figuras a seguir, poderemos perceber que se o angulo estiver no 1°
Quadrante, tanto 0 seu seno como o cosseno serdo positivos. Porém, se o angulo estiver no 2°
Quadrante, o seno continuara positivo, mas 0 cosseno serd negativo.  Se no 3° Quadrante,
ambos, seno e cosseno serdo negativos, e, por fim, se o0 angulo pertencer ao 4° 0 seno sera

negativo e 0 cosseno, positivo.

1° Quadrante 2° Quadrante
A
//" ____________ P
: ~ \.\
' NS A \\
I / : \\
a | ,'" ] l\".
= [ i | .
1 ] =
\\\ //.
N / AN /
sena >0 sena >0
cosa >0 cosa <0

11




3° Quadrante 4° Quadrante
/
A
/ AN T
™\
// \ /'l/ \\\
f \ ;‘/ \
[ | _
[ ! ] : - -
\ / \
\I_______! / \“ ‘
~ | N [T >
sena <0 sena <0
cosa <0 cosa >0

Estas figuras nos permitem, com um pequeno esforco, perceber que a tabela a seguir é

verdadeira:
Angulo 0° (0 rad)| 90° (Grad) | 180° (w rad) | y740 (%nrad) 360° (27 rad)
Seno 0 1 0 -1 0
Cosseno 1 0 -1 0 1

Se supusermos que um angulo x esta no 1° Quadrante, entdo o angulo = — x estard no 2°,

7 + x pertencerd ao 3°, e 2 — x ou simplesmente - x estara no 4° Quadrante.
Por isso, poderemos escrever que : senx >0, cosx > 0, sen (t —x) > 0, sen (w +

x) <0, cos(r+x) <0, sen (—x) <0ecos(—x) > 0. Verifique as proéximas figuras:

12



o
| ,,,//.‘
senx >0 sen(180°—x) >0
cosx >0 cos(180°—x) <0
A
! x U |
\ ///,:- \ \\ I | S,.,
180°+ x ) X
sen(180°+x) <0 sen(—x) <0
cos(180°+x) <0 cos(—x) >0

Podemos ainda perceber que os varios valores de seno e cosseno nos diversos quadrantes

podem se relacionar com valores do 1° Quadrante que ja estdo tabelados.

Assim, se analisarmos as figuras a seguir, poderemos estabelecer o seguinte:

180°- x

180° +x

13




sen (180° — x) = sen x sen(180° + x) = —senx sen (—x) = —sen x

cos(180° — x) = —cosx cos(180° + x) = —cosx cos(—x) = cosx

EXEMPLOS:

1) Calcular os valores de seno e cosseno pedidos a seguir :
a) sen 207° = sen(180° + 27°) = —sen27° = —0,454
b) cos284° = cos(360° — 76°) = cos76° = 0,242
c) cos(—34°) = cos 34° = 0,829

d) sen (5?”) = sen (Zn —g) = —sen == _?

57 s i V2
e) cos— = cos(n+—) —C0S—= ——
4 4 4 2

f) sen 3752° = sen 152° = sen (180° — 28°) = sen 28° = 0,469

2) Simplificar as expressoes:
a) E =sen (x + 540°) — 2 cos(1800° — x) + sen (x — 900°)
b) E = cos(x + 6m) — 3sen (8w — x) + cos(x — 5m)

EXERCICIOS:
1) Calcular:
a) sen 2718° b) cos(—34586°) ¢)cos6,2m  d) sen (—347m)

Resp.:(a) -0,309, b) 0,899 , c) d) 0,809 , d) zero , e) -1)
2)Simplificar a expressao:

a) E =sen (x —m) + sen (x + m) — sen (2w — x) + sen (2w + x).

sen 2x+sen 4x °
b) £ = sen 3x—sen 5x’ para x = 30°.
¢) E = 2cosx — cos(2x) + (2 sen x)?, parax = g

d E = (sen g) + (sen g)z + (sen 2)3 + (sen 2)4.

sen (x+180°)+cos(x—180°)
—cos(x+180°)—sen (x—180°)

mwwamb)ég,a45,m4,@4)

e)E =

e) cos 9

14




DEFINICAO:

FUNCOES SENO E COSSENO DE UM ARCO

Seja @ um numero real que representa a medida de um angulo central no Ciclo Trigonométrico

medido a partir da Origem, e que assim determinara um unico ponto P(p,, p,), conforme a figura.

Com este pressuposto, definimos as fungdes seno e cosseno de um angulo do seguinte modo,
porém utilizando a letra x para a variavel independente que representa o angulo, e y, ou f(x), para
as fungdes. O eixo das abscissas pode ser chamado de eixo dos cossenos e o das ordenadas de
eixo dos senos.

Assim temos as fungdes y =senx ey =cos X que associam a cada valor do angulo x o0 seu seno
OuU 0 seu cosseno, respectivamente. As duas funcdes de R em R, para serem bem entendidas
devem ter suas representacOes graficas desenhadas, e, para tanto, pode ser conveniente montar a

tabela a seguir,com os angulos em graus:

a 30 |45 [60 |90[ 120135 |150[ 180210 [225 [240] 270 300 [ 315 | 330 | 360
e [T [ || |B|2|f| | L] 2 8 | 5| e 1

2 2 0201|2122 o |2 |[T2| 2la | 2 2] 2o
cos| | V3421 S P I I R E 1124
2 | 2 ol 2| 2| 2|1 21 2| 2|p |2 2 | 2

1
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3

Os valores aproximados dos apresentados na tabela séo: % = 0,500; >

V2
2

= 0,707, — = 0,866. Se

representarmos graficamente os pontos dessa tabela, obteremos as seguintes representacfes

gréficas para as funcbes y = sen x e y = cos x:

T
0,866 -~ - --=—-—----—x=To - q-----T
LLALS I (R et R Senoide (y = senx)
R 7 Gk RED SRCEEEEE e oy
' '
' |
: '
: |
1 1 1 ] 1 ] ]
- 30° 45  60° 90° 120°  135° 150° 18 2100 225° 2400 270° 300°  315°  330° 360° v
I
‘
‘
|
|
I
‘
‘
|
‘
B L L L T T b b T L L
A
L
T I

07074~ =-==-=d--> Cossenoide (y = cosx)

120° 135° 150°

365 457 60°
:
'
U
P

B [ R Rt e T
E T R e L E L LR R

v

Observando os dois graficos que acabamos de tracar, vemos que ambas as funcGes variam
de -1 até +1, o que significa que as suas Imagens sdo iguais ao intervalo fechado [—1,1].
Podemos ainda notar que os graficos se repetem, formando uma curva que sobe e desce
indefinidamente. Tais curvas e suas funcbes, que se repetem deste modo, sdo chamadas
Periddicas, e seu Periodo € igual a diferenca entre duas abscissas mais proximas para as quais
as citadas funcbes possuem o mesmo valor e a mesma inclinagdo. No caso da fungdo y =

sen x, podemos calcular o Periodo como sendo igual a diferenca P = 360° — 0° 360°, ou ainda

P = 2m-0 = 2m . Vemos também que a funcdo y = cos x apresenta 0 mesmo periodo. E
possivel perceber ainda que estas funcgdes existem para qualquer valor real da varidvel x, e

isto significa que o seu Dominio é R, conjunto dos Numeros Reais.

EXEMPLOS:

16



Representar graficamente as fungdes, e informar Dominio, Imagem e Periodo:
1) f(x) = 2 + 3.cos 2x

a) Tabela:
X 2x cos 2x 3.cos 2x 2 + 3.cos 2x
Qe Qe 1 3 5
45° 90° 0 0 2
90° 180° -1 -3 -1
135° 270° 0 0 2
180° 360 1 3 5
270° 540° -1 -3 -1
360° 720° 1 3 5
b) Gréfico:

p

c) Se observarmos o grafico veremos que:

Dom (f(x)) =R, Im (f(x)) = [—1,5], Periodo = 180° ou 7 rad

2) y= 3-4sen(3x-m)

17




a) Tabela:

3-4sen(3x-m)

6,040

-4.sen(3x-m)

3,040

sen(3x - m)

-1

-0,760

3x — 1

-7
-l2

-m/4

/2

3x

zl?2

3n/4

371/2
21

zl6
/4
/3
/2
2m/3

b) Grafico:

18



¢) Dom (f(x)) = R; Im (f(x)) = [-1,7]; Periodo = 2?” rad ou 120°

EXERCICIOS:

Representar graficamente as fungdes e informar sua Imagem e seu Periodo:

a) y=2senx b) f(x) = —3cos(2x) c) y=sen(3x —m)
d) y= Zcos(n —X) e) f(x)=—4sen %

Dom(f(x)) = R, Im(f(x)) = [—2,2], Periodo = 27
Resp.: a)

Dom(f(x)) = B, Im(f(z)) = [-3,3], Periodo = w

b)

19
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n/6 /3 /2 27/3
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DEFINICAO:

FUNCAO TANGENTE DE UM ARCO:

Pela Origem de um Ciclo Trigonométrico, tracemos um eixo vertical orientado de baixo

. . . . ~ ,

para cima, que chamaremos de eixo z, e prolonguemos o raio que determina o arco OP até
encontrar este eixo vertical no Ponto T, conforme a figura:

A Al

A
v

Ao segmento OT, orientado de O para T, damos o nome de tangente do angulo «, e
utilizamos o simbolo: tg a = OT.

O eixo z é chamado de eixo das tangentes.

Mais uma vez, se observarmos a figura, perceberemos que se « = 0, entdo tg a = 0,
pois os pontos O e T coincidirdo. Porém, se o = 90°, entdo o raio que determina este angulo
sera vertical e, em consequéncia, ndo cruzara o eixo z, também vertical. Dizemos entdo que ndo
existe tg 90°. Analogamente, ndo existird também tg 270°.

As figuras a seguir nos mostram os sinais da fungdo y = tg x nos varios quadrantes:

21



A A
e .
A N
/ \\ N\
/ \
T T L \.
o~ T Sef X \
L 3 o
\
\ /
\\ . /
X \ N
[0] > T
r € 2°Quadrante — tgx < 0

z € 3°Quadrante — tgx > 0

1 \ T~ T T
7N ‘
~t : [ \ / \
// f '/ \\ I‘l” =T [ '77‘:.\. !
|/ I ! 1N \
. J ] | [ )
- - | iy
- / \ /
—_ B \ /
\ !
\7\7\_77_)7’,,
™ /
x € 4°Quadrante — tgx < 0 ~— |
z =0 ou Orad = igz =0 = ou w/2rad = ftgr
‘ x=180°0ou wrad = tgr =0 x =270 ou 3x/2rad = itgr

triangulo retangulo.

Vocé ja sabe que a igualdade tg x = % é verdadeira quando x é angulo agudo de um

Vamos agora demonstrar que tal propriedade também vale no Ciclo

Tigonométrico:
Observemos a figura a seguir, onde temos o angulo x no Ciclo Trigonométrico e 0s

F'

triangulos ACQP e ACOT retangulos respectivamente em Q e em O.

v

4
\_
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Como o angulo x é interno dos dois triangulos, podemos afirmar que, pelo caso AA
(angulo, angulo) de semelhanca de tridngulos, estes dois tridngulos sdo semelhantes, e entdo
podemos escrever as seguintes proporcdes e, em seguida, usar as definicdes de sen x, cosx e
tg x no Ciclo Trigonométrico que ja conhecemos :

CoO 0T (T 1 tgx_g:> 1 tgx sen x

— e == = = =
CQ QP CP cosx senx 1 cosx senx cosx

Esta propriedade nos mostra que, para que exista tg x é necessario que cosx ndo seja
. . . A~ . 3
nulo, ou ainda que X seja diferente dos angulos de 90° e 270° , ou ainda g e 7” rad.

Desta forma, justificamos de dois modos, algebricamente e geometricamente, a nédo
existéncia da tangente dos angulos de 90° e 270°.
Se utilizarmos esta relacdo e a tabela de valores de seno e cosseno de um angulo

que construimos na pagina 14, poderemos calcular os valores das tangentes dos angulos notaveis.

Assim, temos:
1
; 3Oo_senSO"_ 7 1 2 1 \/§_\/§
920 T 0s30° V3 2 V3 3 3 3
2
V3
sen 60° 5 V3
tg 60° = =4 ——.2=4+/3
g cos60° 1 2 V3
2
V2
. 450_sen45°_7_\/§ 2 4
g T cos45° 2 2 2
2
V2
sen 135° WA
tg 135° = = =-1

cos 135° V2

Como exercicio, deduza os valores das tangentes da tabela a seguir:

Angulo| Tangente
0° 0
30° 3

3
45° 1
60° 3
90° A
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120° V3
135° —1
150° V3
3
180° 0
210° V3
3
225° 1
240° NG
270° A
300° 3
315° 1
330° V3
3
360° 0

Esta tAbua de valores nos da condic@es de tracar o grafico de fungdo f(x) = tg x :

| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |

1 Il Il
30°,45°,60° 90° 180°) 2707
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |

I
I
|
|
|
[
|
|
|
[
|
|
|
I
I
|
|

Analisando a representacdo gréafica que acabamos de elaborar, podemos afirmar que o
periodo da funcédo tangente € rr radianos ou 180°, sua Imagem é todo o conjunto R e seu dominio
é o conjunto R do qual retiramos os angulos 90°, 270°, 450°, 630°, etc., além dos valores

negativos —90°, —270°, etc. Estes angulos podem ser descritos por uma Unica expresséo,
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que € 90° + 180°.k, ou g + k -, onde k € um ndmero inteiro. Assim, o dominio da funcédo

y =tgx é dado por: Dom(tg x) =R —{x/x =90°+ 180°- k} ou ]Ri—{x/x=§+k-n},
onde k € Z.

Esta funcdo apresenta em seu grafico infinitos ramos, e ela é sempre crescente, ao

contrario das fungdes seno e cosseno que ora sdo crescentes, ora decrescentes.

EXERCICIOS:

Representar graficamente as fungfes, escrevendo seu Dominio, sua Imagem e seu

Periodo:

8) f()=-2tg (5)

920° 180*

3=t (¢
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w/2

c)y=-2+tg (x+180°)

+1)

X
4

d) f(x) = 1+1g (
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CONCEITO:

ADICAO DE ARCOS:

Vocé ja sabe que sen 30° = % sen 60° = ? e sen 90° = 1. Entdo é imediato perceber

1 3 1+v3 f .
que sen 30° + sen 60° = -+ % = +2\/_ # 1 =1sen 90°. Ou seja, se somarmos dois arcos 0s

seus senos ndo se somam, e, do mesmo modo podemos perceber que Seus COSSenos e suas
tangentes também nao se somarao.

Para tais calculos precisamos desenvolver algumas férmulas proprias :

cos(a + b) = cosa.cosb-sena.senb
sen(a + b) = sena.cosb + senb.cosa
tga+tghb
t b) =—————
gla+b) 1—tga-tgh

DEMONSTRACOES:

Para a demonstracdo da primeira formula, cosseno de uma soma, S40 necessarios
conceitos que serdo desenvolvidos futuramente em Geometria Analitica, e, por isso,
consideraremos ser ela verdadeira.

Ja a férmula do seno de uma soma pode ser demonstrada com a utilizagdo da anterior:
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sen(a + b) = cos(90° — (a + b)) = cos((90° — a) — b)
= cos (90° — a) - cos (—b) — sen (90° — a) - sen(—>b)
=sena-cos b—cos a-(—senb) =sena-cos b+senb-cos a

A formula da tangente utiliza a ja conhecida igualdade tg x = == com cos x n&o nulo:

sen (a+b) __ sena-cosb+senb-cosa

tg (a+b) = = Se dividirmos o numerador e o denominador desta

cos(a+b) cosa-cosb+sena-senb’

ultima fracdo por cosa.cosb (ndo nulo) , obteremos :

sen a-cos b+sen b-cosa sena-cosb  senb-cosa

. : T ; tga+tgb . .
tg (a +b) = ol oy = (3ERg-Ret = (2" com o denominador diferente

cosa-cosb cosacosb cosa-cosb

de zero.
Conhecidas tais formulas, podemos deduzir as seguintes:

a) cos(a —b), que ja foi usada para demonstrar a formula sen (a + b), pode ser assim
obtida: cos(a — b) = cos(a + (b)) = cosa - cos(—b) — sen a - sen (—b) =
cosa-cosb—sena-(—senb) =cosa-cosb+sena-senb

b) sen (a —b) = sen (a + (—b)) = sena - cos(—b) + sen (—b) - cosa = sena-
cosb + (—senb)-cosa =sena-cosb—senb-cosa

_ _ _ __ tga+tg(-b) _ tga+(-tgh) _ tga-tgb
C) tg(a b) N tg(a + ( b)) o 1-tg a'tg (—b) o 1-tg a-(—tg b) o 1+tg a'tgb’ SUpOI’ldO 0

denominador ndo nulo.

APLICACAO

DUPLICACAO DE UM ARCO:

As formulas de adicdo de dois arcos podem ainda ser Uteis na sua duplicacdo. Vejamos:

a) cos2a = cos(a+a) =cosa-cosa—sena-sena = cos’a— sen’a
Como sen’®a + cos*a =1, a Gltima expressdo ainda pode ser melhorada para: cos’a =
sen?a = cos?’a — (1 — cos?a) = cos?a — 1+ cos?a =2-cos?a—1, ou ainda: cos’a—
sen’a = 1 — sen?a — sen®a = 1 — 2 - sen’a.
Isto nos mostrou que a formula de cos 2a pode ter até trés apresentacdes.
b) sen2a =sen(a+a) =sena -cosa=2-sena -cosa
tg a+tg a 2:tga

C) tg 2a = tg(a + a) = 1-tgatga - 1-tg’a

EXEMPLOS:

Obtenha os seguintes valores :
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1) sen 75° = sen (30° + 45°) = sen 30° - cos 45° + sen 45° - cos 30° = % . \/Z—E + é—i . é—g =
V2, V6 _ VI
4 4 4

2) cos 285° = cos 15° = cos(60° — 45°) = cos 60° - cos 45° + sen 60° - sen 45° = % : g +

V3 E_ I VG _VoH
2 2 4 4 4

3) tg%n = (thn +§) =

tg 2n+tg§

_ 0+V3 —Ezﬁ

1+tg2n-tg§ T 14043 1

EXERCICIOS:

Obtenha as funcdes trigonométricas solicitadas com o uso das formulas de adi¢do ou

duplicacdo de arcos:

11 5 9
a) sen Tﬂ ;7 b) cos (-15°); c¢)tg135°; d) sen (-?Tr) ; e)cos 150°; f) tg Tﬂ

Resp. : () : b) ; C) d) ;€) )

APLICACAO:
ARCO METADE:

Ja sabemos que cos 2a = 2.cos’a—1=1-2.sen’a.Se fizermos 2a = x, teremos:

/1+ )
cosx = 2 - cos? (E) —1 = cos (’2—6) =4 Czosx, e ainda:
/1+ )
cosx =1—2-sen? (g) —1 = cos (g) =+ Czosx, e ainda:
,1— .
cosx =1—2-sen? (’2—6) = sen (E) =+ Czosx, e, além disso:

X
X sen (E) 1-cosx I4 . TR L] 4 s [TERL) TR
tg \=) = =~ = *+ [———. Nestas formulas, o sinal “*  sera substituido por “+” ou por “-”,
2 COS(E) 1+cosx

quando for conhecido o quadrante onde estamos trabalhando.

EXEMPLOS:

Calcular o valor de:
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0°) _ 4 |lzcos30 1—? _ [2=V3 _V2-V3
- 2 4 2z 4 2
” 1- -2 J2z
b)cosgzcos ? = / cos( g \/— - vz
3T 3T
3m _ T\ e _ /2+\/— 22 [[a-2  _ V2
C) tg (8) =tg <2> _\/1+cos(34—”)_\/ 2—V2 (2- \/— T 2-2

Esta Ultima expressdo deve ter o seu denominador racionalizado ainda mais uma vez, e

a) sen 15° = sen (

V2242 _ 2v242 _ 2:(V2+1)
2—V2 24z 42 2 1+v2

teremos: tg (3;)
CONCEITO:

EQUAGCOES TRIGONOMETRICAS

Dizemos que uma equacdo é trigonométrica se sua variavel for um angulo do qual

desejamos uma funcéo trigonométrica.
Assim, as equagdes: 2 — 3 sen (2x +902) = % ,e3.tg x = —1 séo trigonométricas,

porém a equacdo 2x - 7 cos 45° = 0 ndo é.
A resolucéo de uma destas equacdes envolve o conhecimento da Imagem e do Periodo das
funcGes que dela fazem parte.

EXEMPLOS:
Resolva as equactes em R :
1) senx = 3
Como sabemos, a Imagem da fungdo y = sen x é [—1,1]. Ou seja, 3 ndo faz parte dela,

entdo esta equacdo é tal que sua solucdo é impossivel, e teremos: V = ¢.

2) cosx = cos17°

De acordo com o estudo que fizemos da funcgdo cosseno, podemos dizer que a solugéo
desta equacdo é x = +17° + k- 360°, pois, tanto 17° como —17° tém 0 mesmo Ccosseno, e 0

periodo desta funcdo, em graus, € 360°. Portanto, V = {+17° + 360°- k, k € Z}.
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1
3) senx =~
1 . . A
Sabemos que sen 30° = ~» porém h& outro angulo que, na 12 volta tem 0 mesmo seno, e este

angulo é 180° — 30° = 150°. Além disso, h4a angulos nas demais voltas que sdo também
solucéo da

equacao.

v

Podemos representar todas estas solugfes da seguinte maneira: x = 30°+ k-360°e x =
150° + k - 360°, com ke Z , pois, como Vocé ja sabe, o Periodo da fungéo seno é 360°.

Entdo, o Conjunto Verdade da equacdo sera: V = {30° + 360° - k, 150° + 360° - k, k € 7Z}

Esta resposta ainda pode ser escrita do seguinte modo: V = {90° + 60° + 360° - k, k € Z}.

4) 2.sen (x—%) =43
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3

Esta equacdo nos permite escrever que: sen (x — g) =3

Portanto,x—%=§+%+2k-n, comk € Z =>x=%”i§+2kn, com k € Z.

Logo, V = {%ﬂ i%+ 2km,comk € Z}

5) 3tg (Zx + g) =3

De imediato, temos: tg (Zx + %) = ? Logo, podemos escrever imediatamente: 2x +% =

. . . k
%"‘ km, com k € Z, e, assim, 2x = —1”—2 + k. Assim, poderemos afirmar que x = 2—’1 + f,k €

Z, e concluir que V = {—% + %”,k € Z}.

6) sen x —\/3-cosx = 0, com x € [—2m, 2m].

~ sen x ~ ~
Da equacdo, temos: sen x = /3 cosx :mzx/?, com cos x ndo nulo. Entéo,

tg x =+/3. Logo, x = % + k-, k € Z. Porém, a solucdo esta restrita ao intervalo dado, portanto

. ~ o , T 5t w 7w
0 COI’]jUI’]tO solugao da equacao sera. V= {— g, — ?,g,?} .

6) sen2x-senx = 0
Se aplicarmos a formula do seno do arco duplo, a equacdo passara a ser a seguinte:
2-senx-cosx—senx =0=senx-(2-cosx—1)=0=
senx=0=x=k-m,keZ
{2-cosx—1 = 0=>cosx=i—%+2k7t,k EZ

Logo, V = {km + % + 2kn, k € Z}

Esta mesma equacdo poderia também ser resolvida do seguinte modo:

2x + x + 2km
2x=nm—x+2kn=—-x+Qk+1)'w

x =2k -m,comk€TZ
T
= 3x=(2k+1)-n:>x=(2k+1)-§comkEZ

sen2x—senx=0=>sen2x=senx=>{

Entdo, temos: V = {Zk 1, 2k + 1) -g,k € Z}

OBSERVAGCAO: Esperavamos que as duas resolugdes chegassem as mesmas raizes. Porém, se

observarmos melhor, veremos que, se variarmos os valores de K, elas realmente coincidem.

8) sen®x —cosx =1
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Se nos lembrarmos que sen®x + 1 — cos?x, a equagdo inicial se transforma em: 1 —

cos?’x —cosx =1 = cos’x +cosx =0 = cosx(cosx+1) =0 =

T
cosx=0=>x==—+k-m kel
= 2

cosx+1=0=>cosx=—-1=>x=n+kn>x=n-(1+k),k€EZ

Assim, o conjunto solucdo da equagdo sera: S = {n . G + k),n -(1+k),ke Z}

EXERCICIOS:

1) Resolva as equac6es no conjunto R:

Q)2 -senx = —/2 €)3-senx ++/3-cosx =0

b) 23 - cosx = 3 f)cos2x +3-cosx+2=0

c) sen’x + 1 g) 2-sen’x +6-cosx + 5+ cos2x
d)4-cos?x =3 h) cos 5x + cos (x + g)

Resp.: (@) V ={ %+2k7z,%’+2kn,k62} ou V= {%i%+2k.ﬂ,keZ},

b)V:{i%+2k.ﬂ,keZ}, C)V={%+k.ﬂ',keZ}, d)V:{%+k.%,keZ},
Q) V={-Z+kmkeZ} ou V= %”+k.7r,k62}, f) V= {i%”+2k.7z,(zk+1)n,comk

ez}, g) V={ 2k.7z,i%+2k.7z-,keZ}, h)V={ %+2k.ﬂ,g+zk.ﬂ,k62)

2) Resolva as equacgdes nos intervalos dados:
a) cos®x + cosx = 0,x € [0,2m]

b)tg 2x —1,s € [0, 7]
c) tg (x—%) =tg g,x € [—m, ]

d) tg2x =tg (x +%>,x € [0,47]

T 3z T 5x 11z 9x
Resp.:(a) V={—,n,—,2x}, b) vV={=,—}, ¢ V={-—7 —},
p.:(a) {Zﬂzﬂ} ) {8 8} ) {2020
57 97 13«
d V= 11_1_1_1
) {4 4 4 4})
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