® MATEMATICA - ENSINO MEDIO
MODULO DE REFORCO - EAD
SISTITUTO FEOERAL PROGRESSOES - Progressdo Aritmética

1) PROGRESSAO ARITMETICA (P.A)

Uma Progressao Aritmética € uma sequéncia de elementos (ay, az, as, ...., an-1, an, ,.... ) tal que, a partir do

[Y%4]

segundo elemento, a diferenca entre qualquer um deles e seu antecessor € igual a uma constante “r” que se-

r4 chamada razdo da P.A.

Em linguagem algébrica podemos escrever : Se (ai, az, as, ..., an-1, an, ... ) € Uma Progressdo Aritmética,

entdo; ay—a; = a3—a = a—a = .. = A—ap1 = ... = I.

EXEMPLOS:
1) Asequéncia(1,4,7,10,..)éumaP.A. infinitaderazdo r = 4-1=7-4 = 10-7 = 3;
2) Asequéncia(4,4,4,4,4,4)¢éumaP.A. finitacom 6 elementoserazdo r = 4-4 = 4-4 =0;

3) Asequéncia (6, 3,0, -3,-6,...) ¢umaP.A. infinitade razdor =3-6=0-3=-3-0=-6—(-3) =-3.

1) CLASSIFICACAO:

Os exemplos que acabamos de fornecer nos mostram os trés modos que podemos classificar as P.As..

Para classifica-las, verificamos apenas o sinal de sua razdo. No primeiro exemplo, de razdo 3, positiva,
dizemos que a P.A. é crescente. O segundo mostra uma P.A. de razdo nula e, por isto, seus membros sdo to-
dos iguais. Esta é uma P.A. constante ou estacionaria. Ja o terceiro exemplo, cuja razdo € negativa, nos traz
uma Progressao Aritmética decrescente.

Em simbologia mais apropriada, podemos escrever :

P.A. crescente : ap1< a, ou r>0
P.A. estacionaria: a1 =a, ou r=0

P.A. decrescente : a,1 > a, our<o0
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EXEMPLOS:

1) Obtenha o valor de x de modo que a sequéncia ( x -1, 2x , 5x + 6) seja uma Progressao Aritmeética.

Resolucdo : Se a sequéncia € uma P.A., a definicdo nos diz que a, —a; =az—a, =r, entdo podemos
escrever 2x—(x—1)=5x+6-2x que é uma equacdo de primeiro grau na variavel x. Logo, teremos

2X—X+1=3x+6,edai,x—3x=6-1. Entdo -2x=5,e x=-5/2.
2) A soma dos trés elementos de uma P.A. é 48 e seu produto é 3520. Monte a P.A.

Resolucgéo : Para resolvermos este problema utilizaremos uma notagdo mais conveniente para esta pro-
gressdo. Como ela possui 3 elementos, iremos simboliza-la do seguinte modo : (az—r, a, az +r) e, deste
modo escreveremos : a, —r + a, + a, + r = 48, e, com toda a facilidade : 3 a,=48,ouseja: a,=16.

Por outro lado, temos que (a2 —r).a,. (a2 + r) = 16, ou ainda (16 —r).16. (16 + r) = 3520, que nos remete
a equacdo de 2° grau : 16. (256 — r*) =3520 ou ainda r’=36,isto é: r= *6.
Assim, o problema possuira duas solugdes: Ser=6,aP.A.sera: (16 -6,16,16 +6)= (10, 16, 22),

eser=-6,teremosaP.A. (16 +6, 16,16 —6) =( 22, 16, 10) .

EXERCICIOS:

1) Ache 3 nimeros em P.A. tais que sua soma seja igual a 30 e seu produto, 910.

2) Numa P.A. crescente de 3 elementos, sua soma € 39 e a soma de seus quadrados é 539. Monte a P.A.

3) Os quatro termos de uma P.A. sdo inteiros e tais que a a sua soma é 20 e seu produto, 384. Monte a P.A.
Sugestdo para a resolucdo: Represente aP.A.por(a—2r,a—r,a+r,a+ 2r). Resolvido o siste-
ma resultante, r sera a razdo da P.A., o primeiro elemento sera a — 2r, e assim por diante.

4) Ache os 5 termos de uma P.A. sabendo que sua soma é 5 e que a soma de seus cubos € 125.

5) Uma P.A. tem 3 termos tais que seu produto € o quadrado de sua soma, €, além disso, a soma dos dois

primeiros é igual ao terceiro. Monte a P.A.

Resp.: (1) Os numeros sdo 7, 10, 13; (2) AP.A. € (9, 13,17)ou (17, 13,9) ;
(3) P.A1:(2,4,6,8),P.Ax(8,6,4,2);
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I11) PROPRIEDADE:

Dados 3 elementos consecutivos de uma Progressdo Aritmética, o elemento central é igual a média

aritmética entre os outros dois.

Demonstragéo : Sejaa P.A. ( ...., ap1, ap, 3p+1, -..) , ONde estamos considerando trés elementos conse-
cutivos. De acordo com a defini¢éo de P.A., podemos escrever :  a,—ap1 = ap+1-dp , igualdade que

nos permite afirmar que : a, +a, = ap1 + ap+1, eNtdo 2.a, = ap1+ ap+1 , de onde concluimos que

ap = dpatap  (cqd)
2

OBSERVACAO :

A propriedade que acabamos de demonstrar € o que justifica a denominacéo de Progressdo Aritméti-

ca a este tipo de progressao.

IV) TERMO GERAL DE UMA PROGRESSAO ARITMETICA

A definicdo de P. A. nos permite calcular seus elementos a partir do primeiro e da razdo. Como qual-
quer um deles € igual ao seu precedente adicionado a ela, podemos obter o segundo, o terceiro, e assim
por diante. Porém, imagine o trabalho que teriamos para calcular o milésimo termo deste modo!

Para tanto utilizaremos a Formula do Termo Geral da P.A., pois com ela poderemos obter qualquer
um de seus elementos a partir do primeiro, da razdo e do nimero de termos.

Observemos o seguinte : DadaaP.A. (ai, a, a3, ...., an, ....) de razdo r, se aplicarmos a definicao,

poderemos escrever .

d = a

a = a+r Se adicionarmos todos os primeiros membros e

ag = a + r todos os segundos membros destas igualdades,
+ +
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a3+ r obteremos as seguintes somas :

IS
I

an-l + r

an

agtatazt..tay = agtagtr+atr+az+r+ ... +ap1tr

Se eliminarmos os termos iguais existentes nos dois membros dessa igualdade, teremos :

an = a + (n-1).r

(férmula do termo geral da P.A.)

EXEMPLOS :

1) Obtenha o 31° termo da P.A. cujo primeiro termo € 8 e cuja razéo ¢é 4.
Resolucdo : O enunciado do problema nos diz que nesta P.A., as; € procurado, n=31,a; =8er=4.
Entdo, se substituirmos na formula do termo geral , a, = a; + (n-1).r, 0s dados, poderemos escrever :

azg = 8+(31-1).4, ouainda az = 8+30.4 .Logo: a3 =128.

2) Qual é o primeiro termo da Progressao aritmética cuja razdo é igual ao 12° elemento e igual a 3 ?
Resolucdo : P.A.: al=? n=12,a;,=r=3. Como a, =a; + (n-1).r, entdo escrevemos que :

3=a;+(12-1).3,ouseja:3=a; +11.3, entdo: a; =3 -33. Logo : a; =-30.

3) Calcule arazdo da P.A. onde o primeiro termo € 13 e 0 vigésimo oitavo ¢é 94.
Resolucdo : P.A.: r=7? a; =13, ay = 94, n = 28. Substituamos os dados do problema na formula do

termo geral : 94 =13+ (28 -1).r,ouainda: 81 =27.r, e por fim: r=3.
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4) Quantos termos possui a P.A. finita cujo Gltimo termo é 180, cujo primeiro termo é 12 e razdo 4 ?

Resolucdo : P.A.: n=?, a,=180, ay=12er=4. Se procedermos do mesmo modo que nas duas
questBes anteriores, teremos: 180 = 12+ (n—1).4,logo: 168 = (n-1).4,0u: 42=n-1,edai:

n=43.

5) Interpole 5 termos aritméticos entre 6 e 18.

Resolugdo : Interpolar, ou intercalar, ou inserir, 5 termos aritméticos entre outros 2 , que s&o 6 e 18,
Significa montar uma P.A. cujo primeiro termo é 6, cujo ultimo é 18 e que possui 5+ 2 =7 elemen-
tos. Logo, 18 =6+ (7 —1).r , deonde temos 12 = 6.r, e dai, r = 2, que é chamada razéo de inter-

polacdo , ou intercalacdo , ou insercdo aritmetica, e teremos entdo a P.A.: (6, 8, 10, 12, 14, 16, 18)

que possui 5 elementos entre 6 e 18.

EXERCICIOS :

1) Arazdo de umaP.A. € 6. Obtenha:
a) seu décimo quinto termo, se o primeiro é 5;
b) seu primeiro termo, se o vigésimo é 52 ;

C) seu namero de termos, se 0 primeiro é 11 e o Ultimo é 65.
2) Asoma de 3 numeros em P.A. é 30 e o seu produto é 750. Monte a P.A.

3) Intercale 8 termos em P.A. entre os nimeros 4 e 13.

4) Ache 4 nimeros em Progressdo Aritmética crescente de modo que sua soma seja 24 e a soma de
seus quadrados seja igual a 164.

Resp.: (1a) 89; 1b) 166 1c) 10; 2) (5, 10, 15) ou (15,10, 5); 3) (4, 5,6,7,8,9,,10,11,12, 13);

4) (3,57,9).)
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V) PROPRIEDADE :

Numa Progressdo Aritmética finita, dizemos que dois elementos a, e a4 séo equidistantes dos extre-
mos se 0 numero de termos que antecede a, € igual ao numero de termos que sucede aq.

Demonstraremos que a soma de dois termos eqidistantes dos extremos de uma P.A. finita é igual a
soma de seus extremos.

Em simbologia algébrica, temos : Se tivermos a P.A.: (s, &y, as, ..., 8p, ..., ag - ,an-1, & ), ONde ap
e aq sdo elementos equidistantes dos extremos a; € a,, entdo na P.A. inicial ficaréo definidas outras
duas com p elementos: P.A:.: (a1, a,..., &) e P.A2.: (ag, ag+1, ..., @) aS quais poderemos aplicar a
formula do Termo Geral: P.Al.: ap=a; +(p-1).r e P.Az.: a, = ag +(p-1).r.  Se subtrairmos
membro a membro estas duas igualdades, teremos: ap - na = al - ag , e desta Gltima igualdade,

teremos: a,+ag = ar+a,. Assim, fica demonstrada a propriedade.

VI)PROPRIEDADE :

SOMA DOS ELEMENTOS DE UMA PROGRESSAO ARITMETICA FINITA :

Na P.A. (@, az, as, ...., 8p, ..., &gy -----, n-2, n-1, &) , finita, a Soma S, de seus n elementos sera :
Sn= a +a +az+ ...+ a2+ a1+ a, (1). Estaigualdade pode ser assim escrita :
Sn = a, + aprtapet ... + a3+ a; + a; (2). Secalcularmos (1) + (2) membro a
a membro, teremos : S, + S, = (a;+a,) + (a2+an1) + (@stan2) + ....+H(anatay) + (aptay).
Podemos perceber que o segundo membro desta ultima igualdade é composto de n somas de termos
eqlidistantes dos extremos da P.A.. Entdo, se aplicarmos a propriedade anterior, teremos :
2.5, = (m+ta)+(ay+ay) +(ar+ay)+...+(ag+a,) +(ar +ay) . Logo:
2.Sp=(ag+a,).n ,ou ainda: Sp= (aL+any).n,queéaformula para calculo da Soma dos

2
elementos de uma P.A. finita.
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EXEMPLOS :
1) Calcular a soma dos 25 primeiros elementos da P.A.: (3,7, ...).

Resolugdo: Vamos calcular o 25° elemento desta P.A. cuja razdo é r =7 —3 =4, pelo seu termo geral:

ap=a+(25-1)r,entdo: a» = 3+24.4 = 3+96=99. Apliguemos em seguida a for-

muladasoma: Sy = (ap+taxs).25 = (3+99).25 = 102.25 = 1275
2 2 2

2) Obtenha a soma dos multiplos de 6 que possuam 3 algarismos.

Resolucdo : O primeiro elemento desta P.A., se ela for crescente, é 102, e o ultimo é 996, e 0 numero
de termos é obtido pela formula do termo geral : 996 = 102 + (n-1). 6, de onde tiramos 804 = (n-1).6,
logo n-1 =134, e o valor de n sera 135.

A soma destes elementos: Sizs = (102 + 996). 135, ouainda S135= 74115
2

3) Calcule a soma dos 16 elementos da P.A, se ela é igual a 20 vezes o primeiro elemento e o ultimo

elemento é 102.

Resolucdo : Si6 = 20.a; , logo, se aplicarmos a formula da Soma da P.A., poderemos escrever :

20.a; = (a3 +102).16, entdo: 20.a; = (a; + 102). 8, portanto: 20.a; = 8.a; + 816, logo 12.a; = 816,
2

entao a; = 68. Como Sy = 20. a3, facilmente chegaremos a conclusdo que Sig = 1360.

EXERCICIOS :

1) Obtenha a soma dos niUmeros naturais maiores que 13 e menores que 1347.
2) Quantos termos possui a P.A. cujos extremos sdo 17 e 300, e cuja soma é 47550 ?

3) Some os 2501 primeiros elementos da P.A.: (-750, -732, ...).
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4) O tratamento de um paciente indica que ele deve tomar 20 gotas de um remédio ap6s o almogo do
primeiro dia, 18 gotas ap6s o almoco do segundo, 16 apds o do terceiro, e assim por diante até que
chegue a zero gotas. Qual o total das gotas que ele ird tomar?

5) Quantos termos tema P.A.: (-100, -95, ... ) sabendo que eles ndo s&o positivos ? Ache ainda o va-
lor de sua soma.

6) Ache a soma dos nimeros que nao sao multiplos de 8 compreendidos entre 1000 e 9999.
7) Interpole 8 meios aritméticos entre 4 e 18 e some-0s .

8) A soma dos n primeiros termos de uma P.A. é obtida com o uso da formula S, = n® +4n. Cal-
cule seu décimo quarto termo.

9) A soma dos 10 primeiros elementos de uma P.A. é 200, e a soma dos seus 20 primeiros elementos
é 800. Encontre a soma dos 50 primeiros elementos dessa progressao.

10) Quantos séo os meios aritméticos com razédo igual a 5 que podemos intercalar entre 13 e 58. Obte-
nha a soma da P.A. decorrente.

Resp.: ( 1) 905760 ; 2) 300 ; 3) 398250 ; 4) 220 ; 5)21, 1050; 6) 43307 000; 7) 88
8) 31; 9)5000; 10) 8, 355.)
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