® MATEMATICA - ENSINO MEDIO
MODULO DE REFORCO - EAD
e P> PEDERAL PROGRESSOES - Progressdo Geométrica

) PROGRESSAO GEOMETRICA (P.G))

Progressdo Geométrica € uma sequéncia de elementos (ay, a, as, ..., an, ...) tais que, a partir do se-

gundo, o quociente entre um elemento qualquer e seu antecedente seja uma constante “q”, que serd

chamada razéo da Progresséo.

Em linguagem algébrica, podemos escrever que, se a sequéncia (as, az, as, ...., an,...) € uma Progres-

sdo Geométrica de razéo g, entdo L & & G & g.
al a2 a3 an—2 an—l
EXEMPLOS :
1) Asequéncia (2,6,18,54,....) éumaP.G. infinitacomq = g=%=%=...=3;
2) Asequéncia (4,4, 4,4, 4, 4)éumaP.G. finita com 6 elementos e q = %:1;
1
3) Asequéncia (8, 4,2, % ...) é uma P.G. infinita onde q = gz % -2 _L.

4) Asequéncia (2,-6,18,-54,162 ) € uma Progressdo Geométrica finita com 5 elementos e razéo

-6 18 -54 162
2 -6 18 -54
A , .. -4 4 A4
5) Asequéncia (4, -4,4,-4) é umaP.G. finita com 4 elementose g = T=—4=T:—1;

6) Asequéncia (-8,4,-2,1,...)éumaP.G. infinita cujarazdo é g = - 1/2;
7) Asequéncia (-3,-3,-3,...) éuma P.G. infinita de razdo iguala 1;
8) A sequencia ( -2, -6, -18, ... ) e uma P.G. infinita com g = 3.

9) Asequencia (-2;-1;-0,5;...) e P.G. infinitacomq=0,5
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1) CLASSIFICACAO DE UMA P.G.

Classificamos uma P.G. levando em consideracao a sua razéo e, em alguns casos, seu primeiro termo.
Assim temos os seguintes casos : Se a P.G. possulir :
1) a;>0eq>1, como no primeiro exemplo, ela ser4 crescente ;
2) a1<0eq>1, comonooitavo exemplo, ela sera” decrescente:
2) =1, como no segundo e no sétimo exemplos, ela serd constante ou estacionaria ;
3) a;>0e 0<q<1, como no terceiro exemplo, ela sera decrescente ;
4) q<-1,como noexemplon®4, elasera oscilante e divergente ;
5) g=-1, como no exemplo 5, ela sera oscilante ;
6) -1<q<0,como no sexto exemplo, teremos uma progressao oscilante e convergente;

7) a;<0,e0<q<1,comonoexemplo 9, teremos uma P.G. crescente.

OBSERVACAO : Como ja sabiamos, ndo ha nenhum caso de P.G. com razdo nula.

EXEMPLOS :

1) Obtenha o valor de x de modo que a sequéncia ( xX-1, 2x, 5x+6) seja uma P.G.

Resolucéo : Se aplicarmos a definicdo de P.G. na sequéncia dada, poderemos escrever a seguinte sen-

tenca: 2x = 5x+6 . Estaproporcdo nos remete a equacdo x°+ x — 6 = 0 cujas raizes sdo as se-
x—-1 2X
guintes : X; = -3, e obteremos a P.G.:(-4, -6, -9), ou x, = 2, e teremos a P.G.: (1, 4, 16).

2) Monte a P.G. de 3 elementos tais que sua soma é 42 e seu produto, 512.
Resolucdo : SejaaP.G.:(a, b,c). De acordo com os dados do problema, seus elementos podem for-
mar as seguintes equacbes: a+b+c=42, e a.b.c=512

A segunda equacdo que acabamos de escrever, nos permite afirmarque b. b. bq=512 , de on-

q
vemque b.b.b=512, ouainda: b*=512, logo b=8.
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8
. N _ —+8+8g=42
A primeira equagao nosdizque a+b+c=42, logo 4 , que podemos transformar

na seguinte equacao de 2° grau: 89 —34g+8=0 | cujos valores da incognita podemos calcular, pa-

1
raobtermos : 91 =4 etemosaP.G.: (2, 8, 32) crescente, ou 9z =4 eaP.G.: (32,8, 2) decrescente.

EXERCICIOS:

1) Escreva a P.G. constante de quatro termos, se o produto de todos eles se iguala a 1296.

2) Numa P.G., o segundo elemento e a razao se igualam. Monte-a, se a soma de seus 3 elementos e'57.

3) O produto dos 5 termos de uma P.G. e 729. Obtenha o produto dos seus extremos.

4) Ache o valor de x, sabendo que a sequencia (x-1, x+8,x+44)e umaP.G.

5) Ache o numero que, se for somado a 4, 8 e 13 nesta ordem, determinara uma P.G. Monte a P.G.
Resp.: (1)(6,6,6,6)e(-6,-6,-6,-6); 2) (1,7,49)e(1,-8,64); 3) 9; 4) 4; 5)3e

P.G.:(4,8,16).)

1) PROPRIEDADE
Dados 3 termos consecutivos de uma P.G., o modulo do termo central sera a Media Geometrica dos
outros dois.

Demonstragao : Sejaa P.G.: (...., a1, ap, a1, ... ). Conforme a definicao de P.G. podemos escre-

ver : = . Se multiplicarmos em cruz os elementos desta proporcao poderemos ter :

G5 = gy .81 . LOgo, a,- TvO-1-%+1  Portanto, | % |= V@e-1-%2+1 (cq.d.)

OBSERVACAO : Esta propriedade deixa claro o motivo de as P.Gs. terem 0 nome que ostentam.

TERMO GERAL DE UMA PROGRESSAO GEOMETRICA

Analogamente ao que fizemos com as P.As., desenvolveremos a seguir uma forma de obtermos qual-
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quer termo da P.G. da qual conhecemos a razéo, a ordem do termo procurado e o primeiro termo.

Assim, sejaa P.G.: (a1, a2, as, ..., an-1, an, ...). De acordo com a definicao de P.G., podemos escrever:

dp = a1

a2 = a1.(Q
a3 = a2.(Q
dn-1 = adn2.(Q
an = an1 q

Se multiplicarmos membro a membro estas igualdades, tere-

mos: aj;.az as. ....an1. ay = ai. a1.9. a2.0. a3.0. .... .an2.0. ar1.q . Simplifiqguemos a igualdade, e en-

tdo ficaremos com : [an = a. q“'j ; que vema ser a formula do termo geral da P.G.

EXEMPLOS:
1) Calcule o oitavo termo da P.G. de primeiro termo 4 e razéo 3.
Resolucao : Pelo enunciado, procuramos ag e sabemos que a; =4 e g = 3. Logo, pela formula do ter-

mo geral, a,=a;.q"",teremos: ag=4.3%" = 4.3" = 4.2187 = 8748.

2) Obtenha o primeiro termo da P.G. onde 0 10° termo e” 6 e a razdo, 2.
Resolucao : Sabemos que nesta P.G., a;p0=6 e g =2. Procuramos a;. Com a mesma formula entao,

i i 6 3
a, = a,.q"%, escreveremos : 6 =a;.2*%?, logo, 6 =2a;.2° ,e6=2a;.512.Portanto: a; = —— = ——
=g ! 9 ! ! ' 512 256

3) Ache arazdo da P.G. valor 4 para o primeiro elemento e 1024 para o quinto.

Resolucao : Nesta progressao, a; = 4, as = 1024 e queremos o valor de g. Novamente, se utilizarmos
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1024

o termo geral, teremos : 1024 =4.q°" . Entdo q*= . Portanto : q =+ V256 =+4

OBSERVACAO : Como gq==*4,surgemduas P.Gs.: Se q=4: P.G.: (4, 16, 64, 256, 1024) que é

crescente, e, se q=-4, P.G.: (4, -16, 64, -256, 1024) que é oscilante divergente.

4) Quantos termos tem a P.G. finita : ( 6, 18, ..., 13122 ) ?
Resolucao : De acordo com a definicao de P.G., g = 18/6 = 3, e se utilizarmos a formula do termo geral,
escreveremos : 13122 = 6. 3"! que e” uma equacao exponencial. Entao, 3"" =2187, portanto 3"" =3’

e concluiremos que n-1 = 7, logo a quantidade de termos desta P.G.e" n=8.

5) Interpole 6 termos geometricos entre os numeros -10935e 5.
Resolucdo : Do mesmo modo que nas interpolacoes aritmeticas, se desejamos interpolar 6 termos entre

outros dois, entao a P.G. possuira” 8 termos. Entao, a formula que estamos estudando representara” nos-

5 1
so problema da seguinte maneira : -5 =-10935. ¢®* , eassim, q' = ---==-= =-==--~. Podemos
-10935 2187
01 711
oo J 21877 | 3" 3 « . o
agora calcular o valorde q:q= N . Aprogressao que desejamos sera entao:

P.G.: (-10935, 3645, -1215, 405, -135, 45, -15, 5)

EXERCICIOS:

1) Uma P.G. possui primeiro membro igual a -3. Calcule seu :
a) sétimo elemento, se sua razdo é 4;
b) oitavo elemento, se suarazdo é -1/3 ;

€) numero de elementos, se o Gltimo é -243 e a razdo é 3;

2) O produto de 3 numeros em P.G. € 1728 e a diferenca entre o maior e o menor é 32. Monte a P.G.;
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3) Interpole 6 termos geométricos entre -5 e 640 ;

4) Ache a razdo da P.G. de quatro elementos cuja soma dos extremos é 325 e a dos centrais é 100.
Resp.: (1a) -12288; 1b) 1/729; 1c) 5; 2) (4,12, 36) ou ( -36, 12, -4) ;

3) (10, -20, 40,-80, 160, -320) ; 4) % ou 4. )

IV) PROPRIEDADE

Numa P.G. finita, o produto de dois termos equidistantes dos extremos é igual ao produto dos extre-
mos.

Demonstragédo : Sejaa P.G.: (ai, 8...., @p, «.ry 8, ..., 8n-1, &n ) ONAE 3y € 8 SA0 dois termos equi-
distantes dos extremos a; e a,. Assim, surgem na P.G. duas outras PGs. finitas com p elementos :
P.Gi: (a1, a2 ..., dp1, dp ) € P.G2: (@& ag+1, ..., @n1, @ ).  Se aplicarmos a formula do termo geral
nestas duas progressdes com razao ¢, poderemos escrever :

PGi: a= a.q"
Se dividirmos membro a membro estas duas equacdes, ficaremos com :

P.Go: an= as. g™

a
S & , de onde obteremos : dp. & = ai. an . cqd

V) PRODUTO DOS TERMOS DE UMA P.G. FINITA

Sejaa P.G. finita : ( ai, az,...., @p, ..., &s, ...., an-1, @ ) , onde sdo equidistantes dos extremos os ele-

mentos a, e as, € assim, o produto destes n elementos sera :
Pn = a8 a3 ... 8. ... . 8s. ... . 3n2. An1. @&n . - ESta Ultima igualdade pode ser assim escrita:

Pn = an @n1. @n2. ... .8s. «on8p. - .. . 83. 82. &1 . - Multipliqguemos membro a membro estas sentencas:

Pn.Pn = (az.an). (@2.an1). (83-@n2). ... .(8p.8s). ... .(8s.@p). ... .(An-2.83).(@n-1.82).(An.a1)
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Os parénteses envolvem produtos de termos equidistantes dos extremos da P.G. Ent&o, conforme a

propriedade demonstrada, teremos :

P2 = (ar.an). (az.an). .... . (az.an). ... .(a1.an). ....(a1.an). (ar.an).
Logo, P,2 = (apay)" ,edai: Pn= # «/(ai.an)” , onde o sinal + serd positivo se 0 nimero de

termos negativos for par e negativo caso seja impar.

EXEMPLOS :

1) Obtenha o produto dos 10 primeiros elementos da P.G. : (-2, 6, ...)

Resolugdo : NestaP.G., q= % =-3 , portanto, a,=a,.q° =-2.(-3)° =—2.(~19683) = 39366 .

O produto de 10 primeiros termos sera negativo, pois 0 nimero de elementos negativos é 5. Entéo,

escrevemos: R, = +,/(—2.39366)° = —/+78732° = —78732° = -

OBSERVACAO: Afinal, porque o produto desta quest&o ficou negativo ? Ora, muito facil: E que den-

tro dos 10 termos da P.G. ha 5 elementos negativos cujo produto naturalmente é negativo.

2) Calcule o produto dos 25 primeiros elementos da P.G.:(-3, -6, -12,...)

Resolucdo : A razdo desta progressao é : q :_—2 =2 ,entdo a, =-3.2* , e o produto dos 25 ele-

mentos serd: P, = —\/(—3)25.(—3.22“)25 = —\/(—3)50.(—2)600 =-3%.2% (O produto é negativo pois ha

na progressao 25 termos negativos).
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EXERCICIOS:

1) Calcule o produto dos 101 primeiros elementos da P.G.:
a) (-1,1,-1,..) ; b (1,-11,..) ; c) (-1,-1,-1,..); d)(1,1,1..)

Resp.: (1a) -1; 1b) 1; 1c) -1; 1d) 1).

2) Multiplique os 8 primeiros termos da progressdo geométrica :

|5

J5,..); b)(05,025,..);: ¢ (13, -2,..) ; d)(

il

Jm

Resp.: ( 2a) 16625 2b) —— : 2¢) -2.(1+B) ; 2d) Y )
256 m

VI) SOMA DOS TERMOS DE UMA P.G. FINITA

Sejaa P.G. comn elementos: ( &,a,,8;,...,8, ,,a,,,a,). Se somarmos seus membros, escreveremos :
S,=a+a,+a;+.....+a, ,+a,,+a, . (1). Multipliquemos por ‘q’ os dois membros
de (1) : q.S,=0q.(a,+a,+a,+....+a, ,+a,,+a,) ouainda, se distribuirmos q pelo 2° membro :
qS,=04a +0a,+09a;,+...+0a, ,+0a,,+9a, (2).Se efetuarmos a operacao (2)-(1),
ficaremos com: q.S,-S,=0a —& +0a,—a,+0a, —a, +...+0a, ,—a, ,+0qa,, —a,,+gqa,—a, .
Como ga =a,,0a, =4a,,...,0a,, =a,, e assim por diante. Entdo a diferenga (2) - (1) que estamos
calculando se transformara em :
9.5,-S,=a,-a+a,-a,+a,-a, +..—a, ,+a,,—a,,+a,—a, +a,—a, +0a,
Percebemos entéo que :

S.(a-)=0a,-a =ga.9"'-a=aq"-a =a(q"-1) . Portanto, a Soma dos n primeiros
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termos da Progressdo Geométrica seré :

EXEMPLOS:

1) Calcule a soma dos 6 primeiros elementos da P.G.: (3,5, ...)

Resolucéo :
56 15625
q=> S - 3[(5) _1] _ 3( 729 _l) B 7438
3 5 4 2 81
3 3

2) Quantos elementos possui a P.G.: (4, 8, ... ) para que a soma de seus elementos seja 4092 ?

Resolucéo :

ngzzﬁsnzw

= 4.(2" —1) = 4092
4 2-1

Logo, 2"-1=1023—2"=1024 , que é uma equagdo exponencial cuja solucéo se resu-

me em fatorar os seus dois membros. Assim, teremos: 2" =22 —5sn=10

EXERCICIOS:

1) Obtenha a soma dos 8 primeiros termos da P.G.:

a) (12,2,.) : b) (1,416 ..) ; ¢ (-1,-3,-9,..) : d) (2,%,...)

© |

Wk

2) Quantos elementos deve possuir a P.G. cujo primeiro termo € 2 e cuja razdo é 5 para que a soma dos
seus termos seja igual a 7812 ?

3) Obtenha o quinto elemento da P.G. de 11 elementos , sabendo que a soma de seus 10 primeiros ele-
mentos é 3069 e que a soma dos 10 Gltimos é 6138.

3280 12610

Resp.: ( 1a) 2187 : 1b)13107; 1c) 3280 ; 1d) 2187 :2)6 ;: 3) 48)

LIMITE DA SOMA DE UMA PROGRESSAO GEOMETRICA
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Pensemos agora da seguinte P.G. : (1,=,~,=,....). Se calcularmos as somas de seus elementos confor-

|-

N |-
Al

me aumentamos o nimero desses elementos, poderemos verificar que :

Sen=1, entdo S =1

Sen=2, entdo Sz=1+1=E =15
2 2

Sen =3, entdo S3=1+1+£—Z=1,75
2 4 4
1111

Sen=4, entdo S,=1+-+-+-=—=1875
2 4 8 8

1

Sen=5, entdo S, =1+=+ +i=3—1=1,9375
2 16 16

11
_+_
4 8
E assim por diante.

Vemos entdo que , por mais que calculemos estas somas, 0s seus resultados irdo se aproximar do nime-

ro 2, sem nunca chegar realmente a 2. Dizemos assim que o limite da Soma S, quando “n” cresce cada

vez mais, é 2. Este fato é representado algebricamente por lim S, e damos a esta expresséo o simbolo S.
n— oo

Devemos ler S=1im S, deste modo : S é o limite de Sn, quando n tende ao infinito.
n— oo

Como observacao ao que estamos mostrando, é importante percebermos que o limite de uma P.G. s6 é
um numero real, se a razdo q da P.G. ndo for nula e estiver colocada entre os nameros -1 e +1, e for dife-
rente de zero.

Obtenhamos agora a expressdo que nos da o limite da Soma da P.G. infinita e cuja razdo esteja entre
-lel, endosejanula:

Assim, sejaa P.G.: (a,,a,,a,,...) nas condi¢des expostas anteriormente. Como ja é de nosso conheci-

n
- . (q" -1 -
mento, se esta P.G. fosse finita a Soma de seus elementos seria dada por S, = LG . Como ela ¢ in-

g-1
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finita, devemos calcular S, limite da Soma quando n se torna cada vez maior. Isto é :

s—lims, —im&@ =D _-& _ &
qg-1 g-1 1-qg

n— oo
OBSERVACAO : E importante lembrar que, quando n tende ao infinito, a poténcia " tende a zero, uma

vez que a razdo "q" € um namero real diferente de zero e entre -1 e 1.

EXEMPLOS:

1) Obtenha a soma dos elementos da P.G.: ( 2, 1, % ereens)

Resolucdo : Como esta P.G. é infinita e sua razéo q ZE se encontra entre -1 e 1, e é diferente de zero,

podemos calcular o limite S da soma de seus elementos :

1-9 _~ =2
2 2
A . . ,b 5
2) Ache a soma dos elementos da sequéncia: (=,—,—,....)
9 27 81
5 3
<. N ~ _27 81 1 ..
Resolucédo : Esta sequéncia é uma P.G. de razdo = ?:?zé , diferente de zero e entre -1 e 1.
9 27
5
Entdo, sua soma sera S = 9 :§§ -2
1_1 92 6
3

3) Ache a fracdo geratriz da dizima periédica 2, 4153153153...

Resolucdo : Esta dizima periddica é um nimero racional que pode ser escrito conforme a seguinte sen-

IFSP | Ambiente virtual de apoio ao ensino presencial do Campus S&o Paulo



tenca: 2,4153153153... = 2,4 + 0.0153 + 0,0000153 + 0,0000000153 + ..., onde 2,4 é sua par-

te ndo periddica e o restante é a parte periddica, e podemos escrevé-la como uma P.G.. Ou seja :

24153153153, = 24, 123 | 158 153

+ + + +
10 10000 10000000 10000000000

Entdo, 2,4153153153153... = i—g+ S, onde S é a soma da PG apresentada ; Calculando S, teremos ?

153 153
g= _& _ 10000 _ 10000 _ 153 1000 _ 153 17

1-q ,_ 1 999 10000 999 ~ 9990 1110
1000 1000

24 17 2681

Assim, a fracdo geratriz solicitada serd G = ﬁ+ S=—+—=—
0 10 1110 1110

EXERCICIOS:

1) Obtenha o limite da soma das seguintes Progressdes Geometricas :

a) (1,02;,..) ;b)(23,1/3,..);¢) (- g) s d) (V3-1..) ;e ( —2v2,-2...).

N | o1

2) Obtenha o primeiro termo e a razéo da P.G. cujo limite da soma é 4, se o primeiro termo é igual a ra-
zao da progressao.
3) Obtenha a geratriz das seguintes dizimas periodicas :

a) 0,35353535... ; b) 3,2575757... ; c) 1,999999... ; d) 0,19999... ; e) 2,321032103210... .

4) Uma P.G. infinita é tal que a soma de seus termos de ordem impar é 20 e a dos de ordem par € 10. En-

contre o primeiro termo desta P.G..

5) Seja um quadrado de 2cm de lado. Os pontos médios de seus lados formam um outro quadrado cujos
pontos médios dos lados formam um novo quadrado, e assim por diante. Obtenha a soma :
a) dos comprimentos das diagonais de todos os quadrados ;

b) das areas de todos os quadrados.
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1d) ,—3'(‘/3_1)

Resp.: (1a) 1,25, 1b) 4/2 , 1c) -f—g : 16) 42+4; 2) g : 3a) %

43 1 7736
3b) —— ,3¢)2,3d) =, 3¢) —— : 4) 15: 5a) 4(/2+Dcm) : 5b) 8cm?
)132 ) )5 )3333 ) ) 4( )em ) ) )

EXERCICIOS GERAIS DE PROGRESSOES ARITMETICAS E GEOMETRICAS

1) SeaP.G.: (x,Y, z) possui razdo igual a 2, entdo quanto sera o valor da soma dos logaritmos
de base 2 de seus elementos ?
2) Os lados de um triangulo retangulo estdo em P.G. de razdo 2. Obtenha o seu menor angulo
agudo.
3) Dadas as progressdes : Aritmética (&,,a,,-..) de razdo 3 e Geométrica (b,,b,,...) de razdo %, e
tais que 3 =b e a,=b,, calcule soma entre a, e b;.
4) Suponhamosa P.A.: (x,y,z) cujasomaé 15,ea P.G.: (X, y+1, z+5) de soma 21. Se elas sdo
crescentes, obtenhaa P.A. e aP.G..
5) Seja o triangulo equilatero de 8 cm de lado. Inscreva-se nele uma circunferéncia, e nela outro
triangulo equilatero, e assim por diante. Obtenha :
a) O limite dos perimetros dos triangulos;
b) O limite dos perimetros das circunferéncias;
c) O limite das areas dos triangulos;

d) O limite das areas dos circulos determinados pelas circunferéncias.

Resp.: (1) 3@+log}) ; 2) 30°; 3)27/2; 4)P.A(3,5,7), P.G.:(3,6,12) ;
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