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Horocirculos

Definicao 1: Dadas duas retas m e n e dois pontos P e Q,
sendo P € me Q € n, dizemos que P e Q si3o pontos
correspondentes se o segmento PQ forma, com as duas retas,
angulos congruentes, no mesmo lado da reta que passa por
PeqQ.

Definiciao 2: Consideremos a familia de retas que passa por
um ponto ideal Q. Seja A um ponto de uma delas. O conjunto
de pontos correspondentes a A é chamado de horocirculo de
centro 2 passando por A. Se B é qualquer ponto desse

horocirculo, entdo BQ) é chamado de raio do horocirculo.
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Horocirculos
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Fatos sobre horocirculos

@ Um horocirculo ndo é uma reta. E se uma reta corta um
horocirculo em dois pontos P e @, PQ formara com os
raios PQ2 e QX2 angulos iguais.

@ Segmentos de raios entre dois horocirculos concéntricos
sao congruentes.

@ Se os pontos Py, Ps, ..., P, dividem um arco AB de um
horocirculo em n partes iguais, os raios passando por
esses pontos, cortam o arco A'B’ correspondente (de um
horocirculo concéntrico), em pontos Py, P5, ..., P!,
dividindo também este em n partes iguais.
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Teorema
Sejam h e ' horocirculos concéntricos. Dados pontos A, B e
C de h, representemos por A’, B’ e C’ os pontos de h’

determinados pelos raios que passam pelos trés primeiros
pontos, entao:

AB AB

AC ~ AC
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Teorema

Se s, e s, representam os comprimentos de dois arcos
correspondentes de horocirculos concéntricos, sendo s, < s, e
sendo x a distancia entre eles ao longo de um raio comum,
entao:

So

6/19



Considere a regido ABC delimitada pelo arco AB de um
horocirculo h de centro £2 de comprimento s, pela tangente ao
horocirculo no ponto A, interceptando B2 em C e pelo raio
BQ, sendo que AC tem comprimento t e CB tem
comprimento u.

CuB

Teorema:
Na figura, valem as seguintes relacdes:

S—s5=S8e(tt) g4 ¢ Gelt=v)
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Prova:
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Prova de 12 parte:

Considere um ponto D do horocirculo h tal que B pertenca ao
arco AD, cujo comprimento &€ S. Seja 2'Q2 o raio que passa
pelo ponto D. A reta AQ' é a tangente ao horocirculo
passando por A, contendo o segmento AC.
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Prova da 12 parte:

Considere, ainda, um ponto E sobre a reta que passa por C e
D, sendo que C pertence ao segmento EB e EC tenha
comprimento t.

Os triangulos CAQ2 e CESY sdo congruentes, logo ESY é
perpendicular a EC.

O horocirculo de centro 2 passando por E tem EQ' como reta
tangente.

O arco EF entre as retas EQ e QQ' mede S. Os arcos EF e
BD tem seus comprimentos como S — s = Se~(t+¢)
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Prova da 22 parte:

Considere um ponto G sobre h, de forma que A pertenca ao
arco BG e o arco AG tenha medida S.
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Prova da 22 parte:

O raio G2 pertence a reta QQ" e a reta AQ” é tangente ao
horocirculo h no ponto A.

O ponto H pertence a reta CS tal que CH me de t.

Os triangulos HCQ" e ACQY' sdo congruentes, logo HQ' é
perpendicular a CH.

O horocirculo de centro Q passando por H tem HQ” como reta
tangente e o arco entre os pontos H e J tem comprimento S.
A comparagdo entre os arcos concéntricos BG (de
comprimento S + s) e HJ (de comprimento S) resulta em:
S+s=Set
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Corolario:

e’ = cosht

s=Stght
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ABC é um triangulo retangulo, com angulo reto em C.
a, b e ¢ sdo os comprimentos dos lados BC, AC e AB.
X e ;1 s30 as medidas dos angulos A e B.

¢ é o comprimento cujo angulo de paralelismo é .
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P pertence a semi-reta AB de tal forma que AP é igual a /.
Q é o ponto ideal da semi-reta AC.

PQ & perpendicular a AP.

hy e hy sdo horocirculos de centro  (um passando por B e o
outro passando por P)
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sy = Ssenha

51 = s3 e
e = cosh(¢ — ¢)
Sy +s3=5tght
s, = Stgh ({ —¢)
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Em um tridngulo retangulo com partes a, b, ¢, A e u, tem-se:

senh(c) = senh(a) cosh(/) e senh(c) = senh(b) cosh(m)
E, mais ainda:
cosh(/) = senh(c) senh(a’)

cosh(m) = senh(c) cosh(¥)
cosh(c) = senh(/) senh(m)
cosh(a) = senh(/) senh(b")
cosh(b) = senh(m) senh(a’)

Sendo a e & complementares, b e b’ complementares,
O(l) =X e ©(m) = p.
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Teorema de Pitagoras Hiperbdlico: Em um tridngulo
retdngulo de hipotenusa medindo ¢ e catetos medindo a e b
vale

cosh(c) = cosh(a)cosh(b)
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