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Apresentacao

Este livro foi escrito para servir de texto a uma disciplina de Geo-
metria nao euclidiana dirigida a alunos de cursos de licenciatura
e bacharelado em Matematica. Contém o material padrio de um
curso de Geometria hiperbdlica. Constitui-se numa continuidade
natural do livro Geometria euclidiana plana, de nossa autoria, pu-
blicado pela SBM, na Colegiao do Professor de Matematica.

A descoberta das geometrias nao euclidianas é um capitulo fasci-
nante da histéria da Matematica, que se inicia no proprio momento
em que Euclides trouxe a piblico os Elementos, em que apresen-
tava a Geometria euclidiana numa forma axiomatica, e so termina
na primeira metade do Século XIX.

As tentativas de provar o quinto postulado a partir dos outros,
ao longo de tantos séculos, transformaram-se, ao final, no estudo
da Geometria absoluta (de Bolyai) e permitiram o entendimento de
que havia de fato toda uma familia de proposicdes equivalentes ao
quinto postulado, entre as quais o teorema da soma dos angulos de
um triangulo.

O estudo das trés hipéteses possiveis para esta soma (igual, maior
ou menor do que 180 graus) levou naturalmente & descoberta da
Geometria hiperbdlica, por Gauss, Lobachewsky e Bolyai.

Tanto esforco despendido 1:dundou nao apenas na descoberta da
nova Geometria, mas num profundo entendimento das bases sobre
as quais ela e a Geometria euclidiana se assentam.

Talvez a descoberta da nova Geometria pudesse ter sido feita
em época mais remota se nao existissem os preconceitos de que a
Geometria euclidiana era a tnica possivel e que era a Geometria
do universo. Um preconceito tao forte que impediu Gauss, a figura



dominante do mundo matematico na primeira metade do Século
X1X, de publicar os préprios achados sobre o assunto. Deste ponto
de vista, a descoberta da (Geometria hiperbolica representa uma
vitéria conira uma concepcao euclidiana do mundo.

A apresentagdo da Geometria hiperbdlica neste livro segue, em
grande parte, os passos dos seus descobridores. Tenta informar um
pouco sobre a histdria que precedeu a descoberta com o intuito de
possibilitar um entendimento maior sobre as conseqiiéncias profun-
das do quinto postulado na Geometria euclidiana. A inclusio de
cinco capitulos sobre o assunto nao deve ser considerada um exa-
gero. O aluno médio precisa de um tempo adequado para aceitar
as novas idéias!. .. De fato, dois destes capitulos sao exclusivamente
sobre os personagens que estiveram envolvidos naquela descoberta
e se constituem apenas em material de leitura auxiliar para um
curso em que este livro venha a ser adotado.

Nos trés dltimos capitulos fazemos a apresentagao propriamente

dita da Geometria hiperbolica.

Fortaleza, julho de 1995
Joiao Lucas Marques Barbosa
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Fundamentos da Geometria
euclhidiana

A Geometria é uma ciéncia muito antiga. Conhecimentos geométri-
cos nao triviais ja eram dominados no Egito antigo, na Babilénia e
na Grécia. Na forma como a conhecemos, podemos estabelecer o seu
ponto inicial na Grécia, no tempo de Ptolomeu I, quando Euclides
escreveu os Elementos (por volta do ano 300 a.C.).

Euclides e seus predecessores reconheceram o que, nos dias de
hoje, todo estudante de Filosofia sabe: que nio se pode provar tudo.
Na construgao de uma estrutura légica, uma ou mais proposigoes
devem sempre ser admitidas como axiomas a partir dos quais todas
as outras sdo deduzidas.

Pelo tempo de Euclides, o que hoje chamamos de Geometria eu-
clidiana estava totalmente desenvolvido. De fato, o trabalho de Eu-
clides foi aquele de um compilador que reuniu os teoremas conheci-
dos, ja demonstrados por seus predecessores, e os colocou em tnico
texto com uma apresentagao unificada. Segundo os que analisa-
ram profundamente a obra de Euclides, os Elementos foram escritos
visando a apresentar a teoria dos sélidos de Platao e a dos nimeros
racionais de Teteto, consideradas duas das grandes contribuicées
dos gregos a Matematica.

Euclides ficou famoso pela concepgao do livro em si, considerado
como o primeiro tratado cientifico, modelo para todos os outros em
qualquer ramo da ciéncia, e pela escolha que fez dos axiomas.

Os dez axiomas de Euclides foram apresentados em dois gru-
pos: as nogoes comuns e os postulados. A distingao #otre eles nao é
muito clara. As nogées comuns parecem ter sido consideradas como
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hipéteses aceitaveis a todas as ciéncias ou admissiveis por qualquer
pessoa inteligente, enquanto que os postulados seriam hipéteses pe-

culiares da Geometria.
1. Nogoes comuns

(a) Coisas que sio iguais a uma mesma coisa sdo também
iguais.

(b) Se iguais sdo adicionados a iguais, os totais sao iguais.

(c) Se iguais sao subtraidos de iguais, os restos sao iguais.

(d) Coisas que coincidem uma com a outra, 830 iguais.

(e) O todo é maior do que qualquer uma de suas partes.

2. Postulados

1. Pode-se tracar uma (tdnica) reta ligando quaisquer dois
pontos.

1. Pode-se continuar (de uma tnica maneira) qualquer reta
finita continuamente em uma reta.

II. Pode-se tracar um circulo com qualquer centro e com
qualquer raio.
IV. Todos os angulos retos sao iguais.

V. E verdade que, se uma reta ao cortar duas outras, forma
angulos internos, no mesmo lado, cuja soma é menor do
que dois angulos retos, entdo as duas retas, se continua-
das, encontrar-se-ao no lado onde estao os angulos cuja
soma é menor do que dois angulos retos.

De fato. estes enunciados ndo coincidem exatamente com aqueles
apresentados nos Elementos. Fizemos algumas alteracbes para que
estes representemn a forma pela qual Euclides realmente os utili-
zou nas demonstragoes dos teoremas. As alteragdes foram incluidas
entre parénteses.
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Na verdade Euclides fez uso de outras hipdteses nio mencionadas
nas listas da pagina anterior. Entre elas podemos destacar as se-
guintes:

a) Retas sao conjuntos ilimitados.

b) Vale o axioma de Pasch: sejam A, B e C trés pontos nao
colineares e seja m uma reta que nao contémn nenhum destes
pontos. Se m corta o segmento AB, entio ela também corta
o segmento AC' ou o segmento C'B.

c) As retas sao continuas (ou seja, em cada reta vale o axioma
de Dedekind).

Vamos comentar apenas a hipdtese (). O postulado 2, asseve-
rando que um segmento de reta pode ser continuamente continuado
em uma reta, nao assegura que retas sejam ilimitadas. Entretanto,
Euclides inconscientemente assumiu este fato. Um exemplo impor-
tante de uma proposigao em cuja prova esta hipétese é tacitamente
assumida é o teorema do angulo externo.

PROPOSIGAO 1, 16. Em qualguer tridngulo, se um dos
lados for continuado, o dngulo erterno formado € sem-
pre maior do que qualquer dos dngulos internos que ndo
lhe sejam adjacentes.

Prova. Seja ABC um triangulo. Continue o segmento BC até
um ponto D (de modo que (' seja agora um ponto do segmento
BD). Vamos provar que

ACD > BAC .

Para isto, considere o ponto médio E do segmento AC' e trace a
semni-reta com origem B passando pelo ponto E até um ponto F
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tal que BE = EF. Pelo primeiro caso de congruéncia de triangulos,
tem-se BEA = FEC. Como conseqiiéncia,

ACF = BAC .
Mas, R X

ACD > ACF' .
Logo, ) ) :

ACD > BAC .

Figura 1

Observe que esta prova sé vale porque a reta é ilimitada. Por
exemplo, ela nao é valida para triangulos esféricos quaisquer.

O leitor interessado em aprender mais sobre os fundamentos da
Geometria deve ler uma das versdes atuais dos Elementos [E], em
que o texto de Euclides é intercalado com criticas e comentarios.
Deve também ler o livro Escrito por Hilbert [Hi], que estabeleceu
definitivamente o conj into de axiomas completo para a Geometria
euclidiana.

Hilbert teve o cuidado (seguindo Euclides) de apresentar um con-
junto minimal de axiomas, isto é, de nao incluir axiomas redun-
dantes. Ao longo deste Século, muitos textos de Geometria foram
escritos em que a preocupagao de apresentar um conjunto mini-
mal de axiomas foi substituida pelo desejo de tornar o texto mais
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agradavel aos iniciantes. Um exemplo tipico é o livro que escreve-
mos para alunos de cursos de licenciatura em Matemdtica e que foi
publicado pela SBM.

Ao escrever os Elementos, Euclides introduziu os postulados um
a um, na ordem aqui apresentada. De fato, mesmo um exame su-
perficial do livro I daquela obra revela que ele esta djvidido em
trés partes (embora Euclides ndo estabeleca formalmente esta di-
visao). As primeiras 26 proposigoes tratam da teoria elementar dos
triangulos. Comegando com a proposigao 27, é apresentada a teoria
das paralelas, que vai até a proposicao 34, onde se inicia a ter-
ceira parte. Nesta, a nogao de area de paralelogramos e tridngulos
culmina com o Teorema de Pitdgoras.

E importante observar que o quinto postulado sé é utilizado a
partir da proposi¢do 29, sendo as primeiras 28 proposicoes validas
em qualquer Geometria onde sejam assumidos os quatro primeiros
postulados. Vamos apresentar a seguir as proposicées 27, 28 e 29
dos Elementos.

PROPOSIGAO I, 27. Se uma reta corta duas outras for-
mando dngulos correspondentes iguais, entdo, as duas
retas sdo paralelas.

S/La /
L/

Figura 2

Prova. A demonstragao desta proposigao é uma simples conse-
qiiéncia do teorema do angulo externo. Se as duas retas se encon-
trassem, forma-se-ia um triangulo com um angulo externo igual a
um dos angulos internos nao adjacentes. O
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PROPOSICAO 1, 28. Uma reta corta duas outras for-
mando dngulos designados como na figura sequinte. Se
a + B € igual a dois angulos retos, entdo, as duas retas

sdo paralelas.

. A

77
B

{ @

/

Figura 3

Demonstrar esta proposicao é simples. Considere os angulos da
figura acima. Observe que a + B = 180° se, e somente se, a =7. O

Neste ponto vamos comparar esta proposi¢ao com o quinto pos-
tulado de Euclides. Em termos da notagio acima, ele poderia ser

reescrito como

POSTULADO V. Uma reta corta duas outras formando
dngulos designados como na figura acima. Se o + B for
diferente de dois dngulos retos, entdo as duas retas se

encontram.}

Assim, o quinto postulado é a afirmagdo inversa da proposicao
28 do livro 1 dos Elementos. A préxima proposi¢ao é a primeira em
que Euclides usa o quinto postulado.

PROPOSIGAO I, 29. Quando uma reta corta duas para-
lelas formam-se dngulos correspondenies iguais.

1De fato, Euclides também afirma que as retas se encontram do lado em que estao
os angulos a e (. Mas isto decorre do teorema do angulo externo.
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Prova. Ainda usando a figura anterior. temos duas retag para-
lelas e uma transversal formando com elas angulos @, B e ¥ como
indicados. Devemos provar que a = 7. Suponha que tal nao ocorra.
Segue-se que a + § ¢ diferente de dois angulos retos. Mas entao,
pelo quinto postulado, as duas retas se encontram, o que contradiz
nossa hipétese. Logo o + B é igual a dois angulos retos e, con-
sequentemente, « = 4. O

Existem evidéncias histéricas de que o quinto postulado se tor-
nou o principal alvo de critica aos Elementos ainda no tempo de
Euclides. Mesmo numa leitura superficial, o quinto postulado apre-
senta-se muito diferente dos demais, até pelo seu tamanho. Tecni-
camente, como observamos, ele é a inversa da proposigao 28, e, por
isto mesmo, foi considerado desde o inicio como uma proposigao
que Euclides nao conseguira demonstrar.

Dois mil anos decorreram ao longo dos ‘quais intimeras tentati-
- vas foram feitas de completar os Elementos demonstrando o quinto
postulado. De fato, mesmo nos nossos dias, vez por outra, ainda
aparecem pessoas nos departamentos de Matematica, com longos
manuscritos, afirmando que, finalmente, obtiveram a tio almejada
prova. Como veremos, isto é impossivel.

Exercicios

1. Prove cada um dos exercicios seguintes, indicando quais deles
dependem do quinto postulado.

(a) Por um ponto, fora de uma reta, sempre passa uma reta
que nao intercepta a reta dada.

(b) Uma reta que encontra uma de duas paralelas, encontra
também a outra.

(c) Duas retas sao paralelas se possuem uma perpendicular
comum.

(d) Uma reta perpendicular a uma de duas paralelas é, tam-
bém, perpendicular a outra.



1. Fundamentos da Geometria euclidiana

(e) Retas paralelas sao equidistantes.
(f)
(g) Existem quadrados.
(h)

(i) Lados opostos d€ um paralelogramo sao congruentes.

Existemn retangulos.

Um éangulo inscrito em um semicirculo é sempre reto.

(j) Dois tridngulos retangulos sao semelhantes se um angulo
agudo de um for igual a um angulo agudo do outro.

(k) Existemn tridngulos semelhantes e ndo congruentes.
2. Prove os exercicios seguintes sem usar, direta ou indireta-
mente, o quinto postulado.
(a) Existemn triangulos congruentes.
(b) No méximo um angulo em um triangulo pode ser obtuso.

~ (c) Existem triangulos eqiilateros.
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O quinto postulado

Uma das conseqiiéncias da busca de uma prova do quinto postulado
foi a producao de grande niimero de afirmacées a ele equivalentes, o
que chamamos de substitutos. E importante que entendamos o que
significa afirmar que uma determinada proposi¢io P é um substitu-
to do quinto postulado: quer dizer que a teoria desenvolvida usando
os quatro primeiros postulados e mais a proposi¢iao P coincide com
a Geometria de Euclides.

A maneira de provar que uma proposi¢io P é um substituto
para o quinto postulado é a seguinte: primeiramente, devemos saber
que P é uma proposigao da Geometria euclidiana. Depois, devemos
demonstrar que, na teoria desenvolvida usando os quatro primeiros
postulados e mais P, pode -se provar o quinto postulado de Euclldes
como uma proposigao’.

O substituto mais conhecido é o seguinte:

PosTULADO V; (Axioma de Playfair) Por um ponto
fora de uma reta pode-se tragar uma inica reta paralela

d reta dada.

De fato esta € a formulagao mais conhecida do quinto postulado,
constando na maioria dos livros-texto de Geometria. Ela é comu-
mente atribuida ao gedmetra Playfair. Na Geometria euclidiana a
afirmagao acima pode facilmente ser deduzida. Por um lado, dados
uma reta m e um ponto P fora de m, é conseqiéncia dos quatro

'Devemos assumir todos os axiomas utilizados por Euclides, exceto o quinto, in-
clusive os que nao constaram de sua lista nos Elementos.
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primeiros postulados que existe uma reta m’ paralela a m e pas-
sando por P, sendo a sua construgao (baseada na Proposigao 1, 27)
a seguinte: trace a reta n perpendicular a m passando por P e, a
partir de P, a reta m’ perpendicular a n. Entao m’ é paralela a m.

P / m'
/J

a! m

n

Figura 4

Para provar a unicidade, supomos que exista outra paralela a
reta dada, digamos m” passando pelo ponto P. Esta reta forma um
angulo agudo com n. Logo, por V concluimos que m” intercepta m.
Este absurdo prova o resultado.

Agora teremos de provar que V é uma proposicao na teoria de-
senvolvida a partir dos quatro postulados de Euclides mais o Vj.
Para isto faremos uso da Figura seguinte, onde vamos supor que-
a + B é menor do que dois angulos retos e que as duas retas m e
m’ sdo paralelas.

" B

Figura 5

Tragamos pelo ponto S uma reta n' formando um angulo A’ tal
que a + (' seja igual a dois retos. De acordo com a Proposigao 27,
esta nova reta é paralela a reta m. Mas, entao, teremos duas retas
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distintas passando pelo ponto S e paralelas a uma mesma reta, o -
que ¢é absurdo segundo V. Isto completa nossa prova.

Vamos apresentar a seguir varios outros equivalentes, seleciona-
dos com o objetivo de exibir a profundidade das repercussdes do
quinto postulado na Geometria euclidiana.

POSTULADO V,. A soma dos dngulos iniernos de um
tridngulo € sempre igual a dois dngulos retos. :

Este € o enunciado classico do teorema da soma dos angulos de
um triangulo. Como todos sabemos, ele faz parte da Geometria eu-
clidiana. Assim, para provar sua equivaléncia ao quinto postulado,
é suficiente provar que, na teoria desenvolvida a partir dos quatro
primeiros postulados e mais V;, pode-se provar o quinto postulado
de Euclides ou o axioma de Playfair. Para isto, vamos necessitar
dos dois lemas seguintes.

LEMA 1. Um dngulo erterno de um triéngulo é sempre
igual & soma dos dois dngulos internos que ndo lhe sdo
adjacentes. '

LEMA 2. Por um ponto P, pode-se sempre tracar uma

reta, formando, com uma reta dada, dngulo menor do
que qualquer nimero positivo prefizado.

9. 92
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Prova. A prova do Lema 1 é trivial, ja que estamos supondo ser
a soma dos angulos de qualquer tridngulo igual a dois angulos retos.

Para provar o Lema 2, consideremos um ponto P,umaretamea
perpendicular baixada de P a m, cujo pé sera representado por A;.
" Sobre m, seja A; o ponto tal que AjA; = PA,;. O triangulo PA; Az
¢ isésceles com angulo-da base #; medindo metade de um angulo
reto. Marcamos outro ponto Az, como na figura, tal que A;A3 =
PA,. Como no caso anterior, o angulo da base deste triangulo sera
8, = 6,/2. Este argumento pode ser repetido quantas vezes se€ queira
obtendo-se, na etapa de ordem n, um angulo

9,,, = 91/27;..1 .

E entdo claro que, dado qualquer numero positivo ¢, podemos es-
colher n suficientemente grande tal que 6, <e. O

Estamos agora preparados para provar que, se a soma dos angulos
de qualquer triangulo é dois 4ngulos retos, entdo, por um ponto fora
de uma reta, passa uma unica reta paralela a uma reta dada. De
fato, sejam P um ponto e m uma reta. A perpendicular aretam
passando por P interceptam no ponto A;. Sabemos como construir
uma reta paralela a reta m passando. pelo ponto P: basta tomar a
reta n perpendicular ao segmento P A, passando por P.

\P n
T
h_ m e
A ]
Figura 7

Seja n’ qualquer outra reta que passa pelo ponto P. Seja € o
angulo entre n e n'. A reta n’ forma com o segmento PA; um
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angulo a complementar de €. Observamos que, de acordo com o
Lema 2, podemos tragar uma reta pelo ponto P que intercepta m
em um ponto B, formando um angulo menor do que .

Entao o triangulo PA, B, que é retangulo em A,, tem o angulo
em P maior do que a. Portanto, a reta n’ entra no triangulo PA; B
pelo vértice P e, pelo axioma de Pasch, corta o lado oposto que é
o segmento A;B. Portanto, ndo é paralela a m . Isto completa a
demonstragao. O :

POSTULADO V;. Eziste um par de tridngulos seme-
lhantes e ngo congruentes.

E claro que existem tais tridngulos na Geometria de Euclides e,
assim, para provar a equivaléncia entre este e o quinto postulado,
é suficiente provar que, na Geometria desenvolvida usando este, é
possivel deduzir-se o quinto postulado de Euclides ou qualquer um
dos seus equivalentes mencionados.

A A

o
(9]

Figura 8

Sejam ABC e A’B'C’ os dois triangulos mencionados no Postu-
lado V3. Suponha que os vértices foram nomeados de modo que
se tenha A = /i, B=BeC =C. Vamos supor, também, que
AB > A'B'. No segmento AB, marcamos um ponto D, de modo
que AD = A’B’ e, no segmento AC, marcamos um ponto E tal
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que AE = AC'. Assim, o tridngulo ADE é congruente ao triangulo
A'B'C'". E agora imediato mostrar que o quadrilatero DECB tem
soma dos angulos internos igual a quatro angulos retos.

Para concluir a demonstragdo, vamos precisar das seguintes pro-
posigoes, devidas a Legendre, cujas provas nao dependem do quinto
postulado e que serao apresentadas no proximo capitulo.

PROPOSIGAO L1. A soma dos dngulos internos de um
triangulo € sempre menor ou igual a dois dngulos retos.

PRropPOSIGAO L2. Se eziste um triangulo cuja soma
dos dngulos internos € dois dngulos retos, entdo, a soma
dos dngulos internos de qualquer tridngulo € tqual a dots
angulos retos. ' :

Tratando-se a reta BE, dividimos o quadrildtero DEC B em dois
triangulos. Observe que a soma dos angulos internos dos dois €
igual & soma dos angulos internos do quadrildtero, que ja sabe-
mos ser quatro angulos retos. Como consegiiéncia da Proposigao
L1, conclui-se que a soma dos angulos de qualquer um dos dois
triangulos ¢ igual a dois dngulos retos. Pela Proposigio L2, vale o
postulado V3, o qual, j4 sabemos, implica no quinto postulado de
Euclides. O

POSTULADO V4. Eziste um par de retas equidistantes.

Uma vez que o quinto postulado de Euclides esteja em uso, sabe-
se que as retas paralelas sao também egiiidistantes. Por outro lado,
se V4 for adotado, podemos deduzir o quinto postulado mostrando
que existe um triangulo cuja soma dos angulos internos é igual a
dois angulos retos.

De fato, se m e n sao as duas retas eqiiidistantes, de pontos 0
e Q na reta n, baixe perpendiculares a reta m e designe por P e
R . respectivamente, os pés destas perpendiculares. De um ponto
qualquer S do segmento PR, baixe uma perpendicular ST a reta’

n. Por hipotese,
PO = ST = RQ .
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m P S R
|-
n
o] T Q
Figura 9

Por construgao, os triangulos OPS, STO, SRQ e QTS sio re-
tangulos. E facil ver que os dois primeiros e os dois tltimos sio
congruentes, de ondese segue que:

TOS = P50 e TOS=Q3R.
Portanto, a soma dos angulos internos do triangulo OSQ é igual a
dois angulos retos, ja que:

TOS+05Q +SQT = P30 +08Q + QSR
= PSR =180°.

Muitos outros substitutos sdo possiveis para o quinto postulado.
Vamos citar mais alguns cuja prova da eqgiiivaléncia é deixada a
cargo do leitor:

POSTULADO V5. Dados quaisquer trés pontos ndo coli-
neares, existe um circulo passando por estes trés pontos.

PosTuLADO V. Se trés dos dngulos de um quadrild-
tero sdo retos, entdo, o ultimo também € reto.

PoOSTULADO V. Por qualquer ponto dentro de um dn-
gulo menor do que dois tercos de um dngulo reto, pode-
se tragar uma reta que corta os dois lados do dngulo.
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Estes sete substitutos tém sua prépria importancia e servem para’
mostrar a nao trivialidade do quinto postulado na Geometria eucli-
diana. Suas conseqiiéncias incluem as proposigoes mais conhecidas e
mais utilizadas da Geometria. Sem ele, ou um de seus eqiiivalentes,
nio terfamos o teorema da soma dos angulos de um triangulo,
toda a teoria dos triangules semelhantes e, consegiientemente, a
Trigonometria, deixaria de existir, e 0 tratamento dado por Euclides
para o conceito de area teria de ser amplamente revisto. Nos iremos
abandonar o quinto postulado e substitui-lo por uma proposigao
que lhe sera contraditdria. A Geometria que sera obtida, pelo que
vimos, devera ser bastante exética.

Exercicios
1. Prove que Vs é um substituto do quinto postulado de Euclides.

Prove que Vs € um substituto do quinto postulado de Euclides.

Prove que V4 é um substituto do quinto postulado de Euclides.

4. Considere as seguintes afirmagoes:

Va. Em qualquer tridngulo retdngulo o quadrado da hipote-
nusa € igual a soma dos quadrados dos catetos.

Vy. Duas retas paralelas a uma mesma reta sao paralelas.

Vio. Se uma reta corta uma de duas paralelas, entao, corta a
outra.

Vy,. Eristem duas retas e um nimero a com @ proprie lade de
que a distincia de qualquer ponto da primeira ¢ segunda
€ menor do que a.

Prove que cada uma delas é um substituto do quinto postu-
lado de Euclides. .
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Os precussores

Grande parte das informagoes que temos hoje sobre a histéria da
Geometria grega nos chegou através da obra de Proclusl, filésofo,
matematico e historiador (410-485). Ele relata que, mesmo na época
de Euclides, foram feitas tentativas de provar o quinto postulado
como um teorema ou de livrar-se dele através da adogido de outra
definigdo de retas paralelas. Ao longo dos séculos, estas tentativas
continuaram com a participagio de praticamente todos os grandes
matematicos, que viveram até o século XIX. Para dar um exemplo,
o livro Saggio di una bibliografia Euclidea, Parte IV, Bolonha 1890,
apresenta 24 paginas de titulos de monografias relativas ao quinto
postulado publicadas entre os anos 1607 e 1887. Vamos apresentar
a seguir algumas destas tentativas. )

Antes de iniciar, exclarecemos que todas as informagées histéricas
contidas neste volume foram obtidas das seguintes fontes: '

1) The Thirteen Books of Euclid’s Elements, traduzido do texto
de Heiberg, com introdugio e comentarios por Sir Thomas L. Heath,
Dover Publications Inc., segunda edigdo (1956).

2) Non-Euclidean Geometry, a Critical and Historical Study of its
Development, por Robert Bonola, Dover Publications Inc., (1955).

3) Introduction to Non-Euclidean Geometry, por H. E. Wolfe,
Holt Rinehart and Winston (19.5).

Entretanto, em vérias ocasides, para beneficio do leitor, esta-
remos mencionando, em notas de roda-pé ou mesmo no texto, re-
feréncias que foram usadas como fontes nos livros a que nos referi-

"Edicio de G.Friedlein: Procli Diadochi in primum Euclidis elementorum librum
commentarii, (Leipzig, Teubner, 1873).
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mos.

3.1 Ptolomeu

Segundo Proclus, Euclides viveu durante o reinado do primeiro
Ptolomeu que escreveu um livro sobre o quinto postulado, incluindo
uma prova dele. Proclus, nos comentdrios sobre o livro I dos Ele-
mentos, afirma: ...ele (o quinto postulado) deveria ser retirado com-
‘pletamente da relagdo dos postulados, pois € um teorema dificil, o
qual Ptolomeu propés-se a demonstrar, .... Sua inversa foi, de fato,
estabelecida por Euclides como um teorema. Proclus nao reproduz
a prova de Ptolomeu, mas, por seus comentarios, pode-se inferir
que ela deve ter sido algo como a que apresentamos a seguir.

" Inicialmente, considere duas retas cortadas por uma transversal,
formando angulos normeados como na figura abaixo

A p/ ' B

Figura 10

Se o + 3 = 180°, entdo, também teremos ¥ + 6 = 180°. E, entdo,
facil concluir que a = 4 e que 8 = 6. Logo, a figura Rap, formada
pelas semi-retas Spp e Sop e pelo segmento PQ, é congruente a
figura R,s, formada pelas semi-retas Spa € Soc e pelo segmento
PQ. Dai se segue que, se as duas retas se interceptam de um lado
da reta que passa por PQ, entao, também se interceptam do outro
lado. Neste caso, teriamos duas retas distintas com dois pontos
comuns, o que é absurdo.
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Como vemos, esta parte do raciocinio de Ptolomeu é perfeita e
oferece alternativa para provar a Proposicio I, 28 sem fazer uso
do teorema do angulo externo. Agora, seguindo a mesma idéia. ele
tentou oferecer a demonstragao para o quinto postulado.

/
8/ a
/B
/
Figura 11

Considere duas retas cortadas por uma transversal, como na
figura acima, mas, agora, suponha que as duas retas sio parale-
las. Segue-se dai que as figuras R,g e R,s sdo congruentes, j4 que
nao pode haver diferenga entre o paralelismo em uma direcido do
paralelismo na outra diregao. Como conseqiiéncia, concluiu-se que
a+ [ =17+ 6 edai, trivialmente, que qualquer uma destas somnas

vale 180°. .
De fato, assumindo a congruéncia entre as duas figuras, o leitor

nao terd dificuldade de escrever todos os detalhes desta demonstra-
¢ao. O erro de Ptolomeu foi exatamente assumir que paralelismo
acarreta na congruencia das duas figuras. Como veremos, isto s6
ocorre na Geometria Euclidiana. '

3.2 Proclus

O proprio Proclus indicou a faldcia no argumento de Ptolomneu
e propds uma demonstragdo. Sua idéia era provar que, se uma
transversal corta uma de duas paralelas, entio, corta também a
segunda. O leitor é desafiado a demonstrar como exercicio que esta
afirmagao € um substituto para o quinto postulado. O argumento
de Proclus era o seguinte.
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Figura 12

Sejam duas retas paralelas m e n. Considere uma reta que corta
m no ponto E, e seja F' um ponto desta reta na regiao limitada pelas
duas retas paralelas. Seja P um ponto da semi-reta Sgr. Designe
por d(P,m) a distincia deste ponto a reta m. Esta é uma fungao
do ponto P, que cresce a proporgao que PE cresce. De fato, esta
distancia pode tornar-se maior do que qualquer nimero prefixado
e, portanto, eventualmente, torna-se maior do que a distancia entre
as retas m e n. Mas, entao, Sgr corta n.

Como o leitor pode verificar, o raciocinio de Proclus esta correto,
desde que admitamos que retas paralelas sdo equidistantes. Mas,
vimos que a existéncia de retas eqiidistantes é equivalente a adogao
do quinto postulado.

3.3 Nasiredin

Os arabes sucederam os gregos como lideres nas descobertas ma-
tematicas. Como eles, também investigaram o quinto postulado.
Nasiredin (Nasir-Edin), (1201-1274), astronomo e matematico per-
sa., editor de uma versao dos Elementos de Euclide , em arabe,
escreveu um tratado sobre 0s Postulados de Euclides?, no qual ob-
servou pela primeira vez a importédncia do teorema da soma dos
angulos de um triangulo em relagao ao quinto postulado. Em sua

2Con{orme: Euclidis elementorum libri XII studii Nassiredini, Roma (1594). Este
trabalho foi escrito em arabe, republicado em 1657 e 1801, mas, infelizmente, nunca
foi traduzido para qualquer outra lingua.
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tentativa de prova, encontramos o gene de jdéias importantes que
seriam desenvolvidas muito depois de seu tempo.

Nasiredin primeiramente supés, sem demonstragao, a validade da
seguinte afirmagao:

AXIOMA: Sejam m e n duas retas, A um ponto de m,
B um ponto de n, tais que AB ¢ perpendicular a n e
forma um dngulo agudo com m. Entdo as perpendicu-
lares baizadas de m a reta n, do lado do éngulo agudo,
s@o menores do que AB e as que ficam do outro lado
sao maiores do que AB.

Nasiredin usou, entdo, este axioma para deduzir o quinto pos-
tulado®. Para isto, utilizou-se de uma figura que veio a se tornar
famosa, associada ao nome de outro matematico. '

A A

Figura 13

Ele considerou um quadrilatero ABB’A’ em que os angulos B e
B’ sdo retos e em que AB = A’B'. Utilizando o método de reductio
ad absurdum e, sem muito cuidado, o axioma acima, ele concluiu que
os angulos A e A’ sic também retos. Para isto, supds inicialmente
que o angulo A fosse agudo, deduzindo, entio, que AB > A'B’, o
que € absurdo. O mesmo tipo de prova mostra que este angulo nao
pode ser obtuso. Daf o resultado.

?A demonstracio de Nasiredin ¢é reproduzida no volume II da obra de J. Wallis:
De Postulato Quinto; et Definizione Quinta; Lib. 6 Euclidis; disceptatio geomelrica,
Opera Math. Oxford, 1693.
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Observe que aqui Nasiredin usou, sem se aperceber, que se o
angulo A for agudo, entdo, o éngulo B deve ser obtuso. De fato,
' como veremos, é uma conseqiiéncia dos quatro primeiros postula-
dos o fato de estes dois angulos serem congruentes. Continuando
o argumento de Nasiredin, o quadrildtero ABB'A’ tem os qua-
tro angulos internos retos.e os lados opostos congruentes. E, por-
tanto, um retangulo. Tragando uma diagonal, o dividimos em dois
triangulos retangulos congruentes. Dai ele conclui pela existéncia
de um triangulo cuja soma dos &ngulos é 180° fato que sabemos
acarretar a validade do quinto postulado. '

3.4 Wallis

As primeiras versdes dos Elementos feitas nos séculos XII e XIII,
baseadas em textos arabes, e as elaboradas no século XV e inicio
do século XVI, com base em textos gregos, nao continham qualquer
nota critica relativa ao quinto postulado. Tais criticas apareceram
somente depois do ano 1550, principalmente sob a influencia dos
Comentdrios de Proclus’. Nos séculos XVI e XVII, entre os que
escreveram trabalhos criticos sobre o quinto postulado, e que ten-
taram as prova-lo, deve-se citar F. Comandino (1509-1575), C. S.
Clavio (1537-1612), P. A. Cataldi (7-1626), G. A. Boreli (1608-
1679), Giordano Vitale (1633-1711), e J. Wallis (1616-1703). Todos
eles, excetuando Wallis, trabalharam a idéia de retas equidistantes.
J. Wallis abandonou a idéia de eqiidistancia, empregada sem
sucesso pelos matematicos que 0 precederam, e apresentou nova
demonstragio do quinto postulado. Ele baseou seus argumentos
no seguinte axioma: dado um triangulo, é possivel construir-se um
outro que lhe é semelhante, com lados arbitrariamente grandes.
Foi a seguinte a prova de Wallis. Dados segmentos AB e CD
cortados pela transversal EF em pontos G e H, respectivamente, -

40s Comentdrios de Proclus foram impressos pela primeira vez em Basle (1533),
e, posteriormente, em Padua (1560) na tradugio latina de Barozzi.
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suponha .que ) )
BGH +GHD < 180° .

Devemos provar que as retas que passam por Ae B, e por C e D
se encontram. E facil ver que

EGB>GHD.

Figura 14

Se o segmento HG for deslocado ao longo da reta que passa por E
e F',mantendo H D rigidamente a ele ligado, até que H coincida com
a posicao inicial de G, entao HD tomara uma posicao GI ficando
inteiramente acima de GB. Portanto, durante este movimento, H D
deve, em algum momento, cortar GB em um ponto, digamos L.
Seja J a posicdao do ponto G neste instante. Formamos, assim, um
tridngulo GJL. Agora construa um tridngulo semelhante a GJL,
tendo GH como lado correspondente a G.J. E evidente, agora, que
as duas retas devem se encontrar.

3.5 Saccheri

Em 1889, foi descoberto um livro que havia sido publicado em Milio
em 1733, escrito por Girolamo Saccheri (1667-1733), um padre je-
suita professor da Universidade de Pavia. O livro era intitulado Eu-
clides ab omni naevo vindicatus®. Nele, Saccheri apresentava uma

*0 titulo compleio do livro era: Euclides ab omni naevo vindicatus: sive conatus
geometricus quo stabiliuntur prima ipsa universae Geometrige Postulate. O livro era
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tentativa de prova do quinto postulado. Sua contribuigao é consi-
derada mais importante do que todas as anteriores, por ter sido a
primeira a contemplar a possibilidade de hipdteses outras que a de
Euclides e trabalhar um grande nimero de suas conseqiiéncias. Por
isto, Saccheri é considerado o precussor de Legendre, Lobachewsky
e Riemann. - .

Enquanto ensinava Gramatica e estudava Filosofia em Milao, Sac-
cheri leu os Elementos de Euclides tendo ficado particularmente im-
pressionado pelo seu uso do método de prova pela redugao a um
absurdo. Este método consiste em assumir, como hipdtese, que a
proposi¢ao a ser demonstrada ¢é falsa; se uma contradigdo resultar
ao longo das dedugées feitas utilizando esta hipétese, conclui-se que
a proposigao é verdadeira. Posteriormente, antes de ir para Pavia,
Saccheri lecionou Filosofia na Universidade de Turim. Como fruto
desta experiéncia, publicou, em 1697, um tratado de logica - Logica
Demonstrativa - cuja inovagao era a aplicagao do método usado por
Euclides no tratamento da Légica Formal.

Foi, entdo, muito natural que ele tivesse utilizado o seu conhe-
cimento de Légica, e nesta, o seu método favorito, na tentativa:
de demonstrar o quinto postulado. Segundo se tem noticia, foi a
primeiro que tentou demonstra-lo através de sua substituigao por
um outro que lhe fosse contraditério. Saccheri estava bem preparado
para efetuar esta tentativa. Por um lado, ele dominava muito bem
a ferramenta légica necessaria. Por outro, tinha familiaridade com
o trabalho dos que haviam tentado provar o quinto axioma, tendo,
inclusive, indicado as falhas nas provas de Nasiredin e de Wallis.

Saccheri considerou um quadrilitero ABCD, em que os lados
AB e DC sao congruentes e perpendiculares ao lado BC. Usando
apenas os quatro primeiros postulados, provou que os angulos em C
e D sao congruentes. A validade do quinto postulado é eqliivalente a
assurnir que estes angulos sio retos. Em geral, existem trés hipoteses

dividido em duas partes: a primeira e mais importante, foi traduzida para o inglés:
Girolamo Saccheri 's Euclides Vindicatus (Halsted, Chicago, 1920).
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para estes angulos. Sao:
1. retos,
2. obtusos,

3. agudos.

Saccheri assumiu a negagdo da hipétese (1) e estudou as con-
seqiiéncias das duas outras, na busca por contradicoes. Entre suas
conclusdes, devemos destacar as seguintes:

1. se uma das hipéteses € verdadeira para um tinico quadrildtero
do tipo considerado, entdo, € verdade para todos tais quadri-
ldteros;

2. nas hipdteses (1), (2) e (3) consideradas, a soma dos dngulos
dos tridngulos €, respectivamente, igual, maior e menor do
que 180°;

3. se existe um unico tridngulo para o qual a soma dos dngulos
€ igual a, maior do que, ou menor do que 18(P, entdo, vale,
respectivamente, a hipdtese (1), (2) ou (3);

4. duas retas coplanares ou tém uma perpendicular comum, ou
se encontram em um ponto, ou sdo assintoticas.

Assumindo, como Euclides, que a reta é ilimitada, Saccheri nao
teve dificuldade de descartar a hipotese (2). Entretanto, ao procurar
uma contradicao no caso da hipétese (3), provou uma longa série de
resultados, alguns dos quais viriam a se tornar teoremas classicos
da Geometria nao euclidiana. No final Saccheri concluiu que aquela
hipotese acarretava a existéncia de duas retas assintéticas pos-
suidoras de uma perpendicular comum em um ponto ideal no in-
finito. Aparentemente, Saccheri nio estava convencido de que havia
chegado realmente a uma contradicio, tanto que tentou uma se-
gunda prova, tamhém sem sucesso.
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Se Saccheri tivesse suspeitado que nao tinha chegado a uma con-
tradicio, simplesmente porque nao havia uma contradigao para ser
encontrada, a descoberta da Geometria nao euclidiana teria ocor-
rido quase um século antes. Seu trabalho é admiravel e, retirados
o final e alguns pequenos defeitos, o resto é uma prova inequivoca
de que Saccheri possuiu grande intuigao geométrica e profundo co-
nhecimento de Logica. Ele foi, sem divida, o primeiro a ter um
vislumbre das geometrias possiveis, mesmo sem saber disto.

3.6 Lambert

G.S.Kliigel publicou, em 1763, um trabalho® em que examinava
trinta pseudo-demonstragdes do quinto postulado. Este trabalho é
interessante, principalmente por sua conclusao, expressando, talvez
pela primeira vez, dividas sobre a possibilidade de se obter uma de-
monstracio do famoso postulado, e obsérvando que a certeza que
se tinha, naquela época, da validade da hipStese Euclidiana nao -
provinha de uma série de dedugdes rigorosas e sim de observagoes
experimentais.

Figura 15

Esta obra teve o grande mérito de ter chamado a atengao de Jo-
hann Heinrich Lambert (1728-1777) para a teoria das paralelas. Seu
trabalho Theorie der Parallellinien foi escrito em 1766 e publicado,

80 trabalho de Kliigel era denominado Conatuum praecipuorum theoriam paralle-
larum demonstrandi recensio. : : »
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ap6s sua morte, por G. Bernoulli e C.F Hindenburg’.

Ha uma grande semelhanga entre este trabalho e o de Saccheri.
Lambert escolheu para sua figura fundamental um quadrilatero com
trés angulos retos. Ele considerou trés hipéteses a respeito do quarto
angulo: (1) hipdtese do angulo reto, (2) hipétese do angulo obtuso
e (3) hipétese do angulo agudo. Como a hipétese (1) é equivalente
a0 quinto postulado, estudou as conseqiiéncias das outras duas,
tendo ido muito mais longe do que Saccheri na dedugdo de novas
proposigoes. Entre elas, deveros destacar a seguinte:

A drea de um tridngulo € proporcional & diferenca
entre a soma de seus dangulos internos e dois angulos
retos.

Portanto, a expressiao numeérica da drea A de um triangulo ABC
€, sob a hipdtese do angulo agudo:

A=k(7r—/1—B—C'),
e, sob a hipétese do angulo obtuso:
A=kA+B+C-1),

onde k£ é uma constante positiva.
Além disto, ele fez algumas observagées profundas as quais apre-
sentamos em traducao livre:

Em conezdo com estas formulas, devemos observar
que a hipétese do angulo obtuso vale se considerarmos
tridngulos esféricos ao invés de tridngulos planos, por-
que, neste ultimo caso, também a soma dos dangulos €
maior do que dois dngulos retos e a drea do tridngulo é
proporcional ao excesso.

"Este tratado, bem como o tratado de Saccheri, foram reproduzidos por Engel e
Stackel, Die Theorie der Parallellinien von Euklid bis auf Gauss (Leipzig, 1895).
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Parece ainda mais interessante que o que aqui afirmo
sobre tridngulos esféricos, pode ser demonstrado inde-
pendentemente da dificuldade das paralelas.

Estou inclinado a concluir que a hipdtese do angulo -
agudo ocorre na .superficie de uma esfera de raio ima-
gindrio.

As observacdes de Lambert foram confirmadas posteriormente
pelos matematicos Riemann e Lobachewsky. Como Saccheri, ele foi
capaz de eliminar a hipétese do angulo obtuso ao assumir que -a
reta é ilimitada. Todavia, suas conclusoes finais sobre a hipotese do
angulo agudo sao insatisfatérias. Ele pareceu perceber que os argu-
mentos contra a Geometria baseada nesta hipétese eram muito mais
resultado de nocdes preconcebidas sobre a validade da Geometria
euclidiana.

Nio podemos deixar de notar que, embora os gedbmetras daque-
le tempo ainda estivessem tentando provar o quinto postulado, no
entanto, o estavam fazendo com mentes muito mais abertas. Os
velhos preconceitos estavam comegando a desaparecer. A época das
grandes descobertas estava quase chegando!

Exercicios

1. Considere a afirmagio: Viz. Se uma reta corta uma de duas
paralelas, entdo, corta a oulra. Prove que esta afirmagao é
um substituto do quinto postulado.

2. Complete a prova de Nasiredin, provando que o seu axioma é
um substituto do quinto postulado.

3. Discuta o argumento de Wallis apresentado neste capitulo e
indique o seu erro.
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Alguns teoremas de Legendre

Ao longo dos séculos, desde a época de Euclides, muitos matems-
ticos tentaram deduzir o quinto postulado a partir dos outros qua-
tro. Algumas tentativas ficaram famosas, entre elas as de Proclus,
Nasiredin, John Wallis, Girolamo Saccheri, Johann Heinrich Lam-
bert e Adrien Marie Legendre. Vamos falar um pouco sobre o tra-
balho de Legendre. Nao que ele tenha dado qualquer contribuigio
original ao assunto, pois os seus resultados haviam sido obtidos
substancialmente pelos seus predecessores. Mas o estilo direto e sim-
ples de suas demonstragdes formou geracdes de estudantes e ajudou
a renovar o interesse sobre as bases da Geometria. Algumas delas,
pela sua elegancia, sdo de um valor inestimavel. Apresentaremos a
seguir duas delas, que constituem parte da Geometria euclidiana,
- baseando-se apenas nos 4 primeiros postulados, e também uma de
suas tentativas de provar o quinto postulado '

PROPOSIGAO L1. A soma dos angulos internos de um
tridngulo ¢ sempre menor ou igual a dois dngulos retos.

Prova. Para provar este teorema, Legendre usou o seguinte lema.

Lema 1 Dado um tridngulo ABC, eziste um tridngulo A'B'C’ sa-
tisfazendo a: :

1. a soma dos dngulo de A'B'C’ € igual a soma dos dngulos de
ABC,

2. otridngulo A'B'C’ possui um dngulo menor ou igual a metade
do menor dngulo do tridngulo ABC.
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Suponha que este lema tenha sido estabelecido e que exista um
triangulo cuja soma dos angulos seja 180° 4 c. Seja, entao, 6, o
menor angulo deste tridngulo. Aplicando o lema obtemos um novo
triangulo, digamos A, B;C,, com mesma soma dos angulos e cujo
menor angulo, 0;, satisfaz a:

6, < (1/2)8, .

Aplicando agora o lema a este trisngulo, conclui-se pela existéncia
de novo triangulo A;B,C3, com mesma soma dos angulos e menor

~ angulo, 65, satisfazendo a
92 S (1/4)90 4

Aplicando este lema n vezes, cheggmos a um-tridngulo Ap,BrCh,
cuja soma dos angulos ainda € 180° 4 e cujo menor angulo, 95,
satisfaz a

B, < (1/2")0, .
Escolhendo-se n suficientemente grande, teremos 8, < a. Mas, neste
caso, a soma dos outros dois angulos serd maior do que 180°, o que
é absurdo. Isto conclui a prova da Proposicao. O

Prova (do Lema). Dado o tridngulo ABC, suporemos que 0 angulo
A é menor do que os outros dois angulos. : :

Figura 16
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Seja D o ponto médio do segmento BC. Sobre a semi-reta de
origem A passando por D, marque o ponto E, de sorte que AD =
DE. Os triangulos ABD e ECD sao, por consequinte, congruentes.
Segue-se trivialmente que a soma dos angulos do tridngulo AEC é
igual a soma dos angulos do triangulo original.

A observagdo importante agora ¢ que a soma dos ingulos DAC e
DEC é igual ao angulo A do tridngulo original. Conseqiientemente,
o novo triangulo AEC possui um angulo, que chamaremos de 6,
satisfazendo a desigualdade

6<A/2.

Como falamos no inicio deste capitulo, Legendre fez vérias ten-
tativas de provar o quinto postulado de Euclides a partir dos ou-
tros quatro. Uma das mais interessantes é a que vamos descrever a
seguir.

Suponha que a soma dos angulos de um tridngulo ABC seja
180° — a, para algum nimero positivo menor do que 180, e que o
angulo A é o menor angulo deste tridngulo.

¢
Figura 17

Construa sobre o lado BC um triangulo BCD, congruente ao
triangulo ABC com DBC = ACB e DCB = ABC. Trace pelo
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ponto D uma reta que encontre os lados do angulo A nos pontos
E e F, como indicado na Figura acima. Como a soma dos angulos
do tridngulo BCD é 180° — «, entdo, usando a Proposi¢io L1,
concluimos que a soma dos angulos do triangulo AEF é menor ou
igual a 180° — 2a. Este procedimento repetido recursivamerte n
vezes vai produzir um-tridngulo com soma dos angulos menor ou
igual a 180° — 2"a. :

Assim, para n suficientemente grande, obteremos um numero
negativo como soma dos angulos de um tridngulo, o que é im-
possivel. Portanto, concluimos que nao pode existir triangulo com
soma dos angulos menor do que 180°. O

Esta é uma conclusio falsa, como o proprio Legendre verificou. 0)
erro da prova esta no fato de supormos que, por um ponto dentro
de um angulo, podemos sempre tragar uma reta que intercepte os
dois lados do angulo! Como observamos no capitulo anterior, esta
afirmacdo é equivalente ao quinto postulado’.

LEMA L1. Se a soma dos dngulos de um tridngulo €
igual a dois dngulos retos, o mesmo ¢ verdade para todos
os triangulos obtidos deste, tracando-se um segmento
ligando um de seus vértices ao lado oposto.

A D c

Figura 18

1Observe que esta prova pode ser adaptada para mostrar a eqiivaléncia de Vs e
V.
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Prova. Dado um tridngulo ABC, considere um ponto qualquer D
do lado AC e trace BD. Se a soma dos angulos do triangulo ABC
é 180°, entdo, a soma dos angulos dos triangulos ABD e DBC sera
A+ ABC + € + 180° = 360°. Pela Proposicio L1, nenhum destes
dois tridngulos tem soma dos angulos superior a 180°. Logo, cada
um deles tem soma dos angulos exatamente igual a 180°. O

LEMA L2. Se eziste um tridngulo cuja soma dos dngu-
los € igual a dois angulos retos, entdo, pode-se construir
tridngulos retingulos isdsceles com a soma dos dngulos
igual a dois dngulos retos e catetos maiores do que qual-
quer segmento dado.

Prova. Seja ABC o tridngulo cuja soma dos angulos € 180°. Se.
este ja nao for um tridngulo retangulo isésceles, baixe uma altura
do vértice com maior angulo ao lado oposto. Na Figura seguinte
isto foi realizado tracando-se BD.

Figura 19

Formamos, assim, dois triangulos retangulos, cada um com soma
dos angulos igual a 180°. Se nenhum destes for isdsceles, escolha
um deles, por exemplo, o tridngulo ADB com angulo reto em D).
Verifique qual dos catetos AD ou BD tem maior comprimento.
Vamos supor que seja BD. Trace, entdo, um segmento ligando o -
vértice A a um ponto E do segmento BD, tal que DA = DE. Do
lera anterior, obtemos que o triingulo retingulo isésceles ADE
tem soma dos angulos igual a 180°.
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Vamos agora nos restringir a este tridngulo retangulo isdsceles
com soma dos angulos igual a dois angulos retos e observar que a
jungao de dois deles, ao longo da hipotenusa, produz um quadrado.
Quadrados podem ser empilhados, uns sobre os outros, de modo a
produzir quadrados de lados arbitrariamente grandes. A diagonal
de um deles o divide em dois tridngulos retangulos isosceles cuja
soma dos angulos é 180°. Com isto concluimos a demonstragao. U

PROPOSIGAO L2. Se eziste um triangulo cuja soma dos
dngulos € igual a dois dngulos retos, entdo, a soma dos
dngulos de qualquer tridngulo € igual a dois dngulos re-
tos.

Prova. Suponha que exista um triangulo cuja soma dos dngulos é
180°, e seja ABC um triangulo retdngulo qualquer com angulo reto
1o vértice C. Pelo Lema L2 acima, existe um tridngulo retangulo
issceles DEF, com angulo reto em E, cujos catetos sao maiores do
que qualquer dos catetos de ABC e cuja soma dos angulos é 180°.

r B

Figura 20

Podemos, entdo, marcar pontos A’ na semi-reta Sca, de modo
que A'C = DE, e B’ na semi-reta Scg, de modo que B'C = FE.
Tem-se, entio, A'CB’ = DEF, logo A’CB' tem soma dos angulos
igual a 180°. Trace o segmento A'B para concluir que ABC tem
soma dos angulos igual a 180° . O leitor nao terd dificuldade em
concluir agora que o resultado vale para qualquer tridngulo. O
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Exercicios

. Prove que, uma Geometria em que valem os quatro primeiros

axiomas e existe um quadrildtero com soma dos angulos igual
a dois angulos retos, é a Geometria euclidiana.

. Prove que, em uma Geometria em que valem os quatro pri-

meiros axiomas e existe um triangulo cuja soma dos angulos
é menor do que 180 graus, a soma dos angulos de qualquer
tridngulo ¢ menor do que 180 graus.

Considere a afirmacao: V. Eriste um angulo inscrito em
um semicirculo que € reto. Prove que ela é um substituto
do quinto postulado de Euclides.

Mostre que, se a soma dos angulos de um triangulo for menor
do que dois dngulos retos, entdo, os angulos do topo de qual-
quer quadrilatero de Saccheri sao agudos.

Mostre que, se existe um quadrildtero de Saccheri cujos angu-
los do topo sao agudos, entao, a soma dos angulos de qualquer
tridngulo ¢ menor do que dois angulos retos.

Considere a afirmagao: Vy4. Quaisquer duas retas que ndo se
encontram tém uma perpendicular comum. Prove que ela é
um substituto para o quinto postulado de Euclides.

Considere a afirmagio: Vis. As mediatrizes dos lados de um
tridngulo sdo concorrentes. Prove que ela é um substituto para
o quinto postulado de Euclides.
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Descoberta da nova Geometria

O comego do século XIX encontrou os gedmetras ainda na busca de
uma prova do quinto postulado de Euclides. Entretanto, os esforgos
feitos ao longo de tantos séculos nesta busca haviam acumulado
frutos e um entendimento profundo da Geometria euclidiana havia
sido alcangado por muitas mentes. Como ocorre freqientemente na
Matematica, quando a descoberta ocorreu, nio foi feita por um
unico homem.

5.1 Gauss.

Nos anos criticos que antecederam a descoberta da nova Geometria,
a figura dominante no mundo matematico era Carl Friedrich Gauss
(1777-1855), que deu uma grande contribuigio no desenvolvimento
das idéias que levaram & sua descoberta. Poucos dos seus resultados,
fruto de muitos anos de pesquisa sobre os problemas associados
ao quinto postulado, foram tornados publicos durante sua vida.
Algumas cartas a outros interessados naqueles problemas, criticas
de tratados sobre paralelas, e notas inéditas descobertas entre seus
trabalhos, sao toda a evidéncia disponivel de que ele foi o primeiro a
entender claramente a possibilidade de uma Geometria logicamente
precisa e diferente da de Euclides. Foi ele o primeiro a designar a
nova Geometria de ndo euclidiana.

Parece claro na documentagao existente que, ao fim da primei-
ra década do século XIX, Gauss ainda estava tentando provar o
quinto postulado pelo método de reducio a um absurdo. Este havia
sido o processo tentado por Saccheri e Lambert no passado e cujas
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obras lhes eram familiar. Mas também estd comprovado que ele
reconhecia, mais do que qualquer outro no passado, a profundidade
do problema. Foi durante a segunda década daquele século que ele
comegcou a desenvolver as idéias da nova Geometria, formulando os
seus teoremas. E desta época a carta escrita a F.A.Taurinus, em
Géttingen, em 8 novembro.de 1824. A seguir uma tradugao (livre)
deste importante documento:

Li com prazer sua carta de 30 de Outubro e o resumo a ela anezo,
principalmente porque até agora eu estava acostumado a encontrar
poucos tragos de real intuigdo geométrica na maioria das pessoas
que se tém langado na investigagao do chamado Teorema das para-
lelas.

Com relagdo & sua tentativa, ndo tenho nada (ou quase nada) a
dizer, ezcetuando que ela € incompleta. E verdade que sua prova de
que a soma dos trés dngulos de um tridngulo plano ndo pode ser.
maior do que 180° estd, de alguma forma, com auséncia de rigor
geomeétrico. Mas isto pode facilmente ser remediado, nao pairando
nenhuma divida de que esta impossibilidade pode ser provada rigo-
rosamente. Mas a situagdo € muito diferente na segunda parte, que
a soma dos dngulos ndo pode ser menor do que 180°; este € o ponto
critico, a Tocha responsdvel por todos os naufrdgios.

Imagino que este problema ndo o tenha envolvido por muito tem-
po. Tenho refletido sobre ele durante 30 anos e ndo acredito que
qualquer outro possa ter pensado mais sobre esta sequnda parte,
embora eu ndo tenha publicado nada sobre o assunto. A hipdtese de
que a soma dos dngulos é menor do que 180° leva a uma Geomelria
curiosa, muito diferente da nossa (a euclidiana), mas totalmente
consisiente, a qual desenvolvi a um ponto que me satisfaz plena-
mente, no sentido de que posso resolver qualquer problema nela,
com ezceg¢do da determinagdo de uma constante, que ndo pode ser
fizada a priori. Qudo maior for esta constante, mais prorimo nos
encontramos da Geometria euclidiana, ¢ se ela for escolhida infini-
tamente grande, as duas geometrias coincidem.

Os teoremas desta Geometria parecem paradozais e, para um nao
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iniciado, absurdos; mas, reflezio cuidadosa sobre o assunto reve-
la que eles ndo contém nada de impossivel. Por exemplo, os trés
angulos de um tridngulo tornam-se tio pequeno quanto se queira, se
0s lados sdo tomados arbitrariamente grandes; entretanto, a drea de
um tridngulo nunca pode exceder um limite definido, ndo importan-
do qudo grandes os lados sejam tomados, e, de fato, nem alcancar
este limite.

Todos os meus esforcos para descobrir uma contradigdo, uma in-
consisténcia, nesta Geometria ndo euclidiana nao tiveram sucesso,
e a unica coisa nela que se opée 4 nossa concepgao € que, se for
verdade, deve ezistir no espago uma unidade universal de medida
linear (por nds desconhecida). Mas, me parece que conhecemos, ape-
sar do que dizem os metafisicos, muito pouco, ou muito prérimo de
nada, a respeito da verdadeira natureza do espago, para considerar
como absolutamente impossivel aquilo que se nos apresenta como
ndo natural. Se esta Geometria ndo euclidiana fosse verdadeira, e
se fosse possivel comparar aquela constante com as nossas medigoes
feitas na terra e nos céus, ela poderia entdo ser determinada a pos-
teriori. Consequentemente, tenho algumas vezes ezpressado o desejo
de que a Geometria euclidiana ndo seja verdadeira, por que entdo
teriamos a priori uma unidade absoluta e universal de medida.

Ndo receio que qualquer um que tenha demonstrado possuir uma
mente matemdtica deize de entender o que foi dito acima, mas,
de qualguer forma, considere-a uma comunicagdo privada da qual
nenhum uso piblico, ou qualquer uso que leve de qualquer maneira
a sua publicidade, poderd ser feito. Talvez eu mesmo, se tiver no
futuro mais tempo livre do que na presente circunstdncia, divulgue

minhas investigagaes.

Apesar de a prudéncia de Gauss na divulgagio de seus achados
ter permitido que outros viessemn com ele dividir a gléria da desco-
berta da nova Geometria, sua atitude é por demais compreensivel.
Nos seus dias, a filosofia de Kant havia sido assimilada pela Igreja
Romana e considerada como dogma. Era a época em que as somi-
bras da Inquisigio assustavam todos, particularmente as pessoas
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que adquiriam o dominio de qualquer conhecimento que pudesse
ser considerado, de qualquer forma, contrario 4 doutrina. Na base
da explicagio do universo daqueles dias, estava a Geometria eucli-
diana. Daf a sabedoria da prudéncia de Gauss.

Em uma carta a Schumacher, datada de 17 de maio de 1831,
referindo-se ao problema das paralelas, Gauss escreveu: Comecei a
escrever, durante as iltimas semanas, algumas de minhas medita-
¢oes, parte das quais nunca pus por escrito, de modo gque tive de
repensar tudo de novo trés ou quatro vezes. Mas desejo que isto ndo
morra comigo.

Entre seus trabalhos existe uma pequena exposicao da teoria ele-
mentar das paralelas para novos geometras. Ele ndo foi longe es-
crevendo estas notas, interrompidas em 14 de fevereiro de 1832,
quando recebeu uma cépia do famoso Apéndice, escrito por Johann
Bolyai, do livro Tentamen!, de autoria de seu pai, Wolfgang Bolyai.

5.2 Bolyai

Enquanto estudava em Géttingen, Gauss incluiu entre seus amigos
o hingaro Wolfgang Bolyai (Bolyai Farkas, 1775-1856), que ali es-’
tudou de 1796 a 1799. E quase certo que os dois freqiientemente
discutiram problemas relacionados com a teoria das paralelas.
Depois de deixaram a universidade, continuaram esta discussao
por correspondéncia. Uma carta escrita por Gauss a Bolyai, em
1799, mostra que ambos ainda estavam, ao mesmo tempo, tentando
provar o quinto postulado. Em 1804, Bolyai, convencido de ter re-
solvido o problema, apresentou suas idéjas em um pequeno tratado
intitulado Theoria parallelarum, o qual enviou a Gauss juntamente
~com uma carta. Mas a sua prova estava errada e Gauss, ao respon-
der, indicou o erro.

10 titulo completo é Tentamen juventutem studiosam in elementa matheseos
purae, elementaris ac sublimioris, methodo intuitiva, evidentiaque huic propria,
introducends.
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Bolyai continuou tentando ao longo da mesma linha de raciocinio
€, quatro anos mais tarde, enviou a Gauss um trabalho suplemen-
tando sua prova. Gauss nio respondeu comentando este trabalho.
Desencorajado, ele mudou sua atengao para outros problemas. No
entanto, durante as duas décadas seguintes, apesar dos seus afazeres
como professor, poeta, dramaturgo, muisico e inventor, conseguiu
tempo para colocar suas idéias no livro em dois volumes, intitulado °
Tentamen ao qual nos referimos. Wolfgang Bolyai foi um homem
talentoso, mas ficou mais conhecido por ser o pai de Johann.

Em 15 de dezembro de 1802, nasceu Johann Bolyai (Bolyai Janos,
1802-1860). Durante os anos que levaram a publicagao do Tenta-
men, Johann tornou-se adulto. Estudou Matematica com seu pai, de
modo que foi natural que se tenha interessado, ainda muito jovem,
pela teoria das paralelas. Na época em que ingressou no Royal Col-
lege para engenheiros, em Viena, em 1817, ja tinha devotado muito
esforco ao problema de provar o quinto postulado, apesar de seu
pai ter expressamente recomendado que este problema deveria ser
deixado de lado.

Por volta do ano 1820, seus esforgos para provar o postulado,

-através da sua substituicdo por uma afirmacéo que lhe fosse contra-
ditoria, comegaram a fornecer resultados de uma natureza especial. -
Sua atengdo foi gradualmente mudando na diregdo da possibilidade
de formular uma Geometria geral, uma Ciéncia absoluta do espago,
com a Geometria euclidiana como caso particular.

Ao negar o quinto postulado, havia duas hipdteses possiveis a
considerar. Primeiramente, poderia nao existir qualquer reta pa-
ralela a uma reta dada, passando por um ponto fora desta reta.
Entretanto, como vimos, é uma conseqiiéncia dos quatro primeiros
postulados a existéncia de tais retas paralelas. Segundo, poderia
haver mais de uma retas paralelas a reta dada passando pelo ponto.

Iniciando deste ponto, Bolyai observou que a existéncia de duas
tais retas acarreta na existéncia de uma infinidade delas. Os resul-
tados que se seguiam desta observacio (e que apresentaremos mais
adiante), constituiam o cerne da nova Geometria.
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O que parece ter mais impressionado o jovem Bolyai foram as
proposicbes que nao dependiam do ‘quinto postulado, e que, por-
tanto, valiam em qualquer Geometria, nao importando qual hipo-
tese fosse assumida a respeito das paralelas. Isto ele considerou
como a base de uma Geometria absoluta para o espago. _

Suas idéias tinham tomegado a tomar forma por volta de 1823,
quando tinha apenas 21 anos, como bem demonstra uma carta que
escreveu ao seu pai em 3 de novembro daquele ano, da qual apre-
sentamos um trecho:

No momento € minha decisdo publicar um trabalho sobre as para-
lelas, logo que complete e organize o material e uma oportunidade
se me apresente; no momento, ainda ndo vejo claramente todo o
meu caminho, mas a trilha que tenho seguido apresenta ‘evidéncia
positiva de que o objetivo serd alcangado, se isto for possivel. Ainda
ndo cheguei ld, mas jd descobri coisas tao maravilhosas que me sur-
preenderam, e seria um grande azar se elas se perdessem; no mo-
mento, ndo posso lhe dizer nada, excetuando que: do nada eu criet
um novo e estranho universo. Tudo o que lhe enviei anteriormente
€ como um castelo de cartas de baralho em comparagao com uma
torre.

Em resposta, ‘Wolfgang Bolyai sugeriu que o trabalho fosse pu-
blicado como um apéndice de seu Tentamen, e urgiu que isto fosse
feito no menor espago de tempo possivel. Mas, foi apenas em 1829
que o manuscrito foi submetido, tendo sido publicado em 1832.

Em 1831, desejoso de saber a opinido de Gauss sobre as des-
cobertas de seu filho, Wolfgang lhe enviou as provas do Apéndice
que, infelizmente, nunca chegaram a Gauss. Em fevereiro de 1832,
Gauss recebeu uma das primeiras cépias do Apéndice. Sua resposta,
escrita a Wolfgang em 6 de marco de 1832, continha as seguintes
observagdes sobre o trabalho de Johann.

Se eu comegasse com a afirmagdo de que nao 0uso louvar tal
trabalhe. vocé, € claro, se sobressaltaria: mas nao posso proceder de
outra ; 'ma, pois louvd-lo significaria louvar a mim mesmo, visto
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que todo o conteido do trabalho. o caminho que seu filho seguiu, 0s
resultados aos quais ele chegou. coincidem quase eratamente com
as meditagoes que tém ocupado minka mente por (um periodo de)
trinta a trinta e cinco anos. Por isto mesmo encontro-me surpreso
ao extremo.

Minha intengdo era, com relagdo ao meu trabalho, do qual muito
pouco at€ o presente foi publicado, ndo permitir que fosse conhecido:
durante minha vida. A maioria das pessoas ndo tem a perspicdcia
para entender nossas conclusdes, e encontrei (na vida) apenas uns
poucos que receberam com interesse o que lhes comuniquei. Para en-
tender estas coisas, a pessoa primeiramente deve ter uma percepgao
aguda do que € necessdrio, e sobre isto a maioria € confusa. Por
outro lado, era meu plano colocar tudo por escrito eventualmente
de modo que, pelo menos, ndo se perdesse comigo.

Assim, estou muito surpreso de ter sido poupado deste esforgo, e
super feliz de que tenha sido o filho do meu velho amigo que passou
a minha frente de forma tdo extraordindria.

Quando Johann recebeu do seu pai uma cdpia desta carta, ficou
desapontado. Ao invés dos elogios que antecipara, ela lhe trouxe,
na sua opiniao, somente a noticia de que um outro havia feito as
mesmas descobertas, independente e possivelmente antes dele. Ele.‘_‘
chegou a suspeitar que, antes de o Apéndice estar completo, seu pai
tivesse confidenciado algumas de suas idéias a Gauss, o qual, por
sua vez, tivesse delas se apropriado. Estas suspeitas foram eventual-
mente esquecidas, mas Johann nunca admitiu que Gauss houvesse
lhe concedido a honra que lhe era devida.

Johann Bolyai nada mais publicou em sua vida, embora tenha
continuado nas investigagoes. Notas encontradas entre seus per-
tences mostram que ele esteve interessado em extensdes de suas
idéias em espagos de dimensdo trés e também na comparacio de
sua Geometria nao euclidiana com a Trigonometria esférica conhe-
cida na época.

Em 1848, Bolyai tomou conhecimento de que a honra pela desco-
berta da nova Geometria devia ser dividida com uma outra pessoa.
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5.3 Lobachewsky

Embora Bolyai tenha sabido do trabalho de Nikolai Ivanovich Lo-
bachewsky (1793-1856) apenas em 1848, este havia publicado suas
conclusdes em 1829, dois anos antes da publicagao do Apéndice.

Lobachewsky formou-se na Universidade de Kasan em 1813. Tor-
nou-se imediatamente instrutor daquela Universidade, tendo sido.
mais tarde promovido a professor. Estudou com Johann M. C. Bar-
rels, um dos primeiros a reconhecer o génio de Gauss.

Uma c6pia de suas notas de aula de 1815 e dos dois anos seguintes,
revela que, naquela época, ele estava tentando provar o quinto pos-
tulado. Em 1823, Lobachewsky completou o manuscrito de um
livro-texto de Geometria, manuscrito que nunca foi publicado. All,
ele fez a afirmacio de que nenhuma prova rigorosa do postulado
das paralelas tinha sido jamais obtida e que as provas, até entio
sugeridas ,nao eram provas matematicas.

E conhecido que, em 1826, ele fez uma conferéncia para a secio
de Fisica e Matematica da Universidade de Kasan, quando sugeriu
uma nova Geometria na qual mais de uma reta paralela a uma reta
dada podiam ser tracadas por um ponto e onde a soma dos angulos
de um triingulo seria menor do que dois retos. Em 1829-1830, pu-
blicou umas memdrias sobre as bases da Geometria, no Kasan Bul-
letin, referindo-se a aula mencionada e expondo totalmente a sua,
teoria das paralelas. Esta publicagao, a primeira sobre Geometria
nio euclidiana, atraiu pouca atengao no seu préprio pais e, por ser
escrita em russo, praticamente nenhuma no resto mundo.

Lobachewsky escreveu varios outros trabalhos sobre a nova Geo-
metria, na esperanca de trazer alguma atencao sobre sua obra.
Talvez o mais importante deles tenha sido um pequeno livro in-

itulado Geometrischen Untersuchungen zur Theorie der Parallel-
nien?, escrito em alemao e publicado em 1840, com a idéia de que

2V/er Lobatschewsky: Geometrical Researches on the Theory of Parallels, traduzido
ara o inglés por G.B.Halsted (Austin, Texas 1891).
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isto pudesse torna-lo mais universalmente lido. Um ano antes de
sua morte, embora estivesse cego, escreveu em francés um trabalho
contendo todos os seus resultados de pesquisa: Pangéoméirie ou
précis de géomeétrie fondeée sur une théorie générale et Tigoureuse
des paralléles®. Infelizmente ele faleceu sem ver seu trabalho reco-
nhecido.

As informagdes sobre novas descobertas circulavam tio deva-
gar naquele tempo, que Gauss, a figura cientifica mais importante
daquela época, ndo soube das descobertas de Lobachewsky por
muitos anos. Alguns autores concordam que, s6 em 1841, este co-
nhecimento chegou a Gauss. De qualquer forma, em 1846, ele es-
creveu a Schumacher mencionando que estava relendo o livro de
Lobachewsky (Untersuchungen), do qual reconhece o meérito, afir-
mando que os resultados obtidos ja eram do seu conhecimento, mas
que eram demonstrados por método totalmente diferente dos seus.

Em 1848, Wolfgang Bolyai ouviu falar sobre Lobachewsky e es-
creveu a Gauss solicitando o nome do seu livro. Gauss replicou
recomendando aquele admirdvel livrinho como contendo uma ex-
posicao adequada da teoria e sendo ficil de obter.

Através de Wolfgang, Johann tomou conhecimento do trabalho
de Lobachewsky. Apés sua morte, entre seus pertences foram en-
contradas umas notas nao publicadas intituladas Bemerkungen tber
Nicolaus Lobatchefskij’s Geometrische Untersuchungen. Ali ele es-
creveu:

Mesmo se neste admirdvel trabalho métodos diferentes sdo utiliza-
dos, no entanto, o espirito e os resultados sdo tdo parecidos com
aqueles do Apéndice do Tentamen matheseos que apareceu no ano
1832 em Maros-Vdsdrhely, que qualgueir um que perceba este fato
ficard maravilhado. Se Gauss ficou, como ele afirma, surpreso ao ez-
tremo, primeiramente com o Apéndice e depois com a incrivel con-
corddncia entre os matemdticos hingaro € russo, verdadeiramente

*Ver David Eugene Smith: A Source Book in Mathematics, p. 360 (New York,
1929).
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mais surpreso fiquei eu. ,
A natureza da verdade, € claro, nao pode deizar de ser a mesma

tanto em Maros-Vdsdrhely, como em Kamschatka e na lua, ou,
para ser breve, em qualquer lugar do mundo; e, o que um ser finito
e sensivel descobre ndo € impossivel que seja descoberto por um
outro. . .

Comentario

Os trabalhos de Lobatschewsky e Bolyai nao receberam, na época
em que foram publicados, o reconhecimento esperado pelo coroa-
mento de tantos séculos de investigagdo. No entanto, isto nao nos
deve surpreender. A histéria das descobertas cientificas nos ensina
que, toda mudanga radical em um dos compartimentos da ciéncia,
nao produz, de imediato, alteragoes nas convicgbes e nas pressu-
posicdes nas quais os cientistas baseiam suas visdes particulares da
parte da ciéncia a que se dedicam.

No caso particular da Geometria hiperbdlica, sua aceitagao foi re-
tardada por varias razdes: o trabalho de Lobatschewsky foi escrito
em russo, numa época em que o latim, o alemao e o francés eram as
principais linguas da ciéncia; os dois pesquisadores, Lobatschewsky
e Bolyai, eram membros novos na comunidade cientifica interna-
cional, sendo quase desconhecidos; a concepcao filoséfica dominante
apontava na direcao oposta a sua descoberta. Por tudo isso, a nova
Geometria atraiu pouca atengio por cerca de 35 anos. A primeira
traducdo francesa do Untersuchungen foi publicada em 1866, acom-
panhada de alguns extratos da correspondéncia entre Gauss e Schu-
macher. A do Appendiz, apareceu no ano seguinte, precedida por
Notice sur la vie et les travauz des deuz mathématiciens hongrois
W. et J. Bolyai, escrito pelo arquiteto Fr. Schmidt. No mesmo ano
Richard Baltzer incluiu, na segunda edi¢ao do seu Elemente der
Mathematik. uma referéncia aos dois matematicos e a sua obra.

Estas publicagoes trouxeram, finalmente, o crédito e a conside-
ragao devidos a nova Geometria.
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A Geometria hiperbdlica

6.1 Introducao

Estas notas foram escritas com a pretensio de constituirem uma.
continuagao do livro Geometria euclidiana plana de nossa autoria
publicado pela Sociedade Brasileira de Matemaitica. E importante
observar que os postulados que adotamos naquele livro sio equi-
valentes aos de Euclides (incluindo as hipéteses nio escritas que
ele utilizou). Mais ainda, os quatro primeiro grupos de axiomas
daquele livro dao origem a mesma Geometria obtida por Euclides,
sem a inclusao do seu famoso quinto postulado. O leitor familiar
com o livro Geometria euclidiana plana, deve ter observado que
todas as proposigées provadas nos seus primeiros cinco capitulos nao
dependem do quinto postulado, introduzido apenas no seu capitulo

seis.

6.2 O quinto postulado da Geometria hiperbélica

Como vimos, o quinto postulado de Euclides é equivalente a afir-
magao de que, por um ponto fora de uma reta, pode ser tracada
apenas uma reta paralela a reta dada. No seu lugar, usaremos o
seguinte postulado caracteristico da Geometria hiperbélica.

POSTULADO. Por um ponto fora de uma reta, podem.
ser tragadas pelo menos duas retas que ndo encontram
a reta dada.

E imediato observar que, se existem duas retas passando por um
ponto e nao interceptando uma dada reta, entio, existem infinitas
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retas com esta propriedade. De fato, considere duas de tais retas
-.m e m' passando pelo ponto P e nao interceptando uma reta n.
Elas formam quatro angulos, sendo que a reta n esta completa-
mente contida em um deles. Todas as retas tragadas pelo ponto P
e contidas no par de angulos opostos pelo vértice, nenhum dos quais
contendo n, sio exemnplos de retas que também nao interceptam a
reta n. E existem infinitas delas. '

Figura 21

Com tantas retas que nao interceptam a reta n, é conveniente
mudar a defini¢ao de paralelismo. Vamos chamar de paralela a reta
n passando por P a apenas duas de tais retas, que iremos descrever
mais adiante.

Proposicao 2 Dados uma reta n e um ponto P fora desta reta, .
eristem ezatamente duas retasm e m' que passam pelo ponto P e
que separam o conjunto das retas que interceptam n do conjunto

das que ndo interceptam n.

Prova. Baixe a perpendicular do ponto P a reta n e designe
por o pé desta perpendicular. Em seguida, trace a reta passando
por P e perpendicular ao segmento PQ, a qual sabemos que nao
intercepta a reta n.

Escolha dois pontos E e F sobre esta reta, de modo que P perten-
ca ao segmento EF. Considere o tridngulo EF'Q. Como o ponto P
pertence ao lado EF, todas as retas que passam por P, com excegao
da reta que passa por E e F, sdo retas que cortam o segmento EF
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em um ponto, € que, conseqientemente, cortam também o segmento
£Q ou o segmento QF. Vamos nos restringir, inicialmente, is que
cortam o segmento EQ. Observe que, neste segmento, cada ponto
representa uma das retas que passa por P.

E P_— F

/A' Q

Figura 22

Estes pontos podem ser separados em duas classes, a dos que
representam retas que nao interceptam n, e que chamaremos de A/ )
e a dos que representam retas que interceptam n, e que chamaremos
de M. E claro que N' N M ¢é vazio, que E € N e que Q € M.
Além disto, se A € M, entdo, QA C M. Para ver que isto ocorre,
seja A’ o ponto de n onde a reta que passa por P e A intercepta
n; observe que qualquer reta que penetre no tridngulo PQA’ pelo
vértice P deve cortar o lado QA’. Da mesma forma, se B € A,
entdo, EB C N. Aqui o raciocinio é o mesmo que ja utilizamos
para garantir a existéncia de infinitas retas que nio interceptam a
reta n.

Segue-se, entdo, do axioma de Dedekind para os numeros reais,
que vale para os pontos de uma reta ou de um segmento, que exis-
te exatamente um ponto S que separa os conjuntos M e A. A
questao que se coloca imediatamente é se este ponto de separagio
pertence ao conjunto M ou ao conjunto A. Suponha que pertence
ao conjunto M, ou seja, a reta que passa por Pe S intercepta n em
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um ponto S'. Tome agora qualquer ponto da semi-reta de origem
Q passando por S’ e que esteja fora do segmento @S5’ E claro que
esta reta intercepta £Q em um ponto que fica fora do segmento
QS, o que é absurdo. Logo S € N. _

O mesmo raciocinio pode agora ser repetido com o segmento
QF , obtendo-se outro ponto de separacao daquele lado. Estes dois
pontos correspondem a retas que separam todas as retas que passam
pelo ponto P em duas categorias — as que interceptam n € as que
nao interceptam n. Além disto, estas duas retas nao interceptam n.

O
Chamaremos estas duas retas de paralelas d retan passando por

P.

Proposigao 3 As retas paralelas a n passando por P formam an-
gulos iguais com a perpendicular baizada de P a retan. Além disto,

o dngulo mencionado € agudo.

R,

Figura 23

Prova. Como anteriormente, seja PQ o segmento perpendicular
a n tragado a partir de P. Sejam a; e a; os dois angulos referidos.
Suponha que a; < az. No lado em que esta o angulo ay, trace uma
reta passando por P e que forme dngulo a; com PQ. E, entao, claro
da escolha das paralelas que tal reta cortara a reta n em um ponto,
que chamaremos de Rs. Seja, entdo, R; um ponto na reta n, tal
que Q seja o ponto médio de Ry R. Os triangulos PQR, e PQR2
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sao, entao, congruentes. Conseqiientemente, o angulo QPR = q,,
o que é absurdo. O

Em varias ocasides sera importante, para simplificar as demons-
tragdes, distinguir as duas retas paralelas, uma da outra, deno-
minando uma delas, de reta paralela a direita e a outra, de reta
paralela & esquerda. Falaremos, assim, em paralelas em um deter-

minado sentido.
Concluimos observando que é tinica a paralela a uma dada reta
em um sentido predeterminado passando por um ponto.

Exercicios

1. Prove que, se as retas que contém os segmentos BC e AC sio
ambas paralelas a uma reta n, entdo, a bissetriz do angulo
ACB é perpendicular i reta n.

2. Revisando os substitutos do quinto postulado de Euclides,
diga o que se deve esperar ocorrer nesta Geometria com rela-

gao a:
a) Uma reta que corta uma de duas paralelas.

b) Angulos correspondentes formados por uma transversal
a duas retas que nao tém pontos em comum.

c) O nlmero de perpendiculares comuns a duas retas que
nao tém pontos em comum.

d) A soma dos angulos de um triangulo.
e) Existéncia de retas equiiidistantes.
f) Angulos inscritos em semicirculos.

3. Responda aos itens b) e c) do exercicio anterior no caso de
retas paralelas.
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6.3 Propriedades elementares das paralelas

Certas propriedades das paralelas euclidianas valem na Geometria
hiperbdlica. Trés destas sao apresentadas a seguir.

Teorema 4 Se uma reta €,paralela, passando por um ponto e em
um determinado sentido, a uma reta dada, entdo, ela é, em cada
um de seus pontos, paralela no mesmo sentido a reta dada.

A P R

B
N U
T
Q S ™
Figura 24

Prova. Na figura acima, suponha que a reta m que passa por Ae
B seja uma das paralelas a n passando por P. Digamos, a paralela
a direita. Seja R um ponto qualquer de m. Devemos mostrar que
m é também uma das retas paralela a reta n passando no ponto R
e que é paralela a direita. Existem dois casos a considerar.

CAso 1. O ponto R esta no lado do ponto P que fica na diregao
do paralelismo. Trace PQ e RS perpendiculares a n. Vamos mostrar
que toda reta passando por R e entrando no angulo S RB corta a
reta n. Seja RT um segmento de uma de tais retas. Escolha nele um
ponto qualquer U. Trace PU ¢ RQ. Pelo paralelismo no ponto P,
temos que a reta PU deve cortar n em um ponto M e, pelo axioma
de Pasch, deve cortar o segmento RQ em um ponto N. Novamente
usando o axioma de Pasch, concluimos que RU, se prolongado, deve
cortar o lado QM do tridngulo QN M. Dai o resultado. ‘



6.3. Propriedades elementares das paralelas 53

Caso 2. O ponto R esta no lado do ponto P oposto ao parale-
lismo. Neste caso, a prova é essencialmente a mesma e é deixada
como exercicio para o leitor. O

Teorema 5 Se uma reta € paralela @ uma segunda, entio, a se-
gunda € paralela & primeira.

p R L _ m

H
m

G K
‘\:J n o
Figura 25

Considere as retas m e n que passam pelos pontos A e B, e C .
e D, respectivamente, como na figura acima. Seja P um ponto do
segmento AB. Suponha que m seja a paralela a reta n passando por
P em uma diregdo, digamos a da direita. Trace PQ perpendicular
a n e QR perpendicular a m. O ponto R ficara a direita do ponto
P (do lado do paralelismo), do contrario o triangulo PQR teria
dois dngulos nao agudos, o que é proibido pelo teorema do angulo
externo. Devemos provar que a reta n é paralela a reta m passando
pelo ponto Q.

Para isto, temos de provar que toda reta que passa pelo ponto
@ e divide o angulo RQD, intercepta a reta m. Considere uma
de tais retas e seja £ um de seus pontos dentro daquele angulo.
Trace PF perpendicular a esta reta. O ponto F pertence i semi-
reta de origem @ passando por E. O leitor deve verificar este fato
como exercicio. Na semi-reta Spp (semi-reta de origem P e pas-
sando por (), marque um ponto G, de modo que PG = PF. Q
ponto G € PQ, ja que PF < PQ, como cateto e hipotenusa de
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um tridngulo retangulo. Trace a perpendicular GH ao segmento
PQ e construa um angulo GPI igual ao angulo FPB. Seja J o
ponto onde a semi-reta Sp; corta a reta n. Como a semi-reta Sgy
corta o lado PQ do triangulo PQJ, mas nao corta o lado QJ,
entdo, deve cortar PJ em algum ponto K. Em Spp marque um
ponto L tal que PL = PK e trace F'L. Observe que os triangulos
PGK e PFL sao congruentes (primeiro caso de congruéncia). Con-
sequentemente, PFL = PGEK = 90°. Logo, os pontos @, F, E e
-1, sio colineares. Portanto, a semi-reta Sgg corta a reta m, como
queriamos demonstrar. O

Teorema 6 Se duas retas sdo paralelas a uma terceira, na mesma
direcio, entdo, sdo paralelas entre si. -

Prova. Primeiro, vamos considerar o caso em que a terceira reta
esta entre as outras duas.

A m
ﬁ—s-b
H
E I n F_..
m' LA
c
Figura 26

Considere as retas como na figura acima, sendo, a reta m, que
passa por A e B, e a reta m', que passa por C e D, paralelas a reta
n, que passa por E e F', ambas na mesma diregao. Podemos supor
que o segmento AC é perpendicular a CD. Considere uma reta que
passe nos pontos A e H, este ultimo situado dentro do angulo CAB.
Como m é paralela a n, esta corta a reta que passa pelos pontos
E e F em algum ponto, digamos I. Trace CI. Usando o Teorema
anterior, sabemos que a reta que passa por E e F é paralela a reta
que passa por C e D. Logo, a rela que entra no angulo CIF deve
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interceptar a que passa por C e D. Isto prova o resultado neste

caso.
Agora, vamos considerar o caso em que as duas retas, m e m/,

estdao do mesmo lado da terceira, n. Considere as retas como na
figura abaixo. Suponha que m’ seja a reta que esta entre as outras
duas. Tome um ponto P € m. Considere a reta m”, passando por P,
paralela a m’, na mesma diregao do paralelismo (de m com relagio
an).

Figura 27

De acordo com a primeira parte provada, m” é paralela a n.
Como m também é paralela a n e o paralelismo de m e m” é na
mesma dire¢ao, concluimos que m = m”, ji que a paralela, em
uma determinada diregdo e passando pelo mesmo ponto, é tinica.
Conseqientemente, m é paralela a m’. O

Para simplificar os nossos enunciados, introduziremos a nogio de
ponto ideal. Vamos acrescentar dois pontos a cada reta do plano, os
quais, na ordenagao destas retas, localizam-se, um, antes de todos
os seus pontos, e o outro, depois de todos eles. (E o mesmo pro-
cedimento usado para incluir os pontos 4+co e —oo no conjunto dos
numeros reais.) Eles serio denominados pontos ideais. Admitiremos
que estes novos pontos sao adicionados de modo que retas paralelas
tenham em comum um ponto ideal na direcio do paralelismo, ou
seja, o mesmo ponto ideal é adicionado a retas paralelas, no lado
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do paralelismo. Assim, duas retas sao paralelas se tém um ponto
ideal em comum. '

Muitas nocdes e enunciados serdo simplificados com a introdugao
desta idéia. Por exemplo, poderemos considerar a nogao de triangulo
generalizado, formado por dois pontos ordinarios e por um ponto
ideal, ou por dois pontos ideais e um ponto ordinario, ou até por
trés pontos ideais. Estas figuras sao de interesse na Geometria hi-
perbélica e seu estudo se inicia na proxima segao.

Como no caso de triangulos (ordinarios), estes triangulos gene-
ralizados separam o plano em duas regiées, uma, que chamaremos
de interior, constituida por todos os pontos dos segmentos de reta
ligando dois pontos de seus lados, e a regiao complementar desta,
que chamaremos de ezterior do triangulo generalizado. Desde que a
regiio interior de um triangulo generalizado é sempre a intersegao -
de trés semiplanos, ela é convexa. Como no caso de triangulos (or-
dinarios), vamos nos referir ao interior do triangulo generalizado
quando, de fato, queremos falar da regiao interior aquele triangulo.
Diremos que um ponto pertence ao tridngulo generalizado quando
ele pertencer ao seu interior. Falaremos de uma reta penetrando
pum tridngulo generalizado quando queremos dizer que ela tem
pontos em comum com o seu interior. De uma maneira geral, usare-
mos, para triangulos generalizados, todas as simplificagbes de lin-
guagem, com que ja nos acostumamos, para tridngulos (ordindrios).
Por tltimo, aos poucos, esqueceremos a distingao entre tridngulos
e triangulos generalizados.

Exercicios

1. Formalize a construcio dos pontos ideais. Para isto, considere
o conjunto das semi-retas do plano. Defina como eqtiivalentes
duas semi-retas que sio paralelas. Mostre que esta é uma
relagio de egiiivalencia. Introduza a nogdo de ponto ideal,
formalmente, como classe de eqiiivalencia de semi-retas para-
lelas, ou seja, acrescente ao conjunto dos pontos do plano o
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conjunto das classes de egiiivalencia da relacio acima. Redi-
fina a nogao de reta, acrescentando a cada reta do plano, da
forma adequada, duas das classes eqiivalencia.

6.4 Propriedades dos tridngulos generalizados

Consideraremos, inicialmente, os triangulos generalizados formados
por dois pontos ordinarios e um ponto ideal. Vamos representar os
pontos ideais por letras gregas maitsculas. Assim, nos referiremos
ao triangulo generalizado ABQ, que tem vértices ordinarios A e B,
e vértice ideal ). A figura é, portanto, formada pelo segmento AB
e por duas semi-retas paralelas com origens nos pontos A e B.

Teorema 7 Se uma rela penetra em um tridngulo generalizado
ABQ por um de seus vértices, entdo, ela corta o lado oposto a
este vértice.

Figura 28

Prova. Se a reta penetra por A4, ou por B, entao, deve interceptar
o lado oposto. Isto ocorre simplesmente porque as retas AN e B}
sao paralelas. Considere, pois, uma reta que vem do ponto {} e passa
em algum ponto P interior ao triangulo. Pelo paralelismo, a semi-
reta Sap intercepta B! em um ponto Q. Pelo axioma de Pasch, a
reta que vem de {2 e passa por P deve interceptar um dos outros
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dois lados do triangulo ABQ. Nao pode interceptar BQ, pois do
contrario, coincidiria com o lado BQ. Logo, intercepta AB. 0O

Teorema 8 Se uma reta corta um dos lados do tridngulo genera-
lizado ABQ e ndo passa por nenhum de seus vertices, entdo, inter-
cepta um e somente um dos outros dois lados.

Prova. Se a reta intercepta AQ ou B2, o resultado se segue do
paralelismo e do axioma de Pasch. Se ela intercepta AB em um
ponto R, o leitor deve tragar RQ, reduzindo a prova ao teorema
anterior. O

Como no caso de triangulos ordindrios, podemos falar aqui de
dngulos internos e de dngulos ezternos de um triangulo generaliza-
do. Se AB) é um tal tridngulo, entao, ABQ e BAQ sao os seus
angulos internos. Como no caso ordinario, 0s angulos externos sao,
simplesmente, os suplementos destes angulos, os quais podem ser
visualizados geometricamente através da extensao do lado AB.

Teorema 9 (TEOREMA DO ANGULO EXTERNO). Um dngulo ez-
terno de um tridngulo generalizado ABQ é sempre maior do que o
dngulo interno que ndo lhe € adjacente.

L —>
| e

Figura 29

Prova. Dado o tridngulo generalizado AB{2, seja ¢’ um ponto na
semi-reta S48, fora do segmento AB. Temos que C B é um angulo
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externo do tridngulo. Desejamos provar que CBQ > BAQ. Para
isto, trace, a partir de B, um segmento BD, tal que CBD = BAQ.
Como decorréncia dos quatro primeiros postulados, a reta que passa
por B e D nao intercepta Af). Conseqiientemente, o ponto D nio
pode estar na regiio interior ao triangulo ABQ. Se o ponto D ficar
fora do tridngulo, como na figura anterior, entdo, o resultado fica
demonstrado. Resta, portanto, apenas excluir a possibilidade de
que o ponto D esteja sobre Bf).

Suponha que tal ocorra. Seja M o ponto médio de AB. Baixe
uma perpendicular de M até um ponto N € Bf). Na reta que passa
por A e {), marque um ponto L de modo que LA = BN e que L e
N estejam em lados opostos relativamente 3 reta que passa por A
e B. Pelo primeiro caso de congruéncia de tridngulos (ordinarios),
LAM = NBM. Segue-se facilmente, que os pontos L, M e N sio
colineares e, conseqlientemente, LN é uma perpendicular comum a
L) e a NQ). Mas isto contradiz a Proposicio 3. O

Diremos que dois tridngulos generalizados, ABf) e A'B'Y, sao
congruentes se existe uma correspondéncia entre seus vértices, de
modo que, os seus lados finitos se correspondam, e sejam congru-
entes, e os angulos correspondentes sejam também congruentes.

Como no caso dos tridngulos ordinarios, escreveremos ABQ =
A'B'(Y, para dizer que os dois tridngulos sio congruentes e que a
congruéncia leva A em A’, B em B’ e () em (V. A seguir, apresenta-
mos as condigdes minimas sob as quais dois tridngulos generaliza-
dos, do tipo que vimos considerando, sio congruentes.

Teorema 10 (Caso 1 pE CONGRUENCIA DE TRIANGULOS). Se
AB = A'B’' e BAQ = B'A'SY, entio, ABQ = A'B'QY.
Prova. Devemos mostrar que ABQ = A’B’Q’. Vamos supor que
este nao seja o caso. Sem perda de generalidade, podemos supor
que ABQ > A'BQY. . .

Tome, pois, uma semi-reta Spc tal que ABC = A’B'(Y. Esta
semi-reta penetra no angulo ABA. Logo, pelo Teorema 7, ela corta.
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o lado At em um ponto D. Tome o ponto D' em A'(Y, de sorte que "
A'D' = AD. Segue-se de nossas hipteses que ABD = A'B'D'.

Figura 30

Conseqiientemente,
A'B'D' = ABD = A'B'Y,
o que é absurdo . O

Teorema 11 (CASO 2 DE CONGRUENCIA DE TRIANGULOS). Se

-

ABQ = A'B'Y ¢ BAQ = B'A'QY, entdo, ABQ = A'B'(.

Figura 31



6.4. Propriedades dos triingulos generalizados 61

Prova. Devemos provar que AB = A’B’. Vamos supor que este nio
se)a o caso. Sem perda de generalidade, podemos supor que AB >
A'B'. Seja C' um ponto de AB tal que AC = A’B’. Considere a reta
CQ. Pelo primeiro caso de congruéncia de triangulos generalizados,
teremos que ACQ = A’B'QY. Portanto, ACQ = A’B'QY. Como este
dltimo é, por hipétese, igual a ABN, entio, o tridngulo C B2 possui
um angulo externo igual a um angulo interno nao adjacente, o que
esta em contradi¢cdo com o Teorema 9. D

Teorema 12 Se AB = A'B', ABQ = BAQ ¢ A'B') = B'A'(Y,
entdo, ABQQ = A'B'Q).

Prova. E suficiente provar que ABQ = A’B'SY. Vamos supor que
este ndo seja o caso. Podemos assumir, sem perda de generalida-
de, que ABQ > A'B'(Y. Construa, entdo, angulos ABC e BAD,
iguais entre si e iguais a A’ B'SY. Pelo Teorema 7 e pelo axioma de
Pasch, concluimos que as semi-retas S4p e Spc se interceptam em
um ponto, que chamaremos de E, no interior do tridngulo ABQ.

Figura 32

Marque, no lado A’QY', um ponto F’, tal que A’'E’ = AE. Segue-
se que os triangulos ABE e A'B'E’ sao congruentes Mas, entao,
teremos A'B'E’ = ABE. Como este tltimo é igual a A/B'QY, o
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ponto £’ deve pertencer a B'SY, o que é absurdo. Isto.prova o

teorema. O

Exercicios

. Em um tridngulo generalizado AB(2, a soma dos dois angulos

finitos é sempre menor do que dois angulos retos.

. Se uma transversal corta duas retas, formando angulos interi-

ores (do mesmo lado) cuja soma ¢é igual a dois angulos retos,
entdo, as duas retas nao se interceptam e nao sao paralelas.

. Dados duas retas paralelas AQ e BQ, e quatro pontos A',

B, C' e IV, se ocorrer que AB = A'B', A'B'C' = ABQ e
B'A'D' = BAQ, entio, as retas que contém A'D’' e B'C’ sao
paralelas.

. Quando os angulos finitos do tridngulo ABQ sao iguais, dire-

mos que o triangulo generalizado é isésceles. Prove que, em
tais triangulos, se M é o ponto médio de AB, a reta M}
é perpendicular a AB. Inversamente, mostre que, se Méo
ponto médio de um segmento AB e MQ ¢é perpendicular a
AB, entao, ABS é isésceles.

. Dados ABQ e A’B'QY', nos quais A'B'QV = ABQe AB > A'B',

tem-se B'A'D' > BAQ.

6.5 O angulo de paralelismo

Considere um triangulo generalizado APQ, em que o angulo A=
90°, Pelo Teorema do angulo externo para tridngulos generaliza-
dos, é facil concluir que o angulo P é agudo. A este chamare-
mos de dngulo de paralelismo. Do primeiro caso de congruéncia
de triangulos generalizados, provado na segdo anterior, podemos
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deduzir, imediatamente, que o angulo de paralelismo depende so-
mente do comprimento do segmento AP. Vamos representar por
h tal comprimento e por O(k) o angulo de paralelismo. De fato, é
conseqiéncia imediata do teorema do angulo externo que © é uma
funcao decrescente, isto é,

Se hy < hy entdo O(h;) > O(hy) .

Como o tamanho do segmento AP é arbitrario, a fungio O esta
definida para qualquer niimero real nio negativo, sendo igual a um
angulo reto quando h = 0. Provaremos mais adiante que a fungdo
© tem por imagem o conjunto de todos os angulos no intervalo
(0,90°], decrescendo para zero, enquanto A cresce para +o0o. Assim
sendo, ela € continua, ja que é estritamente decrescente.

Para utilizagdo futura, é interessante estender a definigio de ©
para valores negativos de h através da equagao:

O(h) + O(—h) = 180° .

Isto permite que coloquemos coordenadas em uma reta, na forma
usual, e tenhamos a fungao © definida para cada ponto desta reta.

Também € conveniente poder considerar © expresso em radianos,
de modo que '

00)=7/2 e Oh)+O(=h)=r.

A expressao de O em radianos sera utilizada mais adiante neste
livro, mas o leitor serd alertado sobre o fato.

Exercicios

1. Prove que, se uma fungao da reta na reta é crescente e sobre,
entdo, € continua.

2. Prove o exercicio anterior para o caso de funcées definidas em
um intervalo cuja imagem é também um intervalo.
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6.6 Quadrildteros especiais

Como vimos, Saccheri usou, como base de suas investigagoes, qua-
driliteros ABCD nos quais AB = CD e os angulos ABC e BCD
sao retos. Tais quadrilateros sao comumente referidos como quadri-
ldteros de Saccheri. Na Gepmetria euclidiana, eles seriam retangu-
los, mas isso nao ocorre na Geometria hiperbdlica. Em um quadri-
latero de Saccheri, o lado comum aos dois dngulos retos é chamado
de base; o lado oposto a base é chamado de topo; os outros dois sao
chamados simplesmente de lados do quadrilatero; os dois angulos
nio retos sio denominados de dngulos do topo ou simplesmente de
angulos do quadrilatero.
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Figura 33

Proposicao 13 A reta ligando os pontos médios da base e do topo
de um quadrildtero de Saccheri € perpendicular ao topo e a base; os
dngulos do topo sio congruentes.

Prova. Seja AB a base do quadrilatero de Saccheri DABC. Sejam
M e H os pontos médios da base e do topo respectivamente. E
ficil provar que DAM = CBM, e que, em conseqiiéncia, DMH =
CMH. Segue-se dai que MH ¢é perpendicular a DC e, somando
angulos em M, que M H é também perpendicular a AB. Somando
angulos em D e C, obtemos a igualdade dos angulos do topo. U
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Corolario 14 A base ¢ o topo de um quadrildtero de Saccheri
fazem parte de retas que ndo se interceptam.

Teorema 15 Os dngulos do topo de um quadrildtero de Saccher;
sao agudos.

Prova. Usaremos as mesmas letras da figura anterior. Seja  um
dos pontos ideais da reta que passa por 4 e B. Sem perda de genera-
lidade, podemos supor que B € AQ. Considere, entdo, as semi-retas

DSY e €Y. Seja E um ponto tal que C € DE.

) c €
A 5 —= )
Figura 34

Devido ao corolario (14), sabemos que D) est4 contida no angulo
ADE, e que C esta contida no angulo BCE. Tem-se que ADQ =
BCA, por serem angulos de paralelismo correspondentes a segmen-
tos congruentes. Além disto, no triangulo generalizado C DR, o
angulo externo ECQ é maior do que o angulo interno nao adja-
cente CDQ. Portanto, BCE > ADC = BCD. Por conseguinte,
BCD é agudo. O

Observe que a Proposicao (13) depende apenas dos quatro pri-
meiros postulados, sendo, portanto, também vilida na Geometria
euclidiana. Por outro lado, o Teorema, é conseqiiéncia do quinto
postulado que adotamos.

Lambert utilizou, como figura fundamental no seu estudo da Geo-
metria, um quadrildtero com trés angulos retos. Tais quadrilateros
serdo referidos simplesmente como gquadrildteros de Lambert. Seu
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dnico angulo ndo conhecido serd referido apenas como o dngulo do
quadrildtero de Lambert.

Teorema 16 O dngulo de um quadrildtero de Lambert € sempre
agudo. '

Prova. Seja ABCD um quadrilatero de Lambert com A=B=
D = 90°. Na semi-reta Sga, marque o ponto E, tal que EA = AB.
Em sua extremidade, trace o segmento F'E perpendicular a AB e
congruente a BC. Trace FA, FD e AC. E imediato verificar que
FEA=CBA.
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('omo conseqiiéncia, obtem-se a congruéncia dos triangulos FAD
¢ CAD. Portanto, o angulo ADF é reto e, entdo, os pontos F', D
¢ C sao colineares. Por construgao, F’ EBC é um quadrilatero de
Saccheri. Logo, o angulo BCD é agudo. O

Teorema 17 Seja ABCD um quadrildtero no qual A=B= 90°
Entdo, C > D se e sé se AD > CB.

Prova.Se AD > BC,tome E € AD, tal que AE = BC e trace EC.-
Entao, EABC é um quadrilatero de Saccheri e, logo, AEC = BCE.
Como AEC é angulo externo do tridngulo DEC e, claramente,
BCD > BCE, podemos concluir que ADC < BCD.
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Figura 36

A prova da afirmagao inversa pode ser feita sem maiores proble-
mas e é deixada como exercicio.

Exercicios

1.

Seja ABCD um quadrildtero, como na figura anterior, em
que os angulos nos vértices A e B sio retos. Mostre que, se
os outros dois angulos sio iguais, ABCD é quadrilitero de
Saccheri. '

Prove que, num quadrilatero de Lambert, os lados adja.centes“
ao angulo agudo sdo maiores do que os respectivos lados opos-
tos.

O que € maior: a base ou o topo, em um quadrilitero de
Saccheri?

. Prove que, se perpendiculares forem tracadas, das extremi-

dades de um lado de um tridngulo até tocarem na reta que
passa pelos pontos médios dos outros dois lados, forma-se um
quadrildtero de Saccheri. Como conseqiiéncia, prove que a reta
perpendicular a um lado de um tridngulo e passando pelo seu
ponto médio é perpendicular a reta ligando os pontos médios
dos outros dois lados.
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5. Prove que. o segmento ligando os pontos médios de dois lados
de um tridngulo é menor do que a metade do terceiro lado.

6. Prove que. a reta ligando os pontos medios dos lados iguais de
uma quadrilétero de Saccheri é perpendicular a reta ligando
os pontos médios dos outros dois lados, e que, ela divide ao
meio as diagonais do quadrilatero.

6.7 A soma dos angulos de um triangulo

Teorema 18 A soma dos dngulos de qualquer tridngulo retangulo
é menor do que dois dngulos retos.

Prova. ! Seja ABC um triangulo retangulo com angulo reto no
vértice C. Sabemos, com base nos quatro primeiro postulados, que
a soma de quaisquer dois angulos de um triangulo é sempre menor
do que dois angulos retos. Assim, os outros dois angulos do triangulo
dado sao agudos.

A Q D
M
4 .
c P B
Figura 37

Trace o segmento AD de sorte que DAB = ABC. Seja M o
ponto médio de A B. Baixe perpendicular M P ao lado BC. Na semi-
reta Sap, marque um ponto @ tal que AQ = PB. Temos, entao,

1Esta é a prova original de Lobachevski
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AQM = BPM. Consegiientemente, M)A ¢ um angulo reto e P,
M e @ sao colineares. Portanto, ACPQ é quadrildtero de Lambert
com angulo agudo no vértice A. Logo, a soma dos dois angulos
agudos do triangulo retangulo ABC, que é exatamente igual ao
angulo CAD, é menor do que um angulo reto, daf o resultado. O

Teorema 19 A soma dos dngulos de qualquer iridngulo é menor
do que dois dngulos retos.

Este é de fato apenas um corolario do Teorema anterior, e o leitor
nao tera dificuldade em demonstra-lo.

Coroldrio 20 4 soma dos dngulos de todo quadrildtero € menor
do que quatro dngulos relos.

Teorema 21 Se os trés dngulos de um triangulo sdo respectiva-
mente iguais aos irés dngulos de um outro tridngulo, entdo os tri-
angulos sdo congruentes.

A Al

.t

Figura 38

Prova. Sejam ABC e A'B'C’ dois triangulos tais que A = A’
B=PHBeC=C Suponha que os lados correspondentes nao se-
jam iguais. Por exemplo, suponha que AB > A’'B'. Seja, entao, D
um ponto de AB tal que AD = A’B’. Na semi-reta S4c., marque
um ponto E tal que AE = A'C’. Entio, tem-se ADE = A'B'C".
Admita por um instante que AE < AC. Entio, BDEC é um
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quadrildtero em que a soma dos angulos internos é exatamente qua-
tro angulos retos, o que esta em contradicdo com o corolario (20).
Isto conclui a demonstragao.

Para provar que AE < AC, vamos considerar os dois outros casos
possiveis. Se AE = AC', entao, E coincide com C. Como os angulos
BCAe DE Asao iguais, D teria de coincidir com B, o que seria uma
contradicao. Se AE > AC, obtem-se um triangulo com um angulo
externo igual a um interno no adjacente. O leitor é solicitado a
fazer umna figura desta situagao e verificar o que afirmamos. O

Teorema 22 A fungdo dngulo de paralelismo © estd definida para
qualquer nimero real ndo negativo e ¢ sobre o intervalo (0,90].

Prova. Vamos mostrar que, dado qualquer angulo agudo a, exis-
te um ntmero nao negativo h tal que ©(h) = a. Construa um
angulo BAC cuja medida seja a. Afirmamos que existe uma reta
perpendicular a S4c e que nao intercepta Sap. Vamos supor que
isso nao ocorra, ou seja, que todas as retas perpendiculares a Sac
também cortam S4pg, € vamos mostrar que isto leva a um absurdo.
Para isto, marque um ponto qualquer Cy em Sac.

Figura 39

Seja B; o ponto em que a perpendicular a S¢ corta Sap. Sabe-
mos que a soma dos angulos do triangulo AB) C, é 180 —e. Marque
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agora um ponto C; em Suc, fora de AC), tal que AC, = AC,, e con-
sidere o ponto B, onde a perpendicular a S4c corta Sap- Observe
que os tridngulos AB,C; e C;B,C; sio congruentes. Segue-se que
a soma dos angulos do tridngulo AB,C, é menor do que 180 — 2¢.
Repetindo-se indutivamente este argumento, chegamos a tridngulos
com soma dos angulos 180—na. Tomando n suficientemente grandé,
obtem-se um tridngulo cuja soma dos 4ngulos é negativa, o que é
um absurdo. Isto conclui a prova de nossa afirmacio.

O conjunto de todas as retas perpendiculares a S, pode ser se-
parado em dos subconjuntos, o das que interceptam S4p e o das que
nao interceptam, e e;(iste exatamente uma reta m que separa estes
dois subconjuntos. E ficil ver que m nao intercepta Syp. Vamos
mostrar que m € paralela a S4p.

y

Figura 40

Seja D o ponto onde m corta Syc e E um ponto de m como na
figura. Considere uma semi-reta qualquer Spr que divida o angulo
ADE. Afirmamos que Spr corta Ssp. Se DF ja nao intercepta Syp,
F' pertence a uma das retas perpendiculares a Syc que intercepta
Sas. A afirmagao é agora conseqiiéncia do axioma de Pasch.

Mas, se qualquer semi-reta que divide o angulo ADE intercepta
SaB, entao Spg é paralela a S,45. Portanto, o comprimento 4 do
segmento AD tem a como angulo de paralelismo. O
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Exercicios

1. Prove que dois quadrilateros de Saccheri com topos congru-
entes e angulos do topo congruentes sao congruentes.

2. Prove que dois quadrildteros de Saccheri com bases congru-
entes e angulos do topo congruentes sao congruentes.

3. O defeito de um tridngulo é definido com a diferenca en-
tre 180° e a soma dos seus angulos internos. Considere um
triangulo e o subdivida tragando um segmento ligando um
de seus vértices a algum ponto do lado oposto. Mostre que a
soma dos defeitos dos dois tridngulos da subdivisao é igual ao
defeito do primeiro tridngulo. Suponha; agora. que cada um
dos trisngulos seja novamente subdividido. Como VOCcé ex-
pressa o defeito do tridngulo maior relativamente aos defeitos
dos menores?

4. Prove que a soma dos dngulos de um poligono de n lados é
menor do que (n — 2) vezes dois angulos retos.

6.8 Pontos ultra-ideais

Vamos agora voltar nossa atengao as retas que nao se interceptam. ‘
Sabemos que, se duas retas tém uma perpendicular comum, entao,
elas sao retas que nao se interceptam. A afirmagao inversa é também
verdade e se constitui em uma das propriedades importantes da
Geometria hiperbolica.

Teorema 23 Duas retas que ndo se interceptam tém uma e so-
mente uma perpendicular comum.

Prova. (EXISTENCIA). Sejam m e n um par de retas que nao se

interceptem. Escolha dois pontos quaisquer A e B em n e trace os
segmentos AC e BD perpendiculares a m. Se AC = BD, ACDB
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é um quadrilatero de Saccheri. Segue-se dai imediatamente quen e
m possuem uma perpendicular comum.

Se AC nao for congruente a BD, podemos supor, sem perda de
generalidade, que AC > BD. Vamos chamar de § o ponto ideal
da semi-reta Syp. Marque E € AC tal que EC = BD, e marque
um ponto qualquer H na semﬁi-reta Scp fora do segmento C'D.
Construa o dngulo CEF = DB com o ponto F no quadrilatero
ACDB.

Vamos mostrar que a semi-reta Sgp intercepta n. Para isto,
considere semi-retas C{) e DQ que ficam respectivamente dentro
dos angulos ACH e BDH. Desde que HDO > HCAQ (teorema
do angulo externo), podemos tracar uma linha C'J, penetrando no
angulo ACQ, tal que HCJ = HDS. Tal reta interceptara a reta
n em um ponto, o qual podemos, por simplicidade, supor que é o
ponto J. Q'

n A B K /'»
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Figura 41

Uma inspecao das informagodes que temos sobre as figuras FECJ
e JBDS) nos convence de que Sgr é paralela a Sgy. Conseqtiente-
mente, Sgr intercepta a reta n em um ponto A situado no intervalo
AJ

Trace o segmento 'L perpendicular & reta m como na figura.
Na semi-reta B}, marque um ponto M tal que MB = EL. Na
semi-reta .Spy, marque um ponto N tal que ND = CL. Trace
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MN. Usando congruéncia de triangulos, é facil mostrar que os
quadriliteros EK LC' e BM N D sao congruentes. Conseqilientemen-
te, MN é perpendicular a m e MN = KL. Portanto, KLNM é
um quadrildtero de Saccheri e o resultado se segue.

(UNICIDADE) Se existissem duas retas perpendiculares as duas
retas, terfamos um quadrilatero com quatro ingulos retos, o que,
como vimos, é impossivel. Isto conclui a demonstragao. O

Estenderemos outra vez o plano, acrescentando nova familia de
pontos que denominaremos de pontos ultra-ideais. O conjunto dos
pontos ultra-ideais serd indexado pelas retas do plano, ou seja, va-
mos associar a cada reta m um de tais pontos que representaremos
por I',,.. Estes pontos sao adicionados aos pontos ordinarios e ideais,
segundo a seguinte regra:

em uma reta n serdo acrescentados os pontos ultra ide-
ais T, onde m € qualquer reta perpendicular a n.

Como conseqiiéncia desta regra, e do teorema anterior, duas re-
tas que nao se interceptam tém agora em comum exatamente um
ponto ultra-ideal. Além disto, o conjunto de todas as retas que pas-
sam pelo ponto ultra-ideal I'n, é constituido exatamente pelo feixe
de retas perpendiculares a reta m. Observe que, agora, duas retas
quaisquer sempre se interceptam! O ponto comum as duas retas

pode ser

1. ordinario.
2. ideal (caso de retas paralelas),

3. ultra-ideal (caso de retas que nao se interceptam!).

Como no caso dos pontos ideais, estes novos pontos sao intro-
duzidos apenas para facilitar a notacao e o enunciado e prova de
certas proposicdes, como é o caso da seguinte.
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Teorema 24 As mediatrizes? dos lados de um tridngulo sdo con-
correntes (em um ponto ordindrio, ideal ou ultra-ideal).

Prova. 3 Consideraremos os trés casos possiveis.

CAso I. Duas mediatrizes se tnterceptam em um ponto ordindrio
do plano. O resultado pode ser obtido pelo uso de congruéncia de
triangulos e a prova é deixada a cargo do leitor.

CAso II. Duas mediatrizes se interceptam em um ponto ulira-ideal
I... Neste caso, m é perpendicular comum is duas, e devemos
mostrar que a terceira mediatriz também é perpendicular a m, o
que € equivalente a mostrar que ela passa também no ponto T,,.
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Seja ABC um triangulo e D, E e F os pontos médios dos lados
BC, BA e AC, respectivamente. Suponha que as mediatrizes dos
lados AB e BC tém m como perpendicular comum. Na figura acima
estas mediatrizes sio DD’ e EE’ e m é a reta passando por D’ e
E’. Trace os segmentos AA’, BB' e CC", todos perpendiculares a
m. Trace também AE', BE', BD' e CD'. Tem-se, entao,

AEE'= BEE' e BDD' =(CDD' .

*Chama-se mediatriz de um segmento a reta que lhe é perpendicular e passa no
seu ponto médio.
®Esta prova ¢ devida a Lobachewski.
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Como conseqiiéncia, tem-se também

AA'E' = BB'E' e BB'D' =CC'D".

Segue-se que
AA'=BB'= ce'.

Portanto, AA’C'C é um quadrildtero de Saccheri. Logo, o segmento
F F' ligando os pontos médios de sua base e de seu topo é também
perpendicular  base e ao topo, ou seja, € perpendicular a AC e a
m. O resultado fica assim demonstrado.
Caso II1. Duas mediatrizes se interceptam em um ponto ideal §.
Vamos mostrar que a terceira mediatriz também passa por 2, ou
seja, que as trés mediatrizes sao paralelas em uma mesma diregao.

Se a terceira mediatriz intercepta uma das duas outras, em um
ponto ordinario do plano ou em um ponto ultra-ideal, entao, pe-
los dois casos considerados, chegamos a uma contradigao. Por isto,
podemos concluir que a terceira mediatriz intercepta cada uma
das outras duas em ponto ideal. Existem, entdo, duas situagbes '
possiveis, ilustradas na figura seguinte.

\.

—» 2

QI

P e "
fa) 2 (b) Q

Figura 43

Vamos mostrar que a situagao (), em que as trés mediatrizes for-
mam um tridngulo generalizado Q'Q", nao pode ocorrer. Observe
que nenhuma reta pode cortar os trés lados deste triangulo em pon-
tos ordinarios. De fato, se uma reta n corta 2 em um ponto A
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e corta (') em um ponto B, tracando-se a reta B vemos que n
fica dentro da regiao limitada por dois angulos opostos pelo vértice,
enquanto a reta {{)” fica dentro do outro par. Portanto, 7 nio pode
cortar 2Q2” em um ponto ordinario.

Ql

0 - \ Q"
Figura 44 .

Por outro lado, sempre existe uma reta que corta as trés media-
trizes de um tridngulo em pontos ordinarios! De fato, no triangulo
ABC, seja A o seu maior angulo. Sejam A e L pontos sobre BC
tais que BAK = ABK e CAL = ACL. Entao, K € ponto da me-
diatriz do lado AB e L é ponto da mediatriz do lado AC. Assim,
BC intercepta as trés mediatrizes.

Figura 45

Logo, a situagao (b) é impossivel. Isto demonstra o teorema.
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Exercicios

1. Prove que as bissetrizes dos angulos de um triangulo sao con-
correntes.

9. Explique por que, na Geometria hiperbolica trés pontos nao
colineares nemn sempre determinam um circulo.

6.9 A variacdo da distancia entre duas retas

Considere duas retas m e n. Tome sobre m um ponto F e con-
sidere a perpendicular baixada de P a reta n. Seja @ o pé desta
perpendicular. O comprimento do segmento PQ é referido como a
distancia do ponto P a reta n. E nosso intento investigar como varia
esta distancia enquanto o ponto P se move sobre a reta m. Vamos
considerar os trés casos: retas que se interceptam, paralelas e que
nao se interceptam.

Teorema 25 Sejam m e n retas concorrentes em um ponto 0. Seja
P um ponto de m. A distincia do ponto P a relan cresce quando P
se desloca ao longo da retam se afastando do ponto O, tornando-
se maior do que qualquer comprimento prefizado. Esta distancia
decresce quando P se move na diregdo de O tornando-se menor do
que qualquer nimero positivo prefizado.

Prova. Sejam m e n retas concorrentes em um ponto 0. Sejam
P, e P, dois pontos de m tais que P, € OP,. Sejam P, @, e P.Q2
segmentos perpendiculares a n como indicados na figura seguinte.
Entao, no quadrilatero Py@1Q2 P2, os angulos dos vértice @1 e @2
s30 retos, o angulo em P; é obtuso e o angulo em P, é agudo. Segue-
se que P,Q; < P,Q,. Isto mostra que a distancia cresce quando o
ponto variavel sobre m se afasta do ponto O, e decresce quando ele
se aproxima.

Considere o angulo P,0Q, como angulo de paralelismo corres-
pondente a uma distancia h. Seja M um ponto de n tal que o
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comprimento de OM seja h. Trace por M a reta m’ perpendicular
a n. Entdo, m e m’ sdo paralelas, ou seja, elas se mterceptam em
um ponto ideal ().

2 3

\o
[»]
o
~N
[»]
<

Figura 46

Se r é um nimero positivo qualquer, escolha um ponto R em
M tal que o comprimento de M R seja r e trace a perpendicular a
m’ que passa por R. Esta reta intercepta m em um ponto P. Seja.
@ o pé da perpendicular baixada de P & reta n. Entdo, PQMR é
um quadrildtero de Lambert com angulo agudo em P. Logo, PQ >
RM. Isto conclui a prova do Teorema. O :

Teorema 26 Sejam m e n duas retas paralelas e P um ponto de m.
A distincia de P a reta n decresce quando P se move na diregio
do paralelismo, tornando-se menor do que qualquer nimero posi-
tivo prefirado. A distancia cresce na diregdo oposta ao paralelismo.
tornando-se maior do que qualquer valor prefizado.

Prova. Sejam m e n duas retas paralelas e seja §2 o ponto ideal onde
as duas se interceptam. Sejam P, e P, dois pontos sobre m e @,
e ()2, respectivamente, os pés das perpendiculares baixadas destes
pontos a reta n. Suponha que P, € P,Q. Segue-se que Q; € Q0
e que o quadrilitero PiQ,Q,P, (com angulos retos nos vértices
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Q; e Q) tem angulo agudo em P, e angulo obtuso em F;. Logo,
PQ, > PQa.

m p1 Pz

Q, Q,
Figura 47

Resta, portanto, apenas provar que a distancia pode tornar-se
tio grande ou tao pequena quanto se queira. Vamos de fato provar
que qualquer que seja o numero positivo 7 dado, existe um ponto
R sobre m tal que a distancia deste ponto & reta n € exatamente r.

Tome P € m e seja Q o pé da perpendicular baixada deste ponto
3 reta n. Se o comprimento de PQ é r entao P € o ponto desejado.
Se nao for, entdo marque na semi-reta Sqgp um ponto R tal que o
comprimento de RQ seja r e trace por R a'reta m’ paralela a n na
direcio oposta a do paralelismo de m e n.

m m
P M R
S_ M S P
R
—> >
n Q T N n N T Q

Figura 48
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E claro que m’ intercepta m em um ponto S. Seja T o pé da
perpendicular baixada de S a reta n. Sobre as retas m e n, marque
pontos M e N tais que SM =SRe TQ =TN. Comparacio entre
os quadrilateros STNM e STQR permite concluir que eles sao
congruentes e, portanto, MN = RQ e MN e perpendicular a n.
Dai o resultado. O

Fica, portanto, claro que retas paralelas nio sio eqiiidistantes
como no caso da Geometria euclidiana. Como a distancia entre retas
paralelas diminui para zero na direcao do paralelismo, concluimos
que retas paralelas sdo assintdticas. O leitor dispée agora de todas
as informagdes para concluir que as figuras formada por pares de
retas paralelas sao sempre congruentes.

Teorema 27 Sejam m e n duas retas que nédo se interceptam ¢ P
um ponto de m. Seja M N o segmento da perpendicular comum com
M e€meN €n. A distincia de P d reta n cresce quando P se
afasta do ponto M tornando-se maior do que qualquer valor prefi-
zado, e decresce quando o ponto P se aprozima de M até tornar-se

“igual a AB quando P = A.

" P, P P » QO
-
n / & Q:
Figura 49

Prova. Sejam m e n retas. que nao se interceptam e seja M N. um
segmento da perpendicular comum, com M € m e N € n. Sejam
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P, e P, dois pontos de m situados do mesmo lado relativamente
ao ponto M e tais que MP < MP,. Sejam Q; e Q2 os pés das
perpendiculares baixadas destes pontos a reta n.

No quadrildtero de Lambert MNQ, Py, tem-se P,Q, > MN.
Exame do quadrilitero P,Q,Q2F2, que possui dois angulos retos,
um angulo agudo e um angulo obtuso, permite concluir que PGy <
P,Q,. Isto mostra que a distancia de um ponto de m a n cresce
quando o ponto se afasta do ponto M.

Seja 2 o ponto ideal da semi-reta Smp,. Considere a semi-reta
NQ. E ficil ver que toda perpendicular baixada de um ponto de
Smp, & reta n corta N2 Segue-se dai e do Teorema 26 que o com-
primento de tais perpendiculares cresce arbitrariamente. O

Exercicios

1. Mostre que as figuras formadas por pares de retas paralelas
sao sempre congruentes.

2. Sob que hipdtese adicional, as figuras formadas por pares de
retas que nao se interceptam sao congruentes?

3. Prove que segmentos realizam a menor distancia entre dois
pontos.

4. Mostre que a circunferencia de um circulo é maior do que 6
vezes O seu raio.

5. Prove que, se duas retas sao assintéticas, entao, sao paralelas.

6.10 Construcao de uma paralela

Dada uma reta ¢ e um ponto P que nio pertence a esta reta, o
método de construcio de uma de suas paralelas, passando pelo
ponto P, é descrito a seguir:
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Teorema 28 Trace a perpendicular PQ do ponto P d reta ¢ . Mar-
que, agora, na reta , um ponto R diferente do ponto Q. Trace a reta
m perpendicular ao segmento PQ passando pelo ponto P. Trace, em
seguida, a perpendicular RS do ponto R d reta m. Formamos, as-
sim, um quadrildtero de Lambert com dngulo agudo no ponto R.
Com P como centro e raio igual a QR, trace um circulo. Este in-
terceptard o segmento RS em um ponto T. A reta que passa por P
e T € uma das paralelas & reta ¢ passando pelo ponto P. A outra
pode ser construida de forma andloga, escolhendo-se o ponto R do
outro lado do ponto Q.

Q R
Figura 50

A prova deste teorema é baseada em dois lemas, os quais serao
uteis para o capitulo de trigonometria hiperbdlica. Vamos iniciar
fazendo algumas consideragées sobre triangulos retangulos.

Seja ABC' um triangulo retangulo tendo ¢ como vértice do an-
gulo reto. Designe por A e p as medidas dos angulos A e B e por a,
b e ¢ as medidas dos lados opostos aos vértices A, B e C, respecti-
vamente. ] :

Vamos representar os angulos ©(a), ©(b) e ©(c), respectivamente,
por a, 3 e 4. Os comprimentos correspondentes aos angulos A e u,
considerados como angulos de paralelismo, serao designados por ¢
e m, de modo que O(¢) =) e O(m)=px. Os complementos
dos angulos a, 3, v, A e u serdo representados por o', ', v/, M e y'.
Como eles sao angulos agudos, possuem distancias associadas que
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serao designadas por a’, ¥/, ¢, ' e m', respectivamente. Com esta
escolha de notacao. teremos, por exemplo, que O(a) + O(d') é um
angulo reto.

Assim. associado a um tridngulo retangulo, temos 20 nimeros!
Qu seja, vinte varidveis devem ter seus valores prescritos para que
tenhamos um triangulo. Felizmente elas nao sao independentes.

Figura 51

De fato, um tringulo retangulo pode ser construido quando a
hipotenusa e um de seus dngulos agudos sao dados. Por exemplo,
se forem dados ¢ e g, o tridngulo retingulo, na figura seguinte,
pode ser construido tragando-se o segmento AB de comprimento
¢, em seguida o angulo p com vértice no ponto B e, por ultimo,
baixando-se a perpendicular do ponto A ao outro lado do angulo.
Esta construgao é, de fato, a mesma usada na Geometria euclidiana.
Assim sendo, todas as varidveis mencionadas podem ser determi-
nadas pela hipotenusa e um angulo.

Vamos tentar determinar as relagdes existentes entre as varidveis
associadas a um triangulo. Primeiramente, temos as mais simples
que sao:

atod =B+B =y+7 =A+N=pt+p =7/2,

‘A partir de agora, estaremos usando como unidade de medida de angulos o radia-
no, isto é, escolhemos como unidade de medida para o angulo raso o ntimero . Esta
escolha permitira a obtengio de férmulas mais simples na trigonometria hiperbolica.
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O(a) = a, o(b) = 3, O(C)=7, O(¢) = A, O(m) = p,
O(a)=d, O)=p", O()= Y, O) =X, O(m')= n

Além destas 15 relagoes temos mais as seguintes, as quais nao
sao independentes.

Lema 29 Em um tridngulo retingulo, valem as sequintes relagoes:

A+ 0O(c+m) =3, L+ 0O(c+¥) = aq,
A+ =06(c—m), K+ a=06(c—¢),
06+ +0O(m—a)=r/2 O(m +a)+ O(¢ - b) = = /2.

Prova. Inicialmente, queremos observar que as equagoes na coluna
da direita, sdo conseqiiéncia direta das correspondentes equagoes da
coluna esquerda, quando trocamos os papéis dos catetos a e b, dos
angulos A e u e de todas as grandezas correspondentes. Assim, s6 é
necessario provar as equagdes de uma das colunas, por exemplo, as
da esquerda. Provaremos com detalhes a primeira destas equagbes e
indicaremos como devem ser feitas as provas nos outros dois casos.

Figura 52

Consideraremos o tridngulo ABC com a notacao estabelecida. Na
semi-reta S4p, marque um ponto D tal que BD tenha comprimento
m. Seja ! o ponto ideal da semi-reta Scg. Trace a semi-reta D2
formando um tridngulo generalizado BD). Como ©(m) = g, entéo
concluimos que o &ngulo com vértice em D é reto. Trace agora a
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semi-reta AQ, formando o tridngulo generalizado ADS) com angulo

reto em D. Segue-se que o angulo

DAQ = O(c+m)

e que .
CAN = 0O(b) = B.

O resultado agora se segue da observagao de que A+ DAQ = CAQ.

A prova de cada uma das duas outras equagoes é feita de maneira

similar. As figuras seguintes indicam como estas provas devem ser

feitas. O

A

B a 19
Figura 53
r//.———"V Q
A L
A
/
b
8 L s m-a
c D
Figura 54

Embora as figuras tenham sido feitas supondo a < m < ¢, isto
nio é essencial nas provas. O leitor pode concluir facilmente cada

uma das provas sob esta hipétese e depois assumir as outra possi-
bilidades.
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Tratamento similar pode ser dado & quadriliteros de Lambert.
Associados a cada quadrilatero temos as seguintes variaveis: o seu
angulo agudo 8, os seus lados, nominados a.partir do angulo, ¢,
my, ay e {;. A razao da escolha destas letras ficara clara logo mais.
As outras varidveis sao definidas de forma similar as defini¢oées no
caso de tridngulos. Assim teremos:

N =0(c1), an = O(a1), i = O(by), pf = O(m'), Ay = O(£,).
Bi+bi=7+m =a)+a; =y + 4 = A+ A =7/2,
T = 0(c}), @1 = 0(d)), B1 = (b)), w1 = O(m), X, = o) .

A observagao importante a ser feita é que temos o mesmo nimero
de varidveis que no caso de triangulos e as relagées simples sio as
mesmas. Podemos provar, entdo, o seguinte lema.

Lema 30 Em um quadrildtero de Lambert valem as seguintes re-
lagoes:

A1 4+ O(e1 +m4) = By, 71+ Ol +al) =41,

A1+ 1 = O(c: — my), 1+ By = O(4 —al),

O(by +4)+O(my —ay) =x/2, O(a] ~m})+O(c; +b)=mn/2
Prova. Como no caso de triangulos, as férmulas na coluna da di-
reita podem ser deduzidas das da coluna da esquerda, trocando-se
¢1 por £y, mj por a; e fazendo-se as trocas dos angulos e segmen-
tos correspondentes. Assim, \A; sera trocado por v, e m, por d}.
Por esta razao, s6 precisamos apresentar a demonstracio das trés
equagoes da coluna a esquerda. Vamos provar a primeira delas e
deixar ao leitor a prova das outras duas, a titulo de exercicio.

Seja ABC'D o quadrilatero de Lambert com angulo agudo no
vértice A, e os lados AB, BC,CD e DA medindo, respectivamente,
c1, my, ap e £1. Seja ) o ponto ideal da semi-reta Spc e seja E
um ponto da semi-reta Sy4p tal que BE tenha comprimento ;.
Trace AQ, B2 e EQ. E evidente que A; é a medida do angulo
DAQ e que y, é a medida do angulo CBQ. Logo, EBQ tem p,
por medida e, conseqiientemente, o angulo BE(Q é um angulo reto.
Feitas estas consideragées, é claro que EAQ = O(¢; + my) e que
A1+ ©O(c; + my) = fy. Isto prova a validade da primeira equacao.
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A Cy B m, E

Figura 55

E sempre possivel associar a um triadngulo retangulo um quadri-
latero de Lambert, de umnia forma biunivoca. Para isto vamos con-
siderar um triangulo retangulo com hipotenusa ¢ e um dos angulos
agudos g, e o restantes elementos representados por a, b e A, como
fizemos acima. Da mesma forma, considere um quadrilatero de-
Lambert no qual um dos lados do angulo agudo é c e o proximo
lado é m' = O(y') (onde g + p' = 7/2), sendo os outros elemen-
tos do quadrilatero designados por ay, &, e By. Isto equivale, nos
dois conjuntos de equagbes que determinamos, um para triangulos
retangulos e outro para quadrilateros de Lambert, a assumir que

co=c e my=m'.

Entdo, m,; = m e a comparagao entre as duas primeiras equagodes da
coluna & esquerda para triangulos e para quadrildteros nos mostra
que devemos tambem ter:

=8 e A=A

A ltima equagio da coluna a csquerda para triangulos e para
quadrilateros agora nos assegura que:

a =a.

Isto demonstra o seguinte resultado:



6.10. Construcio de uma paralela 89

Proposigao 31 A cada tridngulo retdngulo com partesa, b, ¢, A €
¢ podemos associar sempre um quadrildtero de Lambert com partes
c, m', a, £ e B, sendo esta uma correspondéncia biunivoca.

A c B
B
A L m'
c b
(1
a D a c
Figura 56

Prova (do Teorema (28)). Tome um quadrilitero de Lambert
ABCD com partes ¢, m', a, £ e 3, como fizemos acima. Centrado
no ponto C' e com raio igual a c, trace um circulo. Este intercep-
tard o lado DA em um ponto E. Trace, enldo, a semi-reta Sck.
Devemos provar que esta é paralela a semi-reta Sg4. Para isto,
considere o tridngulo retingulo de partes a, b, ¢, A e {4 associado
ao quadrilitero de Lambert. Construa este triangulo sobre o lado
C'D do quadrildtero: marque na semi-reta Sp4 um ponto E’ tal que
DE’ tenha comprimento b; o tridangulo DCE’ é o triangulo dese-
jado. Assim, CE’" mede c e, conseqiientemente, o ponto £’ coincide
com o ponto E. Portanto, o angulo ECD mede p e logo o angulo
BCE mede 4. Como BC mede m’ segue-se que a semi-reta Scg é
paralela a semi-reta Sg,4, terminando, assim, a demonstracao. O

Voltamos agora nossa atencio para uma aplicacio simples da
proposicao (31). Comegamos com o triangulo de partes

a,b,e,Aep.
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A ele esta associado o quadrildtero de Lambert com partes c, m', a,
f e 3. Tomando as partes deste quadriltero na outra ordem, temos
um quadrildtero de Lambert com partes £, a, m', c e B. Associado
a este, temos um tridngulo cujas partes sao:

m', b, l,vea

.. Este é um resultado importante por si s6, na medida em que garante
que estes nimeros sao as partes de um triangulo retangulo. Eviden-
" temente, podemos considerar as partes deste triangulo em outra
ordem: b, m’, £, o’ e v . A ele esta associado ao quadrilatero £,
¢, b, a' e p'. Considerando o seu refletido obtemos como triangulo
associado:
’ / ! !
d,m',d \ef.
Procedendo de forma similar, obtemos um quarto tridngulo:
! / / !
2,0, d eyp,
e, em seguida, um quinto triangulo:

a,l,m, B ev.

Prosseguindo mais uma etapa, reencontramos o triangulo original.
Assim, a existéncia de um triangulo retiangulo implica na existéncia
de outros quatro com ele associados. Registramos nossos achados
no seguinte corolario.

Corolario 32 Se a,b,c, A € y sdo partes de um tridngulo retingu-
lo, também o sdo:
m,v b1 €7 7€ alv

7 ] li 7
d,m',d', ) ep,
! / 7 I

g.cd, b, ep, e

a,l!,mp en.
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Exercicios

-]

Considere um triangulo retingulo em que a hipotenusa mede
10cm e um de seus angulos agudos mede 30 graus. Descreva
como fazer para construir geométricamente o tridngulo.

Construa um tridngulo retangulo dados os dois angulos agu-
dos A e p. Deixe claro, na sua construcgio, como a restrigao
de que a soma dos angulos é menor do que dois retos é levada

em conta.

Construa um quadrilatero de Lambert sendo dados os dois
lados que incluem o angulo agudo. Este processo de constru-
¢ao pode sempre ser feito nao importando o tamanho dos dois
lados dados?

Construa um quadrilatero de Saccheri sendo dados a base e o
angulo do topo. Faga o mesmo exercicio agora supondo dados
o angulo do topo e o comprimento do topo.

Dadas duas retas que nao se interceptam e um nimero maior
do que a distancia entre elas, determine um ponto sobre uma
delas cujo comprimento da perpendicular baixada daquele
ponto a outra é igual ao niimero dado.

Construa um pseudo-quadrado, isto é, um quadrilitero com
lados congruentes e angulos congruentes.

Construa um triangulo eqiiildtero, sendo dado o seu angulo.
Ajuda: o problema se reduz a construgio de um triangulo
relangulo em que os angulos sejam dados.

Construa um tridngulo sendo dados os seus trés angulos (cuja
soma seja menor do que 180°). (Ajuda: Trace a altura do
vértice onde se localiza o maior angulo do triangulo; trabalhe
com os dois triangulos retangulos.)
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6.11 Horocirculos e curvas eqiidistantes

Nestas notas, nao faremos um estudo sobre os circulos. O leitor
é desafiado a verificar quais dos teoremas da Geometria euclidia-
na, sobre eles, permanecem validos na Geometria hiperbdlica. Por
exemplo, o teorema do.angulo inscrito nao é mais valido, um angulo
inscrito em um semicirculo nao é reto, nem mesmo constante. Por
outro lado, ainda é vélido que a perpendicular do centro a uma
corda passa pelo seu ponto médio. Do mesmo modo, ainda € valido
que uma reta perpendicular a um raio em sua extremidade é tan-
gente ao circulo. :

Nesta segao, consideraremos um daqueles topicos que tratam das
diferengas mais marcantes entre a Geometria euclidiana e a hiper-
bélica. E o caso quando consideramos a curva limite obtida de um
circulo quando fixamos um de seus pontos € fazemos o seu raio

tornar-se.arbitrariamente grande. .

Figura 57

Na Geometria euclidiana, esta curva limite ‘¢ uma reta; na Geo

metria Hiperbdlica obtem-se uma curva com caracteristicas muito
especiais. De fato, modificando nossa definicao de circulo, podemos
incorporar esta curva e obter suas propriedades de uma maneira
simples. Para isto, vamos considerar a nogao de pontos correspon-
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dentes®.

Dados duas retas m e n e dois pontos P e Q, sendo P € m e
@ € n, diremos que eles sio pontos correspondentes se o segmento
PQ forma com as duas retas angulos congruentes no mesmo lado
~ da reta que passa por P e (). Neste caso, diremos que o ponto P
corresponde ao ponto @, ou que o ponto @ corresponde ao ponto

P.

Figura 58

Teorema 33 Dado um ponto em uma de duas retas paralelas, eris-
‘te sobre a outra um e somente um ponto que lhe € correspondente.

Figura 59

°A nogio de pontos correspondentes foi primeiro considerada por Gauss.
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Prova. (UNICIDADE) Sejam m e n duas retas paralelas. Seja P um
ponto de m e suponha que existam sobre n dois pontos, @ € Q2.
que lhe sejam correspondentes. Sejam « e (3 os angulos que PQ;
e PQ,. respectivamente. formam com a reta m. Estes angulos sao
os mesmos que estes segmentos formam com a reta n. Se 3 < a,
entdo, no triangulo PQ;Q5, o angulo a sera um angulo interno e
sera um externo nao adjacente. Contradi¢ao! No outro caso, apenas
as posigdes dos dois angulos se invertem. Isto prova a unicidade.

Antes de iniciar a prova da existéncia, vamos dar uma definigao e
provar um resultado auxiliar que podera ser ttil em outras ocasioes.

Vimos que retas paralelas sio de fato assintoticas e, portanto,
podemos considerar que elas formam entre si um angulo generali-
zado de medida zero. Vamos definir para este dngulo a nogao de
bissetriz. Dadas duas retas paralelas m e n, considere uma terceira
reta b, paralela a estas duas na mesma diregdo. Seja " um ponto
qualquer de b e sejam E e D os pés das perpendiculares baixadas de
C 3s retas m e n. Se ocorrer que CE = CD e que b seja a bissetriz
do angulo ECD, entdo, diremos que b é a bissetriz generalizada do
angulo generalizado formado entre m e n.

Figura 60

E facil ver que, se esta propriedade ocorre em um ponto C,
entdo, ocorre em qualquer outro ponto da reta 6. De fato, se P
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€ outro ponto de b, é imediato verificar que PEC = PD(C. Con-
seqiientemente, PE = PD e PEC = PDC. Sejam Q e R os pés
das perpendiculares baixadas de P as retas m e n, respectivamente.
E conseqiéncia direta do que obtivemos que PEQ = PDR. Logo,
PQ = PRe QPC = RPC.

Assim, b tem a propriedade de ser o conjunto dos pontos que
sao equidistantes das retas m e n. Vamos, agora, provar que tais
bissetrizes sempre existem. Tome um ponto A sobre m e um ponto
B em n. Trace as bissetrizes dos angulos que o segmento AB forma
com estas duas retas do mesmo lado da reta que passa por A e B.

Estas duas bissetrizes se interceptam em um ponto C, o qual,
afirmamos, pertence & bissetriz generalizada b. Para construi-la é
s6 baixar perpendiculares CE e C'D as duas retas e tragar a reta
bissetriz do angulo ECD.

Figura 61

Provaremos nossa afirmagao. Seja B’ € m um ponto tal que
AB' = AB, escolhido como na figura acima. Os tridngulos BCA e
B'C A sao congruentes. Logo, CB = CB’ e CB’A = CBA. Sejam
D e E os pés das perpendiculares baixadas de (' as retas n e m, re-
spectivamente. Segue-se que CDB = C'EB’. Portanto, CE = CD.
Assim, C € b.

Voltamos pois a prova do teorema.

Prova. (EXISTENCIA) Dadas m e n paralelas, considere a bisse-
triz generalizada b do dngulo que elas formam. Dado P € m, seja
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K € b o pé da perpendicular baixada de P aquela reta. Sejam
agora M e N os pés das perpendiculares baixadas de /' as retas
m e n, respectivamente. Em n, na diregao oposta ao paralelismo,
marque um ponto @ tal que QN = PM e trace QK. E imediato
que os triangulos PMK e QN K séo congruentes. Dai decorre que
os pontos P, i e () sao colineares e que KPM =KQN. Logo P e

@ sio pontos correspondentes.

n QN

Figura 62

Teorema 34 Se trés pontos P, Q e R estdo em tres retas paralelas
em um mesmo sentido, e se P corresponde a Q@ e Q corresponde a
R, entio, os trés pontos ndo sdo colineares.

Figura 63

Prova. Observe que o angulo formado entre PQ e qualquer uma
das retas é igual ao angulo de paralelismo correspondente a metade



6.11. Horocirculos e curvas eqiidistantes 97

do segmento PQ. Logo, é um angulo agudo. Se os trés pontos fossem
colineares, terfamos a soma de dois ingulos agudos resultando em
um angulo raso. Este absurdo prova o teorema. O

Teorema 35 Se trés pontos P, Q e R estdo em trés retas paralelas
em um mesmo sentido, e se P corresponde a Q ¢ Q corresponde a
R, entdo, P corresponde a R.

Prova. Como os trés pontos, pelo teorema anterior, sio nio coli-
neares, forma-se um tridngulo PQR. Vimos em capitulo anterior
que as retas perpendiculares aos lados de um tridngulo e passando
pelos seus pontos médios sao concorrentes em um ponto ordinario,
ideal ou ultra-ideal. Duas de tais retas sio exatamente as bissetrizes
generalizadas dos angulos generalizados entre PQ e Q) e entre QN
e RN). Logo, a terceira, que é perpendicular ao lado PR passando
pelo seu ponto médio, serd também paralela is duas primeiras.
Entao, tal reta coincide com a bissetriz generalizada de PQR. Con-
seqientemente, P e () sdo correspondentes. O

Na teoria dos pontos correspondentes em retas que se intercep-
tam, é conveniente considerar familias de semi-retas de mesma
origem e estudar o conceito de pontos correspondentes nesta familia.
O leitor néo terd dificuldade em obter os mesmos trés teoremas para
tais pontos correspondentes.

Da mesma forma, nao oferece maiores dificuldades provar os mes-
mos teoremas para pontos correspondentes em retas que nao se
interceptam. Neste caso, as retas terao em comum um ponto ultra-
ideal, ou seja, terdo uma perpendicular comum. Neste estudo, é im-
portante observar que, se dois pontos sio correspondentes, entao,
sao equidistantes da perpendicular comum.

Escolhamos uma familia de semi-retas de mesma origem O. Seja
P um ponto de uma destas semi-retas diferente do ponto O. Consi-
deremos o conjunto dos pontos correspondentes a P. Este conjunto
€ claramente o circulo de centro O passando por P, como o leitor
pode facilmente verificar.
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Consideremos, agora, a familia de retas que passa por um ponto
ideal Q. Seja P um ponto de uma delas. O conjunto dos pontos
correspondentes a P é chamado de horocirculo de centro § pas-
sando por P. Se @ é qualquer ponto deste horocirculo, entdo QQ é
chamado de raio do horocirculo.

Vamos observar que, pelo que provamos sobre pontos correspon-
dentes, podemos afirmar que um horocirculo nao é uma reta. E, se
uma reta corta um horocirculo em dois pontos P e @, entao, como
P e Q sao correspondentes, PQ formara com os raios PQ e QQ
angulos iguais. Por dltimo, um horocirculo de centro ! e passando
por P é o limite da familia de circulos passando por P e com centro

em PQ.

Teorema 36 Dois horocirculos quaisquer sdo congruentes.

a0
R

,\

Figura 64

Prova. Sejam H e H' dois horocirculos com centros nos pontos
“ideais N e ', respectivamente. Sejam A e B pontos de He A" um
ponto de H'. Seja o o angulo BAQ. Construa um angulo B'A'Q’ = a
com A’B’ = AB. O triangulo generalizado A'B'QY sera, entao,
congruente ao tridngulo ABQ. Portanto, ABQ = A'B'QY e, con-
seqientemente, B’ é correspondente a A’ nas retas A'QY e BY.
Portanto, B’ € H'. Isto prova a proposigdo. O
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Teorema 37 Uma reta € tangente a um horocirculo se e S0 se €
normal a um dos seus raios em sua extremidade.

A prova deste teorema é deixada como exercicio.

Considere agora o feixe de todas de retas passando por um dado
ponto ultra-ideal, ou seja, o conjunto de todas as retas que possuem
uma perpendicular comum m. Seja P um ponto de qualquer uma
das retas deste feixe. O conjunto dos pontos correspondentes a P
segundo este feixe é chamado de curva equidistante da reta m. De
fato, o nome se aplica muito bem, j4 que os pontos desta curva
sao caracterizados por estarem todos 4 mesma distincia da reta m.
Assim, uma curva eqiiidistante est4 associada a uma certa distancia
e tera como centro a reta m. As retas do feixe sao chamadas de rajos.

Teorema 38 Duas curvas eqiidistantes com a mesma distdncia
sdo congruentes.

A prova deste teorema é deixada como exercicio. E possivel pro-
var-se, de forma simples, que uma reta corta uma curva equidistante
no maximo em dois pontos, que curvas eqiidistantes sao concavas
na diregao do seu centro e que retas tangentes sio perpendiculares
ao raios. A

Tanto no caso de circulos, como no de horocirculos, ou no de
curvas eqiidistantes, chamamos de corda, um segmento ligando dois
de seus pontos. Temos, entdo, o seguinte teorema.

Teorema 38 Cordas iguais subentendem arcos tguais.

Exercicios

1. Mostre que, em um feixe de semi-retas de mesma origem, a
nogao de ponto correspondente é transitiva.

2. Considere uma familia de semi-retas de mesma origem O.
Seja P um ponto destas semi-retas diferente de 0. Mostre
que o conjunto dos pontos correspondentes a P é um cfrculo
de centro O.
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11.
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Mostre que, em um feixe de retas perpendiculares a uma reta
fixa m, a nogao de ponto correspondente ¢ transitiva.

Em um feixe de retas perpendiculares a uma reta fixa m,
mostre que o conjunto de pontos correspondentes a um dado
ponto é também caracterizado como um conjunto de pontos
eqiiidistantes da reta m.

Prove que uma reta é tangente a um circulo se e s6 se é normal
a um de seus raios, em sua extremidade.

Prove que uma reta é tangente a um horocirculo se e s6 se é
normal a um de seus raios, em sua extremidade.

Na Geometria hiperbdlica, para se tragar uma reta usa-se
uma régua. Para se tragar um circulo usa-se um compasso.
Que instrumento deverd ser usado para tracar um arco de
horocirculo?

Dados dois horociclos concéntricos, os segmentos dos raios
determinados pelos dois sao todos congruentes.

Dado um ponto de um horocirculo, determine um outro ponto
tal que a reta tangente ao horocirculo, naquele ponto, seja
paralela ao raio que passa no primeiro ponto. Resolva o mesmo

problema para um circulo.

Prove que, se um quadrildtero esta inscrito em um horocir-
culo, a soma de um par de angulos opostos € sempre igual a
soma dos outros dois angulos.

Uma reta n corta os dois ramos de uma curva eqiiidistante da
reta m. Mostre que o segmento de n, entre os dois ramos, €
dividido ao meio pela reta m. Determine a relacido que existe
entre os angulos formados entre a reta n e as tangentes a
curva, nos pontos de intersegao.
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12. Prove que, se um raio divide ao meio um arco de horocircu-
lo, entdo, também divide ao meio o arco correspondente de
qualquer horocirculo concéntrico.

13. O conjunto dos pontos médios de arcos correspondentes em
horocirculos concéntricos constitui um rajo.

14. Se P, P, P, ..., P, dividem um arco AB de um horocirculo
em n partes iguais, os raios passando por estes pontos cortam
o arco A’'B’ correspondente, de um horocirculo concéntrico,
em pontos P, P}, P, ..., P!, dividindo também este arco em
n partes iguais.

Comentario

Sejam ! e m duas retas perpendiculares se interceptando em um
ponto O. Escolha um ponto qualquer A em m, digamos, a direita
da reta I, e construa um circulo de centro A e rajio AQ. Se permitir-
mos o deslocamento do ponto A na direcio do ponto O, a mesma
construgao produzird circulos cujo raio AO sera cada vez menor e
tenderd a zero. O circulos terao curvatura cada vez major tendendo
a infinito.

Por outro lado, se deslocarmos o ponto 4 na diregio oposta, o
circulo aumentara de tamanho, sua curvatura decrescerd, e ele se
aproximara, no limite, de um horocirculo tangente a I no ponto O.

Escolha agora uma reta qualquer n perpendicular a m e passando
por um ponto B de m. Considere o ramo da curva eqiiidistante de
n passando pelo ponto O. A distincia a ela associada é OB. Se
o ponto B for deslocado na direcio do ponto O, a distincia OB
tenderd para zero, o encurvamento da curva eqiiidistante diminuira
e a curva se aproximara, no limite, da reta !. Por outro lado, se
o ponto B for deslocado na diregao oposta, afastando-se de O, a
curvatura da curva eqilidistante aumentars, e ela tender4, no limite,
a um horocirculo.
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Repetindo o raciocinio para o outro dado do ponto O, obtemos
descricio similar. A figura abaixo resume nossas consideragoes.

CiRCULOS

Figura 65

6.12 Area

Como no caso euclidiano, a nogio de area ¢ inicialmente estabele-
cida associando-se a cada tridngulo um ndmero nio negativo. Esta
funcio deve satisfazer & propriedade de assumir o mesmo valor em
tridngulos congruentes; ou seja, tridngulos congruentes devem ter a
mesma area.

Esta definigio pode ser estendida para poligonos. Dado um poli-
gono, considera-se uma subdivisao do mesmo em triangulos e define-
se a sua area como a soma das areas dos triangulos da subdivisao.
Evidentemente, esta definicio s6 é consistente se for possivel de-
monstrar que o valor da drea assim obtido é o mesmo, qualquer que
seja a subdivisio do poligono em tridngulos. Admitiremos aqui este
resultado.

Dado um tridngulo ABC, existe uma maneira simples de a ele
associar um quadrilitero de Saccheri cuja drea é igual & area do
trisngulo. Para isto, considere os pontos médios M e N dos lados
AB e BC, respectivamente, e trace a reta m que passa por estes
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dois pontos.

Sejam F, F e G, respectivamente, os pés das perpendiculares
baixadas dos pontos B, A e C a reta m. E facil ver que BEM =
AFM e que AFN = CGN. O quadrilitero AEGC €, entao, um
quadrildtero de Saccheri com base EG, que tem a mesma irea que
o tridngulo ABC. Ele serd designado de quadrildtero associado ao
triangulo.

Figura 66

Desde que, na Geometria euclidiana, a soma dos angulos de um
triangulo é 180 graus, e que tal ndo ocorre na Geometria hiperbdlica,
foi natural que se designasse de defeito do triangulo a diferenca entre
180 e a soma de seus angulos internos.

No caso de um quadrildtero, ou de um poligono qualquer, define-
se o defeito como a diferenga entre o valor que a soma dos angulos
internos teria caso a Geometria fosse a Euclidiana e a efetiva soma
destes angulos.

E simples provar que um tridngulo e o quadrilitero de Saccheri
que lhe é associado possuem o mesmo defeito. Uma consequéncia
deste fato é a seguinte proposicao: '

Proposicao 40 Dados dois tridngulos, se eles tém o mesmo de-
feito e, se um lado de um € congruente a um lado do outro, eles
possuem a mesma dreaq.



104 6. A Geometria hiperbdlica
Prova. Sob as hipéteses da proposigao, os quadrildteros de Saccheri

associados aos dois triangulos terdo topos congruentes € angulos do
topo de mesma medida. Portanto, serao congruentes e logo terao a
mesma area. Consegilentemente, os dois tridngulos terdo a mesma

area. O
Podemos melhorar substancialmente esta proposigao, provando

o seguinte resultado:
Teorema 41 Dois tridngulos que tém o mesmo defeito t€m a mes-

ma drea.
rA ;
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Figura 67

Prova. Sejam ABC ¢ A’B'C’ dois tridngulos com o mesmo defeito.
Se algum dos lados do primeiro for congruente a algum dos lados -
do segundo, vimos na proposi¢ao anterior que eles tém a mesma
irea. Suponhamos que tal nao ocorre e que A'C' > AC. Construa,
usando o lado BC. o quadrilitero de Saccheri associado a ABC.
Seja m a reta de sua base. Escolha nesta reta um ponto H tal que
HC tenha comprimento igual a metade de A’C'. Na semi-reta Scw,
marque um ponto A” tal que A"C = A'C". E elementar verificar que
o triangulo A”BC tem, sobre o lado BC', 0 mesmo quadrilatero de
Saccheri que o triangulo ABC. Conseqiientemente possui o mesmo
defeito. Agora, podemos usar a proposigao anterior na comparagao
dos triangulos A”BC e A'B'C’ para concluir que eles possuem a
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mesma area. Conseqlentemente, o mesmo ocorre entre os tridngulos
ABC e A'B'C". Concluimos, assim, nossa demonstragiao. O

Chamamos de transversal de um tridngulo um segmento unindo
um vértice a algum ponto do lado oposto. Uma transversal subdi-
vide um triangulo em dois outros.

Figura 68

E simples mostrar que, se um tridngulo é subdividido em dois
por uma transversal, a soma dos defeitos dos dois tridngulos ¢ igual
ao defeito do triangulo original. De fato, pode-se obter um resul-
“tado mais geral demonstrando que, se um tridngulo for subdividido,
através de transversais, em um numero finito de tridngulos, a soma
dos defeitos dos tridngulos serd igual ao defeito do triangulo origi-
nal. Além disto, se um tridngulo for subdividido em tridngulos, de
qualquer forma, a particio resultante pode sempre, com a adigio de
alguns segmentos, ser transformada em uma particao por transver-
sais. E simples deduzir que o defeito do tridngulo é igual & soma
dos defeitos de todos os triangulos da particio. Como conseqiiéncia,
tem-se o seguinte resultado.

Teorema 42 Dois tridngulos que possuem a mesma drea tém o
mesmo defeito

Segue-se que a fungao area e a fungdo defeito sdo miiltiplas uma
da outra. A prova deste fato estd acima do nivel deste livro. Do
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ponto de vista pratico, simplesmente daremos como definigao de

area de um triangulo a seguinte
Area do triangulo ABC = (180 —A—-B—C),

onde ¢ é uma constante fixada a priori. A escolha desta constante é
feita de modo que um-dado tridngulo com caracteristicas especiais
tenha area um.

E agora facil verificar que, para um poligono qualquer, vale a

formula
Area do poligono = ¢’(defeito do poligono) .

Em uma carta de 1799 para W. Bolyai, Gauss, que naquele tempo
ainda estava tentando provar o quinto postulado, escreveu:

Cheguei a alguns resultados que muitos considerariam
prova suficiente (do quinto postulado), mas que ndo pro-
vam nada do meu ponto de vista. Por ezemplo, se fosse
possivel demonstrar que, dado um valor qualquer pre-
fizado, pode-se construir um tridngulo com drea maior
do que este valor, eu teria como provar rigorosamente

a validade do quinto postulado.

De fato, assumindo a existéncia de trés retas, duas a duas para-
lclas, formando um tridngulo maximal com vértices em trés pon-
tos ideais, Gauss chegou a formula dada acima para a area de um
triangulo. Esta notavel dedugao ele expds a W. Bolyai em 1832, na
carta em que acusou o recebimento do célebre Apéndice. Apresen-
tamos aqui sua esséncia em linguagem moderna. '

Para comecar, Gauss reconheceu que, se existe um triangulo de
4rea maxima, ele deve ser exatamente triangulo formado por trés
retas com vértices em trés pontos ideais. Tais triangulos sao formas
limites de triangulos usuais, quando os lados tendem para infinito
e os angulos tendem para zero. Gauss também reconheceu que dois
tais triangulos sio sempre congruentes e designou por § o valor

comum de suas areas.
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Figura 69

Como a area da regiao limitada por uma reta e por suas parale-
las passando por um ponto é uma fungio do angulo entre as (duas)
paralelas, digamos f(r — ¢), que tende para zero quando ¢ tende
para m, e que tende para § quando ¢ tende para zero, podemos
escrever:

flx)=6 e  f(0)=0.

Por outro lado, a fi~gura seguinte (a) revela que

flm—8)+ f(8) =6,

enquanto que a parte (b) da mesma figura nos diz que

fle) + flo) + flr — o = ¢) = 6.
Subtraindo-se estas duas ultimas equacoes, obtem-se:

flo)+ flr—p—¢) = f(x - ¢).

Podemos, portanto, concluir que a funcio f satisfaz a equacao:

F(C+m) = f(O) + f(n),
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ou seja, f é linear. Portanto, f é da forma
, ).
f(§y =%,

onde ¢? é uma constante positiva. Logo, 6 = c*.

Dado agora um triangulo qualquer ABC, cujos angulos internos
sejam A, p e v, consideremos as semi-retas Sap, Sgc € Sca, que
definem pontos ideais )1, 2, e §23. Tracemos as retas ligando os
trés pontos ideais, como indicado na figura seguinte.

; / $
7 i

Figura 70

Representando por A o valor da area do tridngulo ABC, temos:.
A+ fN)+ f)+fv)=6=c't
Como f(A) + () + f(v) = (A +p +v) = (A + 4 + v), entdo,

A=cFr—A+p+v).

Mas esta é exatamente a formula a que adotamos para drea de um -

triangulo!
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Exercicios

1. Prove que o local geométrico dos vértices de todos os trian-
gulos tendo a mesma base e 0 mesmo defeito é uma curva
equidistante.

2. Se E e F'sao os pontos médios dos lados AC e AB do tridngulo
ABC, e E' e F’ sao os pontos médios dos lados A'C’' e A’B’
do tridngulo A’B’C’, prove que quando EF = E'F’ e as per-
pendiculares de A a EF e de A’ a E'F’ sio congruentes, os
dois triangulos tém a mesma area.

3. Deseja-se pavimentar o plano com poligonos regulares congru-
entes de n lados, de modo que p deles se encontrem em torno
de cada vértice. Prove que isto é possivel com poligonos cuja

area €
an2<1—g—g) ,
n p

com n e p satisfazendo a condigao

1 1 1

J— __<_..
n+p 2

Mostre também que a drea do menor quadrilatero regular com
o qual o plano pode ser ladrilhado é

2rC?/5

4. Dado um tridngulo retangulo, mostre como construir um ou-
tro cuja area seja duas vezes a do tridngulo original.

5. Por que o resultado do exercicio anterior nao pode ser uti-
lizado para concluir a existencia de um tridngulo de area ar-
bitrariamente grande 7

6. Mostre que dois quadrilateros de Saccheri com o mesmo an-
gulo do topo tém a mesma irea.
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7. Mostre que dois quadriliteros de Lambert com o mesmo an-
gulo agudo tém a mesma érea.

Comentario

O metro foi originalmente definido como a décima milionésima
parte da distancia do Pélo Norte ao Equador. De 1899 a 1960, um
metro foi a distancia entre dois tragos gravados em uma barra, feita
de uma liga de platina-iridio, preservada no Bureau Internacional
de Pesos e Medidas, situado préximo de Paris. O progresso tec-
nolégico criou a necessidade de uma defini¢ao mais precisa. O metro
foi, entdo redefinido como 1.650.763,73 comprimentos de onda de
uma luz alaranjada emitida por atomos de criptonio 86, sob certas
condicdes. A recente explosao do desenvolvimento cientifico forgou
nova mudanca. Hoje o metro é a distancia percorrida pela luz no
vacuo durante um intervalo de tempo igual a 1/299.792.458 do se-

gundo.

" Por outro lado, nenhuma institui¢ao internacional de pesos e me-

didas mantem um protétipo de um angulo reto em seus arquivos,

para servir como padrao de medida de dngulos. Nem sua definigdo

precisou nunca ser revista. Isto € absolutamente desnecessario, como

todos sabemos. Na Geometria hiperbdlica, o padrido de medida li- -
near pode ser definido simplesmente pela equagao: o(r) = w/4,

sendo 7/4 apenas uma representacio da metade de um angulo

reto. Conseqiientemente, o padrdo de medida linear no Universo

hiperbélico, dispensa qualquer protétipo fisico.
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A Trigonometria hiperbdlica

7.1 Introducao

Voltemos agora nossa atengio ao estudo da Trigonometria do plano.
No desenvolvimento desta teoria, tanto Bolyai quanto Lobachewsky
fizeram uso de horo-esferas, isto é, de superficies que sao geradas
pela rotagio, no espago tridimensional, de um horocirculo em torno
de um de seus raios. E possivel demonstrar que, em tais superficies,
tomando-se os horocirculos como retas, a Geometria gerada é a
euclidiana. :

No que se segue, apresentaremos a trigonometria sem apelar para
a Geometria no espago. Com isto, fugimos um pouco do caminho
dos fundadores da Geometria hiperbélica, mas tornamos o estudo
mais simples.

7.2 Arcos concéntricos de horocirculos

Vamos comegar recordando alguns fatos mencionados, demonstra-
dos, ou propostos como exercicios:

1. Segmentos de raios entre dois horocirculos concéntricos sio
congruentes.

2. Se umraio divide ao meio um arco de um horocirculo, também
divide ao meio o arco correspondente de qualquer horocirculo
concéntrico.

3. O conjunto dos pontos médios de arcos correspondentes em
horocirculos concéntricos constitui um raio.
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4. Se os pontos P, P2, Ps. ..., Pn dividem um arco AB de um
horocirculo em n partes iguais, os raios passando por estes
pontos cortam o arco A’'B’ correspondente, de um horocirculo

concéntrico, em pontos P!, Py, Pj, ..., P;, dividindo também
este arco em n partes iguais.

Teorema 43 Sejam h e h' horocirculos concéntricos. Dados pontos
‘A, B ¢ C de h, representemos por A', B' e (' os pontos de b’
determinados pelos raios que passam pelos trés primeiros pontos;

entdo:

arco AB_ arco A'B'

A arco AC ~ arco A'C’

Prova. Existem dois casos a considerar. Primeiro, suponha que os
arcos AB e AC sio comensuraveis, e seja AP o arco que constitui
a unidade comum de medida para o qual se tem

arco AB _ arco AC o
arco AP m ' arco AP~

sendo m e n inteiros positivos.

C

Figura 71

Trace o raio que passa pelo ponto P. Ele cortard o arco A’C' em
um ponto P'. Usando (4) acima, podemos concluir que

arco A’B’ arco A'C’
_— = m € _ =
arco A’ P’ arco A'P’

1
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e, portanto, o Teorema ¢ valido neste caso.
Suponha agora que os arcos AB e AC sao incomensuraveis. Seja
AP um arco que é uma unidade para o arco AB, isto é

arco AB = m(arco AP) ,
onde m € um inteiro positivo. Entao, existe um inteiro n tal que

n(arco AP) < arco AC' < (n + 1)(arco AP)

para algum inteiro positivo n. Portanto,

m < arco AB < ™m
n+1 arco AC n

Além disto, quando o arco AP tende para zero, os dois quocientes
m/(n+ 1) e m/n tendem para um mesmo nimero real c.

Por outro lado, ¢ claro que, para cada construgio do tipo descrito,
o raio tragado pelos pontos A, B e P determinam em qualquer
horocirculo concéntrico pontos A’, B’ e P', os quais, pela parte
demonstrada do teorema, satisfazem as relagdes seguintes:

arco A'B" = m(arco A'P') e
n(arco A'P') < arco A'C’ < (n + 1)(arco A'P') .
Como conseqiiéncia, tem-se:

m arco A’B" m
< < —-
n+1 arco AC' n

e, portanto,

arco AB  arco A'B’ < m m
arco AC' arco A'C’

n on4+l

Segue-se dai que os limites dos dois quocientes sio iguais quando o
arco AP tende para zero. Isto completa a nossa demonstragao.
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Teorema 44 A razdo entre arcos correspondentes de horocirculos
concéntricos depende somente da distdncia entre eles, medida ao

longo de um rato.

Prova. Consideraremos a familia de horocirculos cujo centro é (1.
Fixe um raio a e pontos A, Ay, Az, A3, ... de a tais que:

AA] - A1A2 e A2A3 =

Vamos supor que nossa notacao tenha sido fixada de modo que os
pontos A; pertencam & semi-reta A{). Fixe agora um outro raio b
e sobre ele considere os pontos B, By, By, Bs, ... correspondentes,
na mesma ordem, aos pontos escolhidos. Pelo que vimos teremos

BB, = BB, = B;Bs = ...

" Considere os arcos de horocirculos AB, A1B;, A:B,, AaBs, ...

Figura 72

Todos eles sio correspondentes. Como os arcos correspondentes
de horocirculos concéntricos aumentam quando nos afastamos do
centro comum, podemos marcar no arco AB um ponto C tal que

arco AC = arco A, B;.

Trace o raio que passa pelo ponto C. Ele determina pontos Cy no
arco A, B, C; no arco A;B,, C3 no arco A3B3, . .. Da congruéncia
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das figuras ACC A, e A B, ByA, segue-se que os arcos ('} A, e B, A,
sao congruentes. Portanto, para i1 = 1,2, .. .,
arco A;C; = arco A1 By .

Consequentemente,
arco AB  arco A, B, __arco A;B,  arco A3B;
arco AC  arco A;C, arco AxC’;  arco AzCsy

Logo

arco AB __arco 41 B, _ arco A, B, _

arco A;B;  arco A;B, arco A;B;
Além disto, se a distancia AA; aumentar (diminuir), também au-
mentara (diminuird) o valor do quociente (arco AB)/(arco A B,y).
De tudo isto inferimos que este quociente depende apenas da dis-
tancia entre os dois arcos. Isto conclui nossa demonstragio. O

Estamos prontos para fixar uma unidade de comprimento para
nossa Geometria. Desde que o quociente (arco AB)/(arco A B),
acima utilizado, é maior do que 1, podendo ser alterado para maior
ou menor pela simples mudanga da distincia entre os dois arcos,
podemos assumir que este quociente é igual ao nimero e (base do
logaritmo natural). Neste caso, definimos nossa unidade de com-
primento como a distancia entre os dois arcos. Esta unidade, como
veremos, é a que melhor se adapta ao desenvolvimento da teoria
que apresentamos a seguir.

Teorema 45 Se s, e s; representam os comprimentos de dois ar-
cos correspondentes em horocirculos concéntricos, sendo s, < s, €
sendo 1 a distaincia entre eles ao longo de um raio comum, entdo

Sz = 8,¢

Prova. Sobre uma semi-reta Py§) considere pontos Py, P, P,, Ps,
tais que a distancia entre dois subseqiientes seja uma unidade
de comprimento. Considere a familia de horocirculos A,, hy. h,, Aa,
centrados em () e passando, respectivamente, nos pontos I,
Py, P, ... Sejam s,, 51, 55 arcos correspondentes desta familia.
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PQ P'

Ss

Figura 73

- Utilizando a definicio de unidade de comprimento e o teorema
‘anterior, concluimos que :

So 81 _ 52 _ __Sn-l_e
S S2 S3 Sn
Portanto,
' Sp = So€ " (7.1)

Como n € a distancia do arco s, ao arco s,, concluimos que o
resultado é valido quando z é um inteiro.

Represente agora por k. o horocirculo de centro {2 passando pelo
ponto P, de Pof) , o qual fica a disténcia z do ponto Py. Sobre
este horocirculo represente por s; o arco correspondente a todos.
os outros considerados. Vamos supor, primeiramente, que T seja
um nimero racional da forma 1/n. Entao, pelo teorema anterior,
teremos '

a= So S1fn S2/n _ N S(n-1)/n _
= — = —_ .= AR ,
S1/n S2/n 83/n S

onde a é um nimero maior do que um. Segue-se que

5; = S,a "

Utilizando a equagao (7.1), concluimos que

a= e‘/." .
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’

E, entdo, imediato, desta seqiiéncia de equagoes, que

Smjn = 8007 = s,e” ™/
Assim, o resultado vale no caso em que z é qualquer nimero ra-
cional. Para provar o resultado no caso em que z é irracional,
é suficiente observar que a fungio s, ¢ decrescente e que, como
mostramos, coincide com a fungao s,e~* qualquer que seja o valor
racional positivo de . Como conseqiiéncia, se o é um nimero po-
sitivo irracional, teremos sempre que:

Sa = 5,67 < s,(e7" —e7)

para quaisquer dois niimeros racionais positivos s e ¢ que satisfagam

a
r<a<t.

A continuidade da fungio e~* garante agora que a diferenca s, —
5,€™° 56 pode ser zero. Isto conclui a demonstracao do teorema. D

Figura 74

Fixe uma reta Q,;,. Considere um horocirculo com centro no
ponto ;. Seja A o ponto onde ele corta a reta fixada. Considere
a familia de cordas deste horocirculo que sio perpendiculares a
reta. Desde que horocirculos sio obtidos como limite da familia
de circulos que passa pelo ponto A e tém centro na reta fixada, é
claro que o comprimento das cordas mencionadas crescem a medida
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que se afastam do ponto A, tornando-se maior do que qualquer
comprimento prefixado. Observe que o angulo agudo entre uma
corda e o ralo que passa por sua extremidade é exatamente o angulo
de paralelismo correspondente 3 metade da corda.

E possivel provar que este ingulo varia continuamente e, pelo
que foi mencionado, varia no intervalo (0, 7/2]. Segue-se que, entre
as cordas mencionadas, existe uma que corresponde ao angulo /4.
Seja B uma extremidade desta corda. Considere a semi-reta B{;.
Esta reta serd ao mesmo tempo paralela a reta 1,0, e tangente ao
horocirculo no ponto B . Vamos designar por S o comprimento do
arco AB do horocirculo. Este comprimento é uma das constantes
universais da Geometria hiperbdlica. A figura formada pela reta
2,9, pelo arco de comprimento S do horocirculo de centro 13, pelo
raio e pela tangente em sua extremidade, é uma figura importante
no estudo da Trigonometria hiperbdlica.

Outra figura importante no mesmo contexto é a formada por um
arco AB de comprimento s (s < S) de um horocirculo h de centro
Q, pelo raio que passa pelo ponto B e pela tangente ao horocirculo
no ponto A. Sendo s < S, a tangente interceptara o ralo em um
ponto C, formando-se uma regido limitada pelos segmentos CBe
C A e pelo arco AB, como indicado na figura abaixo.

CuB

Figura 75



7.2. Arcos concéntricos de horocireculos 119

Designemos o comprimento do segmento AC" por ¢t e por u, o
comprimento do segmento CB. Trace a corda AB. Como

CBA> ABQ = BAO > CAB ,

é, entao, claro que t > u. Na iltima desigualdade, usamos ques < S
e, assim, BAQ > /4 . :

Teorema 46 Na figura acima valem as seguintes relagées:

S—5 = Ge(ttu)
S+s = Seiv.

Figura 76
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Prova. Na figura importante acima descrita, considere um ponto
D do horocirculo h tal que B pertenga ao arco AD, cujo compri-
mento seja S. Seja ' o raio que passa pelo ponto D. Entao, pela
definicio de S, areta AQY € areta tangente ao horocirculo passando
pelo ponto A, logo, € reta que contém o segmento AC.

Considere, além disto, um ponto E sobre a reta que passa por C
e D, escolhido de tal sorte que C' pertenga ao segmento EB e que
o segmento EC tenha comprimento t. Trace ESY. Comparagao dos
triangulos generalizados CAQ e CESY revela que eles sao congru-
entes e, portanto, Ef) é perpendicular a EC'. Consequentemente,
o horocirculo de centro ) passando pelo ponto E tem ESY como
reta tangente. Logo, o sey arco EF entre as retas EQ e Q0 mede
S. Segue-se do teorema anterior que os arcos correspondentes EF
e BD tém seus comprimentos relacionados como se segue:

S —s=GeltH),
~ Isto prova a primeira parte do teorema.
Para demonstrar a segunda parte, inicie por considerar um ponto
G sobre o horocirculo h, de sorte que A pertenca ao arco BGeo
arco AG tenha comprimento S. O raio G2, se continuado, torna-se’
a reta Q9 e a reta AQ” é tangente ao horocirculo h no ponto A.
Na semi-reta CQ, marque um ponto H tal que o comprimento de
CH seja t. Comparagao dos triangulos generalizados HCQY" e ACQ)
revela que eles sao congruentes. Logo, HQY é perpendicular a CH.
Conseqilentemente, o horocirculo de centro Q passando pelo ponto
H tem a reta F[Q" como reta tangente e seu arco, entre o ponto H
e o ponto J situado no raio 24", tera comprimento S. Comparagao
entre os arcos concéntricos BG (de comprimento S+s)e HJ (de
‘comprimento S) que distam ¢t — u um do outro, fornece:

S+ s=28e"".

Isto completa a prova do teorema. O
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Corolério 47 Na figura importante descrita anteriormente, valem
as seguintes relagoes:

Y = cosht e s = Stanht.

Prova. A prova vem das simples soma e subtracio das expressoes
obtldas no teorema.

7.3 Sistema de coordenadas

Neste ponto, é conveniente a introducio de coordenadas para repre-
sentar os pontos do plano na Geometria hiperbélica. Como no caso
euclidiano, tome duas retas perpendiculares. Seja O o seu ponto
de intersecao. Usando a unidade de medida que fixamos na secio
anterior, numeramos os pontos das duas retas da maneira usual,
em que o ponto O é numerado pelo zero em cada uma das retas.
Chamamos uma das retas de eixo dos z e a outra de eixo dos y.

Py P=(a,b)
b
0 a
Py
Figura 77

Dado um ponto P do plano, représente por P, sua projecio no
eixo dos z. Associamos, entao, ao ponto P o par ordenado (a,b) da

seguinte maneira:

1. a € o ndmero associado ao ponto P, no eixo dos z;
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9. b é o comprimento do segmento PP, como sinal positivo, caso
P esteja acima do eixo dos z, ou com sinal negativo, no outro

Ccaso.

Chamamos a de abcissa do ponto P e b de ordenada do ponto P.
E importante observar que, diferentemente do que ocorre na Geo-
metria euclidiana, o nimero associado a projegao ortogonal de P
no eixo dos y nao coincide com a ordenada de P. De fato, se P,
representa tal projecao, o quadrildtero PP;OP, € um quadrilatero
de Lambert com angulo agudo no ponto P. Portanto tem-se sempre

que PP, > PO e PP, > PO .

Proposigio 48 Seja Q o ponto ideal no final da parte positiva do
eizo dos x. A equagdo do horocirculo centrado em ) e passando
pela origem do sistema de coordenadas €

e =coshy .

Pix,y)

Figura 78

Prova. Seja P = (z,y) um ponto do horocirculo e P; sua projecgau
no eixo dos z. Represente por s o comprimento do seu arco OP.
Considere agora o horocirculo, centrado em (2, que passa pelo ponto
P.. e seja Q o ponto onde ele intercepta o raio P{l. Represente

por §' o comprimento do arco Pr deste horocirculo. A equagao é -
"

agora uma consegiiéncia direta do corolario (47) aplicado a figura

PQP;. O ‘
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Outra figura importante na Trigonometria hiperbdlica é a exibi-
da acima, formada por um arco de horocirculo de comprimento s,
a perpendicular baixada da‘extremidade do arco ao raio que passa
pela outra extremidade, de comprimento y, e o segmento de raio,
de comprimento z, da extremidade do arco ao pé da perpendicular.
Para esta figura, dispomos das seguintes relagées:

s = se7*

s = Stanhy,
que foram deduzidas na segio anterior. Dai obtemos o seguinte
s = Ssenhy

E oportuno observar que a reta (1P interceptard o eixo dos y se
s < § ; sera paralela ao eixo dos y quando s = S ; € sera uma reta
que nao intercepta o eixo dos y se s > S. A prova desta observagao é
deixada ao encargo do leitor. Vamos utilizé-la para obter a equacao
da reta que ¢, simultaneamente, paralela ao dois eixos.

Figura 79

Proposicao 49 A equacio da reta simultaneamente paralela aos
eizos coordenados nas diregées positivas €

e”* =tanhy.
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Prova. Seja Y a reta que é simultaneamente paralela ao eixo dos
I e ao eixo dos ¥, ambos na diregao positiva, como representado
na figura acima. O horocirculo de centro Q) e passando pela origem
intercepta esta reta num ponto A e, como vimos, o comprimento
do arco OA sera S. Seja P = (z,y) um ponto qualquer da reta e
P, a sua projegao no eixo dos z. Considere o horocirculo centrado
em (2 e passando pelo ponto P,. Seja B o seu ponto de intersegao
com a reta. Represente por s o comprimento do arco BP;. Do que
vimos é imediato que

s = Stanhy
s = Se7*.

Logo, eliminado s nas duas equagoes, obtemos:
e~ =tanhy,

que é a equagao desejada.

Dois niimeros z € z' sao ditos complementares quando os angulos
de paralelismos a eles associados sao complementares, ou seja, so-
mam um angulo reto.

Proposigao 50 Se z e z’ sdo complementares,
e”? = tanh(2'/2) . (7.2)

ni
A
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Prova. Fixe um sistema de coordenadas. Seja Q) a reta que é
tangente aos dois eixos na dire¢ao positiva. No eixo dos r marque
um ponto F;, cuja ordenada é z. Por este ponto, trace a reta per-
pendicular ao eixo dos z. Esta cortard a reta 20’ em um ponto P.
De fato, se tal nao ocorresse, ela teria de cortar o eixo dos Y ou ser
paralela a ele. Nos dois casos, formarfamos um triangulo ( regular ou
generalizado) cuja soma dos angulos internos seria major ou igual a
dois angulos retos, o que é impossivel. Prolongue o segmento PP
até um ponto @ tal que PQ = PP,. Trace Q' e P,Q' .

Comparagdo dos tridangulos generalizados P,PQ e QP revela
que 0s MESMos 530 congruentes e, conseqiientemente, o angulo em
Q é reto. E claro que o angulo OP.{ é o angulo de paralelismo cor-
respondente a z. Também € claro que o angulo QP.Q é o angulo
de paralelismo do segmento QP,. Como os dois angulos sao com-
plementares, entdo, concluimos que o comprimento de QP, é z'.
Portanto, as coordenadas do ponto P sao (z,2’/2). Como P esta
sobre a reta 2, concluimos que e~% = tanh(z'/2).

Esta relacao entre z e 2z’ pode ser reescrita de muitas outras

-maneiras. Por exemplo,
e® = coth(z'/2) .
Subtraindo-se esta expressao da anteriormente obtida encontramos:

e* —e™* _ coth(z'/2) —tanh(2'/2) 1 .
2 h 2 " senh 2/

Corolario 51 Se = ¢ 2’ sdo complementares, valem as sequintes

relagoes:

senhz = cschz’
coshz = cothz'

tanhz = sechz’ .
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Exercicios
1. Seja ¢ uma constante. O que representa geometricamente a
equagio y =c? E aequagaoz=c¢ ?
2. Seja 2 o ponto ideal do eixo dos 7, na diregao positiva. Mostre
que a equagio do horocirculo com centro em ) que corta o
_eixo dos z no ponto (a,0) é: €=~ = coshy .
3. Seja ) como no exercicio anterior. Determine a equagao da
reta que corta o eixo dos y no ponto (0, R) e o eixo dos z
no ponto ideal . Fazendo R tender para infinito, deduza a
equagio da reta que é simultaneamente paralela ao eixo dos
T e ao eixo dos y.
4. Seja s o comprimento de um arco de horocirculo subtendido_
-~ por uma corda de comprimento a. Mostre que
s = 2Ssenh(a/2) .
5. Demonstre o Corolario (51).
7.4 Resolucdo de tridngulos retangulos

Nesta segio obteremos a versao hiperbdlica do Teorema de Pitago-
ras bem como das principais férmulas da Trigonometria para trian-
gulos retangulos. '

Seja ABC um tridngulo retangulo com angulo reto em C. Desig-
naremos por a, b e ¢, respectivamente, os comprimentos dos lados
BC,AC e AB. Representaremos por A e g1 as medidas dos angulos -
A e B respectivamente. Seja ¢ o comprimento cujo angulo de para-
lelismo é A. ‘
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Figura 81

Marque na semi-reta S4p um ponto P tal que o comprimento
de AP seja £. Seja §2 o ponto ideal da semj-reta Sac . Trace PQ).
Esta semi-reta é claramente perpendicular ao segmento AP. Trace
também B e considere os horocirculos centrados em 2, h, pas-
sando por B e h; passando por P. Sejam D e R os pontos onde h;
e hy, respectivamente, cortam AQ, e seja () o ponto onde h, corta
BQ. Designe por sy, s; € 53 0s comprimentos dos arcos BD, PQ e
QR, respectivamente, e por u o comprimento do segmento ' BQ. As
seguintes relagdes sdo conseqiiéncias imediatas do que deduzimos
na segao anterior.

81 = Ssenha

s = gze*

e* = cosh(¢ - ¢)
s+ 33 = Stanh?

s = Stanh(f-¢).

Portanto,

senha=§—=5 G

= cosh(¢ — c)[tanh ¢ — tanh(¢ - ¢)]

81 _ sge" o [82 + s3 52]
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senh ? cosh(f — ¢) — sinh(€ — c) cosh £
cosh £

senh ¢
cosh? ’

Assim, provamos o seguinte resultado

Proposigio 52 Em um tridngulo retdngulo com partes a, b, c, X
e pu, tem-se:

senhc = senha coshf e senhc = senhbcoshm. (7.3)

A primeira equagao desta proposigao foi demonstrada e a segunda
é apenas uma versao da primeira em.que trocamos o papel dos
dois catetos. Usando-se o Corolario (51), podemos reescrever estas
equacdes de outra maneira, explicitando o valor do cosh. Podemos,
além disto, considerar os quatro tridngulos associados ao triangulo
dado, como foi mostrado no final da se¢ao 6.10 do capitulo anterior.
Para cada um deles obtemos mais duas férmulas, vérias das quais
se repetem. Resumimos no Corolario seguinte todas as formulas
distintas obtidas.

Corolério 53 Em um tridngulo retingulo com partes a, b, c, Ae
u, tem-se: ’

cosh? = senh csenha’ , coshm = senhcsenh?’,

coshc = senh ¢senhm , cosha’' =senh{senh?’,

cosh b = senhmsenha’ .

" Como aplicacao destas férmulas, deduzimos o seguinte teorema .
que é a versio hiperbélica do Teorema de Pitagoras Euclidiano. =

Teorema 54 (Pitégoras). Em um tridngulo retingulo com partess
a, b e, XAep, tem-se: :

-coshc = coshacoshb .
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Prova. cosh ¢ = senhlsenhm = cotha’cothd = cosh a cosh b. A
segunda destas igualdades foi obtida utilizando férmulas do Coro-
lario (53), e a tltima igualdade é conseqiéncia direta do Corolirio
(51).

E claro que este teorema pode ser aplicado em cada um dos
tridngulos retangulos relacionados com o triangulo a, b, ¢, A e y,
produzindo as seguintes quatro férmulas:

cosh? = coshm’coshb (7.4)
cosha' = cosh¢ coshm’ (7.5)
coshd’ = cosh# cosh¢ (7.6)
coshm = coshacosh? . (7.7)

E importante lembrar que, com o auxilio do Corolario (51), estas
formulas podem ser transformadas em muitas outras de interesse
na solugdo de problemas da Trigonometria hiperbdlica.

Exercicios

1. Considere um triangulo retangulo com partes aq, b, ¢, A e .
Prove que:

(a) coshm = cotha’coth?
(b) cosha’ = cothccothm
(c) cosh¥’ = cothccoth?

(d) cosha = tanh € coshm
(e) cosh b= tanhm cosh ¢
(f) tanha = tanh ctanhm
(g) tanh b = tanh ctanh ¢

2. Mostre que a equagao da reta que é perpendicular ao eixo dos
y e o corta no ponto (0, b) é:

tanhy = tanhbcoshz .
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3. Seja ABC um tridngulo retangulo com angulo reto no vértice
C.Seja C D suaaltura relativamente a hipotenusa. Represerite
por h o comprimento desta altura, por p o comprimento "de
AD e por g o de BD. Mostre que

tanh®a = tanh ctanhg e que tanh? h = tanh ptanhg .

7.5 Resolugao de triangulos quaisquer

Seja ABC um triangulo com angulos A, g e v nos vértices A, B e C,
respectivamente. Vamos representar por a, b e c os comprimentos
dos lados que se opdem a estes angulos, € por ¢, m e n os segmentos
para os quais eles sao angulos de paralelismo.

Figura 82

Teorema 55 (Lei dos senos). Em um tridngulo com ladosa, b ec
¢ dngulos opostos a estes lados A, p e v tem-se

senha senhbd _senhc

sechf  sechm ~ sechn’ '
Prova. Trace a altura BD do vértice B e represente por h o seu
comprimento. Formamos assim dois tridngulos retangulos BDA e

BDC'. ambos com angulo reto no vértice D. Aplicando a equagao
(7.3) a estes dois triangulos obtem-se

senh a = senh hcoshn ,
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senh ¢ = senh hcosh ¢ .

Conseqlientemente,

senha coshn _ sech?

senh ¢ cosh? sechn

Construindo outra altura e efetivando o mesmo argumento, pode-

mos concluir que .
senhbd sechm

senhc  sechn
Destas duas ultimas equagdes segue-se o resultado.

Teorema 56 (Lei dos co-senos). Em um tridngulo com lados a, b
e ¢ e dngulos opostos a estes lados A, p e v tem-se

cosh a = cosh bcosh ¢ — senh bsenh ctanh ¢ .

Prova. No triangulo ABC considerado anteriormente, trace a al-
tura BD. Suponha, inicialmente, que o ponto D pertenga ao seg-
mento AC. Seja d o comprimento do lado AD e, conseqiientemente,
b— d o comprimento do lado DC. Pelo Teorema de Pltagoras apli-
cado aos tridngulos BDC e BDA, tem-se:

cosha = coshhcosh(b—d),e
coshe = coshhcoshd.
Portanto,

cosha = coshccosh(b— d}/coshd
= cosh ¢(cosh b cosh d — senh bsenh d)/cosh d
= cosh bcosh ¢ — senh bcosh ctanhd

Aplicando o resultado do exercicio (1g) da segdo anterior ao trian-
gulo BDA, obtem-se:

tanhd = tanhctanh ¢ .
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Estas duas ultimas equagdes produzem a férmula desejada.

Exercicios

1. Se uma transversal corta os lados do tridngulo ABC, di-
vidindo o lado de comprimento a em segmentos de compri-
mentos a; € dq, o lado de comprimento b em segmentos de
comprimentos b; e by, € o lado de comprimento ¢ em segmen-
tos de comprimentos ¢y € ¢z, cOMO indicado na figura abaixo.
Prove que

sinh a, sinh 4, sinh ¢; = sinh a; sinh b, sinh c;.

2. Seja P um ponto interior ao triangulo ABC. Os segmentos
ligando este ponto aos vértices do triangulo subdividem os
seus angulos em pares de angulos oy e oy, Bie By, M€Yy -
como indicado na figura abaixo. Prove que

cosh a; cosh b; cosh ¢; = cosh a3 cosh b; cosh ez

onde a; é o comprimento cujo angulo de paralelismo é o etc.
A

B P2 K
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3. Seja P um ponto interior a um tridngulo ABC. As retas li-
gando cada vértice ao ponto P dividem os lados em pares
de segmentos de comprimentos a; e az, b, e by, ¢; e ¢; como
indicado na figura abaixo. Prove que

sinh a; sinh b; sinh ¢; = sinh a, sinh b, sinh ¢, .

7.6 A funcao angulo de paralelismo revisitada

Estudamos a fungdo angulo de paralelismo O, definida original-
mente para todos os nimeros reais maiores ou iguais a zero. Prova-
mos que ela toma valores no intervalo (0, /2], que é decrescente e
sobrejetiva, sendo, portanto, continua. Estendamos o dominio desta,
funcao para todos os nimeros reais, colocando O(—a) =7 — O(a)
para todo a > 0. Com esta definicio © continuou sendo uma fungao
continua e decrescente, mas sua imagem é agora o intervalo (0, 7).
Vamos obter a expressao explicita desta funcao.

Teorema 57 Se O(a) = a entdo tanha = cosa .

Prova. Vamos comecar examinando a funcdo continua f, definida
no intervalo (0, 7), pela equacao

tanha = cos f(a) ,
onde assumimos que ©(a) = a . Quando « = 0, sabemos que a = oo

e que tanha = 1. Assim sendo, cos f(a) = 1 e logo, f(a)
Portanto:

I
&

f(0)=0.
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Quando a = 7r/2. sabemos que a = 0 e que tanhe = 0. Como
consegiiéncia, cos f(a) = 0 e logo, fla) = /2, ou seja

f(n/2)=7/2.

Quando a = m, sabemos que a = —o0 € que tanha = —1. Assim,
cos f(a) = —1 e logo, f(a)=T. Portanto:
| fimy=m.

Considere agora quaisquer dois angulos adjacentes A1 € Az de vértice
A. Inicialmente, vamos supor que oS dois sao agudos e que sua
soma também é um angulo agudo. Sejam ¢; e £ os dois nimeros
positivos tais que ©(41) = A e O(£3) = A;. No lado comum a0s
dois angulos, marque um ponto D tal que o comprimento de AD
seja menor do que os dois numeros {4 e 4. Pelo ponto D, trace uma
reta perpendicular ao segmento AD. Ela cortara os outros lados dos
dois angulos em pontos B e C, como indicado na figura seguinte.

¢ T D G
Figura 83
Designe os segmentos AC, AB, CD, DB e AD por b, ¢, g, T

e h, respectivamente. Em seguida, aplique a Lei dos co-senos ao
triangulo ABC, obtendo a relagao:

cosh(q + r) = cosh bcoshc — senh bsenh ctanh ¢ (7.8)
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, onde ©(£) = A; + A, . Portanto;
cos f(A1 + Az) = tanhe¢ . (7.9)
Segue-se, entdo, de (7.8) que:

Cos f(/\l +/\2) =
cosh h cosh ¢ — cosh(g + r)

senh bsenh ¢
coshgcoshr senhgsenhr

senh bsenhc  senh b senh ¢

(7.10)

coth bcoth ¢ —

Simplificaremos os trés iltimos termos desta igualdade.

(Primeiro Termo). Observe que, usando o resultado do exercicio
(7.4.1g) nos tridngulos ADC e ADB, valem, respectivamente, as
igualdades seguintes:

tanhk = tanhbtanh¢, , (7.11)
tanhh = tanhctanh¢, . (7.12)

Multiplicando membro a membro estas duas equagoes, podemos
concluir que: .

coth beoth ¢ = coth? hcos f(Ar) cos f(A7) . (7.13)

(Segundo Termo). Na seguinte cadeia de igualdades, usamos apenas
o Teorema de Pitagoras, aplicado no caso do tridngulo ADC, e a
equagao (7.11):

coshg  coshgcoshh _ cosh b
senhd  senhbcoshh  senhbcosh k
tanh A _ tanhé,

(7.14)

senh Atanh®d senhh

Similarmente, considerando-se o outro tridngulo, pode-se obter:

coshr  tanhé,
= . 7.15
senh ¢ senh h ( )



136 7. A Trngonometria hiperbolica

7

Multiplicando as equagoes (7.14) e (7.15), obtemos:

M = csch?h cos f(Ar1)cos f(Az) - (7.16)
senh bsenh ¢

(Terceiro Termo). E facil deduzir da definigao de f que ela satisfaz
4 equagao: R
secha = sen f(a) .

" Portanto, usando a equagao (7.3) no triangulo ADC, tem-se

senh ¢q senh g
senhb  senhgcoshé, sech {y = sen f(A1) (7.17)

De forma similar, prova-se que

seoh? _ enfOha). (7.18)

senh ¢

Utilizando-se as identidades obtidas com os trés termos na equagao
(7.11), obtem-se:

cos f(M +Az) = cos f(Ay)cos f(X2) = senf(A1)senf(A2)
= cos[f(M) + f(A2)] -

Ou seja, a funcao f satisfaz a propriedade aditiva:

FOq +A2) = f(M) + f(A2) - (7.19)

O leitor é agora desafiado a provar que, como f : [0,7] — [0,7] é

continua, satisfaz a (7.19) e as condigdes: f(0)y=0, f(x/2) =7[2

e f(r) = =, entdo, f é dada simplesmente por f(z) = z. Aqui um

caminho mais simples é supor que f € uma fungao diferenciavel.
Neste caso, como

fla+h) = f(a) _ f(B+h) = f(B)
h h '
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tem-se que f'(a) € constante. Portanto, f(a) = ke + { . Como
f(0) =0e f(r/2) = x/2, entdo, f é a fungio identidade.

A restrig3o feita sobre o angulos A, e A, no inicio da provalimita a
validade da equagio (7.19) a angulos agudos com soma no intervalo
[0, 7/2]. Conseqiientemente, a conclusio do teorema sé é valida para
a no mesmo intervalo. Por outro lado, como ©(—a) = n—0O(a) para
valores positivos de a, é ficil ver que o resultado vale em geral.

‘Usamos para isto a seguinte seqiiéncia de igualdades:

cos f(O(—a)) = tanh(—a) = —tanha
= —cos f(O(a)) = ~ cos O(a)
= cos(m — O(a)) = cos(O(~a)) .

A conclusio é que f(O(—a)) = O(—a)) para qualquer valor positivo
de a. Assim, o resultado desejado é verdadeiro também no intervalo
(m/2,7]. Isto completa a prova do Teorema.

Como no caso de algumas formulas que deduzimos, a expressio
da fungao ingulo de paralelismo admite uma série de formulagées
equivalentes. Elas vao listadas a seguir:

cotha = seca, (7.20)

secha = sena, (7.21)
cosha = csca, (7.22)
senha = cota, : (7.23)
cschea = tana. (7.24)

Esta relagio pode, ainda, ser colocada noutra forma, utilizando o

fato de que v
e =senhu + coshu .

Coroldrio 58 (Bolyai e Lobachewsky) Se ©(a) = a, entdo,

tna e
an — = .
2
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Prova. Utilizando as equagoes (7.22) e (7.23), deduzimos:

¢® = senha +cosha

= cota -+ csca
cosa + 1

= ———— =cot(a/2)
_sena

Isto prova o corolario.

Comentario

Para deducio das férmulas da Trigonometria hiperbélica adota-
mos como unidade de medida a distancia radial entre dois arcos
correspondentes de dois horocirculos concéntricos, quando a razao
entre os comprimentos dos dois arcos era o nimero e. Se o0 numero
e for trocado por um outro- nimero positivo @ > 1, ainda podere-
mos deduzir o Teorema de Pitagoras, a Lei dos senos e a Lei dos
co-senos, mas elas terao uma aparéncia diferente da que obtive-
mos. Para passar de um sistema para o outro, consideramos uma
constante k tal que

‘ a=e'lk

A expressao encontrada no Teorema (45) torna-se-ia
Sz = soe”’/ k.

Os resultados que decorreram do Teorema mencionado serdo todos
alterados pela introdugao da constante k. Uma releitura daquelas
deducgoes mostra, entretanto, que as alteracoes sdo minimas e que
as formulas encontradas mantém essencialmente a sua estrutura.
Por exemplo, a conclusao do Corolario {58) torna-se

tan % =e k. (7.25)

Por algumas razdes praticas de utilizagao futura, reproduziremos
todas as férmulas importantes que deduzimos, na versao que inclui
o parametro k.
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1. Formulas vdlidas em triéngulos retangulos a, b, ¢, A e p.

senha/k
A= 17 T
sen senh o/ (7.26)
" _ senhb/k .
senu = m (7.2‘)
cot Acot g = coshc/k _ (7.28)
tanha/k
tanA = — __ )
. senh b/k (7-29)
_ tanhb/k ‘
tan H = m (7.30)
coshc/k = cosha/k cosh b/k (7.31)
cosha/k = <252 (7.32)
sen p
cos p ‘
hb/k = .
cosh b/ ) (7.33)
tanha/k ’
cosp = m . (7-34)
tanh b/k
A= —1 .
cos tanh o/F (7.35)
2. Formaulas vdlidas em tridngulos quaisquer a, b, c, A,
(Lei dos senos)
h2:senb & . senh & — sen ) : : (7.36)
senh = : senh - : sen [ =senA:senpy:senv .

(Lei dos co-senos)

a b ¢ b c
cosh 7= cosh % cosh i senh z senh E‘cos A (7.37)
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O fato importante a mencionar, relacionado com estas formu-
las é que, quando o parametro k cresce, a Geometria hiperbélica
se aproxima de ser a Geometria euclidiana. De fato, usando-se a
expressao que fornece o angulo de paralelismo, obtem-se:

. a .-

lim tan.— = lim e ofk=1.

k—00 2 k—00

: Portanto, o angulo de paralelismo correspondente para qualquer

" comprimento tende a ser um angulo reto quando k tende para in-
finito. Similarmente, no limite, a férmula (7.26) fornece:

. . senha/k
lerga sen A = I:ILI?O senhc/k

ola

o que nos diz que, no limite, ela se torna a definicao usual do sen A
da Geometria euclidiana. Tomemos agora a fdrmula (7.31). Substi:
tuindo cada cosh pela sua expressao em série de poténcias e despre-
zando os termos com poténcias de k de ordern menor do que —2,

c? a? b
-l+§]§:<l+§k—2) (1+§E‘2‘) ,

ou, finalmente,

obtem-se

A=a+b.

Portanto, quando k tende para infinito, aquela formula, se torna

exatamente o teorema de Pitdgoras da Geometria euclidiana. As

leis dos senos e dos co-senos tomam, No limite, as suas formulagoes

familiares:

' senA:senp:senp=a:b:c,
a=b*+c* —2bccos A .

Ao invés de fazer k tender para infinito, outro ponto de vista sobre
o assunto é o de fazer os comprimentos a, be c tenderem para zero.
Como, do ponto de vista do processo de limite, tanto faz tomar
‘este novo ponto de vista como o anterior, devemos esperar que,
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para figuras suficientemente pequenas, as formulas da Geometria
euclidiana sejam aproximadamente validas, mesmo na Geometria
hiperbdlica.

Esta observagio mostra que, decidir se a Geometria do universo
é ou nao euclidiana, nio admite uma resposta simples. Por um
lado, no mundo fisico, as medidas de segmentos e ingulos sempre
estdo sujeitas a erros, o que torna dificil decidir se as possiveis
discrepancias na medida das soma dos angulos internos de um
triangulo deva justificar a rejeicao ou nio da Geometria euclidiana
como modelo para a Fisica. Mesmo se os vértices de um triangulo
sao estrelas muito distantes, nio hé ainda como decidir se o possivel
defeito nao nulo encontrado nas medigbes deve-se ou nao apenas a
erros de medida, pois, apesar de ter lados de comprimentos gigan-
tescos, o triangulo pode ser ainda muito pequeno em comparagao
com o parametro k.

Exercicios

1. Se 5 é a metade do perimetro de um tridngulo ABC, prove

que
A senh % senh R
COS — = b £
2 senh ¢ senh -k-
A senh 222 senh ¢
sen — = > = .
2 senh ¢ senh £

2. Prove que o raio 7 do circulo inscrito em um triangulo é dado
por

‘ s—a s—b §—c
senh z senhTsenh =

T
tanh - =
k senh %

3. Obtenha as férmulas limites, quando k vaj para infinito, para
cada uma das férmulas apresentadas nesta su bsecao.
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Seja AB uma corda de um horocirculo que subentende um
arco de comprimento s. Suponha que a reta tangente ao ho-
rocirculo, no ponto A, faz um angulo 6 com o segmento AB.

Prove, entao, que
s=2Stané .

Sejam A e B as extremidades de um arco de horocirculo de
comprimento s. Suponha que a reta tangente ao horocirculo
no ponto A intercepta o raio que passa pelo ponto B, for-
mando um angulo 7. Mostre, entao, que

s=Scosy .

Determine o raio do circulo inscrito em um triangulo maxi-

mal.

Dadas duas retas que se interceptam, elas determinam uma
particio do plano em quatro regides. Considere a figura for-
mada, tomando em cada uma destas regides uma reta que seja
simultaneamente paralela as duas retas originais. Esta figura é
chamada de quadrildtero mazimal. Em um quadrildtero maxi-
mal, sejam a e b as distancias entre seus lados opostos. Mostre

que
b
senh 2senh —-—=1.

272

Trés horocirculos sao, cada um deles, tangentes as trés re-

‘tas que constituem os lados de um triangulo. Prove que o

triangulo é eqiiilitero. Determine o comprimento de seus la-
dos e a medida de seus angulos. Determine também os raios
dos circulos inscrito e circunscrito.
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Consisténcia da Geometria
‘hiperbélica ~

8.1 Imntroducao

Mesmo apés todo o estudo feito, pode ainda restar a suspeita de
que, com algum esforgo a mais, poderemos chegar a uma con-
tradicio. Como estar certo de que tudo o que deduzimos nio é
" apenas uma miragem, algo que parece real mas que nao existe? A
maneira mais simples de nos livrarmos de uma vez por todas desta
divida é exibindo um modelo da Geometria hiperbélica, construi-
do usando a Geometria euclidiana. Com isto, uma contradi¢do na
Geometria hiperbdlica sera também uma contradicao na Geometria
euclidiana. Desta forma, pelo menos estaremos certos deque a nova
Geometria é tio sélida quanto a antiga.

8.2 Um modelo para a Geometria hiperbdlica

Vamos considerar, no plano euclidiano um circulo & A regido A
limitada por este circulo sera o modelo do nosso “plano” hiperbdéli-
co. Os “pontos” serdo os pontos de A. Para definir as “retas” deste
“plano”, consideraremos a familia F constituida pelos circulos que
cortam { perpendicularmente’ e pelas retas que passam pelo centro
de A. Uma “reta” de nosso plano hiperbdlico é simplesmente a parte
de um elemento de F que fica dentro de A.

!Dois circulos sio perpendiculares quando se interceptam e, nos pontos de in-
tersegao, suas tangentes formam angulos retos.
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Teorema 59 Os “pontos” e as “retas” satisfazem aos ariomas da
Geometria hiperbolica.

A prova deste Teorema sera apresentada no final deste capitulo.
Até 14, revisaremos alguns topicos que serdo essenciais para seu

entendimento.

8.3 Circulos ortogonais

Considere um circulo ¢ e um ponto P fora dele. Sejam m e n duas
retas passando por P. Suponha que m corta o circulo ¢ em dois
pontos @ e R, e que a reta n o corta nos pontos S e T. Considere a
posicao dos pontos como indicados na figura seguinte. Tragando-se
o segmento auxiliar RS, é imediato concluir que os angulos STR
eS QR sio suplementares e que, conseqiientemente, S TR = SQP.
Segue-se que os triangulos PRT e PSQ sio semelhantes e que PS-

PT = PQ- PR.

Figura 84

Podemos resumir de forma mais elegante este resultado, afirmando
que,

Proposigao 60 Se uma reta passe por um ponto P e corta um
circulo em pontos A e B, entdo, o produto PA - PB € constante.
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O caso em que o ponto P esta fora do circulo, j4 foi demonstrado.
Os outros sdo deixados ao leitor, a titulo de exercicio.

O valor da constante, acrescido de um sinal, é chamado de po-
téncia do ponto relativamente ao circulo. O sinal sera positivo se o
ponto estiver fora do circulo e negativo se estiver dentro do circulo.
Se O for o centro do circulo e r for o comprimento do seu raio, o
valor da poténcia de um ponto P sera:

poténcia = (PO — r)(PO +r) = PO? - 12,

Proposigao 61 Dados dois circulos distintos, o conjunto dos pon-
tos que tém a mesma poténcia relativamente aos dois circulos €
uma reta perpendicular d reta ligando o0s seus centros.

Figura 85

Prova. Sejam O, e O; os centros dos circulos e 1y e r;, respectiva-
mente, os seus raios. Represente por ¢ o conjunto dos pontos que
tém a mesma poténcia relativamente aos dois circulos. Seja P um
ponto qualquer de {. Trace a reta que passa pelo ponto P e que é
perpendicular a reta determinada pelos pontos O; e O,. Seja @ o
ponto de intersecao das duas retas. Entdo, usando o Teorema de
Pitagoras, tem-se:

(PO1)* = (Q01)? = (PO;)* — (QO:).
Esta igualdade pode ser escrita como:

(Q01)" —(Q0:2)* = (PO = 1) = ((PO2)* = r}) + 1 — 1] .
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Usando a hipStese sobre P, concluimos que:
(Q01 + Q0,)(Q0, — Q0z) =i =13 .

Como Q01 +Q02 = 0,0, ¢ r2—r2 sdo constantes, entao QO —Q0;
¢ constante e, consegiientemente, o ponto ¢} nao depende da escolha
particular do ponto P.tomada em {. Logo, todos os pontos de ¢
estio na reta m que passa pelo ponto Q e é perpendicular a 010;.
Por outro lado, é simples mostrar que se P for um ponto de m, é
também um ponto de £. Dai o resultado. O

O conjunto ¢ é chamado de eizo radical dos dois circulos.

Corolério 62 Se dois circulos se interceptam em dois pontos, o seu
eizo radical € a reta ligando os dois pontos; se eles sdo tangentes,
seu eizo radical € a reta tangente comum.

Quando dois circulos se interceptam de tal maneira que as retas
tangentes dos dois, em um dos pontos de intersegao sao perpendi-
culares, dizemos que os dois circulos sao ortogonais. E uma simples
consegiiéncia da simetria dos dois circulos, com relagdo a reta que
passa pelos seus centros, que as retas tangentes, no outro ponto de
intersecdo, também sdo perpendiculares. Segue-se que, se um circulo |
é ortogonal a um outro, seu centro fica fora do outro circulo.

Proposicao 63 Um circulo € ortogonal a outro se, e so se, o qua-
drado do seu raio € a poténcia do seu centro relativamente ao ouiro

circulo.
Prova. Sejam O; e O; os centros dos dois circulos e 7y e o, TeS-
pectivamente, os seus raios. A poténcia do ponto O; relativamente
ao outro circulo é, como ji sabemos, (0102)? — r2. Se os dois
circulos sao ortogonais, (010,)? = r? + ri. Segue-se, portanto, que
a poténcia ¢ igual a r?, demonstrando, assim, a primeira parte da
proposicao.

Inversamente, se a poténcia de O; relativamente ao outro circulo
for igual a 72, teremos

(01022 =i =711 .
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E agora simples verificar que esta condigao é equivalente ao perpen-
dicularismo das retas tangentes aos dois circulos em um dos pontos
de intersecao. O

Coroldrio 64 Dado um circulo € de centro Oy e raiory, eziste um
unico circulo ortogonal a £ com centro em qualquer ponto prefizado
do plano, fora deste circulo.

Prova. Dado um ponto O, fora do circulo ¢, tome raio r; satis-
fazendo a equagao: (0;0,)? — 1'2 = 72 . Pela proposicao anterior, o
circulo de centro O, e raio r; é ortogonal ao circulo £. A unicidade
decorre do fato de que existe um dnico valor de r, > 0 satisfazendo
a equagao acima. OJ

Coroldrio 65 Dados dois pontos A e B dentro de um circulo ¢
que ndo estejam sobre um mesmo didmetro, entdo ezriste um wnico

circulo ortogonal a € passando por estes dois pontos.

Prova. Seja m a mediatriz do segmento AB. Considere o problema
de determinar um ponto sobre esta reta que seja centro de um
circulo ortogonal a ¢ e que passe por A e B. Isto equivale a resolver
em O; e r; as equagdes seguintes:

(010:)? =1l =1},
O]A=OlB=7‘2.

Estas equagdes tém uma nica solucao, desde que A e B nao estejam
sobre um diametro de £. O

Corolario 66 Se os circulos & e & sdo ortogonais, as rctas que
passam pelo centro do primeiro, quando interceptam o segundo, o
fazem em um ponto ou em dois pontos. No primeiro caso, a reta
¢ tangente ao sequndo circulo em um dos pontos de intersegdo dos
dois circulos. No segundo, ela corta sempre o circulo &, em um
ponto que fica dentro e em oulro que fica fora do circulo &,.
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Prova. Isto é uma simples consegiiéncia do fato de que, pela pro-
posicio (63) teremos O A - 0B = r} , onde A e B sao os pontos
de intersecio da reta com o circulo £;. Portanto, se O1A < 1,
deveremos ter O\ B > r;. O

8.4 Transformacoes lineares complexas

Dado um circulo ¢, represente por A o disco por ele limitado. Es-
colha coordenadas complexas z = z + iy no plano euclidiano com
origem no centro de A e nas quais £ seja um circulo unitario. Como
é usual, vamos acrescentar ao plano um ponto no infinito, repre-
sentado por oo, tornando, o plano assim estendido, topologica e

analiticamente equivalente a esfera.
Consideraremos, entdo, as transformacdes lineares complexas, ou

seja, as funcdes definidas por:

az+b
cz+d

w =

com a, b, ¢ e d niimeros complexos satisfazendo a ad — bc # 0.
Elas tomam o valor co no ponto —d/c. Exemplos simples de tais
transformacdes sao

1. homotetias: w = az (onde a # 0). Escrevendo-se a = r,e* e
2z = re', estas transformagoes sao da forma w = rroeiletd)
ou seja. sao rotagoes seguidas de dilatagoes.

2. translagoes: w = z + b.

3. inversdo: w = 1/z . Escrevendo-se z = re®, esta transforma-
¢ao torna-se w = (1/r)e~*, ou seja, uma reflexdo seguida de
uma inversio relativamente ao circulo unitario.

Lema 67 As transformacées lineares complezas sdo composigoes
de homotetias, translacées e inversées. Elas levam retas e circulos

em retas ou circulos. .
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Prova. A prova da primeira parte deste lema vern da simples iden-
tidade algebrica

az+b__ad«-bc 1 +a
cz+d c cz+d ¢

Para provar a segunda, ¢ suficiente observar que homotetias, trans-
lagoes e inversGes levam citculos e retas em circulos ou retas. O

O fato de que uma transformagio linear complexa tem quatro
parametros nos diz que uma delas fica caracterizada quando damos
quatro pontos e prescrevemos as suas imagens. Ou seja, podemos
sempre encontrar uma transformagao linear que leva quatro pontos
dados em ‘quatro pontos prescritos. Como trés pontos determinam
um circulo, podemos sempre prescrever que um dado circulo serd
levado em um outro e ainda ficar com um grau de liberdade para
escolher o enderego de um ponto. Por isso, podemos escolher trans-
formagoes lineares complexas que levem o disco unitario A em si
mesmo, ao determinar que trés pontos quaisquer de £ sejam levados
em trés outros pontos de ¢ e que algum ponto de A seja levado em
outro ponto de A. Com isto, vemos que existe uma enorme familia
de tais transformacdes levando A em A. Vamos representar por 7
este conjunto

A composta de duas tais fungdes complexas é ainda uma aplica-
¢ao linear complexa. De fato, dadas

fz)=(amz+ b)/(az+d) e g(z)=(azz+b)/(c2z +d),

é simples verificar que

f O g(") - (dlaz + b]Cg)Z + (a1b2 + bld2) .
SRS (c1az + dic2)z + (c1by + dyd)

Ou seja, se associarmos a aplicagao w = (az + b)/(cz + d) a matriz

(£2)
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entdo, a composta de transformagdes lineares complexas correspon-
de exatamente ao produto das matrizes a elas associadas. Dai a
denominagio. Observe-se que, de acordo com nossa definicio de
aplicagdo linear complexa, o determinante da matriz associada ¢
diferente de zero. Logo, a matriz possui uma inversa, o que nos diz
que a cada aplicagdo linear complexa f esta associada uma outra,
f-1, cuja composta com a f é a identidade. Consequentemente,
toda aplicagao linear ¢ inversivel, ou seja, é biunivoca e sobre.

Como a composigao de aplicagdes do disco no disco ainda é uma
aplicacio do disco no disco, podemos concluir que a composigao ¢
uma operagio em 7 que satisfaz as seguintes propriedades:

1. fo(goh)=(fog)oh.

2. aidentidade Az) =2 funciona como a unidade desta opera-
cdo, ou seja: fol=Aof=f.

3. para cada elemento f € 7 tem-se o elemento inverso 1 tal

que fofTt=f"lof=2A.

Um conjunto com uma operagio que satisfaz a tais proprieda-
des é denominado de grupo. Seu estudo é um dos capitulos mais
importantes da Algebra. '

Define-se como razdo cruzada de quatro pontos z,, 21, 22 € 23 30

numero
23— 2,217 23

(zm 2 7>221 23) =
22 — 2321 — 2

O seguinte lema tem demonstragao elementar.

Lema 68 Razjes cruzadas sdo invariantes por transformagoes li-
neares complezas.

Diz-se que uma transformagéo f do plano no plano é conforme
se sua diferencial preserva angulos entre vetores. Isto significa que,
se a e [ sao duas curvas que se interceptam em um dado ponto
P formando um ngulo 4, as curvas f(a) e f(/) se interceptam no
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ponto f(P) formando o mesmo angulo. Desde que, pela regra da
cadeia, f(a) = df(c’), uma condigao suficiente (de fato necessaria
e suficiente) para a conformidade é que, em cada ponto do plano se
tenha:

df(v) - df (w) = Mv - w),

b

onde A é um ndmero real positivo e “-” representa o produto escalar

“usual de vetores no plano euclidiano:
Vew = oW,

onde W = w; —iw; € 0 niimero complexo conjugado a w = w; + jw,.
Com esta condigao, temos imediatamente que

df(v) - df (w) v-w

df (o) 1df(w)] ~ ol ul -

Segue-se, trivialmente, que f preserva angulo entre curvas.

Lema 69 As transformagées lineares complezas sio conformes.

Prova. A maneira mais simples de tratar o cilculo de funcées de
varidvel complexa é fazendo a identificagio de vetores do plano
com nimeros complexos. Com isto, o calculo de diferenciais destas
fungdes torna-se operacionalmente igual ao calculo de diferenciais
de fungdes de uma variavel real. Assim, podemos escrever, para as
fungoes lineares complexas f(z) = (az + b)/(cz + d), que

N — (ad — be)v '
df.(v) = .___._(Cz a7
Logo,
. _ (ad = bc)v (ad - bec)w
dfz(l) df:(w) - (CZ+ d)2 m
lad — bcl2 _
- 1 v
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onde A = |ad — be|? [ |z + d]*. Isto completa a demonstragao. O

Exercicios

1.

Considere a identificacio do plano complexo, ao qual se adi-
cionou um ponto no infinito, com a esfera unitaria. Obtenha a
expressio correspondente de uma transformacdo linear com-
plexa como uma transformacao da esfera na esfera.

Prove que uma transformacao linear complexa, que nao seja
a identidade, deixa, no maximo, dois pontos fixos.

Se o ponto oo for um ponto fixo de uma transformagao linear
complexa f, entdo ela é da forma f(z) = az+b. Se for o unico
ponto fixo entdo f é uma translagao. '

Prove que razoes cruzadas sdo invariantes por transformagoes
lineares complexas.

Determine uma transformacio linear complexa que tranforme
o interior do circulo unitdrio no semiplano z > 0. Determine

sua transformagao inversa.

Mostre que dois circulos disjuntos podem sempre ser trans--
formados, por uma transformacao linear complexa, em dois
circulos concéntricos.
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8.5 A prova do teorema principal

Prova. (Aziomas de conezdo) Dados dois pontos de A, se eles estao
sobre uma reta que passa no centro de £, o segmento de reta eu-
clidana unindo os dois é também o segmento de reta hiperbélica.
Caso contrario, o Corolario (65) garante a existéncia de um tnico
circulo ortogonal a ¢ e passando pelos dois pontos. Assim, por dois
“pontos” passa sempre uma tnica “reta”.

(Aziomas de ordem) E facil ver que os axiomas de ordem valem
nesta Geometria. De fato, como nossas “retas” sio segmentos de
reta ou arcos de circulo, dados trés pontos em uma delas, é sempre
possivel dizer qual deles esta entre os outros dois. Também é claro
que nossas “retas” dividem o “plano” sempre em duas regiées.

(Aziomas sobre dngulos) Definimos o “angulo” entre duas “re-
tas” como o angulo (euclidiano) entre suas tangentes no ponto de
intersegao. Portanto, a medigao de angulos é feita exatamente como
na Geometria euclidiana e, portanto, obedece aos axiomas relativos
a tais medigdes. Conseqiientemente, duas “retas” que se intercep-
tam formam quatro angulos, e os angulos opostos pelo vértice sao
iguais. Faz sentido falar de “retas” perpendiculares. E um exercicio
provar que (na Geometria euclidiana) um, e somente um, circulo
pode ser tracado passando por um ponto e perpendicular a dois
circulos que se interceptam. Resolvido este exercicio, obtemos uma
prova euclidiana de que, por um “ponto”, podemos tracar uma, e
somente uma, perpendicular a uma “reta” dada.

(Aziomas sobre a medigdao de segmentos) Vamos agora introduzir,
na Geometria hiperbdlica, a nogao de comprimento de um “seg-
mento”. Dado o “segmento” AB, sejam S e T os pontos do circulo
£ que sao extremidades da “reta” que contém AB, nomeados como
na figura acima. Definimos o comprimento do segmento AB como

ATBS)
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onde AT, AS, BT, BS representam os comprimentos dos segmentos

de reta euclidianos.

Figura 86

Proposigio 70 A fungio l(AB) satisfaz as sequinles proprieda-
des. Quaisquer que sejam os pontos A, B e C de A tem-se:

a) I(AB) = I(BA),
b) (AB) >0, e I(AB) =0 se e 56 se A= B,
¢) I(AB) < I(AC)+1(CB), ocorrendo a igualdade se, e somente

se, C for um ponto do segmento de reta hiperbdlico ligando A
a B,

d) o comprimento de uma semi-reta hiperbdlica € sempre oo.

Proa. Vamos fazer primeiramente as provas dos itens (a), (b), e

(d).
" (a) (AB)=1n (g_g-%) =In (%%) = I(BA).

(b) E imediato que AT > BT , AS < BS , portanto

AT BS
ittt N T
AS BT — !



8.5. A prova do teorema principal 155

Conseqiientemente, {(AB) > 0. Além disto, é claro das desigual-
dades que a igualdade sé pode ocorrer quando 4 = B.

(d) Determinar o comprimento de uma semi-reta hiperbélica é

equivalente a considerar o limite de /(AB), quando o ponto A tende

. para S, ou quando o ponto B tende para T. Nos dois casos, um dos
termos no denominador da expressao definidora de I(AB) vai para
zero (enquanto os outros permanecem limitados), o que acarreta
que o valor do logaritmo converge para infinito.

Vamos agora demonstrar o item (c). Para isto, utilizaremos nosso
conhecimento sobre as transformagées lineares complexas. Vamos
utilizar aqui, inclusive, a notagao introduzida na secio anterior. O
seguinte resultado é uma conseqiiéncia do Lema (68):

Corolério 71 A fung¢do | ¢ invariante por transformagées lineares
complezas.

Com isto, queremos dizer que, dados pontos A e B de A e um
elemento f de T, tem-se sempre que

{(f(A)J(B)) = I(AB).

A prova deste fato é uma aplicacdo do Lema (68), apds a simples
observacdo de que

I(AB) = In(|(S, A, B, T))).

Vamos utilizar este resultado para provar (c). Dados trés pontos A4,
B e C de A, podemos sempre escolher um elemento f de 7 que
leva o ponto C' no centro de A. Tal aplicacao levard retas e circulos
em retas ou circulos, e, por ser conforme, manterd invariantes as
medidas dos angulos. Entao, qualquer circulo ou reta que passe
por C e que seja perpendicular ao circulo £, sera transformado em
um circulo ou uma reta que passara pelo ponto O (centro de A) e
que sera ainda perpendicular ao circulo £. Conseqiientemente, esta
imagem s6 podera ser um diametro.
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Assim, o triangulo hiperbélico ABC sera transformado em um
triangulo hiperbélico A’B’O no qual os lados A'O e B’O sao seg-
mentos de diametros do circulo . Como as medidas dos lados serao
mantidas pela transformagao, ¢ suficiente provar a desigualdade tri-
angular para o tridngulo A'B’O. Designaremos as extremidades das
retas que contém os lados deste triangulo como na figura seguinte.

Temos

(OA) +1(OB") = In (A'POQ) +1n (E'_R 05)

A'QOP B'SOR

_ i (APBR
B AQBS)

onde utilizamos que OQ = OP = 0S = OR.
M
| P ‘ S
= gy
R Q

L
Figura 87

Por outro lado, os seguintes fatos sao simples de verificagao.

e Como A’Q realiza a distancia euclidiana do ponto A’ ao cir-
culo ¢, entao, A'Q < A’L . Pela mesma razao, tem-se B'S <

B'M .
o A'P> A'M e que BR > B'L .
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Para mostrar que A’P > A’'M, observe que PQM é um tridngulo
retangulo inscrito em uma semi-circunferéncia de centro 0. Como o
ponto A’ pertence ao segmento 0OQ, o segmento M A’ esta contido
no triangulo OMQ e, consegiientemente,

PMA > PMO = P .

Portanto, no triangulo PM A’ tem-se A'P > AM .
O argumento no outro caso é analogo.

™M
P % Al Q
Figura 88
Segue-se, portanto, que
A'M B'L
[(OA") +1 ") > ——— | = (A'B).
(0A") + (OB)_]n(A'L B’]W) (AR

Isto completa a demonstragao da desigualdade triangular, restando
investigar apenas o que ocorre no caso da igualdade. Retornando &
nossa prova, vemos que s6 teremos igualdade quando A'Q = A’L,
B'S = B'M, A’'P = A’M e B'R = B'L. Segue-se que, teremos
igualdade se, e s6se, L = Q = ReS =M = P, ou seja, se
os trés pontos A’, B’ e O forem colineares, localizando-se o ponto
O entre os pontos A’ e B’. Evidentemente, isto s6 ocorre quando
A, B e C forem colineares localizando-se o ponto C entre A e B.
Isto completa a demonstragio de (c) e também a demonstragao da
Proposicao (70), estabelecendo assim os axiomas sobre medigao de
segmentos. O
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(Arioma das paralelas) Dada uma “reta” m e um “ponto” A
existem sempre, pelo menos, duas “retas” que passam pelo “ponto’
A e que nao interceptam m. De fato, se a “reta” m for um arco de
circulo euclideano &1, ortogonal ao circulo ¢, e o “ponto” for o centro
O de ¢, entdo, existem dois didmetros de { que sao tangentes a &
nos pontos onde ¢ e & .se interceptam. Estes dois diametros sao
distintos, formando dois 4ngulos opostos pelo vértice, e constituem
. as duas “retas” que passam por O e nao interceptam m.

Figura 89

Se o ponto A nao for o centro do circulo £, aplicamos uma trans-
formacao linear complexa que transforme o ponto A no centro O do
circulo £. Esta transformacao levard a “reta” m em outra “reta” m’,
para a qual podemos aplicar o argumento acima. Aplicando agora
a inversa da transformacao linear complexa, voltamos a situagéo
original. As “retas” que passam pela origem O sdo levadas em “re-
tas” que passam pelo ponto A; as “retas” que nao interceptavam a
““reta” m’ sao levadas em “retas” que nao interceptam a “reta” m.
Isto prova a nossa afirmagao.

Concluimos assim a prova do Teorema (59). O
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Exercicios

Diretamente no modelo:

1.

Prove que as retas paralelas a uma reta dada, passando por
um ponto, formam angulos iguais e agudos com a perpendi-
cular baixada deste ponto & reta dada.

Prove que nao existem tridngulos semelhantes nao congruen-
tes.

.. Mostre que o dngulo de paralelismo é uma, fungio decrescente.

Determine seu dominio e imagem.

Mostre que a soma dos angulos de um tridngulo é menor do
que 180 graus.

Mostre que o angulo nao reto de um quadrilatero de Lambert
€ agudo.

Determine a fungdo angulo de paralelismo.

Comentario

Com base nos primeiros quatro postulados de Euclides, apren-
demos que a soma dos angulos internos de um triangulo deve ser
sempre menor ou igual a dois angulos retos. O caso da igualdade
corresponde a Geometria euclidiana, e o outro, a Geometria hiper-
bolica. Entretanto, se alterarmos apenas um dos quatro primeiros
postulados, torna-se possivel a existéncia de Geomctria em que a
soma dos angulos de um tridngulo é major do que dois angulos

retos.

A alteragio ¢ simples. Basta supor que por dois pontos passa
sempre uma reta, nao necessariamente unica. Com isto, o Teorema
do dngulo externo deixa de ser vilido, ja que a unicidade da reta
passando por dois pontos é essencial na sua demonstragao.
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Para construir a nova Geometria tome, como quinto postulado,
a afirmacao seguinte: duas retas sempre se interceptam. Ou seja,
nesta Geometria nao existirao retas paralelas. O leitor €, entao,

desafiado a demonstrar o seguinte:

Dada uma reta m, duas retas que lhe sejam perpendiculares
se interceptam formando dois triangulo isésceles.

(Nao é possivel decidir se estes dois tridngulos tém ou nao um
vértice comum. Os dois casos correspondem a geometrias dis-
tintas. Suponha, como mais um axioma, que nao tém vértices

comuns).

Dada uma reta m, prove que todas as retas que lhe sdo per-
pendiculares passam por dois pontos distinguidos do plano.
Denomine-os pdlos associados a reta m. ‘

Sejam O e O’ os pélos associados a reta m. Mostre que to-
das as retas que passam pelo ponto O também passam por
O’ e interceptam a reta m perpendicularmente, determinando
segmentos de igual comprimento entre O e m. Designe por r
a medida comum de tais segmentos. Mostre que r independe
da reta m, sendo, portanto, uma constante universal na Geo-

metria.

Dadas retas m e n que se interceptam em um ponto O, mar-
que sobre elas pontos que ficam a distancia r do ponto 0.
Mostre que estes pontos estao sobre uma mesma reta £, que é
perpendicular a m e n. Conclua, entao, que retas Sa0 curvas
fechadas de comprimento 4r. -

Seja ABC um triangulo em que A é um angulo .reto. Mostre
que qualquer um dos outros dois angulos ¢ maior, menor ou
igual a um angulo reto se e s6 se o seu lado oposto € maior,

menor ou igual a .
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6. Mostre que, em um quadrilitero de Saccheri, os angulos do
topo sao obtusos. Conclua que a soma dos ingulos de um
triangulo é maior do que dois angulos retos.

Os exercicios anteriores se constituem em teoremas de uma Geo-
metria mais conhecida como Geometria eliptica. O modelo mais
simples desta Geometria pode ser construido tomando-se, como
plano, a superficie de uma esfera e, como retas, os seus circulos
méximos. Esta ¢ uma Geometria muito 1til, utilizada pelos nave-
gadores do passado e do presente e na navegagao aérea. As férmulas
de sua trigonometria eram conhecidas e utilizadas antes mesmo da
descoberta da Geometria hiperbdlica. Infelizmente, ela nio era con-
siderada como uma Geometria em si, mas apenas como um capitulo
da Geometria euclidiana no espago. Foi preciso o génio de Riemann
para que esta situagao fosse revista.

George Friedrich Bernard Riemann nasceu em 1826 e viveu ape-
nas quarenta anos. Em sua curta vida, publicou um nimero rela-
tivamente pequeno de trabalhos. Mas, cada um deles foi e é im-
portante, e varios deles abriram campos de pesquisa inteiramente
novos. Estudou em Gottingen, tendo sido o melhor aluno que Gauss
teve em toda sua vida. Foi, depois, para Berlim, estudar comn Dirich-
let, Jacobi, Steiner e outros, retornando a Gottingen em 1850, para
estudar Fisica e cursar doutorado. Sua tese, As hipdteses sobre as
quais se basetam a Geometria, defendida em 1854, é considerada
o marco de criagdo do que hoje denominamos Geometria riema-
niana. Nela, ele incorporou, em um dnico contexto, as geometrias
hiperbdlica, euclidiana (parabdlica) e eliptica, e a Geometria dife-
rencial, cujas bases haviam sido langadas por Gauss, no seu famoso
Disquisitiones generales circa superficies curvas. Mas Riemann foi
muito mais longe, tendo eliminado as restrigées de dimensao e as de
carater topoldgico, introduzindo a nogdo de métrica, para, a par-
tir dela, deduzir ‘todas as propriedades geométricas do espaco, €
definindo o'cénceito de curvatura. Nos dias atuais, a contribuicao
de Gauss e de Riemann é parte das disciplinas: Geometria diferen-
cial, Variedades e Geometria riemaniana, lecionados nos cursos de
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Matemadtica.
Para concluir, devernos tocar em uma questdo que, sem divida, ja

ocorreu ao leitor: qual destas geometrias melhor se aplica ao espago
fisico? Estamos acostumados a utilizar a Geometria euclidiana; en-
genheiros e arquitetos certamente considerarao que a Geometria
euclidiana e nenhuma outra é a mais adequada. Mas, devemos ob-
servar que, para figuras pequenas, a diferenga entre os resultados
obtidos pelas trés geometrias sdo indistinguiveis dos erros causados
pelos instrumentos de medida. Provamos isto comparando a Geo-
metria hiperbdlica com a euclidiana, mas o mesmo ocorre se com-
pararmos a Geometria eliptica com a euclidiana. (Por isto mesmo,
os antigos consideravam que a terra era plana!)

Que formulagio do quinto postulado € valida no Universo € uma
questio fora dos limites da Matemadtica. S6 a experimentagao e a
mensuragao podem respondé-la. Gauss fez alguns experimentos com
tridngulos muito grandes, na tentativa de determinar se a soma dos
seus angulos era menor, igual ou maior do que 180°. Seus resultados
nao foram conclusivos.

De fato, a2 Geometria de Euclides é a mais conveniente, pela sua
simplicidade, para utilizagdo pelo homem comum, pelos engenhei-
ros, pelos agrimensores etc. Entretanto, as Geometrias hiperbélica
e eliptica serveriam para o mesmo proposito. Nossas casas, pontes,
rodovias, tiineis, se manteriam se fossem construidos com base nes-
tas geometrias. Entretanto, a navegagao aérea e maritma continuara -
funcionando com base na Geometria eliptica, que é a mais adequada
neste caso. Os fisicos e os astronomos, que lidam com distancias
césmicas, ainda estao tentando responder a questdo de qual geome-
tria é a mais adequada ao entendimento do Universo. Até obterem
uma resposta definitiva, continuardo utilizando a Geometria eucli-
diana, comno base para seus calculos. .
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