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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo principal contribuir para o processo de
ensino e aprendizagem de Geometria, em particular das Geometrias nao
Euclidianas, procurando subsidiar a implementacao de propostas que visam a
introducdo de um modelo hiperbélico, com o auxilio de uma ferramenta
computacional, em cursos de formagdo de professores de Matematica. Para
nos auxiliar no delineamento dessa proposta, realizamos um estudo
experimental que teve como intuito investigar as possiveis relagbes que
professores-formadores de Geometria Euclidiana, estabelecem quando
solicitados a resolver situagdes envolvendo nocdes de Geometria Hiperbdlica,
com o auxilio do software Cabri-géometre.

As atividades desenvolvidas para o estudo experimental foram
inspiradas nos principios para o desenvolvimento de tarefas “thought revealing’
descritos por Lesh et al. (2000). Nossas andlises foram baseadas em dois
aspectos: a dindmica das trocas entre os dominios geométricos — geometria
Euclidiana e Hiperbdlica — além das interagdes entre os campos espago-grafico
e tedrico (Laborde, 1999) e o papel do Cabri como ferramenta de construcgéo,
exploracao e verificagao, especialmente relacionadas ao seu aspecto dinamico,
nos diferentes “modos de arrastar’ (Olivero, 2002).

Por meio das interagdes dos professores nessas situagdes, confirmamos
a importancia do uso da barra do menu hiperbdlico do Cabri, fundamental para
0 acesso as representacObes de objetos hiperbdlicos favorecendo a
compreensao de conceitos, propriedades e relacdes envolvidos nesse dominio.
Os resultados desse estudo permitiram-nos reconsiderar algumas escolhas,
levando-nos a reelaboracdo das atividades de nossa proposta inicial, em
particular no que se refere a constituicdo e utilizagdo das ferramentas
disponibilizadas no Cabri-géométre. Consolidamos assim, uma nova proposta
pedagdgica com os mesmos objetivos iniciais.

Palavras-Chave: Geometria Hiperbdlica, Geometria Euclidiana, ensino e
aprendizagem, Cabri-géomeétre, formagéo de professores.



ABSTRACT

The main aim of this work is to contribute to the process of teaching and
learning of geometry, in particular the non-Euclidean geometries, seeking to
support the implementation of proposals associated with the introduction of a
hyperbolic model, with the help of a computational tool, in mathematics teacher
education courses. To this end, we conducted an experimental study to
investigate the possible relations that teacher educators of Euclidean geometry
establish when asked to solve situations involving notions of hyperbolic
geometry, using the software Cabri-géometre.

The activities developed for the experimental study were inspired by the
principals for the development of thought-revealing tasks, described by Lesh et
al. (2000). Our analyses were based on two aspects: the dynamics behind
movements between the geometrical domains — Euclidean geometry and
hyperbolic geometry — as well as interactions between the spatio-graphical and
theoretical fields (Laborde, 1999) and the role of Cabri as a tool for construction,
exploration and validation, especially with respect to its dynamic aspects and
the different possible drag modes (Olivero, 2002).

Through our analysis of teachers' interactions with these situations, we
confirmed the importance of the use of the hyperbolic menu of Cabri,
fundamental for access to representations of hyperbolic objects favouring the
understanding of concepts, properties and relations involved in this domain. The
results of this study enabled us to reconsider some choices, leading to the re-
design of the activities included in our initial proposal, in particular with
reference to the makeup and use of the tools available in Cabri-géomeétre. As a
consequence, we were able to present a new pedagogic proposal consistent
with the original aims.

Keywords: Hyperbolic geometry, Euclidean geometry, teaching and
learning, Cabri-géomeétre, teacher education.
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APRESENTACAO

O estudo dos conceitos geométricos constitui parte importante dos
curriculos de Matematica na Educagdo Bésica porque faculta ao aluno
desenvolver um tipo especial de pensamento que lhe permite compreender,
descrever e representar, de forma organizada, o mundo em que vive. Além
disso, a Geometria pode favorecer a percepg¢ao do carater de jogo intelectual,
caracteristico da Matematica, como aspecto que estimula o interesse, a
curiosidade, o espirito de investigagdo e o desenvolvimento da capacidade

para resolver problemas.

Desse modo, parece-nos claro que o futuro professor de Matematica
precisa adquirir competéncias em relagdo a Geometria, ndo apenas quanto ao
dominio do contetudo a ser ensinado, mas também quanto a criagao e diregao
de situagdes de aprendizagem que visem a construgao/aquisicdo das nogoes

geométricas de seus futuros alunos.

Pensamos que um trabalho envolvendo Geometrias ndo Euclidianas
podera ser Util nos cursos formagao de professores por varios aspectos. O
primeiro deles parece-nos evidente: aprofundamento, e ndo apenas revisao, da
Geometria Euclidiana, cujos conceitos serdo ensinados na Educagéo Basica. O
segundo, podera ser a compreensdao da nocdo de modelo, identificando os
sistemas axiomaticos euclidiano e hiperbdlico como equivalentes do ponto de
vista da consisténcia l6gica. Além destes, 0 constante interesse pela Historia
da Matematica. Esse trabalho podera, assim, contribuir para que o futuro
professor dé uma nova dimensdo a sua pratica pedagogica, pois ele podera
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desenvolver aspectos que visem a argumentacao, a formulacdo de conjecturas

e o raciocinio dedutivo.

Tendo em vista essas preocupagdes, desenhamos uma pesquisa cujo
objetivo principal € contribuir para o processo de ensino e aprendizagem de
Geometria, em particular das Geometrias ndo Euclidianas, procurando
subsidiar a implementagdo de propostas que visam a introducdo de modelos
nao euclidianos em cursos de formacao inicial ou continuada de professores de

Matematica, com o auxilio de uma ferramenta computacional.

Pretendemos delinear, assim, uma proposta pedagdgica voltada a
exploracao de relagdes entre a Geometria Hiperbdlica e Geometria Euclidiana.
Para tanto, optamos inicialmente por investigar — a partir de um estudo
experimental — quais relagdes professores de Geometria Euclidiana, em cursos
de formacdo de professores, estabelecem quando solicitados a resolver
situagdes envolvendo nogcdes de Geometria Hiperbolica, com o auxilio do
software Cabri-géomeétre. A finalidade deste estudo é obter subsidios que
possam nos auxiliar, num segundo momento, na consolidacdo da referida

proposta.

A elaboragdo das atividades desse estudo inspirou-se nos principios
para o desenvolvimento de tarefas “thought revealing’ elaborados por Lesh et
al. (2000). Nossas analises baseiam-se em dois pontos: a dinamica das trocas
entre os dominios geométricos — Geometria Euclidiana e Hiperbdlica — além de
interagdes entre os campos espago-grafico e teodrico (Laborde, 1999), e o papel
do Cabri como ferramenta de construgdo, exploracdo e verificagao,

especialmente relacionadas aos “modos de arrastar” (Olivero, 2002).

Nessa perspectiva, nosso trabalho esta estruturado em cinco capitulos,

cujos conteudos descrevemos brevemente a seguir.

No capitulo |, apontamos nossos questionamentos iniciais, delimitando a
questao de pesquisa e justificando a pertinéncia da integracao de um ambiente
de Geometria Dindmica em nossa proposta de ensino, no caso, 0

proporcionado pelo software Cabri-Géometre.
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Dedicamos o segundo capitulo a algumas consideracdes tedricas, tanto
de aspectos matematicos quanto didaticos. Este capitulo esta dividido em duas
partes. Na primeira fazemos um breve histérico sobre as Geometrias nao
Euclidianas e uma descricdo dos principais objetos hiperbdlicos no modelo de
disco de Poincaré. Na segunda parte, abordamos o referencial tedrico que
embasa nosso estudo didatico experimental.

O terceiro capitulo aborda a metodologia do trabalho, onde descrevemos
as caracteristicas de pesquisa qualitativa e do estudo experimental realizado, a
metodologia utilizada para a concepgédo e elaboragdo das atividades, assim
como os procedimentos metodolégicos para aplicagdo destas. Na parte final,
descrevemos tais atividades, destacando seus objetivos e solugbes bem como

as estratégias esperadas em suas resolucoes.

No quarto capitulo, apresentamos a descricdo dos dados, a analise das
solugdes e comportamentos apresentados pelos sujeitos do nosso estudo
experimental. Esta andlise, como indicado anteriormente, considera
principalmente as relagdes entre os dominios geométricos em jogo (euclidiano
e hiperbdlico) e as interagdes perceptivas/conceituais descritas por Laborde
(1999). Além disso, dedicamos especial atengao ao papel do Cabri-géométre,
especialmente no que tange ao seu aspecto dindmico e aos diferentes "modos
de arrastar" (Olivero, 2002).

A descricdo e andlise dos resultados permitem redimensionar certas
escolhas e reformular as atividades com vistas a concep¢ao de uma proposta
focada na modelizacdo de situacdes didaticas, visando a introducdo de um
estudo de Geometria Hiperbdlica com o auxilio do software Cabri-géometre.

Apresentamos o delineamento dessa proposta no Capitulo V.

Por fim, apresentamos nossas consideragOes finais sobre o estudo
realizado, assim como algumas reflexdes para aprofundamento ou

continuidade desse tipo de pesquisa.
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Convém ressaltar ainda que este trabalho insere-se na linha de pesquisa
"Tecnologias da Educacao e Educacao Matematica", do grupo Tecnologias e
Meios de Expressdo em Matematica (TecMEM) do Programa de Estudos Poés-
graduados em Educacao Matematica da PUC/SP.
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CAPITULO |
CONTEXTO DA PESQUISA

1.1 Introducao

Conforme descrito na apresentacao, este trabalho insere-se no campo
do ensino e aprendizagem de Geometria, em particular das Geometrias nao
Euclidianas em nivel superior. O interesse por estas Geometrias surgiu quando
da nossa graduacao, no curso de Licenciatura em Matematica que incluia, em
sua grade curricular, uma disciplina que abordava esse assunto e, mais
especificamente, o estudo da Geometria Hiperbdlica plana. A partir de alguns
questionamentos iniciais sobre a importdncia dessa disciplina e suas
contribuicbes nesse tipo de formagdo, interessamo-nos por desenvolver um
estudo nesse contexto, visando contribuicbes para o esclarecimento de tais

questodes.

1.2 Geometrias nao Euclidianas na formacao do professor de Matematica

Considerando nossa experiéncia, mas nao nos restringindo a ela,
optamos por verificar se as Geometrias ndo Euclidianas estavam presentes na
formacao inicial do professor de Matematica. Devido a natureza de nossos
objetivos, essa verificagdo prescinde de sistematizacdo e aprofundamento, mas
se interessa por um levantamento das grades curriculares de cursos de
Licenciatura em Matematica de diversas Universidades publicas e privadas do
estado de S&o Paulo.
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Esse levantamento foi feito via Internet, ou seja, consultando as grades
curriculares apresentadas nos portais das Universidades. Foram consultadas
cerca de 25 universidades ou faculdades, mas, por critérios metodolégicos,
consideramos 11 delas por nos darem acesso as ementas dos cursos ou
disciplinas de Geometria, o que nos permitiu identificar assuntos ou contetdos
programaticos relativos as GNE'.

Com as informagbes desse levantamento, percebemos que poucos
cursos incluem essa disciplina (ou topicos a ela relacionados) em suas grades
curriculares — 4 de 11 consultadas, sendo que em 2 delas, essa disciplina
figura como optativa. Para os cursos que propéem apresentar esse assunto,

formulamos algumas questdes:

% Do ponto de vista do professor, com quais objetivos as Geometrias
ndo Euclidianas estao sendo incluidas nos cursos de Licenciatura em
Matematica?

%« E do ponto de vista do licenciando, qual a importancia dessa
disciplina na sua formacao ou futura pratica docente?

« Nesse trabalho com Geometrias ndo Euclidianas utilizam-se novas

tecnologias? Quais? Que papel elas cumprem?

A fim de obter elementos que indicassem respostas para estas
questdes, optamos por escolher uma das 4 universidades consultadas®, que
contém a disciplina Geometrias ndo Euclidianas na grade curricular do curso de
Licenciatura em Matematica. Trata-se de uma Universidade particular do
Estado de Sao Paulo, na qual as geometrias ndo euclidianas fazem parte da

disciplina Geometria 4%, ministrada no Gltimo ano do curso de Licenciatura.

A disciplina Geometria 4 apresenta uma carga horaria de 90 horas (3

horas semanais). O primeiro semestre é dedicado ao ensino de Geometria das

! Utilizaremos a sigla GNE para nos referir as Geometrias ndo Euclidianas.

% Inicialmente pensamos em recolher informagdes das 4 universidades indicadas. No entanto, condigdes
limitadas e dificuldades de acesso a coordenadores e professores desses cursos, obrigaram-nos a
considerar apenas uma institui¢do.

* A descri¢do detalhada dessa disciplina (objetivos, ementa e conteiido programatico) encontra-se no
anexo 1.
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Transformagdes, o segundo semestre, ao ensino das Geometrias nao
Euclidianas, em particular a Geometria Hiperbdlica no modelo de disco de
Poincaré e no modelo do semi-plano de Poincaré. Nesta disciplina é utilizado o
auxilio do software Cabri-géometre.

Elaboramos, entdo, um questionario para professores (vide anexo 2) que
ministram (ou ministraram) a disciplina Geometria 4. Esses questionarios foram
distribuidos para professores dessa universidade, num total de 3 professores
(P1, P2, P3).

Foi perguntado aos professores quais os objetivos relacionados a essa
disciplina e qual sua importancia na formacéo do licenciando. Para esses, os
principais objetivos sdo possibilitar o trabalho com “a histéoria das Geometrias
ndo Euclidianas’, “a demonstracdo” e “a visualizagdo dos modelos num
ambiente informatico” (P3). Além disso, os professores indicam a "continuidade
ao desenvolvimento do raciocinio abstrato" (P1), e possibilidade de uma

"releitura da Geometria Euclidiana” (P1).

A importdncia na formacdo do licenciando é, segundo esses
professores, mostrar que “a geometria de Euclides ndo é unica e absoluta’ e “o
ser humano é livre pra criar sistemas Idgicos” (P3); “proporcionar um
pensamento ndo euclidiano” (P2) e "discutir a importancia do estabelecimento

de pressupostos iniciais na construgdo de uma determinada teoria" (P1)*.

E importante ressaltar que nesta Universidade, em particular nas
disciplinas de Geometria, desde o primeiro ano é utilizado o software Cabri-
géometre como ferramenta de construgcdo e exploragdo. As construgoes
geométricas permeiam todas as disciplinas de Geometria de forma integrada,

nao ha propositadamente separagao entre Geometria e Desenho Geométrico.

De fato, segundo as respostas desses professores, todos utilizam
efetivamente o software de geometria dindmica Cabri-géométre no ensino de

GNE. Os trés professores atribuem um papel essencial a esse ambiente, por
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auxiliar na visualizacdo dos modelos planos associados a essas geometrias.
Além disso, consideram que este recurso fornece ferramentas para exploragao
e experimentagdo, propiciando condi¢des favoraveis para atividades do tipo
levantamento de hipéteses sobre configuracbes, formulacdo de conjecturas,
validagoes experimentais, entre outras. Dois professores (P1 e P2), em seus
depoimentos, chegam a condicionar a viabilidade da proposta do curso a esse
ambiente computacional. Um dos principais fatores apontados por eles refere-
se a facilidade de introducdo e percepgcdo de propriedades de objetos
geomeétricos (observagdo de invariantes) devido a componente dinamica desse
tipo de ambiente.

Em sintese, ainda que de forma restrita e breve, juntamente com os
professores entrevistados, constatamos com esse levantamento que embora
as Geometrias nao Euclidianas nao sejam amplamente incorporadas na
formacao inicial de professores de Matematica, sua importancia e pertinéncia
nessa formacao é relevante - o que adotaremos como hipétese de trabalho do
presente estudo.

Diante de tal hipdtese, a direcdo de pesquisa adotada é a da
investigacdo de condi¢des didaticas para subsidiar o trabalho de professores-
formadores® na implementacdo de propostas que visam a introducdo de

modelos ndo euclidianos. Nesse contexto, passamos a formular nossa questao

de pesquisa e, assim, especificar nossos objetivos.

1.3 Questao de pesquisa e objetivos

Considerando o levantamento realizado e nossa hip6tese de trabalho
sobre a importancia do ensino e aprendizagem de Geometrias ndo Euclidianas
na formacdo do professor de Matematica, formulamos um problema de

pesquisa representado por meio da seguinte questao:

* Uma tabela, sintetizando as respostas dos professores, pode ser consultada no anexo 3.
> Entendemos por professor-formador, aquele professor que trabalha em cursos de formacio de
professores, seja inicial ou continuada.
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e Como potencializar uma proposta de ensino em ambiente de geometria
dindmica visando desenvolver, em uma formacao inicial ou continuada de
professores de Matematica, nogdes de Geometria Hiperbdlica que contribua
na compreensao e ampliagdo de conceitos da Geometria Euclidiana?

Assim, nosso trabalho pretende discutir o ensino das Geometrias nao
Euclidianas, mais precisamente a pertinéncia da introducdo da Geometria
Hiperbdlica, com o auxilio de uma ferramenta computacional, na formacao de
professores de Matematica. Nosso intento pretende, ainda, identificar
caracteristicas de situagdes didaticas que explorem relagdes entre um modelo

nao euclidiano e o euclidiano, a fim de aprofundar este ultimo.

O objetivo principal de nosso estudo reside no desenvolvimento de uma
proposta pedagdgica voltada a concepcao de situacdes didaticas para uma
formacéo inicial ou continuada de professores, visando explorar relacdes entre

a Geometria Hiperbdlica e Geometria Euclidiana.

Para tanto, optamos inicialmente por investigar — a partir de um estudo
experimental (cf. detalhado no Capitulo Ill) — quais relagbes professores-
formadores® de Geometria Euclidiana estabelecem quando solicitados a
resolver situagdes envolvendo nogdes de Geometria Hiperbdlica, com o auxilio
do software Cabri-géomeétre. O resultado deste estudo nos auxiliara, num

segundo momento, na consolidag&o da referida proposta.

1.4 Aintegracao de um ambiente de Geometria Dinamica

Pesquisas apontam que os ambientes informatizados apresentam-se
como ferramentas de grande potencial frente aos obstaculos inerentes ao
processo de aprendizagem. E a possibilidade de “mudar os limites entre o

concreto e o formal” (Papert, 1988).

O Cabri (Cahier de BRouillon Informatique) € um programa de geometria

dinamica da autoria de Jean-Marie Laborde, Franck Bellemain e Yves Baulac,
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desenvolvido no extinto Laboratério de Estruturas Discretas e de Didatica do
IMAG (Instituto de Informatica e de Matematica Aplicada), na Universidade de

Joseph Fourier em Grenoble. Sua primeira versao data de 1988.

Segundo Barbosa & Lourengo (1998), ambientes de geometria dindmica,
tais como o Cabri-Géometre, sdo particularmente interessantes e eficazes na
descoberta (ou “redescoberta”) de conceitos ou propriedades (teoremas)
relativos a Geometria Euclidiana Plana.

O Cabri-Géometre, por exemplo, fornece as figuras geométricas as
dimensbes do movimento e da animagao interativa, ou seja, ele permite criar
representagdes dindmicas de um objeto geométrico e agir sobre essas
representacdes pelo "agarrar-arrastar".

A partir de uma Unica construcao pode-se efetuar um numero arbitrario
de testes dando a oportunidade de elaboragcao de conjecturas e da visualizagao
de propriedades geométricas ja conhecidas, por meio da observacdo da

invariancia pelo deslocamento.

O Cabri é um instrumento excepcional que torna possivel simular,
praticar ou vivenciar verdades matematicas de dificil visualizagdo por parte
daqueles que desconhecem determinadas condigdes técnicas, mas

fundamentais a compreensao plena do que esta sendo exposto.

No nosso estudo, entendemos que esses recursos sao fundamentais
para dar um carater mais "concreto" ou palpavel aos objetos geométricos
hiperbodlicos, por meio de representagdes e construgées, o que favorece a
compreensdo de conceitos e relagbes. De fato, o Cabri-géomeétre permite
trabalhar com a Geometria Hiperbdlica, em particular o modelo de disco de
Poincaré, por meio da possibilidade de definir ferramentas hiperbdlicas (macro-
construgcdes) que substituem o menu euclidiano original.

® Entendemos por professor-formador, aquele professor que trabalha em cursos de formacio de
professores, seja inicial ou continuada.
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Macro-construgdes sao construcdes que se tornam novas ferramentas,
enriquecendo o0 ambiente de trabalho do Cabri e possibilitando novas situacoes
para o ensino da Geometria. Pode-se, por exemplo, construir uma parabola a
partir de um ponto (foco) e da diretriz e, por meio dessa construcao, definir uma
macro-construgdo, salvando-a como “Pardbola (foco, diretriz)”. A definigdo
desta macro representa uma nova ferramenta na barra iconizada do menu, que
fornece a construgcao de uma parabola, quando aplicada a uma reta e um ponto
fora dela. Cabe salientar que tal definicdo necessita da explicitacdo dos objetos
iniciais (dados da construgéo) e dos objetos finais (construidos). Voltando ao
nosso exemplo, os objetos iniciais sdo um ponto (foco) e uma reta (diretriz), e o

objeto final, a parébola.

A seguir mostraremos a definicdo da macro-construcao “parabola”, com

algumas telas do software Cabri-géométre.

S N = A

| Objetos Iniciais
Objetos Finais

Definir Macro

Lol mediatriz

de FI

Selecio dos objetos iniciais (foco F e diretriz)

Construcdo da parabola a partir foco (F) e

diretriz.
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S =] a]7 i IR | = VR S

Objetos Iniciais | Objetos Iniciais
| Objetos Finais Objetos Finais
Definir Macro | Definir Macro
| Parabola

2FE

diretriz

diretriz mediatriz

de FI

Seleciio do objeto final (parabola). Construcdo da paribola utilizando a macro-

construcio

Figura 1.1: Construcio passo a passo da macro-construcao ‘Parabola”

No modelo de disco de Poincaré, modelo hiperbdlico utilizado em nosso
estudo, seus objetos (reta, segmento, circunferéncia,...) podem ser construidos
por meio de ferramentas euclidianas, e tais construgbes possibilitam definir
macro-constru¢des. Assim, por meio de macros que utilizam o menu euclidiano
do Cabri, pode-se construir um menu hiperbdlico. As figuras abaixo mostram as
ferramentas de criacdo e de construcao do menu hiperbolico desenvolvido por
Jean-Marie LABORDE'.

'.!-3 Cabri Géométre |l - [Figura #1]

#% Cabri Géométre Il - [Figura #1]

%grquivo Editar Opgiies  Janela  4juda 3 Arquive Editar Opgfes  Janela  Ajuda
[N el el Az ] | o] Clafxlul alz ]
Horizon | H-miliew
Hdroite Hemediatrice
I H-dl.SITII-erItE W
H-triangle m

Redefinir Objeto

Figura 1.2: Ferramentas de criacio e de constru¢io do menu hiperbélico do disco de

Poincaré.

Acreditamos que a melhor maneira de potencializar a nossa proposta de
ensino, sobre nog¢des de Geometria Hiperbodlica, é utilizar o auxilio dessa

7 As ferramentas do menu hiperbélico estdo disponiveis no site: http://www-cabri.imag.fr/abracadabri/

26




ferramenta computacional pois, por meio dela, podemos obter um aspecto mais

“concreto” dos objetos hiperbdélicos.

Assim, definidos o contexto e o objetivo do estudo apresentamos, no
proximo capitulo, algumas consideracées tedricas sobre os objetos
matematicos em jogo (geometrias ndo euclidianas e o modelo de disco de
Poincaré), e alguns aspectos didaticos — em particular relacionados a utilizagcao
de um ambiente de geometria dindmica — que subsidiardo o desenvolvimento

do trabalho.
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CAPITULO II
ASPECTOS MATEMATICOS E DIDATICOS: ALGUMAS CONSIDERACOES
TEORICAS

2.1 Introducao

Este capitulo esta dividido em duas partes. Na primeira fazemos um
breve historico sobre a Geometria de Euclides e o desenvolvimento de novas
Geometrias, destacando a descricdo de um modelo hiperbdlico: o do disco de
Poincaré. Acreditamos que esse historico é pertinente para melhor situar a
importancia da Geometria Hiperbdlica, foco principal de nosso trabalho. Na
segunda parte, abordamos o referencial tedrico que embasa nosso estudo
didatico.

2.2 Geometria Euclidiana, Geometrias nao Euclidianas e o modelo de
disco de Poincaré

2.2.1 Geometria de Euclides

Durante quase dois mil anos, a Geometria de Euclides (300 a.C.) foi
considerada como a Unica geometria possivel. Ao longo deste tempo, sua obra
Os Elementos tornou-se referéncia, sendo pouco questionada. Com essa obra,
o matematico grego Euclides deu forma sistematica ao saber geométrico. De
fato, essa Geometria inicialmente baseia-se na intuicdo e na experiéncia

(aspecto empirico), ou como afirma Coutinho (2001), ndo contraria nossos

28



sentidos, sendo seus axiomas, em geral, no¢des facilmente aceitas pela nossa

intuicao.

No primeiro livro dos Elementos, ele enuncia vinte e trés definigbes,
cinco postulados (denominados “demandas” ou “pedidos”) e algumas nogdes
comuns ou axiomas®. Em seguida, deduz 48 proposicdes, ou teoremas, que
constituem o saber geométrico, como por exemplo a proposicdo 1: "(E
possivel) construir um tridngulo equilatero a partir de uma dada linha reta
finita® (Vitrac, 1990, p.194)

Esse é, portanto o modo como Euclides ordena o conhecimento
geométrico no chamado sistema euclidiano. Euclides buscou o ideal de uma
organizagdo axiomatica, que em Uultima instancia se reduz ao estabelecimento
de um pequeno numero de proposicdes notoriamente verdadeiras daquele
dominio do conhecimento, e a posterior dedugcdo de todas as outras

proposicdes verdadeiras desse dominio, a partir daquelas.

Os cinco postulados de Euclides foram assim formulados:

1. E pedido que se trace uma linha reta de um ponto qualquer a outro
ponto qualquer.

2. E de prolongar continuamente em linha reta uma linha reta limitada.

3. E de descrever uma circunferéncia a partir de todo o centro de todo o
intervalo.

. E que todos os angulos retos sejam iguais entre si.

5. E que, se uma reta secante a duas retas forma angulos interiores e do
mesmo lado menores que dois retos, as duas retas, indefinidamente
prolongadas, se encontrardo do lado onde os angulos sdo menores que
dois internos™ (Vitrac, 1990, pp. 167-175).

E mais tarde, reformulados por Hilbert (1862-1943), se encontram da
seguinte maneira:

1. Para todo ponto P e todo ponto Q diferente de P, existe uma unica reta |
que passa por P e Q.

¥ As nogdes comuns sdo proposicdes 16gicas ndo geométricas que Euclides considerou serem de senso
comum, ao contrario dos postulados que sdo especificos a Geometria.

® Traduzido por nés do original em francés

10 Traduzido por nés do original em francés
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2. Para todo segmento AB e para todo segmento CD, existe um unico
ponto E tal que B fique entre A e E e o segmento CD é congruente ao
segmento BE.

3. Para todo ponto O e todo ponto A ndo igual a O, existe um circulo com
centro O e raio OA.

4. Todos os angulos retos sdo congruentes entre si.

5. Se uma reta secante a duas outras forma angulos, de um mesmo lado
desta secante, cuja soma é menor que dois dngulos retos, entdo essas
retas, se prolongadas suficientemente, encontrar-se-4o em um ponto
desse mesmo lado’’ (Greenberg, 1990, pp. 14-18).

O que mais chama a atencdo é o quinto postulado, principalmente por
sua formulacdo, uma vez que um postulado deveria ser enunciado de forma
breve e simples, o que néo é o caso. A sua veracidade jamais foi questionada,
pelo menos até meados do século XIX. Provavelmente, isto pode ser explicado
pelo fato de que duas retas acabariam por se encontrar, num ponto teérico, nao
havendo necessidade de ser construido, uma vez que sua existéncia estaria
garantida racionalmente. O que preocupava Euclides, nao era, portanto, sua

veracidade, mas sua praticidade.

Figura 2.1: Tlustracdo do quinto postulado de Euclides

Em linguagem moderna, o quinto postulado, agora chamado de axioma
ou postulado das paralelas, € apresentado na seguinte formulacgéo,
apresentada por John PLAYFAIR em1795:

Por um ponto P exterior a uma reta m, considerados em um mesmo

plano, existe uma unica reta paralela a reta m (cf. figura 2.2).

" Traduzido por nés do original em inglés.
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m

Figura 2.2: Quinto postulado na formulacao de Playfair (1795)

O axioma das paralelas nao era tao simples quanto os outros postulados
que nunca geraram questoes filoséficas, sendo essencialmente auto-evidentes
e em geral ndo remetendo o pensamento a idéia de infinito. Assim, havia um
problema no sistema de Euclides: suas "evidéncias" ndao eram tao evidentes.
Para muitos, o quinto postulado, tratava-se, muito provavelmente, ndo de um
verdadeiro postulado, mas sim de um teorema, e como tal deveria ser
demonstrado dentro da propria Geometria, utilizando-se apenas dos quatro
primeiros postulados e o conjunto de definicdes fixado. Nesta tarefa, a de
provar o quinto postulado de Euclides, envolveram-se inimeros matematicos

durante mais de dois mil anos.

Existem tentativas de provas de todos os tipos, desde as mais simples,
que foram facilmente refutadas, até as mais elaboradas que, no inicio do
século XIX, apareceram na Europa e necessitaram de um olhar atento e
rigoroso para serem desqualificadas como verdadeiras demonstra¢cdes do
quinto postulado de Euclides. Mas todas, das mais ingénuas as mais
sofisticadas, continham sempre um raciocinio circular que escondia, dentro da
argumentacdo logica de sua demonstracdo, as verdades do préprio quinto
postulado que se queria provar.

A suposta verdade sobre a existéncia de uma unica paralela estava tao
inserida no pensamento cientifico que era facil usa-la sem se dar conta. Sao
tantos os resultados obtidos como conseqiéncia direta da unicidade das
paralelas, que até entdo eram inquestionaveis, como a simples existéncia de
retangulos ou o fato de a soma das medidas dos angulos internos de um

triangulo ser dois retos. Tais fatos eram usados, sem que se percebesse a
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dependéncia que tinham em relacdo ao quinto postulado, nas pretensas provas

que acabavam sempre se tornando circulos viciosos de redundancia légica.

Em sintese, na tentativa de demonstrar o quinto postulado de Euclides,
sempre se esbarrava em outras afirmagdes que também eram logicamente
equivalentes ao quinto postulado. Esse processo culminou com a "descoberta"
de Geometrias nao Euclidianas.

2.2.2 O surgimento das novas geometrias

A ndo existéncia de prova do quinto postulado levou, assim, a
consideracao de que este axioma ndao é uma consequéncia légica dos quatro
anteriores. Substituindo-o, criam-se novas geometrias, tdo boas e consistentes
como a de Euclides. Os matematicos Janos BOLYAI (1802-1860), Nikolai
Ivanovich LOBACHEVSKY (1792-1856), Carl Friedrich GAUSS (1777-1855) e
Georg Friederich Bernhard RIEMANN (1826-1866) lancaram as bases dessas

geometrias que sdo logicamente aceitas assim como a euclidiana.

Varios matematicos passaram a trabalhar num estudo mais rigoroso da
Geometria de Euclides, e a obra mais conhecida é o “Fundamentos da
Geometria” (1889) de Hilbert. O sistema axiomético de Hilbert fixou os
fundamentos da Geometria Plana e seus axiomas estao divididos em cinco
grupos: incidéncia, ordem, congruéncia, continuidade e paralelismo. Neste
sistema o terceiro postulado de Euclides, tornou-se uma definicdo e o quarto

postulado um teorema.

A Geometria Neutra ou Geometria Absoluta € uma geometria que omite
o postulado das paralelas, isto €, admite todos os axiomas de Hilbert, exceto o
de paralelismo. Com os axiomas da Geometria Neutra e negando a unicidade

das paralelas do quinto postulado, surgem novas geometrias.

Ha duas maneiras de negar a unicidade das paralelas no quinto
postulado de Euclides: uma é supor que por qualquer ponto fora de uma reta

dada, é possivel tracar pelo menos duas paralelas a esta reta; a outra é supor

32



que nenhuma paralela é possivel, isto é, que o espaco nao admite paralelas.
No primeiro caso, obteremos a chamada Geometria Hiperbdlica, no segundo, o
espaco sem paralelas é chamado de Geometria Esférica, ou ainda, eliptica ou

riemanniana.

2.2.3 Postulado das paralelas para a Geometria Hiperbdlica

A Geometria Hiperbodlica é, por definicdo, a geometria que se obtém
assumindo todos os axiomas da Geometria Neutra e substituindo o postulado
das paralelas por uma negacdo da unicidade, que chamaremos de “axioma
hiperbdlico”.

"Na Geometria Hiperbdlica existe uma reta | e um ponto P, ndo pertencente a |,

by

tal que pelo menos duas retas paralelas distintas a | passam por P'*"
(Greenberg, 1998, p. 187).

Figura 2.3: Ilustracio do Axioma hiperbélico

Segundo Greenberg (1998), a primeira conseqUéncia importante do
axioma hiperbdlico € o lema da nao existéncia de retangulos na Geometria
Hiperbdlica e com este lema, o autor demonstra o Teorema Universal

Hiperbdlico:

“‘Na Geometria Hiperbdlica, para toda reta | e todo ponto P nao
pertencente a |, passam por P pelo menos duas retas distintas a I” (ibid., p.188)

'2 Traduzido por nés do original em Inglés.
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A melhor maneira de visualizar o que realmente se passa quando
trocamos o quinto postulado de Euclides pelas versdes nao euclidianas € por

meio da construgdo de modelos.

Um modelo para um determinado sistema axiomatico € uma
interpretagcdo dada aos conceitos primitivos de modo que os axiomas sejam
todos propriedades verdadeiras.

A necessidade de visualizar um espago onde seria possivel outras
geometrias, que negassem o0 quinto postulado, deu origem a criagdo dos
modelos para as geometrias nao euclidianas.

Foram desenvolvidos pelo menos trés modelos consistentes'® para a
Geometria Hiperbdlica. O primeiro modelo para a geometria de Lobachevsky foi
desenvolvido por Eugenio BELTRAMI (1835-1900), a pseudoesfera. Um outro
modelo foi criado pelo matematico Felix KLEIN (1849-1925) e mais dois
modelos pelo matematico Henry POINCARE (1854-1912).

Dentre estes modelos, em nosso trabalho, vamos utilizar o de disco de

Poincaré, do qual passamos a descrever algumas caracteristicas, segundo
Greenberg (1998).

2.2.4 Modelo do disco de Poincaré

Pontos, retas e plano

O matematico Henry POINCARE (1854-912) criou o seu modelo
baseado na Geometria Euclidiana, representando os pontos do plano
hiperbdlico no interior de uma circunferéncia euclidiana. O ponto € usado no

sentido habitual.

Se O é o centro de uma circunferéncia euclidiana y e o segmento OR é

um raio, o interior dessa circunferéncia, por definicdo, consiste de todos os
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pontos X tais que OX < OR. O plano hiperbdlico é o conjunto dos pontos

interiores a essa circunferéncia y, chamada de horizonte.

As retas nesse modelo sdo representadas por cordas abertas que
passam pelo centro O de y e por arcos abertos de circunferéncias ortogonais'

a v. No decorrer do trabalho, chamaremos de reta-h todas as retas hiperbdlicas.

HoriZonte .
Reta hiperbolica OC: corda aberta que

passa pelo centro 0.

Reta hiperbdlica AB: arco de
circunferéncia ortogonal ao horizonte.

Figura 2.4: Horizonte e retas hiperboélicas

Os pontos de interseccdo das retas hiperbolicas com o horizonte séo
pontos que ndo pertencem ao plano hiperbdlico, denominados de pontos ideais

ou finais da reta hiperbdlica.

~

Angulos

Se duas retas-h interceptam-se num ponto A, a medida do angulo
formado entre elas é, por definicdo, a medida do menor angulo formado pelas

semi-retas euclidianas tangentes aos arcos (retas-h) em A.

Portanto, no modelo de disco de Poincaré, os angulos entre as
tangentes, sdo medidos como no modelo euclidiano, utilizando-se as retas

(euclidianas) tangentes aos arcos (retas-h).

'3 Um modelo é dito consistente quando a interpretacio dada aos conceitos primitivos ndo leva a uma
contradi¢do.

' Duas circunferéncias secantes sdo ditas ortogonais se, em cada ponto de intersec¢do, 0s raios sio
perpendiculares.
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Figura 2.5: Medida de dngulo entre retas hiperbélicas

Distancia entre dois pontos

A distancia entre dois pontos A e B, neste modelo, é dada por

(AU/AV)

, onde U e V sao os pontos ideais da reta hiperbdlica AB.
(BU/BV)

d(A,B) = ‘ln

Figura 2.6: Distancia-h entre dois pontos

Essa métrica foi desenvolvida por Poincaré para garantir a congruéncia
de segmentos nesse modelo, e também colocar um infinito (plano hiperbdlico)

em espaco finito (circunferéncia euclidiana).

Para provar que a distancia de AB tende ao infinito a medida que B se
aproxima do horizonte, determinamos o horizonte como uma circunferéncia de

raio 1 e centro na origem do sistema cartesiano (cf. figura 2.7).
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A B
1

0)(=.0) / v([0,1) )

=
=

Figura 2.7: Distincia-h representada no eixo cartesiano

A distdncia entre os pontos A e B pode ser escrita como

In (+a)/(1-a)

d(A,B) :‘
A+ x)/(1-x)

. Assim, podemos verificar que o lir{} d(A,B) =+ oU
seja, o limite de d(A,B) quando x tende a 1, pela esquerda, € mais infinito.

Retas Paralelas

No modelo de disco de Poincaré, duas retas sdo paralelas se e somente

se elas ndo tiverem ponto em comum (cf. figura 2.8).

Figura 2.8: Retas paralelas no modelo de disco de Poincaré

Paralelas limite

Dadas duas retas-h AB e CD, a reta AB é chamada de reta-h paralela
limite da reta-h CD, se ela tiver um ponto ideal em comum com a reta-h CD.(cf.
figura 2.9)
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Figura 2.9: Reta-h paralela limite

Dada uma reta hiperbdlica AB e um ponto P fora dela, existem duas
retas paralelas limites (r1 e rz), que separam as demais retas hiperbodlicas
passando por P em duas classes: as retas secantes (que interceptam AB) e as
retas ndo secantes (que nao interceptam AB). Sendo S o ponto de interseccao
da reta perpendicular a reta AB passando pelo ponto P e a reta AB, o angulo
agudo formado pela reta ry (ou r2) e pela reta PS recebe o nome de angulo de

paralelismo (cf. figura 2.10).

dingulo de paralelismo

Figura 2.10: Angulo de paralelismo

As retas paralelas limites e 0 angulo de paralelismo sdo conceitos muito
importantes na Geometria Hiperbdlica, pois sdo a base da trigonometria nessa
Geometria. Devido a sua importancia, entendemos que esta parte da
Geometria Hiperbdlica merece um estudo mais detalhado, podendo ser objeto

de outra proposta de ensino a ser desenvolvida em outra oportunidade.
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2.3 Elementos para uma analise didatica

2.3.1 Consideracoes sobre a distincao entre desenho e figura

Algumas pesquisas em Educag¢do Matemética (Balacheff, 1988; Healy e
Hoyles, 1988; Olivero, 1999) discutem dificuldades na aprendizagem da
Geometria entre os alunos do Ensino Fundamental, em particular no que se
refere a processos de prova que envolvem raciocinios dedutivos, métodos e
generalizacdes. Além disso, esses estudos também apontam pouca
compreensdo dos alunos em relagéo a objetos geométricos, pois muitas vezes
eles confundem propriedades do desenho (representacédo) com propriedades

do objeto (ideal).

Parte desta problematica tem origem nos programas de ensino de
nossas escolas, que dao énfase a tratamentos estereotipados dos objetos
geométricos, apresentacao imediata de demonstracées como seqliiéncia de
argumentos ordenados e prontos, entre outras praticas que, isoladas,

promovem o estabelecimento de equivocos.

Em diversas situagbes, num desenho geométrico mais complexo,
determinadas propriedades ficam dificeis de serem visualizadas. Tal dificuldade
pode decorrer do fato de uma propriedade geométrica estar, em geral,
associada a uma configuracao, ou seja, a objetos geométricos em relacao que
envolvem tanto componentes conceituais quanto figurais, em termos de sua

representagao.

De fato, o desenho associado ao objeto geométrico desempenha um
papel fundamental na formagcao da imagem mental. Para o aluno, nem sempre
fica claro que o desenho é apenas uma instancia fisica de representacdo do
objeto. Se por um lado o desenho auxilia na constru¢cdo do conhecimento e do
entendimento do objeto geométrico, por outro, pode ser um obstaculo, uma vez
consideradas caracteristicas particulares da representagdo que ndo pertencem
ao conjunto das condicoes geométricas que definem o objeto.

39



E interessante observar que, dependendo do estagio de
desenvolvimento l6gico matematico, os alunos trabalham meticulosamente
buscando a “perfeicdo” do desenho, como se este fosse o préprio objeto
geométrico, deixando em segundo plano as propriedades abstratas que dao
existéncia a esse objeto. Isto € mais um indicativo de que os alunos podem
confundir caracteristicas fisicas do desenho (espessura do tragado, tamanho
do ponto) com suas propriedades geométricas.

Na perspectiva da Didatica da Matematica Francesa, alguns autores
(Parzysz, 88; Laborde, 93) estabeleceram uma distingao entre desenho e figura
geométrica. Essa distincdo pareceu, a esses autores, importante para
compreender as relagcdes existentes entre conceitos e construcoes
geométricas, auxiliando na descricao (ou identificacdo) das relacbes entre os
aspectos perceptivos ou visuais e 0os conceituais — referentes as propriedades
geométricas dos objetos. Segundo Laborde (1993), o desenho é uma entidade
material sobre um suporte fisico (a folha de papel, a tela do computador, etc.),
e a figura geométrica é caracterizada por um referencial teérico, no qual a
representagdo material € interpretada em termos de elementos e relagbes
geométricas. A figura € o objeto teorico, diferente da respectiva representacéao

material, o desenho ou diagrama.

Em Geometria, o carater dual das formas tem repercussdes
significativas no ensino e aprendizagem. Concordamos com Laborde &
Laborde (1992), para quem os desenhos, enquanto representagdes de figuras,
provocam percepcdes visuais € sugerem conceitos tedricos. Assim, as
representagdes de objetos geométricos referem-se tanto a objetos tedricos,
quanto a propriedades grafico-espaciais que, por sua vez, podem estimular
atividades empiricas/perceptuais no sujeito que esta trabalhando com elas. A

seqguir, detalhamos essas relagdes.

2.3.2 Propriedades grafico-espaciais e tedricas
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Segundo Laborde (1999), os diagramas (desenhos) tém um papel
importante no ensino de Geometria, eles pertencem a um tipo especifico de
representagdo e sao constituidos por elementos espaciais e perceptivos que,
para a construcdo de significados, interligam-se aos aspectos tedricos da

Geometria.

O espago fisico e a Geometria, como modelo teédrico, caracterizam dois
dominios distintos. O espago € considerado como parte da realidade e a

Geometria, como um conjunto de teorias que modelam esse espaco.

No entanto, os diagramas apresentam um papel ambiguo na Geometria:
por um lado, eles se referem a objetos teoricos, e por outro, oferecem
propriedades grafico-espaciais que podem desenvolver outras atividades
perceptuais no individuo. Ao invés de ajudarem os estudantes, os diagramas
podem se tornar obstaculos ao pensamento geométrico, na medida em que
ndao conduzem necessariamente a um raciocinio em termos teoricos. Isto
retoma a questdo sobre a diferenca do que Laborde (1999) denomina
propriedades grafico-espaciais e propriedades tedricas na Geometria.

Para fazer a distingdo entre dominio dos objetos geométricos e suas
relagdes e o dominio de entidades grafico-espaciais, Laborde (ibid.) utiliza a
notagdo T, para se referir ao dominio teérico e SG para o dominio espago-
grafico. T denota o nivel de referentes tedricos da Geometria, em relacao aos
objetos teodricos, relacoes e operacdes nestes objetos, bem como julgamentos
sobre eles. SG denota o nivel de entidades gréficas, no qual & possivel

executar agodes fisicas, e também expressar idéias, interpretagdes, opinides.

Assim, por meio desta distincdo, Laborde (ibid.) classifica alguns problemas

que podem ocorrer no ensino de Geometria, a saber:

- problemas internos a um dominio: problemas T internos a teoria, ou
problemas SG relacionados ao dominio espaco-grafico;
- problemas envolvendo os dois dominios: questbes de transito de um

dominio a outro. A definicdo de um objeto geométrico é dada em termos
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de T e devem produzir uma representacdo SG do objeto, ou uma

entidade SG é dada e pode ser interpretada em termos de T.

A autora considera que a solugao de um problema geométrico requer o uso
dos dois dominios —o T e 0 SG — pois € constituido pelo movimento continuo
entre eles. O esquema abaixo ilustra esse processo.

Resposta

. \/\{>/\/

Resultado

Quadro 2.1: Reproducio do esquema T — SG (Laborde, 1999)

Neste modelo, enquanto resolvem um problema, os estudantes
trabalham em trés diferentes niveis: no nivel grafico-espacial, quando eles
observam as propriedades invariantes grafico-espaciais (a forma de alguns
objetos, alguma invariancia no tamanho de alguns objetos, etc.); no nivel
tedrico, quando usam definicbes e teoremas; na relagdo entre os niveis tedérico
e espaco-grafico, quando ocorre uma interpretacao imediata de um fenémeno
espacial em termos geométricos, ou quando é encontrada uma razao

geométrica para algo observado em relagdo ao comportamento do diagrama.

Essa autora, em diversos trabalhos, afirma que o conhecimento
geométrico € modificado quando mediado pelo computador e a natureza das
representagdbes em ambientes computacionais difere daquelas do ambiente
classico do papel&lapis. A seguir, tratamos dessas questdes para o caso dos
ambientes de geometria dindmica — DGS (Dynamic Geometry Systems).

2.3.3 Ambientes de Geometria Dinamica

Os softwares de geometria dindmica ndo oferecem apenas a
possibilidade de efetuar qualquer construcdo geométrica de modo mais rapido
e preciso do que no ambiente papel&lapis, mas também a possibilidade de

movimentar e modificar os desenhos, permitindo uma visualizacao de
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propriedades e relacdes geométricas. Um representante destes softwares,

relativamente difundido no Brasil, é o software Cabri-Géométre.

O Cabri-géomeétre, segundo Laborde (1993), apresenta duas

caracteristicas importantes:

& a coexisténcia de primitivas de desenho puro (objetos criados a partir
de pontos livres que correspondem, grosso modo, as ferramentas do
menu de criacdao, por exemplo, “ponto”, “reta’, “segmento”,
“circunferéncia”, etc...) e de primitivas geométricas (aquelas que
permitem tracar um objeto exprimindo propriedades ou relagoes
geométricas, como “reta perpendicular’, “mediatriz’, “ponto médio”,

etc...);

& a manipulagdo direta do desenho, ou seja, a possibilidade de
manipular, com o auxilio do mouse, 0s objetos representados na tela.
Essa manipulagdo € caracterizada essencialmente pela possibilidade de
movimentacao ou deslocamento de elementos constitutivos dessas

representacdes (o arrastar).

Se uma representacao é feita usando as primitivas de desenho puro, isto
€, de modo aproximativo, ela perde suas propriedades espaciais aparentes em
seu estado original quando deslocamos um de seus elementos de base. Tais
construcdes sdo, por esta razao, consideradas como construcées moles. Se a
representagéo for produzida por meio do uso de primitivas geométricas, que
permitem expressar relagbes e propriedades matematicas, pode ser

considerada como uma construg&o robusta.

Para melhor ilustrar a diferenca entre construcées moles e robustas,
apresentamos na figura 2.11 dois triangulos retangulos MAR e CEU
construidos no Cabri. O primeiro, tridngulo MAR, foi construido por meio de
uma primitiva de desenho puro, a ferramenta “Tridngulo” e, em seguida,
“arrumado” por meio do deslocamento de seus vértices, de forma a se obter um

angulo de 90°. Para o segundo triangulo CEU, foi utilizada a primtiva
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geométrica “reta perpendicular’ a um segmento inicial que representa um de
seus lados, a fim de garantir a propriedade do tridangulo retangulo. Utilizando a
ferramenta de verificagcdo “Perpendicular?”, pode-se observar se os catetos dos
dois triangulos sao perpendiculares entre si, e em ambos 0s casos, a resposta

fornecida por Cabri é positiva.

M C

1 1

A R E u
Objetos perpendiculares Objetos perpendiculares

Figura 2.11: Construcio de objetos perpendiculares

Os objetos tém a mesma aparéncia, mas movimentando um dos vértices
livres de cada triangulo, verificamos que o primeiro ndo mantém a relacao de
perpendicularidade entre os catetos (construcdo mole), enquanto que o
segundo, construido com a primitiva geométrica “Reta perpendicular’ conserva
esta propriedade, sendo assim, uma construgdo robusta.

M C
R U
A E
Objetos ndo perpendiculares Objetos perpendiculares

Figura 2.12: Verificaciao da robustez da construcao

A dualidade do emprego das primitivas de desenho puro e das primitivas
geométricas desenvolve o conceito de figura ao facultar a identificacdo e a
elaboracao de construgbes robustas. J& no ambiente papel&lapis, como nao é

44



possivel manipular a representacao deslocando seus elementos, a verificacao
€ feita exclusivamente pela “leitura” perceptiva do aluno, que pode ou nao
justificar as etapas usadas durante o tracado. O arrastar das representagdes
feitas na tela do Cabri, tanto moles quanto robustas, podem explicitar as
relagdes e os conceitos que estdo em jogo; a manipulagdo direta resulta no
acesso a uma classe de desenhos, o que pode colocar em evidéncia as
propriedades invariantes de tais representagdes. Este procedimento favorece,

entdo, um trabalho com a figura e ndo s6 com o desenho.

Assim, em ambientes informatizados como o do Cabri, conceitos
geométricos podem ser geralmente construidos com equilibrio conceitual e
figural porque ha um desenvolvimento da possibilidade de percepcado das
diferentes representacbes de uma mesma situacdo, ou de controle das
configuragdes geométricas, 0 que leva a observacao e identificacdo das

propriedades envolvidas e a descoberta de outras mais.

Um dos principais aspectos didaticos que destacamos na utilizagdo dos
softwares de geometria dindmica refere-se a construgdo de desenhos de
objetos, quando o objetivo € o dominio de determinados conceitos por meio de
construgdes. Aliar a parte “concreta” dos conceitos envolvidos, a sua
construcdo (ou ainda a partir de desenhos prontos feitos pelo professor), e
descobrir invariantes a partir da experimentagdo e manipulagdo de tais
representacdes podem, em um segundo momento, favorecer o trabalho com

provas ou justificativas matematicas dos resultados obtidos experimentalmente.

O uso do “desenho em movimento” pelos alunos possibilita a
manipulagao do concreto. Essa manipulagdo, ao evoluir para uma manipulagéo
abstrata, leva os sujeitos a niveis mentais superiores de deducao e rigor e,

desta forma, a compreensao da natureza do raciocinio matematico.

Com a manipulacao direta de objetos geométricos, o Cabri permite que a
geometria se transforme no estudo das propriedades invariantes desses
objetos enquanto seus componentes sao manipulados na tela: a identificacao

de uma propriedade geométrica torna-se a descricdo de um fendbmeno
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geométrico acessivel a observacdo nesse novo campo de experimentacao
(Laborde, 1993).

Assim, o significado de desenho muda, nesses ambientes de geometria
dindmica, uma vez que nao nos referimos mais a um unico objeto, mas sim a
uma classe de objetos que compartiham as mesmas propriedades e
caracteristicas. Gravina&Santarosa (1999, p. 78), em seu artigo intitulado
“Aprendizagem da Matematica em Ambientes Informatizados”, cita
Hebenstreint (1987): "o computador permite criar um novo tipo de objeto - o0s
objetos ‘concreto-abstratos’. Concretos porque existem na tela do computador
e podem ser manipulados; abstratos por se tratarem de realizagées feitas a
partir de construgbes mentais”.

Segundo Gravina&Santarosa (1999), podemos dizer que as novas
tecnologias oferecem “instancias fisicas” em que a representacao passa a ter
carater dinamico, e isto tem reflexos nos processos cognitivos, particularmente
no que diz respeito as concretizagdbes mentais. Um mesmo objeto matematico
passa a ter representacdo mutavel, diferentemente da representacao estatica
do tipo permitido pelo "lapis&papel" ou "giz e quadro-negro”. O dinamismo é
obtido por meio de manipulagdo direta sobre as representagcdes que se

apresentam na tela do computador.

Esse dinamismo e as diferentes maneiras de manipular diretamente as
representagdes na tela do computador foram o foco principal de uma pesquisa
que analisa os diferentes modos de “arrastar” sob um ponto de vista cognitivo —

€ 0 que passamos a detalhar a seguir.

2.3.4 Os modos de “arrastar”

Uma pesquisa feita por Olivero em 1999, analisou o “arrastar” sob um
ponto de vista cognitivo, enfatizando como o modo de arrastar (way dragging)
pode afetar o processo de raciocinio dos estudantes e ndo apenas o que a
manipulacao permite ao estudante fazer. A autora propoe uma classificagao de
diferentes modalidades de arrastar que os estudantes podem usar na
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resolugdo de um problema no Cabri. Ela considera que o “arrastar” muda de
acordo com os diferentes propésitos dos estudantes e as diferentes conclusées
a que eles desejam chegar, como por exemplo, explorar uma situagéo, fazer

conjecturas, valida-las, testa-las ou construir justificativas.

Em seu trabalho, Olivero (2002) identifica sete modalidades de
manipulacao, a saber:

O arrastar vagamente (wandering dragging), onde ocorre o arrastar de

pontos livres na tela. Esse arrastar é aleatério, sem um plano, com a intencao

de descobrir configuragdes interessantes ou regularidades.

e O arrastar sobre (manipulacdo limite) (bound dragging), movimentagcao

de pontos semi-manipulaveis (no caso do Cabri, o “Ponto sobre objeto”),
ou pontos que pertencem a algum objeto, e que podem ser movidos
somente sobre esse objeto ao qual pertencem.

e O arrastar orientado (guided dragging), manipula¢do de pontos basicos

do diagrama com a intencédo de dar uma forma particular.

e O arrastar em lugar mole (lieu muet dragging), movimentacdo de um

ponto livre, para o qual a figura mantém uma propriedade “descoberta”
ou desejada, o que significa que o arrastar é orientado por uma trajetéria

escondida (um lugar mole), ainda que sem estar ciente disso.

e O arrastar em linha (line dragging) consiste em criar novos pontos na

trajetéria ou posi¢cdes que mantém a regularidade da figura.

e O arrastar ligado (linked dragging) consiste em “ligar” um ponto a um

objeto e condicionar sua movimentacao a esse objeto (sobre ele). Pode-
se considerar esse arrastar como uma redefinicdo de um ponto livre

como um ponto sobre um objeto.

e O arrastar teste (dragging test), movimentagdo de pontos com a
intencao de verificar se as propriedades iniciais sdo mantidas. Em caso
afirmativo, a construcdo é robusta, sendo, trata-se de uma construgao

que nao esta de acordo com as propriedades geométricas desejadas.
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Para melhor discutirmos como os modos de arrastar podem ser
explorados em um problema, vamos usar um exemplo classico que foi
discutido por HOlzl (1995,1996) e por Olivero (2002). Trata-se do seguinte
problema: dado um tridngulo ABC, e considerando um ponto P em AB e os dois
triangulos APC e PCB, fazer hip6teses sobre as propriedades do tridngulo ABC
que sdo necessarias para que os triangulos APC e PCB sejam isdsceles.
Nesse caso, o triangulo ABC é dito “separavel”.

Podemos encontrar duas configuracdes diferentes, conforme ilustracao

abaixo.

A P B A™335 ° 67.0P°

Figura 2.13: Tridngulos separaveis

Os autores investigaram somente as configuragdes do primeiro caso.
Para verificar as caracteristicas do triangulo ABC, nessa configuracdo, deve-se
analisar passo a passo as possiveis construcées que podem ser feitas pelo

aluno, assim como os diferentes modos de arrastar.

No Cabri, € desenhado um triangulo ABC e P como o ponto médio de
AB. O aluno comeca a movimentar o ponto C, que € um ponto “arrastavel”, por
toda a tela, com a intengéo de verificar quando esses tridngulos existem. Nesse
momento, o aluno esta arrastando vagamente. Com esse modo de arrastar, o
aluno pode encontrar varios tridngulos que satisfazem a propriedade, tendo

assim, a certeza que o problema tem solugao.
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Figura 2.14: ‘Arrastar vagamente”

Em seguida, o aluno pode passar a movimentacdo de C visando
observar quando o triangulo ABC é “separavel”, isto é, quando PC é igual a AP.
Observando sua configuragdo, ele pode comegar a pensar sobre as
caracteristicas do triangulo. Com a intencdo de saber mais, ele comeca a
arrastar o ponto C, de modo que continue com a propriedade AP=PC. O aluno
nao esta mais arrastando sem propésito, ele esta movimentando em uma certa
diregé@o para que o triangulo ABC se dividida em dois triangulos isosceles. Para
isso, ele esta usando o arrastar em lugar mole. O “caminho” percorrido por C
ndo pode ser visto, a Ndo ser que seu rastro seja acionado, por isso é chamado
de ‘mole’. No entanto, o aluno pode visualiza-lo e perceber que sua forma
parece com algum objeto conhecido, no caso, similar a um arco de

circunferéncia.

gu— C

Figura 2.15: ‘Arrastar em lugar mole”

Para melhor entender a situagdo, o aluno pode explorar o arrastar em
linha, marcando pontos correspondentes nas posi¢cdes ocupadas por C quando
ABC tem a propriedade desejada.
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Figura 2.16: ‘Arrastar em linha”

Com isso, 0 aluno pode perceber que esses pontos parecem pertencer a
uma circunferéncia, mais precisamente na circunferéncia de centro em P e raio
AP (=PB). O Iugar mole agora se torna explicito. Pela construgdo da
circunferéncia com centro P e raio AP, o aluno verifica que os pontos marcados
anteriormente ficam sobre essa circunferéncia. Com isso, o aluno pode
conjecturar que os tridngulos “separaveis” sdo aqueles cujo vértice C pertence
a circunferéncia de centro P e raio AP. E equivalente dizer que o triangulo ABC
esta inscrito numa semicircunferéncia de diametro AB, o que significa que ABC
€ retangulo em C. Portanto, segundo Olivero (1999), a conjectura pode ser
melhor formulada pelo aluno de uma forma légica: se ABC é um tridngulo

retangulo em C, entao ele € “separavel”.

Figura 2.17: "Lugar mole' se torna explicito
O aluno pode validar essa afirmagdo com o auxilio do Cabri, ligando o
vértice C a circunferéncia descoberta pelo arrastar em linha e movimentando-o
sobre a circunferéncia, usando o arrastar ligado. Com isso o aluno pode

observar todos os triangulos que satisfazem a propriedade de ser ‘separavel’.
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Figura 2.18: “Arrastar ligado”

Como ultimo passo, o aluno pode construir um triangulo retdngulo ABC,
o ponto médio P do segmento AB, o segmento PC e usar o modo arrastar
teste, movendo o tridngulo através de todos os pontos e observar que ele

mantém a propriedade requerida.

Figura 2.19: ‘Arrastar teste”

Segundo Olivero (1999), o fato de observar a pertinéncia do ponto C a
circunferéncia de diametro AB, significa imediatamente considera-lo como um
triangulo retangulo e, por consequéncia, usar o modo de arrastar teste a partir
da construgdo de um triangulo retangulo. No entanto, com os outros modos de
arrastar, ndo é essa a propriedade efetivamente colocada em evidéncia; trata-
se de um passo dedutivo importante. Assim, podemos considerar que a
conjectura pode ser formulada pelos alunos da seguinte forma: um triangulo
ABC é separavel se estiver inscrito numa semicircunferéncia. Tal conjectura
levaria a uma validagdo por meio de um arrastar teste distinto do analisado
acima, ou seja, baseada na construgcdo de um ponto C em uma circunferéncia

de didmetro AB. (cf. figura abaixo)
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Figura 2.20: ‘Arrastar teste”

Como ilustrado com esse exemplo, os diferentes modos de arrastar
podem ser usados com o intuito de atingir diferentes objetivos (Olivero, 2002).
Inspirados nesse trabalho, pretendemos identificar os modos de arrastar
utilizados na resolucdo das atividades pelos professores, no intuito de
compreender seus raciocinios e estratégias, podendo analisar as relagoes
estabelecidas entre as Geometrias Euclidiana e Hiperbdlica, bem como a
evolucdo destas com os recursos dinamicos do Cabri. Daremos especial
atencdo ao modo de arrastar teste, no sentido de levar a construgdes robustas,
0 que permite justificar e validar resolugdes.
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CAPITULO Il
AsPECTOS METODOLOGICOS DO ESTUDO

3.1 Introducao

Neste capitulo, apresentaremos a metodologia de nossa pesquisa,
descrevendo o estudo experimental e os sujeitos participantes desse estudo, a
metodologia que usamos para a concepcao e elaboracao das atividades, assim
como o0s procedimentos metodolégicos para sua aplicacdo. Por fim,
descreveremos tais atividades destacando seus objetivos, suas caracteristicas,

solugdes ou estratégias esperadas em suas resolucoes.
3.2 A pesquisa qualitativa

Segundo Ludke & André (1986), é cada vez mais evidente o interesse
que os pesquisadores da area de Educacdo vém demonstrando pelo uso de
metodologias qualitativas. Perez (1991) realga que esse tipo de pesquisa
permite descobrir, documentar, chamando a atencdo para certos padrdes e
acles sociais, dando a possibilidade de analisar como determinados individuos
pensam e desenvolvem suas atividades sob determinados limites,

pressupostos e condicoes materiais.

Na perspectiva de Bodgan & Biklen (1982), existem formas multiplas de
interpretar as experiéncias que estdo ao nosso alcance por meio da nossa
interacdo com os outros. Os investigadores precisam compreender o
pensamento subjetivo dos participantes da pesquisa. Estes autores
apresentam cinco caracteristicas que despertam o interesse na pesquisa
qualitativa:
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e apresenta o ambiente natural como fonte direta de dados e o
pesquisador como principal instrumento;

e 0s dados coletados sao predominantemente descritivos;

e a preocupacao com O processo € muito mais importante do que com o
produto;

e 0s significados construidos pelas pessoas sao focos de atencao especial
do pesquisador;

e a anadlise de dados tende a seguir um processo indutivo.

O nosso trabalho tem como objetivo principal o desenvolvimento de uma
proposta pedagdgica voltada a concepcao de situagbes didaticas para uma
formacao inicial ou continuada de professores, e visa explorar relagbes entre a
Geometria Hiperbolica e Geometria Euclidiana. Para tal desenvolvimento,
optamos inicialmente por investigar, por meio de um estudo experimental, quais
relacbes professores-formadores de Geometria Euclidiana estabelecem
quando solicitados a resolver situagdes envolvendo nocbes de Geometria

Hiperbdlica, com o auxilio do software Cabri-géometre.

Com esse estudo experimental, envolvendo sujeitos que apresentam
caracteristicas particulares (retomaremos essa questdo mais adiante),
pretendemos identificar elementos e condigdes que possam subsidiar a
elaboracao da referida proposta, levando-nos a refinar escolhas e hipoteses

iniciais.

3.3 Caracteristicas do estudo experimental

O estudo experimental foi desenvolvido com professores ligados a
mesma Universidade particular situada no municipio de Sao Paulo/SP, citada
no primeiro capitulo, que integra na grade curricular do curso de Licenciatura
em Matematica, a disciplina Geometria 4, cujo conteludo engloba o ensino de

Geometrias ndo Euclidianas.
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Trabalhamos com um grupo de seis professores-formadores experientes
no ensino de Geometria Euclidiana, assim como no uso do ambiente
informatico Cabri-géomeétre. Estes professores haviam tido contato com outras
geometrias de forma assistematica e sem um estudo aprofundado da

Geometria Hiperbdlica.

Dentre esses seis professores, quatro trabalham no curso de
Licenciatura em Matemética; um deles acabara de concluir seu Mestrado em
Educacao Matematica, trabalho em que investigou questdes relativas ao ensino
de Geometria com o auxilio do Cabri e, por ultimo, um professor que esta
cursando o Mestrado Académico cujo projeto de dissertagdo também envolve
ensino de Geometria Euclidiana. Todos estes professores tém uma larga
experiéncia em formagao continuada de professores de Matematica da rede
publica do Estado de Sao Paulo, e participam ativamente de projetos de

capacitagao.

Optamos por trabalhar com esses professores pois um vasto
conhecimento da Geometria Euclidiana, e do manuseio do software Cabri-
géometre sao fundamentais para enriquecer a nossa proposta inicial. Assim,
ndo nos preocuparmos com sessdes de familiarizacdo do software, ja que o
objetivo principal de nosso trabalho é potencializar uma proposta de ensino em
ambiente de geometria dindmica, visando desenvolver nogbes de Geometria
Hiperbdlica que contribua na compreensdo e ampliagdo de conceitos da

Geometria Euclidiana.

Para poder alcancar nosso objetivo, desenvolvemos uma proposta inicial
para poder ser reavaliada e potencializada com os resultados do nosso estudo
experimental. A elaboragéo das atividades para esta proposta esta detalhada a

sequir.
3.4 Elaboracao das atividades

Para o nosso estudo, desenvolvemos atividades ou tarefas inspiradas no
que Lesh et al. (2000) denominam de “model eliciting” ou “thought revealing’.

Trata-se de um tipo de método clinico, cujo desenvolvimento de atividades
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baseia-se em determinados principios ou critérios. O mais importante deles
refere-se ao fato de que quando os estudantes trabalham em tais tarefas,
devem ser levados a revelar explicitamente, para o investigador, o
desenvolvimento de suas construcdes, ou seja, seus modelos conceituais.
Sendo esse critério satisfeito, as atividades caracterizam-se como Uteis na
promocao de informagdes que ajudam professores a planejar instrugcoes
efetivas, e também pesquisadores a verificarem a natureza da constru¢édo do

desenvolvimento matematico de estudantes.

Ainda segundo Lesh et al. (2000), os seis principios que devem nortear a
concepgao ou elaboracéo das atividades, podem ser assim descritos:

e principio de constru¢do modelo
As atividades devem envolver descricbes simbodlicas ou situacoes
significativas, envolvendo matematizacdo. Um modelo é um sistema que
consiste de elementos, relagdes entre elementos, operagdes que descrevem
como os elementos interagem, padrdées ou regras que se aplicam as relacoes e
as operacoes. Nao sao todos os sistemas que funcionam como modelos. De
fato, para ser um modelo, um sistema deve ser usado para descrever outro

sistema, ou para pensar nele, ou descrevé-lo.

Os modelos sdo necessarios para fazer predigbes baseadas em padroes
subjacentes ou regularidades quando s&o solicitadas construcbes ou
explicagbes, quando é necessario justificar ou explicar decisbes, quando é
necessario analisar ou avaliar conclusées alternativas, explicacbes ou

interpretagdes geradas por outros.

e principio da realidade
Esse principio pode ser chamado também de principio de significados
porque, para produzir certos tipos de resultados, é importante para os sujeitos
que as situagcbes sejam baseadas em extensbes do proprio conhecimento
pessoal e de suas experiéncias. Acreditamos que esse principio é importante
para nossas atividades na medida em que contemplamos conceitos da
Geometria Euclidiana que fazem parte dos conhecimentos dos nossos sujeitos,

bem como suas experiéncias na pratica docente dessa geometria.
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Pretendemos estender esses conhecimentos para o entendimento da

Geometria Hiperbdlica.

e principio de auto avaliagdo

Se o0s estudantes ndo puderem descobrir deficiéncias no seu modo
primitivo de pensar, entdo nao é provavel que eles facam esforcos para se
desenvolverem além de suas interpretagdes. Portanto, as atividades devem ser
elaboradas de tal modo que os estudantes possam avaliar seu progresso e a
utilidade dos resultados que eles produzem. Esse principio se relaciona com a
validacdo das agbes dos sujeitos. Em nossas atividades, os sujeitos podem
validar experimentalmente, com o auxilio do software Cabri, e validar
teoricamente, ao estabelecer relagbes com as validagbes conhecidas da

Geometria Euclidiana.

e principio da construgdo de documentagdo
Uma razdo da importancia desse principio refere-se ao fato de
investigadores e professores estarem interessados em atividades que fazem
mais do que estimular e facilitar o desenvolvimento de construgcbes
matematicas. Os alunos precisam ser capazes de documentar as construgoes

de seu desenvolvimento.

Quando as atividades satisfazem esse principio, as solugbes dos
estudantes devem revelar, o mais explicito possivel, como eles estavam
pensando, suas descricdes e explicacbes. Esse principio sera contemplado
pois a utilizacado do software Cabri-géomeétre em nossas atividades possibilita a
revisdo passo a passo de cada construcao feita por nossos sujeitos, além das

fichas das atividades, que fornecem o registro escrito das suas acoes.

e principio de construcdo compartilhada e reutilizada
Os problemas que implicam esse principio confrontam os estudantes
com a necessidade de ir além de desenvolver ferramentas pessoais para
desenvolverem caminhos gerais de pensamento, pois envolvem descrigdes,
explicacdes e procedimentos que podem ser usados em outras situacdes, além
da imediata. Tais problemas tendem a enfatizar muito mais o uso da

Matematica em situacdes de generalizagdo, do que em problemas locais. Esse
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€ o principio menos utilizado em nossas atividades, embora as atividades de
exploragcdo e de construcdo necessitem de procedimentos utilizados nas

atividades de familiarizagao.

» principio do protdtipo efetivo
Esse principio enfatiza que a solugdo precisa ser a mais simples
possivel, enquanto ainda se esta criando a necessidade de uma construcéo
significativa. Segundo esse principio, as atividades devem ser significativas,
mas ndo muito complexas. Nossas atividades vao contemplar esse principio
pois as solucdes sdo simples e utilizam propriedades da Geometria Euclidiana

familiares aos nossos sujeitos.

No contexto do nosso estudo, entendemos que o desenvolvimento das
atividades baseado em tais critérios é adaptado a nossos propdsitos € permite
coletar dados adequados a questao desta pesquisa, que pretende identificar e
analisar quais relacbes sado estabelecidas por professores de Geometria
Euclidiana, quando confrontados com conceitos da Geometria Hiperbdlica, com
o auxilio do software Cabri-Géométre.

3.5 Tipos e objetivos das atividades

A partir dos principios descritos acima, concebemos trés tipos de
atividades: de familiarizagdo, de exploragdo e de construcdo. Como as
atividades serdo desenvolvidas com o auxilio do software Cabri-géomeétre I, a
primeira fase sera a de familiarizacdo com as ferramentas do software (em
particular com o menu hiperbdlico); a segunda fase ser4d composta por
atividades de exploracao com algumas construgdes, que serdo desenvolvidas
visando explorar a Geometria Hiperbdlica no modelo de disco de Poincaré e
levar os sujeitos ao levantamento de conjecturas baseadas em suas
exploragcdes empiricas; e a ultima fase envolvera atividades de construgdo com
algumas exploragbes que visam verificar quais relagdes e propriedades dos

objetos hiperbdlicos em jogo sédo consideradas pelos sujeitos.

As trés sessdes do nosso experimento foram divididas do seguinte

modo:
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e A primeira sessdo compreende duas partes: apresentacdo das
Geometrias ndo Euclidianas e atividades de familiarizagdo do menu
hiperbdlico do Cabri-géometre.

e A segunda sessdo, na qual serdo apresentadas atividades de
exploracdo com algumas constru¢gées no modelo de disco de Poincaré.
Esta sessdo é composta por trés atividades.

e Na terceira e ultima sessao, serao propostas atividades de construcao
com algumas exploracdes no modelo de disco de Poincaré. Esta sessao

€ composta de cinco atividades.

3.5.1 Primeira sessao: Apresentacao e analise prévia

Como descrito acima, essa sessao vai ser dividida em duas partes:
apresentacdo das Geometrias ndo Euclidianas e atividades de familiarizagdo
do menu hiperbdlico do Cabri-géometre.

A importancia dessa sessao se justifica pelo fato dos professores néao
terem experiéncia de ensino da Geometria Hiperbdlica e, consequientemente
nao estarem familiarizados com as ferramentas do menu hiperbdlico do modelo

de disco de Poincaré no Cabri-géométre.
3.5.1.1 Primeira parte: Apresentacao das Geometrias nao Euclidianas

A apresentacdo'® sobre as Geometrias ndo Euclidianas fundamenta-se
no seu desenvolvimento histérico e vai abranger trés aspectos: a Geometria de
Euclides, em particular, caracteristicas do Livro | de sua obra “Os Elementos”; a
relacdo do quinto postulado de Euclides com o surgimento de novas
Geometrias, incluindo enunciados equivalentes a esse postulado, as
proposi¢cdes que utilizam direta ou indiretamente o quinto postulado, e a
caracterizacdo da Geometria Absoluta; e por fim, o modelo de disco de
Poincaré, com a interpretagdo dos principais objetos hiperbdlicos, como ponto,
reta e plano, e também as definicdes de distancia hiperbdlica entre dois pontos

e a medida de um angulo entre duas retas hiperbdlicas.

5 . ~
15 Os slides da apresentagdo se encontram no anexo 4.
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O objetivo principal desta apresentacao é introduzir alguns conceitos de
base da Geometria Hiperbdlica, que serdo importantes pré-requisitos para as

atividades que seguem.

Com a apresentacao dos dois primeiros slides, faremos uma abordagem
historica da Geometria de Euclides mostrando como foi dividida sua obra “os
Elementos” e o que engloba cada livro. Enfatizaremos o Livro | explicando a
classificagdo feita por Euclides sobre definicbes, axiomas, postulados e
proposi¢des. Nos trés slides que seguem, enunciaremos o quinto postulado de
Euclides, sua reciproca, que é a proposicao 17 do Livro I, e algumas
equivaléncias (Playfair, Proclus e Legendre).

Os slides 6 e 7 mostram as definicées, postulados, no¢cdes comuns
(axiomas) e proposicoes utilizadas para demonstrar cada uma das 48
proposicoes. Destacaremos que o quinto postulado é utilizado diretamente s6
na proposicao 29, e que esta € mencionada a partir da proposi¢cao 30. Com
isso, no slide seguinte, definiremos a Geometria Absoluta, que é a parte da

geometria que independe do quinto postulado.

Nos slides 9, 10, 11 e 12, faremos uma abordagem histérica do
nascimento das Geometrias ndo Euclidianas, enunciaremos as duas negacoes
do quinto postulado de Euclides, uma das quais representa o postulado
hiperbolico, e definiremos o que é um modelo para um dado sistema
axiomatico. Citaremos alguns modelos existentes e, na seqiéncia dos slides,
detalharemos o modelo de disco de Poincaré, que sera o modelo utilizado em
nosso estudo.

Por meio deles, interpretaremos o0s principais objetos hiperbdlicos:
ponto, reta, plano e as definicdes de distancia hiperbdlica entre dois pontos e a
medida de um angulo entre duas retas hiperbdlicas. Por fim, apresentaremos a
verificacdo do primeiro e do segundo postulado de Euclides nesse modelo, e a

verificacao do postulado hiperbdlico.
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3.5.1.2 Segunda parte: Atividades de familiarizacao do menu hiperbdlico

Q)

A primeira sessdo é composta por cinco atividades'® direcionadas

(O}

utilizacdo das ferramentas bdasicas do menu hiperbdlico; a ultima questao
“aberta": o sujeito escolhe a construcao a ser realizada.

Antes das atividades, apresentamos um quadro resumo (quadro 3.1) do
modelo de disco de Poincaré, com a interpretacdo dos principais objetos do
plano hiperbdlico.

Objeto Hiperbdlico Interpretagdo Euclidiana
Plano Interior de uma circunferéncia euclidiana
(esta circunferéncia é chamada horizonte)
Ponto Ponto interior ao horizonte
Reta Diametro do horizonte e arcos de circunferéncias
ortogonais ao horizonte.

Quadro 3.1: Objetos do plano hiperbélico

Em qualquer construgé@o hiperbdlica, € necessério primeiramente criar a
circunferéncia que determina o plano hiperbdlico (o horizonte). Assim, antes da
primeira atividade, direcionamos os professores para a criagdo do horizonte
destacando que, para o uso das ferramentas do menu, este objeto sempre
devera ser selecionado.

Os enunciados das atividades dessa sessdo se encontram no quadro
abaixo (quadro 3.2):

1) Utilize a ferramenta Ponto para criar dois pontos distintos A e B. Utilize a ferramenta H-
droite para criar a reta hiperbélica que passa pelos pontos A e B.

2) Usando a ferramenta H-distance, obtenha a distancia entre A e B (dy (A,B)).

3) Para construir uma reta perpendicular a outra reta dada, utilize a ferramenta H-
perpendiculaire. Para medir o angulo entre elas, utilize a ferramenta H-angle.

OBS: A medida aparecerd em radianos, se preferir, altere para graus no menu

opgoes/preferéncias.

4) Crie um tridngulo XYZ e obtenha seu perimetro.

5) Explore o menu hiperbélico para conhecer um pouco mais sobre as ferramentas
disponiveis.

Quadro 3.2: Atividades de familiarizacio

'® A ficha completa das atividades de familiarizacio estd nos anexos.
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Com estas questdes, esperamos que os professores conhegcam as
caracteristicas dos objetos hiperbdlicos e explorem o menu para verificarem as
ferramentas disponiveis na barra correspondente ao modelo do disco de

Poincaré.

Na quinta questdo, as duplas ficam livres para explorarem o menu
hiperbolico, esperamos que os professores facam construcbes que estédo
habituados a fazer no Cabri com o menu euclidiano para verificar as
semelhancas ou diferencas entre os dois modelos de Geometria (por exemplo,

triangulo equilatero, quadrilateros, etc...)
3.5.2 Segunda sessao: Apresentacao e analise prévia

A segunda sessdao é composta por trés atividades. Estas atividades
visam a exploragéo da Geometria Hiperbdlica no modelo de disco de Poincaré,
e levam os sujeitos a formulagcdo de conjecturas baseadas em suas
exploracdes empiricas.

Atividade 1

Abaixo estao enunciados alguns teoremas da Geometria Euclidiana. Utilizando o Cabri-
géomeétre, verifique quais deles também sao vélidos na Geometria Hiperbdlica, justificando
sempre sua resposta.

A soma das medidas dos angulos internos de um triangulo é 180°.
Em um triangulo is6sceles, os angulos da base sao congruentes.

Os angulos internos de um triangulo equilatero medem 60°.

0N~

Teorema de Pitagoras: em qualquer tridngulo retangulo, o quadrado da medida da
hipotenusa é igual a soma dos quadrados das medidas dos catetos.

o

Todo tridngulo inscrito numa semi-circunferéncia é retangulo.
Podemos inscrever uma circunferéncia em qualquer tridngulo dado.
O ponto de intersec¢ao das medianas divide cada uma delas na razédo 2 para 1 a partir do

vértice.

Quadro 3.3: Atividade 1 da segunda sessao

O objetivo principal da atividade 1 é verificar se os professores
apresentam justificativas para o fato de alguns teoremas da Geometria
Euclidiana serem (ou nado) validos na Geometria Hiperbdlica. Dentre os
teoremas que ndo sdo validos na Geometria Hiperbodlica, alguns podem ser
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considerados enunciados equivalentes ao quinto postulado de Euclides
(incluindo alguns da apresentagao inicial) e outros enunciados que fazem uso
do quinto postulado de forma né&o direta. Espera-se, assim, que os professores
relacionem ou identifiguem a equivaléncia desses enunciados, para
conseguirem justificar a ndo validade na Geometria Hiperbdlica. Espera-se
também que os sujeitos percebam que os teoremas validos na Geometria

Hiperbdlica ndo dependem do quinto postulado.

Para a justificativa de que em um triangulo isésceles os angulos da base
sao congruentes utilizam-se os casos de congruéncia de tridngulos, LLL ou
LAL, que fazem parte das proposigcdes da Geometria Absoluta. E a justificativa
para o teorema 6 “podemos inscrever uma circunferéncia em qualquer tridangulo
dado”, é feita a partir da definicdo de bissetriz, e pela prova de que em todo
triangulo as bissetrizes dos angulos internos se encontram num Unico ponto,

chamado incentro.

Os teoremas 1, 3, 4, 5 e 7 ndo sao verdadeiros na Geometria
Hiperbdlica, o que pode ser justificado pelo fato de suas demonstracdes
utilizarem diretamente ou indiretamente o quinto postulado de Euclides, e

necessitarem da existéncia e unicidade da reta paralela em sua prova.

Com essa atividade, poderemos perceber se os professores recorrem a
propriedades e conceitos do modelo hiperbdlico de Poincaré ou se ficam
restritos a observacodes e justificativas baseadas na reproducao dos objetos na
tela do computador.

Atividade 2

O jesuita Gerolamo Saccheri (1667-1733) em sua tentativa de provar o 5% Postulado de
Euclides criou um quadrilatero que ficou conhecido como Quadrilatero de Saccheri. Este
quadrilatero tem dois angulos retos e os dois lados perpendiculares a base, congruentes entre
si. Seja ABCD um quadrilatero de Saccheri, AB é o lado base, AD e BC sédo os lados

congruentes, enquanto que DC é o lado topo do quadrilatero.
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Construa esse quadrilatero no do modelo do disco de Poincaré. O que vocé percebe sobre os
outros dois angulos? Justifique sua resposta.

Quadro 3.4: Atividade 2 da segunda sessao

s

Um dos objetivos dessa segunda atividade ¢é caracterizar/construir
quadrilateros na Geometria Hiperbdlica. Apresentaremos o quadrilatero de
Saccheri, por meio de uma definicdo em linguagem natural, e pedimos sua
construgcdo no modelo de disco de Poincaré. Pretendemos verificar se os
professores percebem e conseguem justificar que nesse quadrilatero, em que
os angulos da base sao retos e os dois lados sado congruentes, 0s outros dois
angulos sao congruentes e agudos. Esperamos somente a justificativa da
congruéncia dos angulos, pois a justificativa para os angulos serem agudos
envolve conceitos da Geometria Hiperbdlica, que os professores podem nao
conhecer. Portanto, ndo esperamos justificativas completas ou provas formais

nesse caso.

Para provar a congruéncia dos angulos ADC e BCD, pode-se tragar as
diagonais AC e BD. Essas diagonais sdo congruentes pois os triangulos ABD e
BAC, pelo caso de congruéncia LAL, sdo congruentes. Assim, tomando os
triangulos ACD e BDC, percebe-se que também sdo congruentes pelo caso

LLL. Portanto, os angulos ADC e BCD s&o congruentes.

Para construirem o quadrilatero de Saccheri, os professores podem criar
um segmento AB, tracar as perpendiculares por A e B (para garantir que os
angulos da base sejam retos), definir um ponto sobre uma das perpendiculares
e, depois, utilizando o compasso hiperbdlico, transferir a medida para a outra
perpendicular, garantindo a congruéncia dos lados. A figura abaixo mostra o
quadrilatero de Saccheri no modelo de disco de Poincaré. Os angulos da base
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AB séo retos, e os lados AD e BC sao congruentes. Medindo os outros dois

angulos, pode-se perceber que eles sao congruentes e agudos.

Figura 3.1: Quadrilatero de Saccheri na Geometria Hiperbolica

Atividade 3

Assim como Saccheri, Johann Heinrich Lambert (1728-1777), um suigo-alemao, tentou provar
0 52 Postulado por um argumento indireto. Ele comegou com um quadrilatero com trés angulos
retos, chamado Quadrilatero de Lambert.

Construa um quadrilatero de Lambert.

Quadro 3.5: Atividade 3 da segunda sessao

Na terceira atividade, apresentamos o quadrilatero de Lambert, que
contém trés angulos retos. Nesta atividade, esperamos que os professores
percebam que é possivel a construcdo desse quadrilatero, pois para sua
existéncia ndo é necessario que dois lados sejam congruentes. Acreditamos
que os professores vao ter dificuldades para verificar isto pois, na atividade
anterior, verificaram que se os angulos da base séo retos, os outros dois séo
congruentes e agudos, e este apresenta trés angulos retos. Nesta atividade,
pode ocorrer também uma dificuldade em “fechar” o quadrilatero, conforme o
exemplo na figura abaixo.

65




Figura 3.2: Tentativa de construir o Quadrilatero de Lambert

Se os professores construirem primeiro os trés angulos retos, podem
conjecturar que nao existe o quadrilatero de Lambert na Geometria Hiperbdlica,
mas se eles manipularem a construgao, irdo perceber que em algum momento,
as retas se interceptam formando o vértice D do quadrilatero de Lambert.
Esperamos que, depois de verificarem a existéncia, os professores tentem
construir um quadrilatero que seja sempre de Lambert, conforme a figura 3.3
Para isso, deverdo construir um segmento AB, a reta perpendicular a AB pelo
ponto A, a reta perpendicular a AB pelo ponto B, e criar um ponto C sobre esta
ultima perpendicular. Por fim, o ponto D sera a intersec¢cdo da reta
perpendicular a AB pelo ponto A, com a reta perpendicular a essa reta que
passa por C.

Figura 3.3: Quadrilatero de Lambert
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3.5.3 Terceira sessao: Apresentacao e analise prévia

Na terceira e ultima sessdo, os professores serdo confrontados com
atividades de construcdo no modelo de disco de Poincaré. Esta sessédo é
composta por cinco atividades. As atividades 1 e 2 sdo constru¢des euclidianas
referentes a transformacao "inversao", que sera utilizada nas construgdes de
retas hiperbdlicas no disco de Poincaré. Assim, elas devem ser realizadas com
as primitivas do menu euclidiano. As atividades 3, 4 e 5 sdo construcbes de
objetos hiperbdlicos e, portanto, devem ser consideradas no modelo do disco
de Poincaré e utilizam tanto ferramentas do menu hiperbdlico quanto do
euclidiano.

Atividade 1

a) Construa uma circunferéncia (C) de centro O e um ponto A fora dela.

b) Construa o segmento AO.

c) Construa as retas tangentes a circunferéncia que passem pelo ponto A.

d) Ligue os pontos de tangéncia e nomeie B, a intersec¢ao desse segmento com o segmento
AO.

e) Investigar a relagdo métrica entre AO e BO.

Quadro 3.6: Atividade 1 da terceira sessao

Atividade 2

a) Construa uma circunferéncia (C) de centro O e um ponto A qualquer.

b) Construa a reta AO.

c) Construa a reta perpendicular ao segmento AO que passe por O, e nomeie as intersecc¢des
dessa reta com a circunferéncia de C e D.

d) Construa a reta r, perpendicular a reta AC pelo ponto D.

e) Nomeie B a intersecgao entre as retas r e AO.

g) Investigar a relagdo métrica entre AO e BO.

Quadro 3.7: Atividade 2 da terceira sessao

As atividades 1 (ponto externo a circunferéncia) e 2 (ponto
qualquer) correspondem a construcdo do ponto B, inverso de A em
relagdo a circunferéncia (C). Na primeira atividade, quando manipulamos
o ponto A para o interior da circunferéncia, a construcdo nao é mais valida

e, por isso, o ponto inverso deixa de existir. A segunda atividade é
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construida para qualquer ponto A, tanto interno quanto externo a

circunferéncia.

7

O objetivo principal dessas atividades é introduzir o conceito de
inversdo e a caracteristica do ponto inverso, sem a explicacdo do

pesquisador. Esse conceito € importante para a construgcdo de retas
hiperbdlicas solicitadas na proxima atividade.

Atividade 3: Construindo retas no modelo do disco de Poincaré

a) reta passando por um ponto

Seja A um ponto qualquer no interior do horizonte h. Construa uma reta hiperbdlica, que
indicaremos por reta-h, passando por A. Para isso, considere um ponto auxiliar P no horizonte
h. A reta-h procurada deve passar por A e P. Construa a mediatriz m de AP e, em seguida,
obtenha a interseccdo C de m com a reta tangente ao horizonte que passa por P. Este ponto C
€ o centro da circunferéncia ortogonal a h passando por A. (justificativa a cargo do leitor!).
Obtenha o lugar geométrico da circunferéncia construida quando P descreve h. O que vocé
pode observar? Fagca uma conjectura sobre a construgao de circunferéncias ortogonais a uma

circunferéncia dada.

b) Reta hiperbdlica definida por dois pontos distintos

Dados dois pontos distintos X e Y interiores ao horizonte, defina uma macro-construgao da
reta-h que passe pelos dois pontos dados no modelo do disco de Poincaré.

Vocé sentiu alguma dificuldade em fazer essa construgao? Se a resposta for positiva, explique

0 porqué.

Quadro 3.8: Atividade 3 da terceira sessao

Na primeira parte da atividade 3, pedimos a construcdo da reta
hiperbdlica, passando por um ponto. Neste caso, usamos o auxilio de um ponto
P que pertence ao horizonte (ndo faz parte do plano hiperbélico) para construir
uma circunferéncia ortogonal ao horizonte, conforme a figura abaixo.
Esperamos que os professores nao tenham dificuldade em fazer essa
construgdo, pois o exercicio indica passo a passo como construir a
circunferéncia ortogonal. O que pode nao descartamos € a hip6tese de os
professores ndo lembrarem de como construir uma reta tangente a uma

circunferéncia. Se esta hipétese se confirmar, os observadores estéo
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autorizados pela pesquisadora a auxilia-los, pois esta construcdo nao é o foco

da atividade.

7

Figura 3.4: Resolucao da atividade 3a

Pedimos também a obtencdo do lugar geométrico da circunferéncia
construida quando P descreve o horizonte h. O objetivo principal é fazer com
que os professores percebam que toda circunferéncia ortogonal ao horizonte
passa pelo ponto A interior ao horizonte e por um ponto fora, que € o inverso
de A em relacdo ao horizonte, conforme a figura abaixo. Se os professores nao
conseguirem verificar essa relagdo, nao conseguirdo continuar com as outras

atividades, pois esta é essencial para as préximas construcoes.

\

Figura 3.5: Lugar geométrico solicitado na atividade 3a
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Se os professores conseguirem enxergar que toda circunferéncia que
passa por um ponto dado e pelo seu inverso € ortogonal a circunferéncia dada,
eles nao teréo dificuldades em construir uma reta definida por dois pontos, que
€ a construcao solicitada na segunda parte da atividade 3. Basta criar dois
pontos no plano hiperbdlico e o inverso de um deles, utilizando a ferramenta
inversao do menu euclidiano, tragar as mediatrizes entre os pontos para achar
o centro da circunferéncia ortogonal e, por fim, criar a macro-construgdo da
reta-h definida por dois pontos.

Atividade 4
Construa um &ngulo-h de 60° no modelo do disco de Poincaré. Vocé sentiu alguma dificuldade
em fazer essa construgao? Se a resposta for positiva, explique o porqué.

Quadro 3.9: Atividade 4 da terceira sessao

O objetivo principal dessa atividade € fazer com que os professores
coloquem em pratica os conceitos que acabaram de adquirir com as atividades
anteriores, como por exemplo, a construcdo de retas hiperbdlicas. Para
realizagao desta atividade, é fundamental o conceito de medidas de angulo no
modelo de disco de Poincaré. Na apresentacao feita pela pesquisadora na
primeira sessao foi dado que a medida de um angulo entre retas hiperbdlicas é
a medida euclidiana de suas tangentes. Neste caso, os professores deveriam
criar um angulo de sessenta graus, na Geometria Euclidiana, e depois criar as
retas hiperbdlicas, que sao tangentes ao angulo euclidiano. As figuras abaixo

mostram a essa construgao passo a passo.
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Construcao euclidiana do angulo de 60°, no interior do

horizonte

Construcao da reta s perpendicular a AB por A, e da

reta r perpendicular a AC por A

Lo0.0 °

Criacdo do ponto A', inverso se A com relacdo ao

horizonte

D1
A mediatriz do segmento AA’ encontra as retas
perpendiculares nos pontos D1 e D2 (centro das

circunferéncias ortogonais ao horizonte)

Retas hiperbdlicas que formam um angulo de 60° entre si

Figura 3.6: Construcio passo a passo do angulo de 60° no modelo de disco de Poincaré
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Atividade 5
Construa um paralelogramo-h no modelo do disco de Poincaré. Vocé sentiu alguma dificuldade
em fazer essa construgdo? Se a resposta for positiva, explique o porqué.

Quadro 3.10: Atividade 5 da terceira sessao

Na Geometria Euclidiana, o paralelogramo tem varias propriedades, tais
como lados opostos paralelos e congruentes, angulos opostos congruentes,
diagonais se interceptam no ponto médio, entre outras, o que possibilita varios
tipos de construgbes. Somente uma delas, em sua prova, ndo utiliza o quinto

postulado de Euclides.

O objetivo desta atividade € verificar se os professores percebem que
existe uma maneira de construir o paralelogramo, utilizando uma definicao que
independe do quinto postulado. Nesta atividade, os sujeitos podem construir
um paralelogramo utilizando a propriedade dos lados opostos paralelos e
congruentes, mas serd uma construgdo mole, pois os lados opostos podem ser

sempre congruentes, mas nada garante que serdo sempre paralelos.

Figura 3.7: Paralelogramo pela propriedade de lados opostos paralelos (constru¢io mole)

Na figura acima, construimos um paralelogramo pela definicao de lados
opostos paralelos e congruentes e angulos opostos congruentes. Mas quando
deslocamos, por exemplo, o ponto D, o quadrilatero ndo continua sendo um
paralelogramo, pois os lados ndo se mantém paralelos (cf. figura 3.12).
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Figura 3.8: Verificacido da construcio do paralelogramo-h

Para uma construgdo robusta de um paralelogramo no modelo de disco
de Poincaré, deve-se utilizar como definicdo de paralelogramo a propriedade
de que as diagonais se interceptam no ponto médio, conforme as figuras
abaixo.

Figura 3.9: Construcio robusta do paralelogramo

3.6 Coleta e analise dos dados

Nosso estudo foi realizado em trés sessdes de aproximadamente 1h30
de duracdo. Trabalhamos com trés duplas de professores, formadas na
primeira sessao por critérios aleatérios.

Cada dupla trabalhava em um computador e dispunha de uma ficha de
atividades. As interacdes entre os professores foram &audio-gravadas e cada
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dupla contava com um observador. O papel do observador era anotar
informacgdes importantes, eventualmente nao presente nas gravacoes, além de
estar autorizado a auxiliar os sujeitos participantes na parte “técnica”,

principalmente no uso de ferramentas do menu hiperbdlico do Cabri.

No inicio da primeira sessdo, a pesquisadora assume papel de
“professor” responsavel pela apresentacdo das Geometrias ndo Euclidianas, a
partir da segunda parte desta sessao, a pesquisadora se torna observadora de

uma dupla.

As andlises foram baseadas nos seguintes dados: arquivos de figuras
Cabri gravados no computador, fichas com respostas dos professores (uma
ficha para cada dupla) e os protocolos experimentais elaborados a partir das

transcricoes das audio-gravacdes contendo as interacdes entre as duplas.

Com o intuito de investigar quais caminhos os professores utilizaram
para relacionar essas idéias no modelo hiperbdlico com a Geometria Euclidiana

e como estas relacdes se desenvolvem, a analise divide-se em 2 fases:

() identificacdo de episddios — os protocolos de cada dupla serdo
organizados em termos de episddios no qual os sujeitos fazem
referéncias aos invariantes de um ou mais modelos de Geometria.

(i)  classificacbes dos episodios para cada dupla — cada episddio
sera analisado de acordo com 2 dimensodes (a) o papel de trocas
entre os dominios geométricos — Geometria Euclidiana e
hiperbdlica — além de interacdes entre os campos espaco-grafico
e teorico (b) papel do Cabri como ferramenta de construcéo,
exploracao, verificagdo e relacionada em particular aos modos de

“arrastar”.
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CAPITULO IV
ANALISE DOS RESULTADOS

4.1 Introducao

Este capitulo apresenta a descrigdo dos dados e a andlise das solugbes
apresentadas pelas duplas de professores que fizeram parte do estudo

experimental. Optamos por dividi-lo em quatro partes:

e Analise dos resultados da primeira sessao
e Andlise dos resultados da segunda sessao
e Analise dos resultados da terceira sessao

e Sintese das analises do estudo de caso

Esta andlise baseia-se nos seguintes aspectos:

e dindmica das trocas entre os dominios geométricos — Geometria
Euclidiana e Hiperbdlica — além de interagbes entre os campos espago-
grafico e tedrico.

e papel do ambiente Cabri-géometre como ferramenta de construcao,
exploracao e verificagdo, especialmente relacionadas aos modos de
arrastar.
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4.2 Descricao dos resultados da primeira sessao

No decorrer do capitulo, vamos nos referir aos professores da dupla A
como A1 e A2; da dupla B, como B1 e B2 e aos professores da dupla C, como
Ct1eC2.

As duplas nao apresentaram dificuldades na interpretacdo do plano
hiperbdlico, nem na criacdo do horizonte — circunferéncia euclidiana que
delimita esse plano. Apenas os professores da dupla A questionaram-se sobre
a possibilidade de modificarem o horizonte, isto é, se este ficaria fixo ou
poderia ser manipulado. Apdés a manipulacdo do ponto que determina o
horizonte, verificaram que o raio pode ser alterado, concluindo que o "horizonte
se amplia", e, portanto "o horizonte ndo é unico". Neste momento, pode-se
dizer que os professores encontram-se no nivel grafico-espacial (SG),
observando a representacdo dos objetos na tela, no que se refere a forma,
posicao e tamanho, ao utilizarem o deslocamento dos pontos de base.

As atividades seguintes foram de construgdes basicas no modelo de
disco de Poincaré, visando a familiarizagcdo com o menu hiperbdlico (criagéo de
pontos, retas-h, tridngulos-h, distancia-h entre dois pontos, medicdo de
angulos, etc...).

Os professores da dupla A realizaram as atividades 1, 2 e 3 sem
problemas, dificuldades ou questionamentos. A dupla B, quando criou um
ponto no plano hiperbolico, manipulou e percebeu que este "sai" do horizonte
(externo a circunferéncia). Pensando que nao era ponto, apagaram e
procuraram novamente a ferramenta "Ponto", criando um outro ponto.
Perceberam novamente que o ponto poderia ficar exterior ao horizonte e,
depois de discutirem um pouco, chegaram a conclusao que as construcoes
somente sé@o validas "dentro" do horizonte, observando que, ao posicionarem
um ponto exteriormente, ndo obtinham construgdes hiperbdlicas. Esta mesma
dupla tentou construir uma reta-h com um ponto interior ao horizonte e outro

sobre ele, e verificou que a construcdo ndo é realizada pelo Cabri. A
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interpretacdo dada pela dupla para este caso, foi resumida textualmente por "o

ponto no horizonte ndo faz parte do plano hiperbdlico".

Os professores da dupla C tiveram um pouco de dificuldade no inicio,
pois em geral esqueciam de selecionar o horizonte para a criagdo dos objetos
apos ativarem as ferramentas. Quando construiram uma reta perpendicular a
outra, pensaram em utilizar a ferramenta de verificacdo de propriedade
(Perpendicular?) para verificar se as retas eram realmente perpendiculares.
Procuraram esta ferramenta no menu hiperbdlico e observaram sua nao
disponibilidade. Solicitaram entdo ao observador e este sugeriu, como no

enunciado do exercicio, que medissem 0s angulos entre as retas.

A dupla A, no exercicio 4 — criagdo de um triangulo XYZ — decidiu fazer
o triangulo como poligono, para medir seu perimetro diretamente, sem ter
necessidade de medir todos os lados e somar suas medidas. Isto decorre da
experiéncia dessa dupla com o menu euclidiano do Cabri, com o qual isso é
possivel. Depois de muitas tentativas, perceberam que esse ndo era o caso no
menu hiperbdlico, uma vez que o poligono é criado por meio de segmentos e,
portanto, eles deveriam medir cada lado do tridngulo para, em seguida, obter
seu perimetro. Os professores da dupla C criaram o triangulo, mediram seus

lados, mas, estranhamente, ndo forneceram o perimetro.

Nas questdes de 1 a 4, os professores utilizaram tanto primitivas do
desenho puro, quanto primitivas geométricas para a criagdo ou constru¢ao de
objetos no modelo de disco de Poincaré. Nesse momento, pode-se dizer que
existe uma relacao entre os niveis teérico (T) e espaco-grafico (SG), ocorrendo
interpretacdes de um fendmeno espacial, em termos do referido modelo, ainda
que com predominancia da utilizacao de ferramentas de criacao e observacoes
no nivel SG. De fato, os professores nao aprofundaram suas observacoes,
restringindo-se a representar os objetos solicitados na ficha. Desse modo, nao
ocorreram discussdes sobre distancias hiperbélicas ou sobre o perimetro de

um triangulo.
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Nessas atividades de familiarizacdo, podemos indicar a utilizagcdo de um
modo de "arrastar vagamente", pois para a maioria dos deslocamentos
efetuados, os professores tinham a intengdo de observar as configuragbes e
verificar as regularidades dos objetos hiperbdlicos criados.

Na ultima atividade, os professores ficaram livres para explorar o menu
hiperbdlico, visando conhecer um pouco mais as ferramentas disponiveis. A
dupla A optou por construir um quadrilatero por meio de segmentos, e
manipulou o horizonte para verificar se o objeto mantinha-se quadrilatero. Eles
ndo deslocaram seus vértices pois entenderam, desde o inicio, que existia uma
relagcdo de dependéncia entre o horizonte e os objetos criados no seu interior.
Rapidamente passaram a tentativa de construgdo de um triangulo com trés
angulos retos, sugerida pelo professor A1. Abaixo transcrevemos a discussao

da dupla sobre essa questao.

—_

A1: Primeiro preciso de uma reta para fazer outra perpendicular. (construiram uma reta,
uma perpendicular a esta reta e outra perpendicular a que acabaram de construir)
AT1: Eu ja tenho dois dngulos retos, certo?
A2: Certo.
A1: Agora...eu tenho este ponto de intersec¢do, entao eu tenho uma tangente aqui, e outra
tangente aqui, entdo este vai ser o dngulo reto. Ou sera que vai ser este aqui, ou sera que
n&o faz diferenca?
A2: Ndo sei, vocé achou as medidas dos quatro angulos?
A1:isso que eu ia falar agora, ndo tem que ser os quatro retos?
A2: E...vamos ver se isso da certo...(mediram os quatro angulos)
A1: Eles sao sim...
A2: Logico...
. A1: Entdo por que a gente esta perguntando qual vai ser o angulo reto, né? (risos)
. A1: Bom, agora a gente tem um angulo reto aqui e outro aqui...agora temos que mexer um
pouco para fazer Ter outro Ia...
12. A2: E se a gente tracar uma reta perpendicular a essas duas...
13. A1: Como é que traga uma perpendicular as duas?
14. A2: S0 se elas forem paralelas...entdo vamos tracar uma paralela...
15. A1: Como é que a gente vai construir...essa reta tem que ser perpendicular a essa reta e a
essa reta...
16. A2: é verdade...vamos tragar retas paralelas...Vamos suspender esse projeto um pouco...
17. [...]
18. A2: Sabe o que a gente podia ver que ndo vimos? A soma dos angulos internos de um
tridngulo.
19. A1: Ta bom...
20. A2: Provavelmente ndo vai ser 180°, pois ebs negaram o postulado la... (Construiram um
triangulo qualquer, mediram seus angulos e somaram)
21. A1: A soma € menor que 180°...
22. A2: E sempre menor? (manipulam o horizonte)
23. A1: Ta parecendo...e se tivéssemos trés didmetros...tem jeito de fazer Ter didmetros e Ter
um tridngulo? (Constréem retas diametros) Ngo...n4o tem...
24. A2: Quando a soma tende a 180°, ndo tem quase tridngulo.
25. [.]

Ao
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26. A1: Eu quero saber A2, como € que a gente vai fazer o tridngulo...ah A2, como é que a
gente quer construir um tridngulo com trés angulos retos, se ndo é nessa geometria que a
somg dos angulos internos da maior que 180°...aqui deu menor...

27. A2: E verdade...agora nosso plano foi cancelado definitivamente.

Quadro 4.1: Transcricao do didlogo da dupla A referente a primeira atividade (1* sessio)

Nas linhas 1 a 11 da discussdo transcrita acima, percebemos uma
transicao muito forte entre os dominios tedrico e espaco-grafico, principalmente
no momento em que os professores verificam qual o angulo reto da
perpendicular. Teoricamente sabem que € perpendicular, mas perceptivamente
tém duvidas quanto ao angulo reto, e isto ocorre porque, na passagem do
campo tedrico para o0 espacgo-grafico, a representagdo nao € isomorfa
comparativamente a Geometria Euclidiana, na qual o reconhecimento é

imediato.

O professor A1, na tentativa de “fechar” um tridngulo com trés angulos
retos, utilizou o modo de arrastar orientado, pois manipulou pontos do
diagrama para dar uma forma particular, como referido na linha 13 “temos que

mexer um pouco para fazer ter outro 13",

Depois de verificarem que ndo existe triangulo com a soma das medidas
dos angulos internos maior que 180° na Geometria Hiperbdlica, os professores
construiram a mediatriz de um lado do tridngulo e verificaram se realmente o
ponto de interseccdo era o ponto médio, medindo os segmentos. Depois,
criaram um ponto na mediatriz e verificaram se este era equidistante dos
extremos do segmento. Estavam verificando se o conceito de mediatriz era o
mesmo da Geometria Euclidiana, pois talvez nao tivessem percebido que a
proposi¢cao da mediatriz estd na geometria absoluta.

E possivel também que quisessem “testar” a coeréncia do modelo, pois
visualmente ndo é possivel perceber a igualdade das medidas. Neste
momento, os professores utilizaram o modo de “arrastar em linha” pois, com o
intuito de validar experimentalmente uma propriedade, criaram novos pontos na
trajetéria ou posicdo que mantém a regularidade da figura. Podemos dizer

também que, nessa passagem, ocorre uma transicao entre os campos grafico-
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espacial e tedrico. Pode ter ocorrido um problema entre os dominios T e SG,
na medida em que a representacdo SG do objeto interfere na interpretacao

dada em termos de T.

Os professores optaram, na construgdo seguinte, por encontrar o
baricentro de um tridngulo hiperbdlico e verificar uma propriedade valida na
Geometria Euclidiana - o ponto de intersec¢do das medianas divide cada uma
delas na razdo 2 para 1, a partir do vértice. Os professores construiram o
triangulo e as medianas com o auxilio das primitivas geométricas do menu
hiperbdlico — “triangulo-h” e “ponto médio-h” — depois nomearam B o encontro
das medianas, conforme figura abaixo e calcularam as medidas dos
segmentos, verificando que a razdo ndo € 2 para 1. Acharam que havia alguma
coisa errada, apagaram tudo e construiram novamente. Chegaram a conclusao

de que essa propriedade nao é valida na Geometria Hiperbdlica.

1,79:0,38= 4.69

Figura 4.1: Propriedade do baricentro - construcio feita pela dupla A

Podemos perceber que os professores relacionaram a Geometria
Hiperbdlica com a Euclidiana a todo o momento, pois pretendiam verificar se
algumas propriedades conhecidas na Geometria Euclidiana também eram
védlidas na Geometria Hiperbdlica e, ao mesmo tempo, quando se confrontavam
com um resultado ndo esperado, acreditavam que suas construgdes estavam
incorretas. Acreditamos que, neste momento, ocorre um problema interno ao

dominio tedrico, pois os professores estdao entrando em contato com um novo
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modelo (Geometria Hiperbdlica), mas muito relacionado com o campo teérico ja
conhecido por eles (Geometria Euclidiana). Este problema interno T influencia
a transicdo para o campo SG, pois a representacdo SG do objeto ndo €

interpretada da mesma forma em termos de T.

A dupla B, por sua vez, optou por comegar a explorar o menu hiperbdlico
construindo um tridngulo retangulo. Na sequéncia, construiram as bissetrizes
dos angulos do tridngulo para verificarem se elas se interceptavam num

mesmo ponto. Salvaram a figura e decidiram explorar o compasso hiperbdlico.

Os professores B1 e B2 criaram dois pontos no interior do horizonte e
transferiram a medida da distancia entre estes dois pontos para um outro ponto
com o compasso hiperbdlico, o que resulta em uma circunferéncia hiperbdlica.

A seguir, transcrevemos a discussao:

B1: Isso aqui é o centro da circunferéncia...olha la...(Manipulando a circunferéncia)...

B1: Entdo...numa circunferéncia hiperbdlica...a definicido seria a mesma...a distdncia do
centro a qualquer ponto dela se mantém...mas so6 que...

B2: Aquela nossa impressao de que o centro deve estar no centro, no ta...

B2: Por conta de que a distancia é...¢ um arco, né?

B1: Logaritmo, né?

B2: Isso, um logaritmo...

B1: Que bonitinho...essa aqui é uma circunferéncia hiperbdlica...com aquele raio la de
1,56...(se referindo a distancia dos dois pontos que criaram inicialmente)

[\l

NSO A®

Quadro 4.2: Transcri¢iio do didlogo da dupla B referente a primeira atividade (1" sessdo)

No quadro acima, percebemos nitidamente a relagdo entre os campos T
e SG. Nas linhas 2 a 7 da discussao, encontramos interligacdes dos aspectos
espaciais do objeto geométrico (centro da circunferéncia hiperbdlica), com os
aspectos tedricos das geometrias (definicdo de circunferéncia e distancia
hiperbdlica).

Finalmente, a dupla C também optou por comecar a explorar o menu
tracando as bissetrizes dos angulos do triangulo do exercicio anterior. Acharam
0 ponto de encontro das bissetrizes - o incentro - e resolveram verificar se este
era o centro da circunferéncia inscrita no triangulo. Para isto, construiram a

circunferéncia inscrita no triangulo, fazendo a verificacao experimental.
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Depois destes procedimentos, decidiram construir um triangulo
equilatero pelo “método normal’, utilizando transferéncia de medida.
Construiram um segmento e duas circunferéncias com este segmento como
raio, sendo cada extremidade do segmento, o centro de cada circunferéncia.
Criaram o triangulo equilatero com o ponto de intersec¢do das circunferéncias.

No quadro abaixo, transcrevemos as discussdes entre C1 e C2:

C1: Ficou um tridngulo eqdilatero...vamos medir para ver se ele é eqliilatero ou nao?

C2: Vamos...ndo da a impressao que este lado é maior?

C2: Isso nao é um tridngulo equilatero...Vamos medir...(mediram os lados do tridngulo e
comecgaram a rir quando viram que estes eram iguais)

C2: Nossa...o que é isso...

C1: Vai ver que o In do AU sobre 0 AV ...é o mesmo...

C2: Visualmente néo é...

C1: Como mede a distancia? O In do AU sobre BV, tudo sobre BU sobre AV...quem era
longe fica primeiro, afi troca...olha que legal...

8. C2: Vamos fazer a mediatriz desse segmento?

9. C1:Vamos...olha que legal...

10. C2: E, vai ter que coincidir com a bissetriz...

11. C1: Vamos passear com eles...(manipulando o tridngulo)

12. C2: Ai que lindo o tridngulo eqdilatero...

13. C2: Vamos trabalhar com o simétrico?

14. C1: Ndo vai dar tempo...amanha a gente continua...

W~

N OA

Quadro 4.3: Transcri¢io do didlogo da dupla C referente a primeira atividade (1* sessiio)

Nas passagens de 1 a 4 do quadro acima, percebemos que a
interpretacdo imediata do fenémeno espacial (triangulo-h equilatero) em termos
geométricos foi influenciada pela representagcdo SG, o que fez com que os
professores constantemente verificassem suas préprias construgcdes: mesmo
utilizando duas circunferéncias de mesmo raio, eles mediram os lados para
validar a construgéo. Enquanto ocorre 0 movimento continuo entre os dominios
T e SG, podemos dizer que no nivel tedrico, os professores relacionam sempre
a Geometria Hiperbdlica com a euclidiana. Nas linhas 5 a 7, ocorre uma
interpretacdo da entidade SG em termos de T para justificar a representacao
SG do objeto hiperbdlico. Nesse momento, os professores utilizaram um modo
de “arrastar teste”, pois movimentaram o tridngulo a fim de verificar se a

propriedade desejada era mantida (linhas 11 e 12).

Os professores da dupla C fecharam o Cabri e ndo salvaram as figuras.
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4.3 Resultados da segunda sessao

4.3.1 Atividade 1

Na segunda sessdo, os professores trabalharam com atividades de
exploracdo no modelo de disco de Poincaré. A primeira delas propde a
verificacdo da validade de algumas proposicoes, validas na Geometria

Euclidiana, na Geometria Hiperbdlica.

Dupla A

Os professores da dupla A comecaram a ler o enunciado e
apresentaram uma resposta imediata para a primeira proposicao sobre a soma
das medidas dos angulos internos de um tridngulo, pois tinham verificado
experimentalmente (por meio de medida de angulo) na sessao anterior, quando
estavam explorando o menu hiperbdlico. Segundo suas colocagdes, eles
tinham apenas a justificativa experimental, e comecaram a pensar como
poderiam justificar teoricamente. O professor A1 comecgou a construir um
triangulo retangulo usando duas retas didmetros no intuito de formular alguma
hipétese. Neste momento, ele utilizou o0 modo de “arrastar vagamente”, com a
intencdo de descobrir configuragbes interessantes. A seguir transcrevemos as

discussoes entre A1 e A2:

1. Al: Porque que a soma desses angulos vai ser menor que 180°?

A1: Toda e qualquer reta aqui, é um arco que é perpendicular...

A2: Eu penso assim, a soma é sempre menor que 180°, por que os angulos sio...0s

angulos alternos internos ndo sdo... por duas paralelas eles ndo sdo congruentes... porque

ndo vale o quinto postulado... portanto... é...

A1: Os angulos alternos internos nao sao congruentes... (Siléncio)

A1: porque os angulos alternos internos ndo sdo congruentes? Porque as retas paralelas...

A2: Porque ndo vale o quinto postulado, né? Entao esse dngulo ndo é congruente a esse...

A2: Eu acho que talvez par justificar, ou demonstrar, a gente precisava de mais

elementos...

A1: Perai...Eu tenho uma circunferéncia aqui...que é a circunferéncia que me da este arco

aqui... que é uma reta...o raio dela, neste ponto aqui, é perpendicular a este, certo?

9. A2: Certo...

10. A1: Isso é a unica coisa que a construgdo fez, entdo tem que ter alguma coisa relacionado
a isso, ndo? Vamos pensatr...

11. A1: Ai eu vou tracar uma tangente...nesse ponto pra poder medir o 4ngulo, certo? Agora eu
ndo quero mais este...eu quero um qualquer pra eu poder pensar direito...(se referindo ao
tridngulo retangulo) (Construiram um tridngulo qualquer e acharam as medidas dos
angulos internos) .

12. A1: Pra medir esse dngulo, eu preciso medir o dngulo entre as tangentes...

N O R @

®
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13. A2: Por mim...eu faria...€ I6gico ndo vale esse teorema, mas eu queria saber...eu preciso
tracar uma paralela a esta reta por aqui...eu queria ver a soma dos angulos externos do
tridngulo...fazer uma experimentagao...

14. A1: Mas vai mudar...porque eu tenho um monte de paralelas...

15. A2: Paralela a essa por esse ponto...

16. A1: Entéo...

17. A2: Tem duas paralelas, no é isso...pelo menos...

18. A1: Pelo menos...Oh, essa é paralela, essa é paralela, essa é paralela...cada uma delas vai
ter um angulo diferente em relagdo a esse lado e aquele lado, ndo vai?

19. A2: Vai. (Mediram os angulos e viram que realmente sao diferentes.).

[..]

20. A2: Como n&o vale o teorema das paralelas, ndo se pode ter a soma das medidas dos

angulos iguais a 180°, porque nao usa o quinto postulado.

Quadro 4.4: Transcricio da dupla A referente a proposicio 1 da atividade 1 (2% sessdo)
¢ p Proposi¢

Na tentativa de justificar que a soma das medidas dos angulos de um
triangulo hiperbolico é menor que 1802, os professores transitaram nos niveis T
e SG, tanto da Geometria Euclidiana, quanto da hiperbélica. Mesmo tendo sido
apresentado como um enunciado equivalente ao quinto postulado de Euclides,
os professores nao atentaram, no inicio, para este fato, e tentaram justificar
geometricamente. O professor A2 expressa, desde o inicio, que nao vale o
quinto postulado (linhas 3, 6, 13 e 21), no entanto, o professor A1 acreditava
que precisavam argumentar mais, € buscou uma justificativa na criacdo dos
angulos do triangulo, tangentes as retas-h (linhas 7 a 12). Podemos dizer que
os professores utilizaram o modo de “arrastar teste” para verificar a
regularidade das propriedades, uma vez que estavam tentando construir uma
justificativa. Apdés esse tipo de  manipulagdo, “reconfirmaram”
experimentalmente que a soma das medidas dos angulos ndo atinge 180° |,

chegando a resposta abaixo reproduzida.

1) Falso.

Pensamentos...

- dngulos alternos internos ndo sdo congruentes

- como n&o vale o teorema das paralelas, ndo se pode ter soma de medidas de dngulos igual a

180° (usa o quinto axioma para demonstrar)

Quadro 4.5: Resposta da dupla A a proposicao 1 da atividade 1

Os professores da dupla A nao ficaram satisfeitos e buscaram pensar
em uma outra resposta para essa questao. Decidiram, entdo, continuar com as
atividades. Passaram a leitura da segunda proposicao relativa aos angulos
num tridngulo isosceles.
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1. A1: Mas se a soma dos dngulos néo é 180°...
2. A2: Mas eles podem ser congruentes...Eu acho que s&o...
3. A1: Vamos ver...Como faz um tridngulo isésceles aqui?

Quadro 4.6: Transcri¢io da dupla A referente a proposicao 2 da atividade 1 (2* sessio)

Os professores, no nivel tedrico, comegaram a conjecturar sobre a
proposicdo em questdao (linhas 1 e 2) e, como previsto, relacionaram

imediatamente com o resultado visto anteriormente (linha 1).

Os professores construiram dois triangulos isosceles, usando primeiro a
ferramenta compasso e, depois, a ferramenta simetria. A fim de verificarem se
as duas construgbes eram validas, mediram primeiramente os lados, e depois

os angulos, concluindo pela validagao da proposicao.

1. A1: Por que é verdadeira?

2. A2: Porque... pra mim é assim... ndo entrou o quinto axioma, tudo que vale na outra
geometria vale nessa.

3. A1:Ta

4. A2:Néoe?

5. Al: E...e ndo tem o quinto axioma nessa, entao?

6. A2: N&o.

[-]

7. Al: Eu achei que essa é uma boa desculpa, mas eu queria pensar em outras coisas pra
Jjustificar, entendeu?

8. A2: O qué? Do primeiro ou do segundo?

9. A1: Pra qualquer um deles...€ muito facil...eu vou la agora e fago assim...esse usa, esse
ndo usa, esse usa, esse ndo usa...E verdade...

10. A2: A gente pode demonstrar usando a outra geometria.

11. A1: Néo, ndo é isso...Essa é uma justificativa verdadeira e perfeita, s0 que eu queria
pensar em outras coisas entendeu?

12. A2: Certo...ta bom...

13. A1: Por que sendo nos vamos brincar aqui...essa usa o quinto postulado...

14. A2: E mas ai tem algumas coisas que entra a questao da paralela, ai ndo pode...Isso ndo é
Jjustificativa...

15. A1: Entendi...

16. A2: A justificativa é a mesma que agente utiliza na outra geometria e traz pra ca...

17. A1: Ta certo...

18. A2: Eu penso assim...todos os axiomas que ndo ferem o quinto axioma, se eu puder usar,
eu posso usar...

19. A1: Sim...

20. A2: Agora que nds ndo demonstramos...

Quadro 4.7: Transcricio da dupla A referente a proposicao 2 da atividade 1 (2° sessio)

Como vemos, a dupla A respondeu que o segundo teorema é verdadeiro
porque “0 que ndo entra o quinto axioma esta demonstrado’. O professor A2

percebeu que, nesta questdo, o quinto postulado néo € utilizado para provar a
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congruéncia dos angulos e que a justificativa teérica é a mesma da Geometria
Euclidiana e tentou explicar ao professor A1, que nao estava satisfeito com a
resposta. Neste momento, eles estavam trabalhando no campo tedrico,
relacionando a Geometria Euclidiana com a Geometria Hiperbdlica.
Acreditamos que a Geometria Hiperbdlica auxiliou uma “releitura” da
propriedade do tridngulo isésceles como independente do quinto postulado.
Ainda que superficialmente, pode-se observar que a dupla tem uma percepgao
no sentido das bases e organizagdo do modelo.

A dupla A passou para o proximo item (os angulos internos de um
triangulo equilatero medem 60°). Temos, a seguir, a transcricao das falas da
discussao entre eles.

A1: A soma dos angulos, se forem 60°, vai dar 180° entdo ndo pode...

A2: S&o congruentes mas ndo sdo 60°. Vamos construir um tridngulo eqdiilatero?
A1: Vamos...Ja vou por falso aqui porque ndo pode mesmo...

A2: Isso...

A1: E essa nés até ja arrumamos uma outra justificativa...

A2: Essa esta demonstrada, o que ndo esta demonstrada é a primeira...
A1: E...(risos)

NO oA WN =

Quadro 4.8: Transcricio da dupla A referente a proposicao 3 da atividade 1 (2° sessiio)

A dupla A construiu um tridngulo equilatero usando um segmento e duas
circunferéncias. Mediram os angulos internos e verificaram que realmente eram
congruentes, mas ndo de medida 60°. Realizaram esta construgdo no Cabri
para verificar experimentalmente, no campo SG, passando a justificar no
campo tedrico. Nesse caso, utilizaram somente o modo de “arrastar teste”. No

papel, escreveram a justificativa conforme segue abaixo.

3) Falso
Como a soma das medidas dos dngulos internos € menor que 180°, os angulos

internos de um tridngulo equilatero sdo congruentes, porém tem medida menor que 60°.

Quadro 4.9: Resposta da dupla A a proposicio 3 da atividade 1
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Figura 4.2: Triangulo-h equilatero - dupla A

Passaram, entdo, a andlise do teorema de Pitdgoras. Eles construiram
um tridngulo retdngulo, mediram os catetos e a hipotenusa. Com o auxilio da
calculadora obtiveram o quadrado da hipotenusa, e a soma dos quadrados dos
catetos. Verificaram que ndo é valido o teorema de Pitdgoras na Geometria
Hiperbdlica.

(2.22)%(2,22) + [1.87)(1,87) = 8,42
(2.55)*(2,55) = 6,50

Figura 4.3: Verificacdo do Teorema de Pitagoras - dupla A

A partir dai, os professores A1 e A2 empreenderam a discussao que
segue:

1. A2: E...e faz sentido né...

2. Aft: Distancia...cadé a distancia, cadé a métrica...

3. (A1 procura as anotagbes feitas durante a apresentacdo da pesquisadora na primeira
sessdo, onde foi explicado como é definida a distancia na Geometria Hiperbdlica)

4. A1: A métrica é com logaritmo, certo?
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A2: Certo...

A1: E o médulo do logaritmo de qualquer coisa...Ent&o...

(A1 comeca a escrever)

A1: Ln de qualquer coisa que eu vou chamar de a, ao quadrado, mais Ln de qualquer

coisa, que eu vou chamar de b, ao quadrado...tem que ser o qué??? O Ln de qualquer

coisa que eu vou chamar de ¢, ao quadrado....

9. A2: Vé quanto que € isso, e prova que ndo € In de c...

10. A1:Isso...Isso aqui seria dois Ln de a, mais dois Ln de b, que seria dois Ln de c...certo?

11. A1: Isso quer dizer que a soma...o In de a, mais In de b é igual a In de c. Pra ser verdade o
teorema...a soma de dois lados é igual ao terceiro lado...certo?

12. A2: Mas é que esse a néo é o lado...€é uma distancia...mas n&o é o lado...

13. A1: 0 a ndo é o lado, mas o In de a € o lado...A soma de dois lados tinha que ser igual ao
terceiro. A soma de dois lados ser igual ao terceiro, ndo faz triangulo.

14. A2: E veja bem...o resultado da sempre menor né?

15. A1: N&o...esse aqui é o resultado...Ndo necessariamente... pode ser maior ou menor...
(manipulam a figura)

16. A2: Sera que tem algum caso que ¢ igual?

17.A1: N&o, é absurdo...

NSO

Quadro 4.10: Transcricio da dupla A referente a proposicao 4 da atividade 1 (2* sessio)

Assim, a resposta final dessa dupla aparece abaixo reproduzida.

4) Falso

Ina® +Inb’=Inc®
2ina+2Inb=2Inc
Ina+inb=Inc

0 que é absurdo (a soma de dois lados ser igual ao terceiro)

Quadro 4.11: Resposta da dupla A a proposicao 4 da atividade 1

Nesse caso, o Cabri foi utilizado para explorar uma situacao, favorecer a
elaboracdo de conjecturas e validar experimentalmente. Novamente foi
utilizado o modo de “arrastar teste”. Os professores, depois de verificarem
experimentalmente a partir de uma representacdo SG do objeto, passaram
para o nivel tedrico buscando justificar o resultado obtido empiricamente. O
didlogo acima mostra que os professores recorreram a métrica do modelo de
disco de Poincaré com o intuito de justificar a ndo validade do teorema de
Pitagoras na Geometria Hiperbdlica (linhas 4 a 13). Os professores nao fizeram
alusao ao ou qualquer relacdo com o quinto postulado de Euclides, centrando-

se na distancia.

Para verificar a validade do quinto item (todo tridngulo inscrito numa
semicircunferéncia € retdngulo), os professores construiram uma

circunferéncia, acharam seu diametro e construiram um tridngulo inscrito em
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uma das semicircunferéncias. Mediram o angulo e verificaram que ele nao é

reto. Conforme lemos abaixo, a discussao assim se procedeu:

1. A1: Olha que engragado...o menor...€ 38...

2. A2: Ah, tem um angulo que vc achou menor ai???

3. Al: E olha...vocé passa daqui...38, 39, 40, ...até quase 90, vocé vem, 39...

4. AZ2: Sera que tem uma reta perpendicular que passa pelo menor dngulo...A minha hipdtese
é... SO pra brincar um pouco...

5. Af1:Vamos...

6. A2: Traga uma perpendicular a essa reta por esse ponto, que € o centro da circunferéncia...

7. A1: Uma perpendicular aqui?

8. A2:E...é no mesmo ponto...

9. A1: E no mesmo lugar que faz um triangulo isésceles....

1b. A2: E isso...
11. A1: Bom, agora temos que justificar...

Quadro 4.12: Transcri¢io da dupla A referente a proposicio 5 da atividade 1 (2" sessio)

Os professores, experimentalmente, verificaram que a proposi¢cao nao é
valida na Geometria Hiperbdlica €, no momento em que estavam manipulando
o vértice do triangulo sobre a semicircunferéncia, perceberam que o angulo nao
€ constante, que ele assume um valor minimo em um determinado ponto, e
que este valor aumenta quando o vértice se afasta deste “ponto” (linhas 1 a 3).
Neste momento, a manipulagdo pode ser caracterizada como um modo de
“arrastar em lugar mole”, uma vez que, embora 0 ponto esteja sobre a
circunferéncia, o que os professores desejam observar € posicdo (ou as
posicdes) para as quais o angulo € minimo. O professor A2, conjecturou que
neste ponto passaria a reta perpendicular ao diametro que também passa pelo
centro da circunferéncia (mediatriz do lado AB). Para verificar sua hipétese, ele
criou essa perpendicular. Nesse momento, ele utilizou o modo de “arrastar
ligado” (linhas 4 a 8). Os professores verificaram que o menor angulo inscrito €

formado a partir da obtencao de um tridngulo isésceles.

Percebemos uma relacdo entre os niveis teoérico e espago-grafico, uma
vez que a dupla interpretou a representacdo SG em termos de T. A figura
abaixo mostra a construgdo dos professores da dupla A. O ponto A é o vértice
do tridngulo inscrito que construiram inicialmente, e o ponto A’ é o vértice do
triangulo isésceles que obtiveram pelas suas exploragbes para obter um

triangulo com menor angulo inscrito.
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Figura 4.4: Triangulo inscrito numa semicircunferéncia - dupla A

Para justificar teoricamente a n&do validade do referido teorema na
Geometria Hiperbdlica, os professores relacionaram, novamente, a Geometria
Euclidiana com a hiperbdlica, e mais uma vez ndo citaram o quinto postulado

em sua justificativa, como mostra o quadro abaixo.

5) Falsa.

Na Geometria Euclidiana, o dngulo central B € o dobro do dngulo “inscrito”, no caso
m(pB) = 180°, o inscrito é 90°.

Na geometria ndo euclidiana, a medida do dngulo é medida pelas retas tangentes aos
arcos que sdo retas hiperbdlicas. Essas tangentes ndo interceptam a circunferéncia nos

extremos do didmetro. Logo, o dngulo ndo pode ser metade de 180°.

Quadro 4.13: Resposta da dupla A a proposicao 5 da atividade 1

Os professores construiram um tridngulo qualquer para verificar se era
possivel inscrever uma circunferéncia em qualquer tridngulo dado. Para tanto,
construiram, entédo, as bissetrizes dos angulos desse triangulo e determinaram
o incentro, como interseccéo delas. Tragaram uma perpendicular do incentro a
qualquer um dos lados do triangulo para achar o raio da circunferéncia inscrita
e criaram a circunferéncia. Manipularam e verificaram que era verdadeiro,

conforme transcricdo descrita abaixo.

1. A1: Por qué é verdadeiro?(siléncio)
2. A1: A gente consegue fazer porque tudo é valido...
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3. A2:E.

4. A1: A gente tem...bissetriz, elas se interceptam...

5. A2; Eu no vejo razao de ndo poder...

6. AT:agora porque que aquele ponto Ia, também o centro da circunferéncia inscrita?

7. A2:Isso ndo pode mudar...

8. Al: Por que a bissetriz divide o dngulo em dois angulos congruentes e a distancia de
qualquer ponto da bissetriz até o lado...

9. A2: Bissetriz até o lado...

10. A1: A distancia desse ponto da bissetriz até um lado do tridngulo, é igual a distancia
desse mesmo ponto até o outro lado...

11. A2: Isso...

12. A1: A bissetriz ndo pode mudar de definig&o...

13. A2: Ndo...sabe quando tem problema? Sé vai ter problema quando tem as restricbes das
medidas...quando envolve a questao dos valores...

14. A1: Pode ser...

15. A2: Pode ver...o Pitagoras néo vale, ndo vale a soma 180 graus...mas o resto tudo vale...o
tridngulo isésceles tem dois lados congruentes, e 0s lados opostos a esses lados sao
congruentes...certo? Nao tem problema quanto a isso....Acho que a questao pega quando
fala a questao da medida, né ??

16. A1: Eu acho que n&o...Eu ndo acho que o problema é a medida...por que aqui a gente ta
usando, por exemplo, a medida, a distdncia de um ponto até um dos lados...

17. A2: Quando a afirmagdo fala...que nem o teorema de Pitdagoras...fala que esse ao
quadrado, mais esse ai quadrado € igual a esse ao quadrado, ndo vale...o dngulo de 90
graus néo vale...n&o sei se € a questdo da medida...mas € uma...

18. A1: E assim...nessa histdria do teorema de Pitagoras é por que a métrica que foi feita, ela
n&o ...como fala? A métrica ndo comporta essa propriedade?

19. A2: Isso...ela ndo comporta essa propriedade...

20. A1:A distancia de um ponto pertencente...

21. A2: por que ela foi definida pelo logaritmo de um quociente, la...aquele quociente grandéo...

Quadro 4.14: Transcricio da dupla A referente a proposicao 6 da atividade 1 (2* sessio)

Nas linhas 2 a 12, os professores tentaram justificar a validade do
teorema na Geometria Hiperbdlica pela construgdo que fizeram e pelas
definicbes dos objetos geomeétricos envolvidos. Eles relacionaram os campos
teérico e espago-grafico, quando interpretaram em termos de T as
representagdes SG dos objetos. Nas passagens 13 a 21 do dialogo,
percebemos que eles estavam relacionando as duas geometrias e fazendo
conjecturas sobre a validade das proposicées na Geometria Hiperbdlica,
trabalhando, portanto, no campo teorico. Os professores ndao conseguiram

justificar teoricamente a validade do teorema, e escreveram a resposta abaixo.

6) Verdadeiro

Bissetrizes—ndo mudou de definicdo (distancias de um ponto pertencente a bissetriz,
aos lados do tridngulo sdo iguais)

Se interceptam

Quadro 4.15: Resposta da dupla A a proposicao 6 da atividade 1
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No dltimo item dessa primeira atividade, referente ao ponto de
interseccao das medianas, os professores dessa dupla tinham verificado na
primeira sessdo que ndo era valido na Geometria Hiperbdlica e, portanto, ndo
fizeram novamente a construcdo, apenas discutiram a justificativa conforme o

trecho abaixo.

1. A1: O ponto de intersecgdo das medianas, divide cada uma delas na razdo dois pra um, a
partir de um vértice, nés ja vimos ontem que é falsa...(Lendo o dltimo teorema da atividade
7)

A2: Isso...

(Siléncio)

A1: Por que? Precisamos pensar na justificativa...

A2:A minha hipotese...

A1: E justamente por causa da métrica...ai vem a sua coisa da métrica...ndo é ndo?

A2: E...é da métrica...as distancias, falam que sdo iguais...se vocé medir...ndo é...é
verdade...o mesmo argumento que vocé usou la no logaritmo...

A1: Deve ter qualquer coisa na métrica que impecga...pronto...

A2: A demonstragdo na geometria plana, da razdo 2 pra 1, ndo é que € complicado, mas é
uma demonstragdo meio trabalhosa...mostrar pra um triangulo, mostrar pra outro...agora
ai...a questdo ndo vai valer por causa da questdo do logaritmo, da propriedade do
logaritmo...

10. A1: Ok...vamos para outra...

NGO AWM
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Quadro 4.16: Transcricio da dupla A referente a proposicio 7 da atividade 1 (2* sessio)

Os professores continuaram a discussao que estavam fazendo para
justificar a proposicao anterior. O professor A2 chegou a citar, na linha 9, que a
demonstragdo na geometria plana nao é complicada, mas ndo comentou que
nesta demonstragdo o quinto postulado € indiretamente utilizado, e por isto, o
teorema ndo é valido na Geometria Hiperbdlica. Os professores concluiram
que o problema estava nas propriedades do logaritmo, e formularam a seguinte
resposta.

7) Falso
Deve ter qualquer coisa na métrica.

Quadro 4.17: Resposta da dupla A a proposicio 7 da atividade 1

Dupla B

Os professores da dupla B leram o enunciado do primeiro teorema e

automaticamente afirmaram ser falso. Em seguida, construiram um triangulo
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qualquer e mediram a soma dos angulos internos desse triangulo. Manipularam

o triangulo para verificar se a soma permanecia menor que 180°.

~

B1: Aqui ta pedindo pra justificar...Agora pra justificar...pra mim teria que estar
demonstrando. O que o Cabri vai me dar € uma comprovagéo de que ela é falsa.

B2:E...

B1: Entdo experimentalmente, usando a calculadora, a gente vé que isso é verdade...

B2: Que a soma néo é...

B1: Isso...que a soma é menor que 180°...

B2: A nossa concluséo seria...(comega a escrever a justificativa)

IRESHNSNIN

Quadro 4.18: Transcri¢iio da dupla B referente a proposicio 1 da atividade 1 (2* sessdo)

Os professores dessa dupla optaram por escrever a justificativa na

propria tela do Cabri, usando a ferramenta “comentérios”.

Résultat : 0,87

a soma € Sempre
menor que 1807,
comprovado
experimentalmente
no Cabri.

Figura 4.5: Soma das medidas dos Angulos internos de um tridngulo - dupla B

Nesta atividade, os professores da dupla B utilizaram somente o
“arrastar teste” para validar sua conjectura e verificar se a propriedade é
mantida. No dialogo entre a dupla (quadro 4.18), percebemos um desejo do
professor B1 em provar que a soma das medidas dos angulos internos de um
triangulo € menor que 180° na Geomdria Hiperbdlica, mas acabaram por
responder que este resultado foi comprovado experimentalmente. Neste
momento, os professores trabalharam no nivel grafico-espacial e também no
nivel tedrico, chegando, entretanto, a uma resposta, que foi dada somente em

termos SG.

A dupla B iniciou a leitura do segundo teorema, “em um tridngulo
isésceles, os dngulos da base sdo congruentes” e passaram a construir um
triangulo isosceles, tentaram usar translagdo de segmentos, mas o professor
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B2 propde usar simetria axial. Por fim, resolveram construir usando mediatriz.
Neste momento, percebemos uma relagdo muito grande com a Geometria
Euclidiana, e com os modos de construcdo dos objetos nessa Geometria. Eles
trabalharam relacionando os niveis tedrico e espaco-grafico, fazendo a
interpretacdo de um fendmeno, neste caso o conceito de mediatriz, em termos

geométricos.

Depois de construido o triangulo isésceles, eles mediram os lados
congruentes, para verificar se realmente sdo congruentes. Os professores
estdo transitando entre os campos tedrico e grafico-espacial, pois por
construcdo sabem que os lados sdo congruentes, uma vez que foi uma
representagdo dada em termos SG de uma definicdo em termos T. Como estao
trabalhando em um campo com que nao estdo muito familiarizados (Geometria

Hiperbdlica), ocorre esse tipo de problema envolvendo os dois dominios.

Por fim, mediram os angulos da base e verificaram que essas medidas
sdo congruentes. Manipularam a figura, utilizando o modo de arrastar teste, e

ja escreveram a justificativa no Cabri.

experimentalmente,vimos
que existe a mediatriz
que os angulosda base
sdo congruentes.

Figura 4.6: angulos da base de um triangulo isésceles - dupla B

Novamente, os professores da dupla B, justificam sua resposta somente
no campo SG. Neste momento, a observadora intervém perguntando se eles
podem dar alguma justificativa sem ser experimental, se baseando na

Geometria Euclidiana. Os professores disseram que precisariam pensar e
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verificar os postulados de Euclides, para ver quais utilizam o quinto o
postulado. Decidiram fazer todos experimentalmente e depois pensariam em

outra justificativa.

Passaram para o proximo teorema que diz que os angulos internos de
um triangulo equildtero medem 60°. Tentaram construir usando mediatriz, mas
o professor A1 sugeriu usar circunferéncias. Mais uma vez os professores se
referem a Geometria Euclidiana, pois a constru¢do “usual” de triangulo
equildtero nessa geometria € por meio de circunferéncias. Depois de

construido o tridngulo equilatero, eles medira os angulos internos.

1. B1: Os trés angulos séo iguais, mas obviamente, como a soma das medidas dos angulos
internos é menor que 180°, é menor que 60°, certo?

2. B2: Com certeza...

3. B1: Na minha cabecga era assim...eu acho que eles nao iam ser nem iguais, entendeu? Nao
€ nem ser 60°, mas € terem a mesma medida...eu tava achando que ndo ia nem
confirmar...

4. B2: Eu tava achando que iam ser iguais, uma vez que o isdsceles deu igual, entdo o
equiilatero teria que dar igual.

5. B1; Como na realidade, vocé tem arcos que aparentemente sdo menores e que tem a
mesma medida, neh?

6. B2:E..

7. B1: As trés medidas sdo iguais, mas obviamente ndo é 60°...

Quadro 4.19: Transcri¢iio da dupla B referente a proposicio 3 da atividade 1 (2* sessdo)

experimentalmente o
trifinqulo equilatero tem
os trés dngulos internos
de mesma medida,
menores que 60°

Figura 4.7: Angulos internos de um triangulo eqiiilatero- dupla B

No didlogo entre os professores da dupla B (quadro 4.19), percebemos
que eles tinham conjecturas diferentes. O professor B1, acreditava que os
angulos nao iam ser congruentes, e o professor B2, achava que seriam
congruentes, mas nao medindo 60°%, pois no teorema anterior, os angulos da
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base eram congruentes. Novamente, os professores justificam em termos SG,
e nao perceberam que os critérios de congruéncia fazem parte da Geometria
Absoluta.

Para verificar a validade do Teorema de Pitagoras, construiram um
triangulo retadngulo com um segmento e reta perpendicular. Mediram os lados
do tridngulo, calcularam o quadrado da hipotenusa e a soma dos quadrados
dos catetos. Verificaram que o teorema néo é valido na Geometria Hiperbdlica.
Consideraram a justificativa experimental vélida, porque como é falso, a

construc¢ao vale como contra exemplo.

Résultat : 8,14
Résultat : 6,14

nio vale
Pitagoras a
figura ja serve
como contra
exemplo.

Figura 4.8: Tridngulo retangulo - dupla B

Neste caso, os professores responderam em termos SG, colocando que
a representagdo é vdlida como contra-exemplo. Novamente os professores
dessa dupla ndo mencionam o quinto postulado de Euclides, nem se referiram

a Geometria Euclidiana.

O proximo teorema fala que todo triangulo inscrito numa
semicircunferéncia é retangulo. Os professores da dupla B criaram uma
circunferéncia e seu didmetro através da reta-h. Construiram o tridngulo inscrito
na semicircunferéncia, e mediram seu angulo. Verificam que esse teorema nao

é valido.
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nio &
retdingulo

Figura 4.9: Triangulo inscrito numa semicircunferéncia - dupla B

Os professores dessa dupla utilizaram o modo de “arrastar teste” para
verificar a regularidade das figuras e trabalham no nivel SG para justificar sua
resposta.

Para verificar se é possivel inscrever uma circunferéncia em qualquer
triangulo dado, comegaram construindo um tridngulo qualquer, suas bissetrizes
e acharam o incentro. Tragaram a perpendicular a um dos lados pelo incentro e
construiram a circunferéncia inscrita no triangulo. Manipularam e escreveram a

justificativa no Cabri.

//\ 3
@ experimentalmente

verificamos que
podemos inscrever uma
circunferéncia em
qualquer tridngulo dado.

R

Figura 4.10: Circunferéncia inscrita num tridngulo qualquer- dupla B
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Quando os professores da dupla B leram o dltimo teorema, ja afirmaram
que era falso, pois haviam conversado no dia anterior com os professores da
dupla A, e estes expuseram que, quando estavam explorando o menu
hiperbdlico na primeira sessao, verificaram que o ponto de interseccado das

medianas nao dividia cada uma delas na razdo 2 para 1.

A dupla B construiu, entdo, um tridngulo qualquer, suas medianas e
acharam o baricentro. Mediram as partes da mediana separadas pelo
baricentro e verificaram sua razao. Manipularam um pouco e escreveram a

conclusao no Cabri.

1.51
0,45

Resultado: 3,32

Chamando de baricentro o
ponto de encontro das
medianas de um triingulo. 0
baricentro ndo divide a
mediana na raz3o de 2 para 1.

Figura 4.11: Baricentro de um tridngulo - dupla A

No final de todas atividades dessa sessao, os professores da dupla B se
sentiram incomodados com o fato de justificarem somente experimentalmente
os resultados obtidos na atividade 1. Em momento algum falaram do quinto
postulado de Euclides, tentaram justificar relacionando com as demonstragoes
da Geometria Euclidiana e, como descrito acima, justificaram somente em

termos grafico-espaciais.

Os professores sentaram para discutir suas justificativas e, neste
momento, a sessao ja tinha sido encerrada, portanto, ndo estavam com as
construcoes feitas na tela do computador, e o didlogo ndo foi gravado. As
respostas escritas estdo no quadro 4.20.
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Atividade 1

Os teoremas 1,3,4,5 e 7 sao falsos. Ver contra-exemplo construido no Cabri. Todos
eles dependem da construgao de paralelas no sentido euclidiano para justifica-los.

O teorema 2 é verdadeiro pois o caso LAL de congruéncia de tridngulos é postulado.

O teorema 6 é verdadeiro pois vale a proposicdo de que todo ponto da bissetriz de um
angulo é equidistante aos lados desse angulo. O ponto de encontro das bissetrizes é o centro
da circunferéncia inscrita.

Quadro 4.20: Respostas da atividade 1 elaboradas pela dupla B

Analisando os resultados obtidos experimentalmente, os professores da
dupla B, trabalhando no campo teodrico, relacionando a Geometria Euclidiana
com a Geometria Hiperbodlica, perceberam que, para justificar a validade do
segundo teorema, teriam que utilizar o caso LAL, que é uma proposi¢cao da
Geometria Absoluta. Assim, para justificar o teorema 6, utilizariam a
proposi¢cdo de que todo ponto da bissetriz de um angulo € equidistante aos
lados desse angulo, o que também faz parte da Geometria Absoluta. Para
justificar os teoremas que nao sao validos na Geometria Hiperbdlica, os

professores colocaram que necessitariam do quinto postulado.

Dupla C

Os professores da dupla C comecaram a ler a atividade 1 e iniciaram a
construgdo do triangulo para verificar se a soma das medidas dos angulos
internos é 180°. Depois de construido o tridngulo, mediram os angulos
internos, transformaram as medidas em radianos e calcularam a soma.
Verificaram que a soma € menor que 180°, e o professor C1 disse
imediatamente que isso acontece por que existe a questdo das paralelas, e

comegam a discutir sobre isso.

1. C2: Como que a gente faz pra ver que é 180° ? E a questdo das paralelas, né? Vocé pensa
num angulo externo...

2. C1: e vc usa os dngulos alternos internos, que na GE...ah tah...como na GE s6 vai passar
uma paralela por um ponto fora da reta...o teorema dos &ngulos alternos internos é
baseado nesse teorema...

3. Cz2:é.

4. C1: como esse postulado nao vale pra GH, nés ndo poderemos usar esse postulado pra
provar isso...

5. C2: Sera que existe algum tridngulo que a soma dé 180° ?
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6. C1: Quanto menor for o tridngulo, por exemplo, se for aproximando esses pontos do centro
da circunferéncia, ai ele vai ficar dificil de enxergar, mas quanto menor for o tridngulo, mais
proximo do centro, vai se aproximando mais de 180°...

C2: Eu acho que 180° mesmo nunca...

C1: Ele teria que praticamente coincidir com o centro da circunferéncia...

C2: E...ndo tem como os trés passarem pela circunferéncia e formarem um tridngulo...

0. C1: Eu acho que a justificativa € essa...n6s provamos que vale 180° a soma dos agulos
internos com base no quinto postulado de Euclides, mas como ele ndo vale pra essa
geometria...

11. C2: O b...o que fala o b ? (mudando de teorema)

N

~©®

Quadro 4.21: Transcricio da dupla C referente a proposiciao 1 da atividade 1 (2% sessdo)
G p Proposic

Procurando uma justificativa para o fato da soma ser menor que 1802, os
professores transitaram nos niveis T e SG, relacionando a todo 0 momento a
Geometria Euclidiana com a Hiperbdlica. Procuraram na Geometria Euclidiana
a justificativa para a soma dos angulos internos ser 180° e verificaram que para
esta, utilizariam o quinto postulado de Euclides, portanto ndo poderiam provar
da mesma maneira (linhas 1 a 4). Utilizaram o modo de “arrastar teste” para
verificar se essa propriedade se mantém constante (linha 5), e acabaram
concluindo que, como o quinto postulado ndo é valido nessa geometria, a soma
das medidas dos angulos internos é menor que 180°. Os professores
perceberam que, quanto menor o triangulo e mais préximo do centro do plano

hiperbdlico, a soma se aproxima cada vez mais de 180°.

Figura 4.12: Soma das medidas dos angulos internos —dupla C

No primeiro tridngulo da figura 4.12, a soma das medidas dos angulos
internos é 69,5° e quando os professores aproximaram do centro do horizonte
os vertices do tridngulo, a soma aumentou para 173,5°.
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Os professores dessa dupla ndo escreveram a justificativa e passaram
para o segundo teorema desta atividade, onde deveriam verificar se os angulos

da base de um tridngulo is6sceles s&o congruentes.

Para construir um tridngulo isésceles, os professores criaram um
segmento e construiram sua mediatriz. Definido o triangulo is6sceles, mediram

os angulos da base, verificando sua congruéncia.

C1: Os angulos da base sdo congruentes...

C2: Agora vamos justificar...Como que a gente faz no...

C1: A mediatriz...se é a mesma definicdo de perpendicularismo...

C2: mediatriz...perpendicular no ponto médio...

C1: Entao aqui temos um dngulo de 90°...

C2: Interessante por que como a soma nao é mais 180°...

C1: Vamos medir isso aqui...(os dngulos formados pela mediatriz)

C2: Como que a gente prova que os angulos da base sdo congruentes na Geometria

Euclidiana?

9. C1: Considerando dois tridngulos e utilizando congruéncia de tridngulos...Eu sei que ele é
isosceles...

10. C2: Mas ai...

11. C1: eu tenho certeza que ele é isdsceles, por que nds fizemos foi construir a mediatriz...

12. C2: entao...eles tém um lado comum...

13. C1: dois lados congruentes...e como é mediatriz, esse lado é congruente a esse...

14. C2: temos trés...

15. C1: E LLL...entdo os dngulos correspondentes sdo congruentes...

16. C2: mas ndo é interessante o fato de que ndo é mais 180° ? Como a gente vai justificar?

17. C1: e se a gente medir os lados pra ver se vale os casos de congruéncia de tridngulos?...

18. C2: E se nds passarmos pros outros por que é tudo tridngulo e depois a gente volta pra
justificar...

19. C1: Vamos...

ONDIORA N

Quadro 4.22: Transcri¢io da dupla C referente a proposicio 2 da atividade 1 (2* sessio)

Os professores voltaram a Geometria Euclidiana para justificar a
congruéncia dos angulos, e verificaram que, nesta geometria, a justificativa &
feita utilizando congruéncia de triangulos. Nao conseguem perceber que 0s
casos de congruéncia sao validos também na Geometria Hiperbdlica, pois séo
proposi¢cdes da Geometria Absoluta. Neste momento, ocorre um problema
interno T, pois nao percebem que, na demonstragdo dos casos de congruéncia,
nao € utilizado o quinto postulado. Mesmo verificando que a mesma justificativa
seria valida na Geometria Hiperbodlica, nao conseguem fazer essa relacéao,

finalizando a atividade sem justificativas.
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Figura 4.13: Angulos da base de um tridngulo isésceles - dupla A

Em seguida, iniciaram a leitura do préximo teorema para verificar se os
angulos internos de um tridngulo equilatero medem 60°. Como esses
professores tinham construido esse triangulo na atividade do dia anterior, ndo
tiveram dificuldades na sua construcao e, antes de medir, o professor C2 diz
que os angulos nao serdao 60° e ao mesmo tempo congruentes. Depois de

medirem os angulos, e utilizarem o modo de “arrastar teste” verificaram que a
conjectura de C2 estava correta.

Figura 4.14: Tridngulo eqiiilatero - dupla C

C1:sdo menores que 60° porque a soma dos dngulos nao é 180°...

Quadro 4.23: Fala do professor C1 referente a proposicao 3 da atividade 1 (2* sessio)

Os professores dessa dupla ndo escreveram a justificativa e, para eles,
a fala do professor C1 ja seria uma justificativa.
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Para verificar se é valido o teorema de Pitagoras, construiram um

triangulo retangulo a partir de uma reta e uma perpendicular. Definiram o

triangulo reto e mediram os catetos e a hipotenusa. N&ao fizeram os célculos na

calculadora, mas ja perceberam que nao é valido por célculos mentais.

Figura 4.15: Triangulo retangulo - dupla C

Nwh=

NSO O

11.
12.
13.

14.
15.

16.

17.
18.

C1: O teorema de Pitagoras nao é valido...

C2: Por que? Vamos ver...

C1: Tudo isso a gente tem que basear pensando no quinto postulado...

C2: As manias que a gente tem que demonstrar né? (pega um papel e comega a
desenhar). Uma maneira é trabalhar o...

C1: com os dois tridngulos que se forma usando a altura...

C2: dois tridngulos que sao semelhantes....

C2 e C1 desenham na folha de papel a seguinte figura:

C1: Ah...mas aqui...ndo existem tridngulos semelhantes....quando eles tiverem a mesma
forma, eles sdo congruentes...ndo existem dois tridngulos semelhantes nessa
geometria...como esse aqui é provado por semelhanga de tridngulos...

C2: Porque?

. C1: Eu ndo sei por que...ndo sei te explicar...mas se tiver duas figuras com a mesma forma

elas vao ser igualzinhas...

C2: se a soma ndo é 180°, o fato de dois tridngulos...

C1: ndo existe uma medida exata pra soma dos dngulos internos de qualquer tridngulo...
C2: entdo nao se pode pensar em tridngulos semelhantes...mas é que ndo existe nenhum
tridangulo semelhante ao outro, ou vocé nao consegue identificar...

C1: Néo existem figuras...mas eu acho que a causa é essa...duas medidas podem ser...[...]
C1: Bom, uma das formas de justificar isso, € que na Geometria Euclidiana, a gente usaria
semelhancga de tridngulos, a semelhanga de tridngulos é baseada nas paralelas, né?

C2: Agora que outra...pensando nas outras formas de demonstrar Pitagoras...nas outras
300...(risos)

C1: e se nds construissemos...

C2: Vamos ver o outro...

Quadro 4.24: Transcricio da dupla C referente a proposicao 4 da atividade 1 (2* sessdo)
G P Proposic
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No dialogo acima, percebemos que os professores da dupla C,
novamente voltaram para a Geometria Euclidiana, transitando nos campos
tedrico e espaco-grafico. Depois de terem construido no Cabri a representacao
SG do objeto hiperbodlico, entraram no nivel T, relacionando a Geometria
Hiperbdlica com a Euclidiana, e passaram para o nivel SG construindo a
representacdo, no papel, do objeto euclidiano para conseguir formular uma
justificativa. Neste momento, eles estdo usando os dois dominios —o T e 0 SG
— constituindo um movimento continuo entre eles. Verificaram que na prova do
teorema de Pitagoras, na Geometria Euclidiana, utiliza-se semelhanca de
triangulos e que para provar a semelhanca, o quinto postulado é usado
indiretamente, portanto, ndo existem triangulos semelhantes na Geometria

Hiperbdlica. Assim, o teorema de Pitagoras néo é valido.

Os professores ndo escreveram nenhuma justificativa na folha de respostas e
passaram para o préximo teorema. Optamos por ndo colocar as analises feitas
dos ultimos teoremas da dupla C para ndo tornar este texto muito extenso e
repetitivo. A partir deste momento, decidimos também, colocar apenas as
interacdes e relagdes mais importantes e interessantes de cada dupla.

4.3.2 Atividade 2: Quadrilatero de Saccheri

A segunda atividade desta sessao apresenta a definicdo do quadrilatero
de Saccheri e solicita a construcdo desse quadrilatero no modelo do disco de
Poincaré. Perguntamos, entédo, aos professores o que poderiam observar sobre
os outros dois angulos, e pedimos que justificassem sua resposta.

Dupla A

Para construir o quadrilatero de Saccheri, A1 e A2 criaram um segmento
AB, construiram a reta perpendicular a AB que passa por A e outra
perpendicular que passa por B. A seguir, criaram um ponto D na reta
perpendicular que passa por A e transferiram a medida do segmento AD para a

perpendicular que passa por B com a ferramenta compasso, obtendo o ponto
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C. Ligaram os pontos C e D, formando o segmento CD, o lado do topo do
quadrilatero.

Neste momento os professores estdo trabalhando nos dois dominios, T
e SG, pois estdo produzindo uma representacdo SG de um objeto geométrico,
cuja definicao é dada em termos de T.

Em seguida, os professores utilizaram as medidas dos segmentos AD e
BC para verificar a congruéncia dos lados. O mesmo fizeram para os angulos D
e C do quadrilatero. Neste momento, estédo utilizando o modo de arrastar teste,
para verificar a regularidade da figura. A verificagdo foi positiva quanto a
congruéncia e, para tentar justificar, fizeram a soma das medidas dos angulos
internos do quadrilatero. Como eles ndo chegaram a uma justificativa,

passaram, entdo, para a ultima atividade.

e
: 21,6 °
Drgygro =
2,15
215 o0 o it 5
\ A
"'\-\.\_\_\_\_\_\_F

Figura 4.16: Quadrilatero de Saccheri - dupla A

Dupla B

Os professores da dupla B construiram o quadrilatero, mediram seus
angulos, fizeram a soma dos angulos internos. Manipularam e, baseados em
tal construgdo, e como eles préprios denominaram, fizeram uma justificativa
experimental. Os professores perceberam que os angulos sdo congruentes e
agudos, mas nao pensaram em justificar esse fato em termos de T. Os
professores trabalharam relacionando os dois dominios, mas a justificativa

ficou somente em termos SG.
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Resultado: 210,67 °

15.334122009 0s outros dois dngulos

sdo sempre
congruentes de

& 15,334122009 °

2,48 Al maneira que a soma
900 ° 1 dos quatro seja menor
e 90,00000000 ° que 360 graus. Ou
‘B seja, cada um deles

mede menos que 90
graus, ou ainda s3o
dngulos agudos.

Figura 4.17: Quadrilatero de Saccheri - dupla B

4.3.3 Atividade 3: Quadrilatero de Lambert

Dupla A

Depois de lerem o enunciado, os professores A1 e A2 comecaram a
construir o quadrilatero de Lambert. Criaram o segmento AB, tracaram uma
perpendicular a reta AB por A, criaram o ponto D sobre essa perpendicular, e
depois construiram uma perpendicular a reta AD pelo ponto D. Procederam a
manipulacées e chegaram a conclusdo de que nao é possivel construir um
quadrilatero de Lambert no modelo de disco de Poincaré. Na verdade, eles
estavam tentando fazer um quadrildtero com trés angulos retos e dois lados
congruentes. Depois que releram o enunciado, observaram que nao havia
necessidade dos lados serem congruentes, mas, mesmo assim, finalizaram por
nao apresentar uma construcdo. Na folha de respostas, expressaram somente
a impossibilidade de obter tal figura. Ndo tendo mais tempo para discussdes, a

sessao 2 foi encerrada.

Nesta atividade, podemos dizer que a representacdo SG do objeto nao
foi interpretada adequadamente em termos de T. Primeiro ocorreu um
problema interno ao dominio T, no qual os professores estavam tentando
construir o quadrilatero de Lambert, mas com base na constru¢do que fizeram
do quadrilatero de Saccheri. Portanto, quando foram relacionar os dois
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quadrilateros, perceberam que nado seria possivel a construcdo, pois 0s

angulos deveriam ser congruentes e agudos.

Depois que perceberam o problema, tentaram construir o quadrilatero de
Lambert. Mesmo verificando a existéncia do quadrilatero, por meio de uma
constru¢cao mole, colocaram como resposta a impossibilidade de construgao do
quadrilatero. Ocorreu um problema envolvendo os dominios T e SG.

Figura 4.18: Quadrilatero de Lambert - dupla A

Dupla B

Os professores da dupla B leram o enunciado da atividade 3 e
comecaram a construir o quadrilatero solicitado. Fizeram um segmento,
tracaram as retas perpendiculares nas extremidades do segmento. Criaram um
ponto sobre uma das perpendiculares e tragcaram outra perpendicular por este
ponto. A figura Cabri feita pela dupla B, correspondente a essa atividade, foi
corrompida e nao conseguimos recuperar. Infelizmente, nao temos a resposta
que os professores escreveram na tela do computador, mas o didlogo entre

eles esta transcrito no quadro abaixo.

~

B1: Nao tem intersecgdo...tai um contra exemplo...nem sempre é possivel...eu posso agora
movimentar e buscar essa intersecgao, concorda?

B2: E...tinha que ter a intersecgéo...

B1: Agora eu vou mexer...pode ser que eu consiga um quadrilatero...

B2: Trés retos e um qualquer...

B1: Trés retos e um qualquer que é menor que 90°...Mas tem um contra exemplo, entdo a
justificativa é a seguinte...

6. B1: (Escrevendo) Nem sempre é possivel tal construcao...

ISURSSNINN
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7. B2: Sabe por que? Se essa é perpendicular e aquela é perpendicular elas deveriam ser

paralelas...Vale essa propriedade...
8. B1: Elas sdo paralelas...Vale a propriedade...mas isso ndo garante que elas se

interceptam...

9. B2: Que aja intersecgdo das duas...pra...

10. B1: O que vc prefere? Eu vou por assim...(comega a escrever). Com a mobilidade do Cabri,
podemos até buscar uma posicdo em que tal possibilidade acontega...

11. B2: Ai vem aquele de Lambert...

12. B1: Vou mexer a figura e deixar no quadrilatero bonitinho...A existéncia do quadrilatero esta
ai...Ela s6 pediu a construcdo do quadrilatero de Lambert, construi, mas ndo é pra toda
posicao que vale...

Quadro 4.25: Transcricio da dupla B referente a atividade 3 (2° sessdo)

Os professores perceberam que o quadrilatero de Lambert existe nessa
geometria e, como eles mesmos disseram, a sua construcdo nao é valida para
toda posicdo. Eles utilizaram o “arrastar orientado”, manipularam para obter o
quadrilatero de Lambert, mas verificaram, pelo “arrastar teste”, que as
propriedades ndo sdo mantidas. Neste caso, eles ndo pensaram em uma outra

construcao para esse quadrilatero.

Dupla C

Os professores da dupla C ndo conseguiram realizar esta atividade por

falta de tempo.

4.4 Resultados da terceira sessao

Na terceira e Ultima sessao, os professores trabalharam com atividades
de construgdo no modelo de disco de Poincaré. Esta sessdo era composta por
cinco atividades. As atividades 1 e 2 sdo constru¢des euclidianas referentes a
transformagédo ‘inversao", que sera utilizada em constru¢bes no modelo
hiperbdlico do disco de Poincaré. Assim, elas deveriam ser realizadas com as
primitivas do menu euclidiano. As atividades 3, 4 e 5 sdo constru¢des que
devem ser consideradas no modelo do disco de Poincaré e utilizam tanto o

menu hiperbdlico quanto o euclidiano.

Dupla A

Atividade 1
1) a) Construa uma circunferéncia (C) de centro O e um ponto A fora dela.
b) Construa o segmento AO.
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c) Construa as retas tangentes a circunferéncia que passem pelo ponto A.

c) Ligue os pontos de tangéncia e nomeie B, a interseccdo desse segmento
com o segmento AO.

d) Investigar a relagdo métrica entre AO e BO.

Quadro 4.26: Atividade 1 da terceira sessao

Os professores da dupla A comegcaram a ler o enunciado da primeira
atividade e seguiram suas orienta¢gdes. Demoraram um pouco para lembrar a
construcdo de retas tangentes a uma circunferéncia. Depois de feita a
construcao, comegaram a verificar a relagcao métrica entre os segmentos AO e
BO.

Mediram os segmentos para verificar a relacdo métrica entre eles, mas
ndo chegaram a uma relagcdo. Depois, verificaram a existéncia de triangulos
retangulos, e comegaram a verificar as relacdes de semelhanga entre esses
triangulos. Os professores chegaram na relagdo R® = AO. BO. Nesta atividade,
os professores trabalharam nos niveis teérico e grafico-espacial referentes a
Geometria Euclidiana, relacionaram os dois e encontraram uma razao
geométrica para o que estavam observando em relagdo ao comportamento do

diagrama.

Comecaram a ler o enunciado da segunda atividade e fizeram a

construgcdo conforme as instrugdes.

Atividade 2

2) a) Construa uma circunferéncia (C) de centro O e um ponto A qualquer.

b) Construa a reta AO.

c) Construa a reta perpendicular ao segmento AO que passe por O, e nomeie
as intersecgdes dessa reta com a circunferéncia de C e D.

d) Construa a reta r, perpendicular a reta AC pelo ponto D.

e) Nomeie B a interseccao entre as retas r e AO.

g) Investigar a relacdo métrica entre AO e BO.

Quadro 4.27: Atividade 2 da terceira sessao
Os professores fizeram a construcdo pedida e se engajaram na seguinte
discusséo:

1. A1: Investigar a relagdo métrica entre AO e BO. De novo?..Vai ver que é a mesma
coisa...e ai? Aqui...um tava dentro e outro tava fora...
2. A2:E..
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3. A1:Agora...o problema é a gente enxergar a mesma coisa que tem la...isso aqui nao é reta
tangente...

4. A2: Por que tem que enxergar a mesma coisa que tem 14?

5. A1:Nao, ndo tem...eu s0 tava querendo saber se era...

6. A2:Ata...

7. A1: AO e OB...Bom, a reta r é perpendicular a essa...entdo tem um tridngulo retangulo aqui
e outro triangulo retangulo aqui.

8. A2: Vamos fazer a relagdo métrica pra ver se € a mesma...Vamos pegar AO, OB e a

medida do raio pra ver se vale...€ isso que vc queria ver? Pra ver se a relagao vale?

9. A1: E...medida do raio...

10. A2: Isso...a medida de AO e a medida de OB...

11. A1: E raiz quadrada de OA vezes OB, isso...

12. A2: Entdo vale...sua hip6tese tava mais que certa...

13. A1: N&o precisa fazer de novo...S6 uma coisa...aqui tem um tridngulo retangulo BEA e aqui
tem COA outro tridngulo retangulo. Como este angulo aqui é comum aos dois, esse daqui
vai ser igual aquele, eles sdo semelhantes, e vai sair tudo aquilo de novo...

Quadro 4.28: Transcricdo da dupla A referente a atividade 2 (3" sessdo)

No dialogo acima, percebemos uma forte influéncia da atividade
anterior. Os professores acreditavam que a relagdo seria a mesma e, antes de
investigar a razdo sobre o que estavam observando nesse novo diagrama,
decidiram verificar se a relacdo encontrada anteriormente era valida nessa
atividade. Somente apds a verificagao, relacionando os campos T e SG (linha

13),constaram a semelhanca dos triangulos que chegariam na mesma relacao.

Result: 3,15

Figura 4.19: Construcao do ponto inverso- dupla A

Antes de passarem para as outras atividades, os professores
verificaram que as atividades 1 e 2 correspondem a construcdo do ponto B,

inverso de A em relacdo a circunferéncia (C).
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Os professores comecgaram a ler o enunciado da atividade 3, parte a, e

fizeram a construcdo segundo as instrugoes.

3) Construindo retas no modelo do disco de Poincaré

a) reta passando por um ponto

Seja A um ponto qualquer no interior do horizonte h. Construa uma reta
hiperbdlica, que indicaremos por reta-h, passando por A. Para isso, considere
um ponto auxiliar P no horizonte h. A reta-h procurada deve passar por A e P.
Construa a mediatriz m de AP e, em seguida, obtenha a intersecgdo C de m
com a reta tangente ao horizonte que passa por P. Este ponto C é o centro da
circunferéncia ortogonal a h passando por A. (justificativa a cargo do leitor!).

Obtenha o lugar geométrico da circunferéncia construida quando P descreve h.
O que vocé pode observar? Fagca uma conjectura sobre a construcdo de
circunferéncias ortogonais a uma circunferéncia dada.

Quadro 4.29: Atividade 3(a) da terceira sessao

Depois da construgcdo e antes de obter o lugar geométrico da
circunferéncia construida, quando P descreve h, os professores dessa dupla

justificaram a construcao escrevendo:

Construimos duas circunferéncias ortogonais. Como o ponto C pertence a tangente

por P, entao o raio da circunferéncia construida é perpendicular ao raio OP (O é centro do h).

Quadro 4.30: Resposta da dupla A para a atividade 3 (a)

E logo em seguida empreenderam a seguinte discusséo:

A1: Lugar geométrico da circunferéncia...uau, o que sera que vai sair??

A2: Puxa ele com a molinha...

Al: Ta...cadé o castro? ...Fugiram com o rastro...ah, é trace...achei...

A1: Lugar geométrico da circunferéncia é um pouco estranho né?

A2: Sabe o que parece? Um campo magneético...carga aqui e carga aqui...

A1: Eu acho que isso parece um monte de circunferéncia...tem um monte de circunferéncia
e um monte de intersecgéo...

A2: Todas sdo circunferéncias...no ponto de vista da fisica, elas sdo cargas opostas...

A1: Aqui e aqui s&o cargas opostas?

A2: E...mas eu acho que néo é isso que ela quer saber...

0. A1: Ela vai, vira uma reta e volta...ta parecendo coisa de cénicas...ela vai pro infinito, passa
pro outro lado e volta...Mas ndo é por que é uma circunferéncia, mas o centro da
circunferéncia, vai pro infinito, vira reta e voltou...

onkwn~
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Quadro 4.31: Transcricio da dupla A referente a atividade 3 (b) (3" sessio)

Depois de muita discussao, tentando interpretar o fenémeno espacial
em termos geométricos, transitando nos niveis T e SG, ndo chegaram ao

resultado esperado. Neste momento, o observador dessa dupla interferiu e
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perguntou aos professores 0 que pode significar o outro ponto, pensando em
circunferéncias ortogonais. Comecaram a discutir sobre o ponto e verificaram
que esse outro ponto é alinhado com A e O (centro do horizonte). Em seguida,
relacionando os dominios T e SG, conjecturaram que é o ponto inverso de A.
Construiram o inverso de A, usando o modo de “arrastar ligado” e verificaram

com o modo de “arrastar teste” que estavam certos.

Os professores da dupla A, chegaram a conclusdo de que “As
circunferéncias ortogonais passam por A, P e o ponto inverso de A em relagdo

a circunferéncia C’.

Passaram para a proxima etapa da atividade 3, onde deveriam
construir uma macro-construgdo de uma reta hiperbdlica no modelo de disco de

Poincaré.

Comecaram construindo o horizonte, criaram os pontos X e Y

interiores ao horizonte. E comegaram a discutir:

A2: Agora vamos achar uma circunferéncia ortogonal a essa, ndo € isso?

At:lsso...

A2: A circunferéncia ortogonal, passa pelo ponto...

A1: Ela tem que passar pelo X e pelo inverso do X...

A2: Isso...

A1: X linha...a circunferéncia tem que passar por esses dois e pelo Y...

A2: Isso...

A1: Agora pra achar o centro dela...posso achar pelas mediatrizes?

A2: Pode...

10. A1: Vou achar pelas mediatrizes...Pronto...agora tem que fazer a macro...

11. A2: Pontos iniciais...

12. A1: X e Y...pontos finais...temos que achar o arco, ndo achamos o arco...
(criaram o arco)

13. A2: Objetos iniciais...objetos finais...o arco...

14. A1: Por que ndo deu certo? Vamos fazer de novo...

15. A2: Ndousao X’ ?

16. A1: Ndo...ndo é possivel que nao é consistente a macro...vamos fazer de novo...

17. A2: S6 os iniciais e finais?

18. A1: S6...

19. A2: Eu acho que tem que colocar o horizonte...vocé colocou:

20. A1: Sera que é isso? Objetos iniciais, esse ponto, esse ponto e o horizonte...objetos finais,
esse arco...Nossa...era isso mesmo...vamos testar....

21. A2: Parabéns...

22. A1: Vocé sentiu alguma dificuldade...(lendo o resto do enunciado) Nao...nés sentimos Ia...

23. A2: Sentimos I4...aqui n&o...

OCONDIOALNM =

Quadro 4.32: Transcricio da dupla A referente a atividade 3 (b) (3" sessio)
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Figura 4.20: Construcao do ponto inverso- dupla A

Nesta atividade, os professores dessa dupla nao tiveram nenhuma

dificuldade em relacionar o ponto inverso com a construcao de circunferéncias

ortogonais, definindo a macro-construgéo ‘reta-h’ sem maiores problemas. Para

essa construcdo, os professores relacionaram os dois dominios, produzindo

uma representacado SG do objeto, que foi dado em termos de T.

Os professores comecaram a ler a atividade 4, onde deveriam

construir um angulo de 60°. Abaixo segue a transcricao do didlogo entre eles:

o

©Ce~N®

12.
13.
14.
15.

16.

Al: E que agente quer um &ngulo de 60°, entio eu vou pra Geometria
Euclidiana...Segmento...ai eu quero um angulo de 60°, awmo é que eu mego um angulo?
Eu mego o angulo com as tangentes...entdo eu vou construir duas retas que tenham um
angulo de 60°, certo?

A2: Certo...

A1: Agora vou apagar algumas coisas...

A2: é que agente demorou muito numa...e nessa demora a gente a gente compreendeu
muitas coisas...foi legal isso...

A1: Agora eu tenho que tragar uma circunferéncia...que passe pelo...pelo ponto de
inversao...

A2: Esse ponto, esse ponto e vocé vai achar o inverso dele...

A1: Entdo vai passar por esses dois ndo vai?

A2: Eu entendi o caminho que vocé fez...eu me perdi na construgao...

A1: Entdo ai vamos fazer a mediatriz...o centro da circunferéncia tem estar na
mediatriz...porém como essa € uma reta tangente, o raio tem que ser perpendicular a
tangente...

. A2: Isso...
11.

A1: Entdo vamos tragcar uma perpendicular passando por A, e perpendicular a essa reta
aqui que forma o angulo de 60°, a intersecgdo dela com a mediatriz, vai ser ....

A2: centro da circunferéncia, que vai passar pelo...

A1: Agora...essa aqui é a outra tangente...

A2: Isso...vocé vai repetir...

A1: Fazer a mesma coisa...eu vou tragar uma perpendicular a ela passando por
A,...interceptou a mediatriz Ia no outro ponto que eu vou chamar de C2...

A2: Ai ve traga a circunferéncia...
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17. A1: Circunferéncia que passa por aqui e por aqui...agora vamos brincar de arco... '
18. A2: Pronto...elas sdo tangentes...como passam pelo inverso elas sdo circunferéncias
ortogonais...e o dngulo é de 60°.

Quadro 4.33: Transcricao da dupla A referente a atividade 4 (3% sessio)

Figura 4.21: Construcéo do angulo de 60°- dupla A

Para construirem o angulo de 60°, os professores pensaram em
termos tebricos para decidir como representar as propriedades grafico-
espaciais do objeto. Com a definicdo de medida de angulos na Geometria
Hiperbdlica e com os conhecimentos que adquiriram nas atividades anteriores,
tanto do campo tedrico quanto do campo espago-grafico, transitaram entre os
dois dominios a todo momento e finalizaram a construgdo desejada sem

nenhum problema.

Depois de concluirem a quarta atividade, passaram para a quinta e
Ultima atividade desta sessdo, em que eles deveriam construir um
paralelogramo-h no modelo de disco de Poincaré. Segue a transcricao do
dialogo.

A1: Esse é pra construir um paralelogramo...to perdidinha...
A2: Construa um paralelogramo-h...

A1: Paralelogramo... lados opostos paralelos...

A2: Dois pares de lados paralelos...

A1: E que isso tem consequéncia com os dngulos...

A2: E...a soma dos angulos...

A1: Eu acho que € assim... Vou colocar uma reta...

A2: E um paralelogramo qualquer?

ONDOR DN =
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9. A1: E um paralelogramo...entdo eu preciso...de lados paralelos...mas como faz pra a gente
construir de forma que nunca seja concorrente? Se eu puser qualquer coisa aqui...eu

posso brincar com ela e levar la...mas isso n&o € construir... ~
10. A2: A questao é mexer com 0s angulos...tem que ser uma construgao robusta...

11. A1: Como é que faz? Ah...mas paralelogramo tem lados congruentes...
12. A2: Isso...

13. A1: Entdo primeiro...compasso...

14. A2: Sera que pode ser por simetria...(construiram o paralelogramo usando o compasso)
15. A1: Lados congruentes...agora vamos ver se sdo paralelos...

16. A2: Vamos achar as medidas, os dngulos...

17. A1: E...ndo tem hora que se intercepta...vocé quer achar os dngulos?
18. A2: Isso...e as medidas também...

19. A1: Olha...angulos opostos congruentes...

20. A2: E...um paralelogramo...

21. A1: Se tivemos alguma dificuldade? (risos)

22. A2: Nao...se for isso...esse foi 0 mais facil de todos...(risos)

Quadro 4.34: Transcricdo da dupla A referente a atividade 5 (3" sessdo)

S

Figura 4.22: Construcao nio robusta do paralelogramo- dupla A

Os professores dessa dupla optaram por utilizar a definicdo de
paralelogramo na qual os lados opostos sédo paralelos e congruentes. Dentro
do campo tedrico transitaram entre a Geometria Euclidiana e Hiperbdlica, e
sabiam que a representacdo do objeto em termos SG deveria ser robusta.
Apesar de utilizarem o modo de “arrastar teste”, ndo encontraram nenhuma
posicao em que a representacdo ndo fosse mais um paralelogramo. Mas se 0s
professores manipulassem de forma a obter todas as posi¢cées possiveis,
manipulando cada vértice de uma vez, encontrariam essa posi¢ao, pois, da
maneira que construiram o paralelogramo, estavam utilizando a definicdo que

utiliza o quinto postulado de Euclides em sua prova.
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O observador, verificando o fato ocorrido, interfere e pergunta se é

possivel construir um paralelogramo de outra forma no modelo do disco de

Poincaré, e os professores engajaram na seguinte discussao:

A1: Paralelogramo...sem transferir as medidas...s6 com retas paralelas...mas como a gente
vai ter certeza que ela é paralela? Tem reta paralela aqui? (procurando no menu)

A2: Tem esse menu?

A1: n&o...vamos la...segmento...

A2: Isso...agora faz outro segmento...

A1: Um lado...outro lado...pode ser qualquer...

A2: Isso...agora os outros ndo podem ser qualquer...

A1: Agora tem que tragar paralelas...como é que traga paralelas...

A2: pelo menos duas paralelas...As diagonais...em qualquer paralelogramo, as diagonais
se inteceptam no ponto médio...

A1:ta bom...diagonal...isso funciona na ndo euclidiana?

. A2: vamos partir desse principio...se eles nao gostarem...(risos)

. A1:Ah...entdo vamos fazer por simetria...

. A2: Isso...por simetria...

. A1: Simétrico desse ponto, em relagao a esse segmento...

. A2: Agora faz os segmentos...

. A1: Olha...um paralelogramo...

. A2: Bem legal esse tema né?

. A1: Demais...

. A1: Vamos construir as retas para verificar que elas ndo se interceptam...Mas a gente usou

simetria axial e ndo central...

. A2: E verdade...vamos mudar...
. A1: E pensamos no ponto médio e fizemos com a simetria errada...Agora ta certo...
. A2: Pronto...

Quadro 4.35: Transcricio da dupla A referente a atividade 5 (3" sessdo)

——

™

Figura 4.23: Construcao robusta do paralelogramo- dupla A

Tentando achar uma definicdo de paralelogramo que nao utiliza retas

paralelas, o professor A2 (linha 8)coloca que as diagonais devem se interceptar

no ponto médio, e com essa definicdo do objeto em termos de T, fazem sua
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representagdo em termos SG. Por fim, utilizam o modo de “arrastar teste” e
verificam a robustez da figura. Os professores da dupla A salvaram a figura e a

sessdo terminou.

Dupla B

Os professores da dupla B leram o enunciado e seguiram as instrugbes
para construir a figura. Comegaram a pensar na relagdo e pensaram
primeiramente nos tridngulos retangulos e nas relagdes métricas do tridngulo

retangulo.

A0 =420 cm
BO =099 cm

Figura 4.24: Construcio do ponto inverso- dupla B

A primeira relagdo a que chegaram foi BD?® = OB.BA. Pensaram em
outras relagbes nos tridangulos retangulos, mas a pesquisadora intervém e fala
em tridngulos semelhantes, para pensarem em semelhanga. Os professores
comecam a analisar os triangulos semelhantes e chegam & relagdo R® =
AO.OB.

Comecaram a ler o enunciado da segunda atividade e nao tiveram

problemas em fazer a construgéo.
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Figura 4.25: Construc¢iao do ponto inverso- dupla B

Para investigar a relacdo métrica entre os segmentos AO e BO, os

professores comegaram a analisar os triangulos semelhantes e chegaram a

relagao.

AC _Co _A0
BD OB OD
CO. OD = AO. OB
R = AO. OB

Quadro 4.36: Resposta da atividade 1 da terceira sessao feita pela dupla B

Os professores passaram para a atividade 3, parte a, mas infelizmente
ndo poderemos transcrever as discussdes dessa atividade, pois tivemos um
problema na gravagao. O observador dessa dupla anotou que os professores
da dupla B construiram sem problemas, seguindo as instrugdes, e tentaram
relacionar essa construcdo com a anterior. O observador ndo anotou nada

sobre as conjecturas dos professores.

118




Dada uma
circunferéncia
qualquer e um
ponto A ndo
pertencente a
es55a
ircunferéncia,
todas
circunferéncias
ortogonais a
es5a passam
por A e pelo
ponto B,

verso de A,

Figura 4.26: Construcio da reta-h definida um ponto- dupla B

Na atividade 3, parte b, onde os professores deveriam construir uma reta
hiperbdlica definida por dois pontos; eles ja perceberam que deveriam usar o

inverso para construi-la.

1. B1: Agora eu preciso construir uma circunferéncia que seja ortogonal a essa (horizonte),
passando por X e por Y. Uma coisa eu sei...que a mediatriz desses pontos...

2. B2: O centro da circunferéncia ta nela...

3. B1: Mas eu preciso...ndo estou conseguindo lembrar da outra construgéo...Eu tenho que
buscar o inverso...

Quadro 4.37: Transcricio da dupla B referente a atividade 3 (b) (3 sessdo)

Neste momento, a observadora intervém e informa que podem usar o
menu inversdo, sem ter que fazer a construcao do ponto inverso, como nas

atividades anteriores.

Os professores olharam as construcdées anteriores e perceberam que
ndo precisariam fazer a constru¢cdo do inverso passo a passo. Com o menu,
criaram o inverso de X, o ponto X', criaram a mediatriz do segmento XX’ e
acharam o centro da circunferéncia ortogonal ao horizonte. Construiram a
circunferéncia e verificaram se realmente os raios das circunferéncias eram

perpendiculares no ponto de intersecgéo.

Os professores dessa dupla esqueceram de fazer o arco que caracteriza
a reta hiperbdlica que passa por dois pontos e nao fizeram a macro construcao
pedida na atividade. Depois de construirem circunferéncias ortogonais, ja

passaram para a atividade 4.
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Objetos perpendiculares

Figura 4.27: Construcio da reta-h definida por dois pontos- dupla B

Na atividade 4, os professores deveriam construir um angulo-h de 60°.

Depois de lerem o enunciado, ficaram uns minutos em siléncio.

1. B1: um angulo de 60°...eu tenho que Ter, o horizonte...e duas circunferéncias que na hora
que ele der as tangentes aqui...essas tangentes nesse ponto aqui tem que ser 60°.

2. B2: Nao necessariamente isso...

(Siléncio...)

Quadro 4.39: Transcricao da dupla B referente a atividade 4 (3° sessio)

A partir desse momento, a gravagao ficou ruim e nao foi possivel

transcrever o dialogo entre a dupla B, durante a construgao do angulo de 60°.

60,0 °

Figura 4.28: Construcio do dngulo de 60°- dupla B
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4.5 Sintese das analises do estudo experimental

Apresentaremos uma sintese das andlises do nosso estudo realizado
com professores-formadores de Geometria, descritas nos itens anteriores deste
capitulo. Esses aspectos norteardo o desenvolvimento da proposta pedagogica
voltada a concepcédo de situagbes didaticas para uma formacgdo inicial ou
continuada de professores, visando a exploragdo de relagbes entre a
Geometria Hiperbodlica e Geometria Euclidiana, em ambiente computacional.

Primeiramente, cabe salientar que o software Cabri-géométre foi
efetivamente uma ferramenta fundamental para o desenvolvimento das
atividades. De fato, com a barra do menu hiperbdlico, o acesso as
representagdes de objetos hiperbodlicos foi totalmente facilitado, favorecendo a
compreensdo de conceitos, propriedades e relagdes. Assim, a ruptura
(desequilibrio) provocada no confronto aos sujeitos com situagdes no modelo
hiperbdlico do disco de Poincaré, a partir de uma breve apresentacdo de seus
principais elementos — ndo adotando uma perspectiva classica do estudo
preliminar da Geometria Absoluta — mostrou-se salutar e possivel com o apoio
do Cabri-géometre.

Os sujeitos de nosso estudo, experientes no uso do ambiente
informatico Cabri, distinguem claramente o desenho (representacdo) da figura
(objeto ideal sobre o qual raciocinam). Dessa forma, procuram sempre a
construcdo do objeto hiperbdlico em termos de elementos e relagcdes

geométricas, de modo a atribuirem a essas constru¢des um carater robusto.

Observando as andlises do estudo, percebemos que as duplas de
professores, para tentar resolver um problema, sempre transitam entre os
dominios tedrico (T) e espago-grafico (SG), como afirma Laborde (1999).
InUmeros sdo os comportamentos observaveis que indicam o "transito" entre os
dominios T e SG. Isso se deve ao tipo de situacao proposta e, mais uma vez, a

integracao da ferramenta computacional Cabri, que possibilita a exploracao de
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propriedades dos objetos hiperbdlicos a partir de sua representacdo ou a

utilizagao de propriedades para produzir uma representacao.

Tanto no dominio T quanto no SG, os professores relacionam a todo
momento as Geometrias Hiperbdlica e Euclidiana. No campo teérico, a relacéo
é feita por meio de definigdes e teoremas, em geral, tomando-se como modelo
de base a Geometria Euclidiana e, no campo gréafico-espacial, através da forma
dos objetos, modo de construgéo, entre outros elementos.

Nas atividades de familiarizacdo, podemos indicar maior utilizagdo do
modo de "arrastar vagamente" (Olivero, 2002) pois, para a maioria dos
deslocamentos efetuados, os professores tinham a intengdo de observar as
configuracdes e verificar as regularidades dos objetos hiperbélicos criados. Nas
demais sessdes, 0 modo de arrastar mais utilizado entre os professores foi 0
do “arrastar teste” (ibid.), onde ocorreu a movimentacdo de pontos com a
intencdo de verificar se as propriedades iniciais eram mantidas. Em alguns
momentos, percebemos a utilizagdo do modo de “arrastar em lugar mole” e o
modo de “arrastar orientado” (ibid.). No primeiro modo, ocorreram
movimentagées de um ponto livre, para o qual a figura mantinha uma
propriedade descoberta ou desejada pela dupla e, no segundo, ocorreu a
manipulacdo de pontos basicos (livres) do diagrama com a intengdo de dar

uma forma particular.

Observamos uma dificuldade por parte dos professores na identificacao
das proposi¢coes que faziam parte da Geometria Absoluta. Pode-se considerar
que a apresentacgao inicial ndo atingiu plenamente o objetivo de explicitar as
proposicdes que independem do quinto postulado, como é o caso das
condigdes de congruéncia de triangulos e as propriedades a elas relacionadas

(por exemplo, do triangulo isbsceles).

Outra dificuldade evidenciada pelas analises refere-se ao fato dos
professores ndo apresentarem confianga nas construgdes realizadas com as

ferramentas do menu hiperbdlico. Podemos atribuir esse comportamento a

incerteza que apresentavam em relacdo as definicbes dos objetos, sempre

122



questionando se sdo as mesmas nas duas geometrias. Por exemplo, ao
construirem retas perpendiculares utilizando a opcao "reta perpendicular" do
menu hiperbdlico, alguns professores mediram o angulo entre as retas a fim de
verificar se este realmente era reto. Tedrica e implicitamente, utilizam a relagao
de perpendicularidade tal qual no modelo euclidiano, entretanto, sua
representagdo na tela coloca duvidas quanto ao angulo reto, uma vez que
perceptivelmente ndo é identificado como tal. Um outro exemplo que pode ser
citado é o da mediatriz, cuja equidistdncia de um de seus pontos até as
extremidades do segmento foi verificada instrumentalmente (com a ferramenta
"distancia-h") pela maioria dos sujeitos. Podemos dizer que isto acontece
porgue, na passagem do campo tedrico para o espaco-grafico, a representacao
ndo é isomorfa quando comparada a representagdo na Geometria Euclidiana,

na qual o reconhecimento € imediato.

Muitas vezes, quando os professores faziam alguma construcéo visando
verificar se propriedades conhecidas na Geometria Euclidiana também eram
validas na Geometria Hiperbdlica e se confrontavam com um resultado néo
esperado, acreditavam que suas construgcdes estavam incorretas e
sistematicamente as refaziam. Tal fato pode caracterizar um problema interno
ao dominio tedrico, pois esses professores estao entrando em contato com um
novo modelo (Geometria Hiperbdlica), muito relacionado com o campo teorico
ja conhecido por eles (Geometria Euclidiana). Este problema interno T
influenciou, algumas vezes, na transicdo para o campo SG, pois a
representagdo SG do objeto, ndo é interpretada da mesma forma em termos
tedricos.

Este estudo experimental foi realizado com o intuito de investigar a
possibilidade da introducao de nocdes da Geometria Hiperbdlica (no modelo de
disco de Poincaré) com o auxilio do ambiente Cabri-géométre, em particular
identificando as relacdes estabelecidas pelos professores entre as Geometrias
Euclidianas e Hiperbdlicas, a fim de fornecer subsidios para a concepgao de

nossa proposta.
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As estratégias, solugdes e comportamentos dos professores-formadores
participantes, admitindo suas experiéncias no ensino de Geometria Euclidiana
e no uso do Cabri, reforcam a pertinéncia da utilizacdo desse referido
ambiente, além de apontar aspectos para a melhoria de nossa proposta inicial,
0 que nos permite delinear a nova proposta que serd apresentada no capitulo

seguinte.
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Capitulo V
DELINEANDO UMA PROPOSTA PEDAGOGICA

51 Introducao

Neste capitulo, dedicamo-nos a apresentacao de uma proposta focada
na modelizacdo de situagdes didaticas'’, visando a introdugdo de um estudo de
Geometria Hiperbdlica com o auxilio do software Cabri-géomeétre, para a
formacdo inicial ou continuada de professores de Matematica.

Para o desenvolvimento dessa proposta, que é o objetivo principal de
nosso trabalho, baseamo-nos nas andlises de um estudo experimental (cf.
capitulo Ill), que tinha como intuito investigar as possiveis relacbes que
professores-formadores de Geometria Euclidiana estabelecem quando
solicitados a resolver situagdes envolvendo nocoes de Geometria Hiperbdlica,

com o auxilio do software Cabri-géometre.

No decorrer desse capitulo, apresentamos as atividades desenvolvidas
para a referida proposta, bem como seus objetivos e elementos de andlise
preliminar, evidenciando como o estudo experimental nos auxiliou em sua

elaboracao.

Cabe ainda ressaltar que, tanto as atividades desenvolvidas para o
estudo, como as atividades da presente proposta, baseiam-se nos principios de
Lesh et al. (2000), apresentados no Capitulo lll, visando tarefas que levem

'7 Estamos utilizando a expressdo "situacdes didaticas" inspirada no modelo tedrico desenvolvido por
Brousseau (1986), no qual uma situacdo diddtica € um conjunto de relagdes estabelecidas explicitamente e
ou implicitamente entre um aluno ou grupo de alunos, num certo meio, compreendendo eventualmente
instrumentos e objetos, e um sistema educativo (o professor) com a finalidade de possibilitar a estes
alunos um saber constituido ou em vias de constitui¢ao.
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estudantes ou professores a revelar explicitamente o desenvolvimento de suas

construcgdes.

Esta proposta apresenta-se em quatro etapas:

— Apresentagdo das Geometrias ndo Euclidianas, fundamentada no seu
desenvolvimento historico, seguida de atividades de reflexdo sobre o papel
do quinto postulado em proposi¢coes da Geometria Euclidiana;

— Atividades de construgdo do “menu hiperbdlico”, dados apenas a régua
(reta-h) e o compasso hiperbdlicos (circunferéncia-h);

— Atividades de exploragdo no modelo de disco de Poincaré;

- Atividades de construgdo no modelo de disco de Poincaré.

5.2 Apresentacao das Geometrias nao Euclidianas

O objetivo principal desta apresentacao é introduzir alguns conceitos de
base da Geometria Hiperbdlica, importantes pré-requisitos para as atividades
desenvolvidas em nossa proposta. A apresentacdo realizada na primeira
sessdo do nosso estudo experimental possibilitou a introducdo e a
compreensao dos principais aspectos histéricos e matematicos, a saber: a
base euclidiana com a estrutura do Livro | de Euclides; o V postulado de
Euclides e o surgimento das Geometrias ndo Euclidianas; a Geometria

Hiperbdlica e 0 modelo de disco de Poincaré, entre outros...

Pode-se dizer que os objetivos foram atingidos, com excecao da
explicita relacdo de dependéncia de certos resultados da Geometria Euclidiana
com o V postulado. Assim, para essa introducdo, optamos por utilizar os
mesmos slides da apresentacdo feita no estudo experimental, mas
acrescentando um maior espago para discussdo sobre algumas proposi¢coes
pertencentes a Geometria Neutra, com destaque para os casos de congruéncia
de triangulos. Estes sao importantes para as justificativas de alguns teoremas
que sao vdlidos tanto na Geometria Euclidiana quanto na Geometria
Hiperbdlica. De fato, as andlises de nosso estudo mostram-nos que 0s casos
de congruéncia praticamente nao foram utilizados nas justificativas dos
professores. Estes evocavam esses casos, mas nao os utilizavam por nao
terem seguranca e clareza de sua validade na Geometria Hiperbdlica.
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Esta apresentacao sobre as Geometrias nao Euclidianas, em particular a
Geometria Hiperbdlica com o modelo de disco de Poincaré, fundamenta-se no
seu desenvolvimento histérico e busca abranger trés aspectos: a Geometria de
Euclides, em particular, caracteristicas e estrutura do Livro | de sua obra “Os
Elementos”; a relacdo do quinto postulado de Euclides com o surgimento de
novas Geometrias, incluindo enunciados equivalentes a esse postulado; as
proposi¢cdes que utilizam direta ou indiretamente esse postulado, e a
caracterizacdo da Geometria Absoluta; e, por fim, o modelo de disco de
Poincaré, com a interpretacdo dos principais objetos hiperbdlicos, como ponto,
reta e plano, e também as definicdes de distancia hiperbdlica entre dois pontos

e de medida de um angulo entre duas retas hiperbdlicas.

Em sintese, essa sessdo organiza-se como uma apresentacao
detalhada na forma expositiva pelo professor, além de momentos de discussao
e questionamentos por parte dos participantes do estudo. Acreditamos que
esta sessdo cumpre o objetivo inicial de introduzir conceitos de base da
Geometria Hiperbdlica. Apdés a apresentagdo, iniciamos a proposicao de
atividades de construcao do menu hiperbdlico com o auxilio do Cabri-géométre,
ou seja, a definicdo de macro-construgdes representando objetos hiperbdlicos

como segmentos, triangulos, reta perpendicular, entre outros.

5.3 Atividades para construcao do menu hiperbolico

No estudo realizado anteriormente, optamos por fornecer aos
professores, desde o inicio, a barra de menu hiperbdlico dita "completa”, ou
seja, com inumeras ferramentas de criacdo e construgdo de objetos
hiperbdlicos. No entanto, as andlises revelaram que os professores
apresentaram dificuldades em saber o que era considerado valido ou ndo neste
modelo. Por exemplo, eles construiam uma mediatriz-h de um segmento-h
qualquer utilizando a ferramenta do menu, e sentiam necessidade de verificar
ou discutir a definicAo desse objeto, sempre comparando com a definicdo
Euclidiana e suas propriedades. Tal comportamento foi recorrente, mesmo

apés um trabalho de familiarizagdo do menu hiperbdlico ao longo de uma

127



sessdo. Assim, decidimos por modificar a proposta, objetivando a construcao

dessa barra de menu.

Esperamos, com a construcdo dessa barra a partir de macro-
construgdes (cf. descricdo e exemplo no Capitulo 1), levar os sujeitos
participantes a uma melhor apropriagdo dos principais objetos geométricos do
modelo de disco de Poincaré, dando oportunidade de discussdo de suas
propriedades e constru¢oes efetivas via Cabri.

Para essas atividades é necessario, entdo, disponibilizar o menu
tradicional do Cabri-géometre (menu euclidiano), e duas macro-construgoes:
uma para criacao de retas hiperbodlicas por dois pontos (representando a régua
nao graduada), e a outra para fornecer circunferéncias hiperbélicas a partir de
dois pontos (funcionando como compasso). Sado essas as ferramentas que
devem ser utilizadas a construcao de outros objetos e consequente definicao

da barra de menu hiperbdlico.

Acreditamos que as atividades de construgcdo do menu promovem e
potencializam uma transi¢cdo entre os niveis tedrico (T) e espago-grafico (SG),
na medida em que o0 objeto geométrico € dado em termos de T e os sujeitos
devem produzir uma representagao passando ao dominio SG.

Antes de apresentar os enunciados das atividades, optamos por fornecer
um quadro sintese do modelo de disco de Poincaré, com a interpretacao dos
principais objetos hiperbdlicos, como ponto, reta e plano, e também as
definicdes de distancia hiperbodlica entre dois pontos e a medida de um angulo

entre duas retas hiperbdlicas.
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Modelo do disco de Poincaré

Nesse modelo, o plano, o ponto, a reta, a distancia e o angulo sao
interpretados da seguinte maneira:

Plano-h: é o interior de uma circunferéncia euclidiana (C) de centro O e raio r,
chamada de horizonte.

Ponto-h: é qualquer ponto no interior do horizonte.

Reta-h: é um diametro da circunferéncia (C) ou € um arco de uma
circunferéncia ortogonal a (C).

Angulo-h_entre duas retas-h: é o angulo euclidiano formado pelas retas
tangentes as retas-h no ponto de intersecgéo delas.

A distancia-h: entre dois pontos A e B é dada por |In [(AU/AV)/ (BU/BV)] | onde
U e V sdo as interseccdes da reta com o horizonte e as distancias entre os
pontos Ae U, AeV,Be UeB eV sao distancias euclidianas.

¥

Quadro 5.1: Quadro resumo do modelo de disco de Poincaré

Apb6s uma breve retomada do que vem a ser uma macro-construgao no
Cabri e como ela é definida, pode-se introduzir as atividades de construcao dos
objetos que fardo parte do menu hiperbdlico do modelo de disco de Poincaré.
Desta forma, admitimos mais uma vez que os sujeitos devem ter familiaridade

com o ambiente Cabri e com a nogdo de macro-construgdes.

A atividade 1 tem como objetivo a definicdo de uma macro que forneca a
distancia entre dois pontos no modelo hiperbdlico.

Atividade 1

Crie uma macro da “Distancia entre dois pontos” no modelo do disco de
Poincaré.

Objetos iniciais: ponto A, ponto B e o horizonte.

Objetos finais: o numero.

Nomeie a macro de h-distancia.

Quadro 5.2: Atividade 1 da proposta
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Uma solugdo esperada para tal definicdo de macro envolve o uso da
calculadora. Assim, é preciso calcular as distancias euclidianas entre os pontos
AeU,AeV,BeUeBeV,ecoma ferramenta "Calculadora" do Cabri, inserir

tais valores na férmula de distancia dada.

Para a definicao da macro “Distancia entre dois pontos”, os objetos
iniciais sdo os pontos A e B e o horizonte e o0 objeto final, o valor calculado pela
férmula da distancia com o auxilio da calculadora. Com essa ferramenta é
possivel obter a distancia-h entre dois pontos, com uma precisdo de até dez

casas decimais.

AU =237 cm
AY =222 cm
BU =222 cm
BY=1.06 cm

abs[In[[AUJAV)/[BUIBV])) = 0.67
v

Figura 5.1: Distancia entre dois pontos no modelo de disco de Poincaré

A atividade 2 refere-se a definicdo da macro de segmento de reta.
Lembramos que um segmento hiperbdlico € um arco de circunferéncia
ortogonal ao horizonte e que, para criar um arco, precisamos de trés pontos. A
construcao do segmento-h passa pela criagdo de uma reta-h por dois pontos A
e B e pela definicdo de um arco euclidiano com extremidades nesses dois
pontos, passando por um terceiro ponto qualquer do arco entre A e B. A fim de
atender as caracteristicas de uma construgéo robusta no Cabri, e garantir que
esse terceiro ponto figue sempre entre A e B, é possivel caracteriza-lo como
ponto de interseccdo. Uma possibilidade é tragar a mediatriz euclidiana do
segmento AB e considerar o ponto M de intersecgdo desta com a reta-h. Com
os trés pontos A, M e B determina-se o arco AB, que é o segmento-h

procurado. Antes de definir a macro, pode-se esconder o ponto M, utilizando a
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ferramenta "Esconder/mostrar”, para que este ndo apareca como parte do
objeto final da macro. Para definir a macro “Segmento-h”, os objetos iniciais

sdo os pontos A e B e o horizonte; e o objeto final, o arco AB.

Atividade 2
Crie uma macro de um “Segmento hiperbdlico” no modelo do disco de
Poincaré.

Quadro 5.3: Atividade 2 da proposta

Figura 5.2: Construcio de um segmento-h no modelo de disco de Poincaré

De posse da definicao e ferramenta correspondente ao segmento-h,
pode-se introduzir a nogao de poligono. Iniciamos com a construgdo de uma
macro que fornece um triangulo hiperbdlico a partir de trés pontos tomados

como vértices.

Atividade 3
Crie uma macro de um “Tridngulo” no modelo do plano de Poincare.

Quadro 5.4: Atividade 3 da proposta

Com a macro-construgao “segmento-h“ da atividade anterior, o triangulo-
h pode ser obtido com a criacdo dos segmentos AB, BC e AC, dados os pontos
A, B e C. Para definicdo da macro “Triangulo-h”, os objetos iniciais sdao os
pontos A, B e C e o horizonte, e os objetos finais sdo os segmentos AB, BC e
AC.
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Figura 5.3: Construcio de um tridngulo-h no modelo de disco de Poincaré

Uma vez que esse objeto é inteiramente baseado na definicao
euclidiana, essa atividade ndo deve apresentar dificuldades, assim como a
seguinte (atividade 4), que propde a constru¢do de um tridngulo equilatero no

modelo de disco de Poincaré.

Atividade 4
Crie uma macro de um “Triangulo equilatero” (3 lados congruentes) no modelo
do disco de Poincaré.

Quadro 5.5: Atividade 4 da proposta

Cabe observar inicialmente, que o préprio enunciado destaca a
caracteristica do triangulo equilatero (trés lados congruentes), funcionando
como uma definicdo. Espera-se uma construgdo por analogia ao método
euclidiano, utilizando-se um segmento-h de reta e a circunferéncia-h como

compasso.

Assim, dado um segmento-h AB, cria-se uma circunferéncia-h com
centro em A e raio AB, e uma circunferéncia-h com centro em B e raio AB. Com
a interseccdo das duas circunferéncias-h, obtém-se os pontos C e C’, ambos
podendo ser solucdo do problema — terceiro vértice do triangulo-h. Para
definicdo da macro “Triangulo-h equilatero”, os objetos iniciais sdo os pontos A
e B e o horizonte e os objetos finais, os segmentos AB, BC e AC.
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Figura 5.4: Construcio de um tridngulo-h equilatero no modelo de disco de Poincaré

N

Dando continuidade a proposta de construgdes "classicas", sugerimos
tratar na sequéncia as construgbes de mediatriz e ponto médio de um

segmento-h (cf. enunciados das atividades 5 e 6 abaixo).

Atividade 5
Crie uma macro da “Mediatriz” de um segmento no modelo do disco de
Poincaré.

Quadro 5.6: Atividade 5 da proposta

Atividade 6
Crie uma macro do “Ponto médio” de um segmento no modelo do disco de
Poincaré.

Quadro 5.7: Atividade 6 da proposta

Para a construgcdo da mediatriz de um segmento-h, pode-se seguir os
passos da atividade anterior, considerando desta vez os dois pontos C e C'
obtidos. Assim, dado um segmento-h AB, cria-se uma circunferéncia-h de
centro em A e raio AB e uma circunferéncia-h de centro em B e mesmo raio.
Os pontos de interseccao dessas circunferéncias-h (C e C’), definem uma reta-
h chamada de mediatriz-h. Antes de definir a macro, utilizando
“Esconder/mostrar”, pode-se ocultar os pontos C e C’. A macro “mediatriz-h” é
definida entéo, pelos pontos A e B e o horizonte como objetos iniciais, e a reta-
h definida por C e C’, como objeto final.

Com a macro “mediatriz-h”, que acaba de ser definida, determina-se o

ponto médio M do segmento-h como interseccao entre a reta-h mediatriz e o

133




segmento-h AB. Para definir a macro “Ponto médio-h”, os objetos iniciais sao

os pontos A e B e o horizonte; o objeto final € o ponto M.

Figura 5.5: Construcio da mediatriz de um segmento-h no modelo de disco de Poincaré

Figura 5.6: Construcio do ponto médio de um segmento-h no modelo de disco de Poincaré

Nessa perspectiva, outras construcbes podem ser propostas visando
ampliar o dominio da Geometria Hiperbdlica e as ferramentas disponiveis no
menu do Cabri para atividades de exploracdo. E o caso, por exemplo, da

construcao de reta perpendicular a uma dada reta, bissetriz de um angulo...

Para todas as atividades propostas nessa fase, os sujeitos podem
validar experimentalmente suas construcbes, ou seja, verificar suas
propriedades mediante o uso de ferramentas do menu hiperbdlico (em especial
a de "Distancia-h entre dois pontos") e do deslocamento dos objetos iniciais da
construcdo. Tais verificagbes sao importantes, nesse momento, para o
estabelecimento de definicbes e propriedades de objetos do modelo
hiperbdlico, relacionando-os diretamente com os objetos do modelo euclidiano.
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No entanto, a proposta para essa fase nao leva a uma problematica de
demonstracdao no sentido de solicitar a validacao de proposicoes por meio de
justificativas geométricas formais. Esse € o objetivo das atividades de
exploracao que seguem, e constituem a terceira fase da nossa proposta.

5.4 Atividades de exploracao no modelo de disco de Poincaré

Estas atividades de exploragdo da Geometria Hiperbdlica no modelo de
disco de Poincaré visam levar os sujeitos a formulagdo de conjecturas

baseadas em suas exploragdes empiricas.

O objetivo principal dessas atividades é levar os sujeitos a discussao da
validade (ou n&o) de alguns teoremas da Geometria Euclidiana na Geometria
Hiperbdlica. Dentre os teoremas que nao sao validos na Geometria Hiperbdlica,
alguns podem ser considerados enunciados equivalentes ao quinto postulado
de Euclides (como citado na apresentacao inicial), e outros enunciados fazem
uso do quinto postulado de forma nao direta, ou seja, relacionam-se a ele.
Espera-se assim que os sujeitos identifiquem a equivaléncia ou relagdo entre
esses enunciados, chegando a formular justificativas para sua nao validade no
modelo hiperbdlico.

Nossa hipétese é que, na medida em que os professores fazem uma
comparagao entre as proposigcdes nas duas geometrias, motivados por tais
atividades de exploragdo, uma releitura da Geometria Euclidiana se torne
possivel. Neste caso, intensificam-se as trocas entre os dominios teoricos e
espacgo-graficos das Geometrias Euclidiana e Hiperbdlica, o que pode levar a
compreensdo da nocdo de modelo em Geometria e melhor situar as

proposicoes e relacées que pertencem aos seus sistemas de axiomas.

Para essas atividades, € disponibilizada aos sujeitos a barra completa do
menu hiperbdlico de disco de Poincaré, com o diferencial de que, neste

momento, grande parte dela foi efetivamente construida por eles.

Para as atividades de exploracdo, enunciamos alguns teoremas da
Geometria Euclidiana e solicitamos a verificagdo de sua validade na Geometria
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Hiperbdlica. Com o auxilio do software Cabri-géomeétre, os sujeitos podem
fazer validacbes experimentais e levantar conjecturas que auxiliam para um

processo de prova, no qual esperamos que 0s sujeitos se engajem.

Em nossa proposta, enunciamos sete teoremas da Geometria Euclidiana
que consideramos fundamentais, observando que essa lista pode ser ampliada,
incluindo-se outras proposicées da Geometria Euclidiana.

Atividade 7

Abaixo estdo enunciados alguns teoremas da Geometria Euclidiana. Utilizando

o Cabri-géometre, verifigue quais deles também sao validos na Geometria

Hiperbdlica, justificando sempre sua resposta.

1. A soma das medidas dos angulos internos de um triangulo € 180°.

2. Em um tridngulo isdsceles, os angulos da base sdo congruentes.

3. Os angulos internos de um tridangulo equilatero medem 60°.

4. Teorema de Pitagoras: em qualquer triangulo retangulo, o quadrado da
medida da hipotenusa é igual a soma dos quadrados das medidas dos
catetos.

5. Todo triangulo inscrito numa semi-circunferéncia é retangulo.

Podemos inscrever uma circunferéncia em qualquer triangulo dado.

7. O ponto de interseccdo das medianas divide cada uma delas na razdo 2

para 1 a partir do vértice.

Quadro 5.8: Atividade 7 da proposta

Entre os teoremas enunciados acima, somente o 2 e 0 6 sao
verdadeiros, isto é, sao validos na Geometria Hiperbdlica. Isto significa que nao
utilizam o quinto postulado de Euclides em sua demonstracdo, nem alguma
proposicao a ele relacionado. Portanto, as justificativas para estas proposicoes,

seriam as mesmas da Geometria Euclidiana.

A justificativa que em um triangulo isésceles os angulos da base sao
congruentes utiliza-se dos casos de congruéncia de triangulos (LLL ou LAL)
que fazem parte das proposi¢cdes da Geometria Absoluta, ou seja, independem
do quinto postulado. E a justificativa para o teorema 6, pelo qual podemos
inscrever uma circunferéncia em qualquer triangulo dado, é feita a partir da
definicdo de bissetriz e pela demonstragdo de que em todo tridngulo as

bissetrizes dos angulos internos concorrem num Unico ponto chamado incentro.
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Esses dois enunciados podem ser ilustrados no Cabri (cf. figuras abaixo) —
validos para muitos casos mediante o deslocamento dos objetos de base — o

que leva a conjectura de que sao verdadeiros.

Figura 5.7: Angulos da base de um tridngulo-h Figura 5.8: Circunferéncia inscrita num

isdsceles tridngulo-h no modelo de disco de Poincaré

Os teoremas 1, 3, 4, 5 e 7 ndo s&o verdadeiros na Geometria
Hiperbdlica, e podem ser justificados pelo fato de suas demonstragdes
utilizarem diretamente ou indiretamente o quinto postulado de Euclides,
necessitando da existéncia e unicidade da reta paralela em sua demonstracéo.
As construcdes de tais situacdes (reproduzidas abaixo) e a exploragdo do
recurso dindmico do software tém papel relevante na constatagdo da néao

validade, funcionando como contra-exemplos.

CG= 1.66
GM=10.47
CGJGM = 3.54

Soma das medidas fingulos internos: 92.34 °

Figura 5.9: Soma das medidas dos Angulos Figura 5.10: Ponto de intersec¢ao das medianas no

internos de um triangulo-h. modelo de disco de Poincaré
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As atividades de exploracdo no modelo do disco de Poincaré, permitem
a familiarizagdo com propriedades e conceitos da Geometria Hiperbdlica. A
quarta fase de nossa proposta dedica-se as atividades de constru¢do, pois
estas envolvem conceitos importantes da Geometria Euclidiana que podem

criar condigoes favoraveis para um aprofundamento deste préprio modelo.

5.5 — Atividades de construcao no modelo de disco de Poincaré

Optamos por iniciar essa fase com a construgdo de quadrilateros que,
até entao, nao foram abordados nas fases anteriores. Propomos a construcao
de alguns quadrilateros particulares, como o quadrildtero de Saccheri, de
Lambert, o losango e o paralelogramo. As duas primeiras construcoes, além do
interesse para uma abordagem histérica, permitem evidenciar questdes
relativas a soma das medidas dos angulos de um quadrilatero-h e,

conseqlentemente, ao paralelismo.

Atividade 8
Construa um quadrilatero de Saccheri no modelo do disco de Poincaré.

OBS: ABCD é um quadrilatero de Saccheri quando os angulos DAB e CBA sao
retos e os lados AD e BC sdo congruentes.

Quadro 5.9: Atividade 8 da proposta

AD = 2.32
BC = 2.32

Figura 5.11: Construcao do quadrilatero de Saccheri

Para construir um quadrilatero de Saccheri no modelo de disco de
Poincaré, parte-se de um segmento-h AB e pelo ponto A constréi-se uma reta-h

perpendicular ao segmento-h AB. Em seguida, outra perpendicular ao
138




segmento-h AB pelo ponto B pode ser construida, obtendo-se assim, dois
angulos retos. Com a ferramenta “Ponto sobre objeto” cria-se o ponto C na reta
perpendicular que passa por B. Para tanto, utiliza-se a ferramenta “Compasso
hiperbdlico” na construgdo de uma circunferéncia-h de raio de mesma medida
do segmento BC. Assim encontra-se o ponto D, o que garante a congruéncia
dos segmentos-h BC e AD. Por fim, criam-se os segmentos AD, BC e CD, o
que fornece os lados do quadrilatero de Saccheri.

A construcao desse quadrilatero, como foi revelado pelas analises do
estudo experimental realizado, ndo apresenta dificuldades, e com ela pode-se

explorar a congruéncia dos angulos.

Atividade 9
Construa um quadrilatero de Lambert no modelo do disco de Poincaré

OBS: ABCD é um quadrildtero de Lambert quando trés de seus angulos séo
retos.

Quadro 5.10: Atividade 9 da proposta

Figura 5.12: Construcéo do quadrilatero de Lambert

No estudo realizado, os professores apresentaram dificuldades na
construcdo desse quadrilatero, principalmente no momento de construir o
terceiro angulo reto que fecha o quadrilatero. O inicio dessa construgdo € o
mesmo do quadrilatero de Saccheri e, depois de obter os pontos A, B e C,
basta construir uma reta perpendicular a reta que passa por A, pelo ponto C, e
encontra o ponto D. Mas o ultimo passo dessa construgao nao € evidente, e 0s
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professores, no estudo experimental, construiram um ponto D qualquer, e por
este, uma perpendicular a reta AD. Desse modo, eles obtiveram trés angulos
retos, mas nao o quadrilatero de Lambert pois, essa reta-h né&o
necessariamente passa pelo ponto C.

Atividade 10
Construa um losango no modelo do disco de Poincaré

Quadro 5.11: Atividade 10 da proposta

AB=1.72
BC=1.72
ch=1.72
AD=1.72

Figura 5.13: Construcao de um losango-h

Uma das maneiras de se construir um losango no modelo de disco de
Poincaré é iniciar criando um segmento-h AB, e por ele criar uma
circunferéncia-h de centro A e raio AB. Define-se o ponto D pertencente a esta
circunferéncia e traca-se a diagonal BD do losango. Constréi-se, entdo, uma
reta perpendicular a diagonal que passa pelo ponto A e, em seguida, cria-se
uma circunferéncia de centro B e raio AB. Nomeia-se a intersec¢cdo dessa
circunferéncia com a perpendicular a diagonal BD de C e, por fim, definem-se

0s segmentos que sao os lados do losango.

Atividade 11
Construa um paralelogramo no modelo do disco de Poincaré

Quadro 5.12: Atividade 11 da proposta

Essa atividade é interessante pois leva o sujeito a refletir sobre as
definicbes de paralelogramo na Geometria Euclidiana. A construcdo desse

quadrilatero no modelo de disco de Poincaré é possivel utilizando-se apenas
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uma propriedade deste: as diagonais de um paralelogramo se interceptam no
ponto médio. Isto ocorre pois, neste modelo, por uma reta-h e um ponto nao
pertencente a ela, existem pelo menos duas retas paralelas a reta-h dada,
portanto, ndo se pode utilizar a definicdo “convencional” de paralelogramo: tem
lados dois a dois paralelos. Com a construgdo de um paralelogramo por esta
definicdo, percebe-se, com a manipulagdo de pontos livres no Cabri, que a
construcdo nado € robusta, ou seja, os lados ndo sdo sempre paralelos.
Portanto, para garantir a robustez da figura, deve-se construir primeiro as
diagonais que se interceptam no ponto médio. Abaixo temos a ilustragdo de um
paralelogramo-h.

Figura 5.14: Construcio robusta de um paralelogramo-h

A proposicao de algumas atividades no modelo de disco de Poincaré,
necessita da construgcdo de circunferéncias ortogonais, ou seja, de elementos
relacionados & construgdo de retas hiperbdlicas. E o caso, por exemplo, de
situagcdes que envolvem angulos hiperbodlicos e suas medidas. Como descrito
anteriormente em nossa proposta, essa construcdo é representada por uma
macro disponivel na barra de menu do Cabri. Em outras palavras, nas
atividades propostas até o momento, a ferramenta “Reta-h” € apresentada
como uma “caixa-preta”’®. Acreditamos ser bastante interessante “desvenda-
la”, uma vez que tal estudo envolve importantes conceitos da Geometria
Euclidiana, em particular as relagcbes entre circunferéncias ortogonais e

inversao.

'8 No sentido de uma ferramenta ser utilizada para fornecer um objeto (final) a partir de outros (iniciais)
sem, contudo, se ter acesso aos passos intermedidrios da construcio realizada e das relagdes geométricas
existentes entre tais objetos.
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Nessa perspectiva, para um aprofundamento da nocao de reta
hiperbdlica, assim como para intensificar as relagbes entre as geometrias
Euclidiana e Hiperbdlica, nossa proposta inclui atividades de construgdo de
uma reta-h por dois pontos, para posterior aplicagdo em situagbes de
construcao de angulos hiperbdlicos.

Para tanto, optamos por tomar como propriedade principal a que segue:
dada uma circunferéncia (C) e um ponto A em seu interior, todas as
circunferéncias ortogonais a (C) passando por A passam também pelo inverso
de A em relagéo a (C). Assim, para a construcao da reta hiperbdlica definida
por dois pontos A e B, necessita-se um terceiro ponto que, teoricamente,
corresponde ao inverso de A ou de B (A’ ou B’) em relacdo ao horizonte. Na
seqliéncia, uma vez estabelecido tal resultado, a construcao da reta-h por dois

pontos dados pode ser explicitada.

Esse estudo compreende 4 atividades que devem ser realizadas com as
primitivas do menu euclidiano. Cabe observar que, como nosso objetivo é
introduzir a nocdo de inversdo e relaciond-la com a construgdo de
circunferéncias ortogonais, sem a pretensdo de uma abordagem exaustiva
dessa transformacao, nossa escolha foi por um estudo dirigido, no qual os
enunciados das atividades apresentam, em geral, os passos das construges.
Assim, o foco de atengcdo volta-se para a exploracdo e interpretacao das
relagdes e propriedades das configuragdes propostas.

As atividades 12 e 13 correspondem a construgcao do ponto B, inverso
de A em relacado a circunferéncia (C) de centro em O. Mais especificamente, a
primeira considera o ponto A externo a circunferéncia (C) e a segunda, o caso
geral. Tal distincdo pareceu-nos pertinente pois, no primeiro caso, a
consideracao das retas tangentes a (C) por A é explicita, e a identificagdo da
semelhanca de triangulos, importante para a investigacao da relacdo métrica
AO. BO, pode ser facilitada.
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Atividade 12

a) Construa uma circunferéncia (C) de centro O e um ponto A fora dela.

b) Construa o segmento AO.

c) Construa as retas tangentes a circunferéncia e que passem pelo ponto A.

c) Ligue os pontos de tangéncia e nomeie B, a interseccao desse segmento
com o segmento AO.

d) Investigue a relagdo métrica entre AO e BO.

Quadro 5.13: Atividade 12 da proposta

Espera-se que, com o auxilio dos elementos dados no enunciado e uma
exploracdo utilizando as ferramentas do menu, a seguinte relacdo possa ser
observada: os triangulo APO e PBO sao semelhantes, portanto, tem-se a

relacao g—g:% e, como OP = PO =r, sendo r o raio da circunferéncia (C),

pode-se concluir que AO-BO =r>.

P

Figura 5.15: Construcéo do ponto inverso por um ponto fora da circunferéncia

Nessa atividade, os sujeitos podem tentar investigar a relacdo sem
perceber a semelhanga dos triangulos, apenas observando medidas e
relacionando-as por operagbes com o auxilio da “Calculadora”. Outra
dificuldade pode ser a ndo consideracdo do raio da circunferéncia (C). No
estudo experimental realizado, alguns professores nao pensaram
imediatamente em semelhancga de tridngulos, fato que levou a uma intervencéo
por parte do observador, indicando a presenca de triangulos semelhantes na
situagcdo. Como observamos anteriormente, na perspectiva de um estudo
dirigido, o professor pode prever algum tipo de intervencéo, apenas no sentido
de fornecer informacdées que explicitem os elementos pertinentes a

investigacao.
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A atividade que segue (cf quadro abaixo) refere-se a construcdo de
ponto inverso dados uma circunferéncia e um ponto qualquer. Essa construcao

€ valida para pontos interiores ou exteriores a circunferéncia.

Atividade 13

a) Construa uma circunferéncia (C) de centro O e um ponto A qualquer.

b) Construa a reta AO.

c) Construa a reta perpendicular ao segmento AO que passe por O, e nomeie
as interseccdes dessa reta com a circunferéncia de C e D.

d) Construa a reta r, perpendicular a reta AC pelo ponto D.

e) Nomeie B a interseccao entre as retas r e AO.

g) Investigue a relagdo métrica entre AO e BO.

Quadro 5.14: Atividade 13 da proposta

Figura 5.16: Construcao do ponto inverso por um ponto qualquer

Em termos de solucdo matematica, de forma analoga a atividade
anterior, temos que os triangulo BOD e COA sao semelhantes e, portanto,

BO _0D

= . Como OD=0C =r, sendo r o raio da circunferéncia C, tem-se a
CO OA

seguinte relacdo métrica: AO-BO =r>.

E possivel que a atividade anterior influencie sobremaneira a
investigagdo nesse caso, minimizando as dificuldades. E o que se objetivou

com a proposicao das atividades nesta ordem.

Uma vez observada a referida relagdo métrica, necessério se faz
introduzir formal e sistematicamente a definicado de inversdo de um ponto em
relagdo a uma circunferéncia. Para tanto, € importante resgatar e destacar as

propriedades e relagdes construidas pelos sujeitos no desenvolvimento das
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atividades 12 e 13. Além disso, aproveita-se a oportunidade para introducéo e

familiarizagao da ferramenta "Inversao" do Cabri-géomeétre.

Na seqléncia, a atividade 14 tem o objetivo de relacionar a inverséo
com circunferéncias ortogonais, a partir da observacdo empirica do lugar
geométrico das circunferéncias ortogonais a uma dada circunferéncia
passando por um ponto dado. O enunciado desta atividade, abaixo transcrito,
explicita os detalhes desse tipo de construcéo.

Atividade 14 — Construcao de circunferéncias ortogonais

Seja A um ponto qualquer no interior de uma circunferéncia (C) de centro O.
Construa uma circunferéncia (C' ) ortogonal a (C), passando por A.

Para isso, considere um ponto auxiliar P na circunferéncia (C). A circunferéncia
ortogonal procurada deve passar por A e P.

Construa a mediatriz m do segmento AP e, em seguida, obtenha a interseccao
O' de m com a reta tangente a circunferéncia (C) por P.

Este ponto O' corresponde ao centro da circunferéncia ortogonal a (C
passando por A. (justificativa a cargo do leitor!).

Obtenha o lugar geométrico da circunferéncia (C' ) construida quando P
descreve (C).

O que vocé pode observar? Fagca uma conjectura sobre a construcdo de
circunferéncias ortogonais a uma circunferéncia dada.

Quadro 5.15: Atividade 14 da proposta

No modelo de disco de Poincaré, tal atividade pode corresponder a
construcao de retas hiperbdlicas que passam por um ponto qualquer do plano
hiperbdlico.

Figura 5.17: Lugar geométrico de circunferéncias ortogonais
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Com a visualizagao do lugar geométrico da circunferéncia (C' ) ortogonal
a (C) é possivel observar que essas circunferéncias (C' ) passam por A (por
construgcdo) e por um outro ponto fixo — esta € uma possivel formulagdo da

conjectura esperada.

A continuacdo dessa atividade deve objetivar a caracterizagcado de tal
ponto como o inverso do ponto A. Novamente cabe salientar que tais
conjecturas baseiam-se em exploragcées experimentais (via construgbes) em
um contexto empirico, o que nao impede, sob determinadas condigdes e

intervengdes do professor, a evolugdo para um contexto de prova.

Esse conjunto de trés atividades (12,13 e 14) cumpre a funcdo de
permitir 0 estabelecimento da propriedade — "dado uma circunferéncia, toda
circunferéncia ortogonal a ela que passa por um ponto dado, passa pelo seu
inverso" — que, por sua vez, possibilita a proposi¢ao da atividade de construcéao
de uma reta hiperbdlica por dois pontos distintos.

Atividade 15 - Reta hiperbdlica definida por dois pontos distintos

Dados dois pontos distintos A e B interiores ao horizonte, defina uma macro-
construcao da reta-h que passe pelos dois pontos dados no modelo do disco
de Poincaré.

Quadro 5.16: Atividade 15 da proposta

Com os objetos e ferramentas desenvolvidos nas atividades anteriores,
acreditamos que essa construgcado néo apresenta dificuldades. Basta considerar
dois pontos A e B dados no plano hiperbdlico e o inverso de um deles em
relacdo ao horizonte, para dispor, assim, de trés pontos que definem a
circunferéncia ortogonal ao horizonte. Para a definicAo de uma macro “Reta-h”,
os objetos iniciais sdo os pontos A e B e o horizonte e o objeto final, o arco da
circunferéncia construida, delimitado pelos pontos de intersecgdo desta com o
horizonte e um dos pontos dados (A ou B).
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Figura 5.18: Construcio da reta-h por dois pontos

O investimento na construcdo de retas hiperbélicas motiva uma
discussao e aprofundamento do conceito de angulo entre duas retas-h, o que

pode ser feito, por exemplo, como na atividade proposta abaixo.

Atividade 16
Construa um angulo de 60° no modelo de disa de Poincaré.

Quadro 5.17: Atividade 16 da proposta

Para ampliar essa fase de atividades, pode-se ainda propor um trabalho
com as cbnicas no modelo de disco de Poincaré. A ferramenta “Lugar
geométrico” foi mantida no menu hiperbdlico do Cabri, e permite esse tipo de
construcao. Com isso, tem-se uma caracterizagdo geométrica dessas curvas. A
seguir, a titulo de ilustragdo, apresentamos uma atividade de construgdo de
uma parabola-h, que pode ser feita por analogia a do modelo euclidiano (a
construcado de uma parabola no modelo euclidiano apresenta-se no Capitulo |,
pp. 27-28).

Atividade 17

Construa uma parabola dados o foco e a diretriz, no modelo do disco de
Poincaré. A seguir, verifique que todo ponto da parabola equidista do foco e da
diretriz.

Quadro 5.18: Atividade 17 da proposta
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F « diretri

wf s mediatrizide FI

reta
perpendicular
a diretriz por |

Pl=1.08
PF=1.08

Figura 5.19: Construcio da parabola-h

Esperamos que essa proposta possa ser discutida, trabalhada, ampliada
e enriquecida com novos elementos por professores e pesquisadores que se
interessam pelo estudo da Geometria Hiperbdlica, especialmente com o auxilio
do ambiente Cabri-géométre.
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CONSIDERACOES FINAIS

Iniciamos este trabalho com o objetivo de desenvolver uma proposta
pedagdgica voltada a concepcao de situagbes didaticas para uma formagao
inicial ou continuada de professores, visando a exploracao de relagcbes entre a
Geometria Hiperbodlica e Geometria Euclidiana.

Para buscar respostas as nossas indagagbes, que envolviam a
importdncia da abordagem das Geometrias nédo Euclidianas e suas
contribuicbes na formacao de um professor de Matematica, investigamos um
caso. Para tanto, elaboramos um questionario que foi aplicado a trés
professores de um curso de Licenciatura em Matematica de uma Universidade
privada do Estado de S&do Paulo. Este caso foi delimitado em fungédo do
referido curso compreender em sua grade curricular uma disciplina de
Geometrias nao Euclidianas, e desses trés professores ja terem ministrado tal
disciplina. Dentre as respostas desses professores, alguns aspectos sobre a
importancia dessa disciplina, bem como seus objetivos, mereceram destaque:

- possibilitar a compreensdo da concepgdo moderna de axiomatica,
relacionada a nogao de modelo matemaético;
- intensificar a problematica da demonstracao;

- promover uma releitura da Geometria Euclidiana.

Diante dessas informagdes, reconhecemos, juntamente com o0s
professores entrevistados, e adotamos como hip6tese de trabalho do nosso
estudo, a importancia e pertinéncia da incorporagao do estudo das Geometrias
nao Euclidianas na formagéo de professores de Matematica.
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Definidos o objetivo e a hip6tese inicial de trabalho, realizamos, com
professores-formadores, um estudo experimental cujo objetivo era investigar, a
partir de uma proposta inicial, as principais relacdes estabelecidas pelos
professores quando solicitados a resolver situagdes envolvendo nocgdes de
Geometria Hiperbdlica, com o auxilio de um ambiente computacional. A
descricdo e a analise dos resultados desse estudo nos permitiram
redimensionar e reformular as atividades com vistas a concepgdo de uma
modelizagéo de situag¢des didaticas para subsidiar um trabalho de introducédo a
modelos néo euclidianos na formacgéao de professores de Matematica.

As atividades da proposta inicial foram elaboradas tendo como base os
principios para o desenvolvimento de tarefas “thought revealing” descritos por
Lesh et al. (2000). Tal metodologia tem como objetivo caracterizar tarefas que
levam os sujeitos a revelar explicitamente o desenvolvimento de suas
construgdes, auxiliando pesquisadores na natureza dos dados coletados para
suas anadlises. Essas revelagcdes nos permitiram ndo apenas analisar as formas
pelas quais os professores solucionaram as atividades propostas, mas,
sobretudo, identificar o papel das trocas entre os dominios geométricos
(Geometrias Euclidiana e Hiperbdlica), as interagbes entre os campos espago-
grafico e tedrico, e o papel do Cabri-géometre como ferramenta de construgéo,
exploracdo e verificagdo, com sua dimenséo dinamica e os diferentes modos

de “arrastar”.

O ambiente computacional foi fundamental para o desenvolvimento das
atividades, pois além de conceber um carater mais “palpavel” aos objetos
hiperbdlicos, favoreceu a compreensao de conceitos e relacdes. Os sujeitos de
nosso estudo, experientes no uso do ambiente informatico Cabri, trouxeram
consigo a distincdo feita por Laborde (1993) sobre desenho e figura,
procurando sempre a construcdo do objeto hiperbdlico em termos de

elementos e relagcdes geométricas, ou seja, construcdes robustas.

A solucao de um problema geométrico, segundo Laborde (1999), solicita

o uso de dois dominios, o teérico (T) e o espaco-grafico (SG), pois é
constituida pelo movimento continuo entre esses. De fato, as atividades
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propostas para este estudo, propiciaram a transitividade, por parte dos
professores, entre os dominios T e SG para tentar resolver uma dada situacao-
problema. Tanto no dominio T, quanto no SG, os professores relacionaram a
todo o momento as Geometrias Hiperbodlica e Euclidiana. Este fato era ainda
mais evidente quando precisavam justificar algum teorema da Geometria

Hiperbdlica: inicialmente sempre recorriam a Geometria Euclidiana.

Em relagdo aos modos de “arrastar” pudemos perceber claramente que
os professores utilizaram o “arrastar” de forma diferente, segundo seus
propositos, tal como prevé Olivero (2002). Nas atividades de familiarizagéo,
pudemos constatar, por exemplo, a maior utilizagdo do modo de "arrastar
vagamente", pois os professores, por nao conhecerem as configuragbes e
regularidades dos objetos hiperbdlicos, quiseram melhor observa-los. Ja o
modo de “arrastar teste” foi o mais identificado em nossas andlises das
atividades posteriores, uma vez que os professores tinham como finalidade
verificar se as propriedades iniciais estavam mantidas. Em alguns momentos
percebemos a utilizagdo do modo de “arrastar em lugar mole”, o modo de
“arrastar orientado” e o modo de “arrastar vagamente”, para o qual 0s
professores tinham a intencdo de observar as configuracdes e verificar as

regularidades dos objetos hiperbdlicos criados.

Os professores sentiram dificuldades em identificar as proposi¢cées que
fazem parte da Geometria Absoluta, quando relacionaram a Geometria
Hiperbdlica com a Euclidiana. Este foi o caso da congruéncia de triangulos.
Para resolver esse problema, incluimos em nossa proposta uma apresentacao
e discussdao mais explicita de proposicoes que fazem parte da Geometria
Neutra e proposi¢coes da Geometria Euclidiana, que nelas se baseiam, com o
objetivo de definir a base dessa Geometria e entender o0 que se pode, ou nao,

considerar como valido no modelo.

No nosso estudo experimental, optamos por fazer uma breve
apresentacdo das Geometrias ndo Euclidianas, uma primeira sessao de
familiarizacdo do menu hiperbdlico, e centramo-nos em atividades de

exploracdo e construcdo focando nas validagées de proposicées. Uma das
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consequéncias geradas pela nossa opg¢ao inicial, diagnosticada em nossas
andlises, foi que os professores pareceram nao apresentar confianga nas
construgdes utilizando o menu hiperbdlico, talvez por ndo terem muita
seguranca a respeito das definicdbes dos objetos nas duas geometrias: o

“aspecto” das figuras construidas pareciam fugir a intuicao.

Entretanto, com essa seqUéncia de atividades, os professores nao se
engajaram em processos de justificativas ou provas, e sim de verificagdo
experimental com as ferramentas do ambiente Cabri. Assim, optamos por
alterar tal introducao, que acreditamos ser imprescindivel para nossa proposta,
e substituimos as atividades de familiarizacdo por atividades de construcao do
menu hiperbdlico. Em sintese, as principais fases da proposta compreendem:

» Apresentacao das Geometrias ndo Euclidianas fundamentada no seu
desenvolvimento historico, seguida de atividades de reflexdo sobre a
utilizacao do quinto postulado em algumas proposi¢cdes da Geometria
Euclidiana. O objetivo principal dessa fase é introduzir alguns
conceitos de base da Geometria Hiperbodlica, importantes pré-
requisitos para as atividades desenvolvidas em nossa proposta;

e Atividades para construgdo do menu hiperbdlico, dados apenas a
régua (reta-h) e o compasso hiperbdlicos (circunferéncia-h), cujo
objetivo é levar os sujeitos participantes a uma melhor apropriacao
dos principais objetos geométricos do modelo de disco de Poincaré;

» Atividades de exploragdo no modelo de disco de Poincaré, essas
atividades visam a exploragdo da Geometria Hiperbdlica no modelo
de disco de Poincaré, cujo objetivo principal € levar os sujeitos a
discussao da validade (ou ndo) de alguns teoremas da Geometria
Euclidiana na Geometria Hiperbdlica;

» Atividades de construcdo no modelo de disco de Poincaré, um dos
objetivos principais dessa fase € a compreensédo de dois conceitos
euclidianos que sao fundamentais para o desenvolvimento do
modelo do disco de Poincaré, bem como a construgdo de objetos
hiperbdlicos.
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Como nossa proposta foi voltada a concepcao de situacdes didaticas,
acreditamos que ela pode promover um trabalho produtivo com a Histéria das
Geometrias ndo Euclidianas e destacar a importancia da demonstracdo, que
nao foi suficientemente problematizado neste estudo, além de uma releitura da
Geometria Euclidiana.

Para finalizar, reiteramos que um trabalho com as Geometrias néo
Euclidianas, tal como o que propusemos nesse estudo, pode favorecer o
processo de compreensdo pelo professor das principais caracteristicas e
natureza da Matematica, visto que esse conhecimento faz-se presente néo
apenas pela quantificagdo do real e pelo desenvolvimento das técnicas de
calculo com os numeros e com as grandezas, mas, sobretudo, pela criacao de
sistemas abstratos que organizam, inter-relacionam e revelam fenémenos do
espago, do movimento, das formas e dos numeros, associados por vezes a

fendbmenos do mundo fisico.

Nesse sentido, € fundamental que o professor compreenda o “avango”
da Matematica quando se supera a visdo de uma unica geometria do real — a
Geometria Euclidiana — para aceitagdo de uma pluralidade de modelos

geométricos logicamente consistentes.

Essa perspectiva também esta contemplada nos Parametros
Curriculares Nacionais (PCN, 1998, p. 35), que determinam como um dos
objetivos gerais da Matematica, nos curriculos da Educacgéo Basica, “identificar
os conhecimentos matematicos como meios para compreender e transformar o
mundo a sua volta e perceber o carater de jogo intelectual, caracteristico da
Matematica, como aspecto que estimula o interesse, a curiosidade, o espirito

de investigacao e o desenvolvimento da capacidade para resolver problemas”.
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Descricao da disciplina Geometria 4
Carga horaria semanal: 03 horas
Carga horaria anual: 90 horas
Objetivos gerais:
Desenvolver competéncias e habilidades para que o aluno adquira
autonomia no estudo, na interpretacdo e na compreensao de problemas,
bem como em sua discussao e solugcéo; atencéo, cooperacao e respeito
no estudo em grupo, concentragéo e confianga no estudo individual; e
capacidade de pesquisa, ndo se restringindo ao livro texto;
Familiarizar o aluno com os conceitos fundamentais, métodos e
aplicagdes da Geometria para que identifique a importancia da disciplina
dentro do curso de Matematica e possa abordar problemas sob

diferentes pontos de vista.

Objetivos especificos:

Conduzir gradativamente o aluno a:

Abordar as conicas sob diferentes pontos de vista, classificando e
identificando propriedades em cada um deles;

Visualizar a representacdo de um numero complexo no plano,
estabelecendo relagdes entre as operagdes de complexos e as
transformagdes geométricas resultantes;

Compreender conceitos abstratos das geometrias nao Euclidianas;
Compreender a concepgdao moderna axiomatica e suas propriedades
principais de consisténcia, independéncia e equivaléncia;

Desenvolver o processo de demonstracao.

Ementa:

Aplicagbes das transformagbes geométricas nas cénicas e nos numeros

complexos; e uma introdugédo as Geometrias ndo Euclidianas.

Conteudo programatico:
e Aplicacbes das transformagcbes geomeétricas: numeros complexos e

cbnicas. Conicas: elipse, hipérbole e parabola como interseccées de um
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cone como plano. Estudo das caracteristicas e propriedades
geométricas de cada uma delas. As cbnicas como ferramentas para
resolver problemas geométricos

Numeros complexos: forma trigonométrica e representacdo. Relacionar
algumas fungdes complexas com as transformacdes geométricas.
Geometrias ndo Euclidianas: Axiomas da Geometria Neutra. Histéria do
quinto postulado de Euclides. A descoberta das Geometrias néo
Euclidianas. A independéncia do postulado das paralelas. O estudo dos
modelos de Poincaré (semi-plano e disco) e Klein-Beltrami.

Isomorfismos entre esses modelos.
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PONTIFICIA UNIVERSIDADE CATOLICA DE SAO PAULO
Programa de Estudos Pos-graduados em Educacao Matematica

Questionario para Professores

Caro(a) Colega,

Este questionario tem por objetivo levantar informacdes referentes a sua
formacao e atividade docente, em particular sobre a disciplina Geometrias Nao
Euclidianas.

Este instrumento faz parte de um projeto de pesquisa de Mestrado em
Educacdo Matematica, sendo a identidade dos sujeitos participantes
preservada.

Desde ja, agradecemos muitissimo sua participacao. Obrigada.

Nome: data:

) Identificagao
1) Sexo : Masculino ( ) Feminino ( )

2) ldade: anos

3) Estado Civil:

4) Qual é sua formagao académica profissional?
Graduagéao
Curso:

Pés Graduagéao
Especializagéo:
Mestrado:
Doutorado:

5) Ha quanto tempo vocé leciona? anos

6) Em que graus de ensino vocé leciona?
( ) Ensino Fundamental Ciclo:
( ) Ensino Médio () Supletivo ( ) Técnico ( ) Magistério
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( ) Ensino Superior Cursos:

7) H& quanto tempo vocé leciona no Ensino Superior? anos

8) Em quais instituicoes vocé leciona?

Il) Sobre Geometrias Nao Euclidianas

9)- Ha quanto tempo vocé leciona/lecionou Geometrias Nao Euclidianas?
anos
- Quantas vezes vocé lecionou essa
disciplina?

10) A disciplina € optativa ou faz parte da grade?

11) Qual é a duracao do curso dessa disciplina e qual € o numero de aulas
semanais?

12) Qual tipo de material de apoio que vocé utiliza nessa disciplina? (livros,
artigos, apostilas, etc...)

13) Vocé utiliza algum tipo de novas tecnologias para o ensino dessa
disciplina?

( ) Néao

() Sim. Qual?

14) Que tipo de geometria é abordada?
( YGeometria Hiperbdlica
( YGeometria Eliptica
( YGeometria Esférica

Caso a Geometria Hiperbdlica tenha sido abordada, que modelo(s)
foi(ram) trabalhado(s)?

15) Qual o conteudo programatico da disciplina Geometrias Nao Euclidianas?
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16) Qual(is) o(s) principal(is) objetivo(s) associado(s) a essa disciplina?

17) Na sua opinido, qual a importancia dessa disciplina na formagéao do
licenciando?

18) Quais as principais dificuldades que os alunos enfrentam nessa proposta?

19) Do ponto de vista do aproveitamento dos alunos, vocé poderia apontar
aspectos positivos dessa proposta?

20) Que mudancas vocé fez na estrutura do curso entre a primeira vez que
lecionou GNE e a ultima vez? Por qué?

21) Que sugestdes vocé daria para o professor que vai trabalhar pela primeira
vez com as Geometrias Nao Euclidianas?

Outras informacdes que julgar relevante:

PS: Caso seja possivel, por favor anexe a ementa e a bibliografia da sua
disciplina de Geometrias Nao Euclidianas.
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Pl P2 P3
Sexo F M M
Idade 39 anos 51 anos 54 anos
Formagdo Académica | Mestre, com doutorado Doutor Doutor
em andamento.
Leciona ha: (anos) 19 anos 28 anos 28 anos

Quais os principais
objetivos associados a
essa disciplina?

Desenvolver de maneira
axiomadtica a Geometria
Neutra, concluindo nessa
etapa da formagao um
tratamento mais rigoroso
da Geometria. Dar
continuidade ao
desenvolvimento do
raciocinio abstrato por
meio do trabalho com
demonstracdes de
propriedades e teoremas.
Possibilitar uma releitura
da Geometria Euclidiana
por meio da oposicdo via
o estudo das Geometrias
nao Euclidianas.

Compreender conceitos
abstratos das Geometrias
nao Euclidianas.
Compreender a concepcio
moderna de axiomdtica e
suas propriedades
principais de consisténcia,
independéncia e
equivaléncia. Desenvolver
o processo de
demonstragao.

O curso visa contemplar
trés aspectos: a histéria
das geometrias ndo
Euclidianas; a
demonstracdo e a
visualizag¢do dos modelos
em um ambiente
informadtico.

Qual a importancia
dessa disciplina na
formacdo do
licenciando?

Ressignificar a
interpretacio e os
conhecimentos ja
sedimentados da
Geometria Euclidiana.
Discutir a importancia do
estabelecimento dos
pressupostos iniciais na
construgdo de uma
determinada teoria.
Destacar a relagdo entre o
trabalho com a
demonstracdo e o
desenvolvimento da
capacidade de
argumentacao.

Formagao do futuro
professor em Geometria,
em especial em
Geometrias nio
Euclidianas, lhe
proporcionando um
pensamento nao
euclidiano.

A disciplina mostra ao
aluno que a geometria de
Euclides ndo € tnica e
absoluta, e que o homem
é livre para criar outros
sistemas légicos.

Quais as principais
dificuldades que os
alunos enfrentam
nessa proposta?

Romper com a légica
euclidiana e trabalhar
sobre uma nova base de
postulados. A Geometria
Euclidiana € muito forte e
consolidada, assim,
pensar de maneira que a
nega ou contradiz é
bastante dificil para os
alunos.

A Geometria Euclidiana
constitui um obstdculo
epistemoldgico aos
pensamentos nao
euclidianos. Uma das
principais dificuldades é
superar isto.

A maior dificuldade dos
alunos € a deducido de
algumas propriedades que
decorrem do postulado
hiperbdlico. A
demonstracio continua
sendo para os alunos um
dos pontos mais
delicados.

Do ponto de vista do
aproveitamento dos
alunos, vocé poderia
apontar aspectos
positivos dessa
proposta?

Considero que os
objetivos foram obtidos.

Aquisicdo de saber e
conhecimento que permite
resolver problemas da
Geometria nao
Euclidiana.

A parte do curso mais
apreciada pelos alunos foi
a visualizacdo dos
modelos pelo uso do
software Cabri-géometre.
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Slides da Apresentacao

_— N Euclides (+300a.C.)
~ Introducao a Geometria

Hiperbdlica

Elementos (livros I ao XIIT)
Forma sistematica ao saber geométrico
Livr
- enuncia 23 defini¢des, cinco postulados e
Eliane Cabariti nove axiomas.

ra. Ana Paula Jahn

- deduz 48 pi sicdes ou teoremas.

Slide Apresentacgdo Slide 1

Os Elementos O quinto postulado

L ::i?ﬁ;}::::::r::: ::Z = 23 definigdes, 9 axiomas , 5 postulados € 48 proposigdes Postulado V de Euclides Reciproca (Proposi¢aol7 do livro T)
Eguresléquivalentes) Emm todo triangulo,
L6 TI Algebra geométrica 2 definigdes e 14 proposigdes dois finguilos
L6 TIT | A geometria do circulo 11 definigbes e 39 proposigdes ﬁﬁ‘:::fq:“dnis
Livr6 IV Poligonos regulares 7 definigdes e 16 proposigdes retos.
Livi6 V1| A teoria das proporgd 18 definigdes e 25 proposigd
Livro VI As figuras 4 definigdes e 33 proposigd
Livr6 VII| Teoria dos ntimeros 23 definigdes e 39 proposigdes «Se @ +8 = WP asretas re s
Liv6 VIII| Teoria dos ntimeros 27 proposigdes se interceptam do lado de o e f» Ser e sseinterceptam, 04§ <l0°
Livr6 IX | Teoria dos ntimeros 36 proposigdes
Livro X Niimeros i évei 4 definigdes e 115 proposigd
Livre KT Geometria espacial 28 definigdes e 39 proposigdes Virios mateméticos durante mais de vinte séculos
S Asees o volumes 18 proposigbes tentaram demonstrar este postulado a partir dos outros.
Livr6 XIII| Poliedros regulares 18 proposigdes
4>
Slide 2 Slide 3

V Postulado de Euclides Equivaléncias do V Postulado

¢ "Se uma linha reta cortar duas outras retas * Por um ponto exterior a uma reta, passa
de modo que a soma dos dois angulos

¢ uma Unica reta paralela a reta dada.
internos de um mesmo lado seja menor do

(Playfair).

quando suficientemente prolongadas, * Retas paralelas tem distincia constante uma
cruzam-se do mesmo lado em que estdo da outra. (Proclus).

¢ A soma das medidas dos angulos interr
de um triangulo é 180° (Legendre).

Slide 4 Slide 5
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Livio 1 (i, p 514) Livro 1 i, . 514)
Définigses Postulados Nogdes comuns Proposigdes Définigbes Postulados Noges comuns  Proposigdes
1 424
3 13 1 18 3416
1 2 Proposigie?? 3 2 16
79 Proposigio2s - 123 131527
3 3.4 Proposigio2s 23 124 1315
8 34 Proposigio30 1 2729
8 5 Proposigiio 31 12 B2
7 7 Proposigio 32 2 12 132031
=0 Proposigio 33 1 27
149 Proposigio 34 1 2 T6.0
1238 Proposigio 35 123 29,3
i “ﬂ“ Proposigio 36 1 1 5
Proposigio 14 y 1238 13 :::::::: " : : 25
Proposigio 15 [ 123 13 1 "
Proposigio 16 12 ] 2341015 i i
2 4 1316 a @
1 8 3516 '
1 12 13841
G 1 23 7
i 0 ) 125 18 529 30 1424
2 1 16.20 2 5
53 g PED 1 12 4,29,30,33,34 4248
1 822 2 4 13 311293134
g 1 T 14 125 1430314145
1 12 381147
Slide 6 Slide 7

Nascimento das Geometrias
nao Euclidianas

) chamada de Geometria Absoluta, a Como ndo se consegue demm}strar o qginm
. . postulado sem utilizar proposicoes equivalentes,
parte da Geometria que independe do uma nova questdo é colocada:
quinto postulado. ;

Geometria Absoluta

construir uma Geometria fundada sobre a
do quinto postulado, conservando a
geometria absoluta?
Gauss, Lobatchevsky (o inventor “oficial”),
Bolyai, e mais tarde Riemman, perceberam que
el conceber uma nova Geometria
ando um postulado diferente.

Slide 8 Slide 9

Os modelos

® Por um ponto nio situado sobre uma
reta ndo se pode construir uma paralela
a uma reta dada.

Faltava ainda uma prova para dizer que
nesta nova geometria nao havia
contradicoes.

Beltrami (1868), Klein (1871) e
Poincaré (1881) demonstraram a
consisténcia desta nova geometria pelo
método dos modelos.

* Por um ponto nio situado sobre uma
reta pode-se tracar a0 menos duas
paralelas a reta dada.

Slide 10 Slide 11
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O que é um modelo?

* Um modelo para um dado sistema
axiomdtico € uma interpretagao dada
aos conceitos primitivos de modo que
os axiomas sejam todos propriedades
verdadeiras.

Slide 12

Distancia entre dois pontos A e B:
d(A,B) = lln (AU/AV)/(BU)/(BV)I

Angulos: sdo os dngulos euclidianos de suas
tangentes. 7
l

Slide 14

Verificacio do postulado II de Euclides:
“Podemos prolongar indefinidamente um
segmento de reta”

d(A,B)= abs In [(AU/AV)/(BU/BV)]
d(A,B)=abs In {[(1+a)/(1-a)]/[(1+x)/(1-x)]}

O limite de d(A,b) quando x tende a 1 pela esquerda
€ mais infinito.

1
@010 | v(0.1)

Slide 16

Modelo do Disco de Poncaré

Plano: interior de uma circunferéncia Euclidiana.

(esta circunferéncia chama-se horizonte)
Ponto: ponto no sentido habitual.
Reta: didmetro ou arco de uma circunferéncia
ortogonal ao horizonte.
OBS: Duas circunferéncias secantes sao
rtogonais, se em cada ponto de intersecc¢do os
raios sao perpendiculares.

Slide 13

Verificacao do postulado I de Euclides:
“Por dois pontos traca-se uma vnica reta.”

Slide 15

Verificacido do postulado Hiperbdlico:
“Por um ponto fora de uma reta passam pelo
menos duas retas paralelas a reta dada”

Slide 17
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PONTIFiICIA UNIVERSIDADE CATOLICA DE SAO PAULO
Programa de Estudos Pdés-graduados em Educacao Matematica

Geometrias nao Euclidianas
Atividades de familiarizagdo com o menu Hiperbdlico do Cabri-géometre

Modelo do disco de Poincaré

Objeto Hiperbolico Interpretacéo Euclidiana
Plano Interior de uma circunferéncia euclidiana
Ponto Ponto interior ao horizonte
Reta Diametro do horizonte e arcos de
circunferéncias ortogonais ao horizonte.

Para nossas atividades, vamos utilizar o menu hiperbdélico desenvolvido
por Jean-Marie Laborde (1996), um dos desenvolvedores do Cabri-Géomeétre.

Gerando o Horizonte Hiperbdlico:

Use a ferramenta Horizon do menu para construir uma circunferéncia cujos
pontos interiores representam o plano hiperbdlico.
Todas as construcdes deverdo ser feitas em relacdo a esse objeto, portanto,

para utilizar qualquer ferramenta, € necessario acionar o comando e por fim

selecionar o horizonte.

Pontos, retas, triangulos,...

1) Ultilize a ferramenta Ponto para criar dois pontos distintos A e B. Utilize a
ferramenta H-droite para criar a reta hiperbdlica que passa pelos pontos
A e B.

2) Usando a ferramenta H-distance, obtenha a distancia entre A e B (dh
(A,B)).

3) Para construir uma reta perpendicular a outra reta dada, utilize a
ferramenta H-perpendiculaire. Para medir o angulo entre elas, utilize a
ferramenta H-angle.

OBS: A medida aparecera em radianos, se preferir altere para graus no

menu opgdes/preferéncias.

4) Crie um triangulo XYZ e obtenha seu perimetro.

5) Explore o menu hiperbdlico para conhecer um pouco mais sobre as
ferramentas disponiveis.
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PONTIFICIA UNIVERSIDADE CATOLICA DE SAO PAULO
Programa de Estudos Pés-graduados em Educacao Matematica

Geometrias nao Euclidianas
Atividades de exploragdo no modelo do disco de Poincaré

Atividade 1

Abaixo estdo enunciados alguns teoremas da Geometria Euclidiana. Utilizando
o Cabri-géometre, verifigue quais deles também sao validos na Geometria
Hiperbdlica, justificando sempre sua resposta.

« A soma das medidas dos angulos internos de um triangulo é 180°.

« Em um tridngulo isésceles, os angulos da base sdo congruentes.

« Os angulos internos de um triangulo equilatero medem 60°.

- Teorema de Pitdgoras: em qualquer tridngulo retangulo, o quadrado da
medida da hipotenusa é igual a soma dos quadrados das medidas dos
catetos.

« Todo triangulo inscrito numa semi-circunferéncia é retangulo.

« Podemos inscrever uma circunferéncia em qualquer triangulo dado.

« O ponto de interseccdo das medianas divide cada uma delas na razdo 2
para 1 a partir do vértice.

Atividade 2

O jesuita Gerolamo Saccheri (1667-1733) em sua tentativa de provar o 5°
Postulado de Euclides criou um quadrilatero que ficou conhecido como
Quadrilatero de Saccheri. Este quadrilatero tem dois angulos retos e os dois
lados perpendiculares a base, congruentes entre si. Seja ABCD um
quadrilatero de Saccheri, AB é o lado base, AD e BC sao os lados congruentes,
enquanto que DC é o lado topo do quadrilatero.
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Construa esse quadrilatero no do modelo do disco de Poincaré. O que vocé

percebe sobre os outros dois angulos? Justifique sua resposta.

Atividade 3

Assim como Saccheri, Johann Heinrich Lambert (1728-1777), um suico-
alemao, tentou provar o 5% Postulado por um argumento indireto. Ele comegou
com um quadrilatero com trés angulos retos, chamado Quadrilatero de
Lambert.

Construa um quadrilatero de Lambert.

X1X



ANEXO 7

XX



PONTIFiICIA UNIVERSIDADE CATOLICA DE SAO PAULO
Programa de Estudos Pdés-graduados em Educacao Matematica

Atividades de Geometrias nao Euclidianas com o Cabri-géométre
Atividades de constru¢dao no modelo do disco de Poincaré

As atividades 1 e 2 sao construgbes euclidianas referentes a
transformacédo '"inversdo" que sera utilizada em construgcbes no modelo
hiperbdlico do disco de Poincaré. Assim, elas devem ser realizadas com as
primitivas do menu euclidiano (icones do lado direito da barra de ferramentas).

Menu Euclidiano

4% Cabri Géométre Il - [Figura #1] /
%grquivu Editar Opgles Ajuda

NEEEERRREE CERE

3) a) Construa uma circunferéncia (C) de centro O e um ponto A fora dela.

b) Construa o segmento AO.

c) Construa as retas tangentes a circunferéncia que passem pelo ponto A.

c) Ligue os pontos de tangéncia e nomeie B, a interseccado desse segmento
com o segmento AO.

d) Investigar a relacdo métrica entre AO e BO.

4) a) Construa uma circunferéncia (C) de centro O e um ponto A qualquer.
b) Construa a reta AO.

c) Construa a reta perpendicular ao segmento AO que passe por O, e nomeie

d) Construa a reta r, perpendicular a reta AC pelo ponto D.

)
)
)
as interseccdes dessa reta com a circunferéncia de C e D.
)
e) Nomeie B a interseccao entre as retas r e AO.

)

g) Investigar a relagdo métrica entre AO e BO.

XX1



As atividades 1 (ponto externo a circunferéncia) e 2 (ponto interno a
circunferéncia) correspondem a construgdo do

ponto B, inverso de A em relacao a circunferéncia (C).

Retornando a Geometria Hiperbdlica...

As atividades 3A, 3B, 4 e 5 sdo constru¢des que devem ser consideradas no
modelo do disco de Poincaré e utilizam tanto o menu hiperbdlico quanto o

euclidiano.

3) Construindo retas no modelo do disco de Poincaré

a) reta passando por um ponto

Seja A um ponto qualquer no interior do horizonte h. Construa uma reta
hiperbdlica, que indicaremos por reta-h, passando por A. Para isso, considere
um ponto auxiliar P no horizonte h. A reta-h procurada deve passar por A e P.
Construa a mediatriz m de AP e, em seguida, obtenha a interseccdo C de m
com a reta tangente ao horizonte que passa por P. Este ponto C é o centro da
circunferéncia ortogonal a h passando por A. (justificativa a cargo do leitor!).

Obtenha o lugar geométrico da circunferéncia construida quando P descreve h.
O que vocé pode observar? Faca uma conjectura sobre a construcdo de

circunferéncias ortogonais a uma circunferéncia dada.

b) Reta hiperbdlica definida por dois pontos distintos

Dados dois pontos distintos X e Y interiores ao horizonte, defina uma macro-
construgdo da reta-h que passe pelos dois pontos dados no modelo do disco
de Poincaré.

Vocé sentiu alguma dificuldade em fazer essa construcao? Se a resposta for

positiva, explique o porqué.
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4) Construa um &ngulo-h de 60° no modelo do disco de Poincaré. Vocé
sentiu alguma dificuldade em fazer essa constru¢cao? Se a resposta for positiva,
explique o porqué.

5) Construa um paralelogramo-h no modelo do disco de Poincaré. Vocé
sentiu alguma dificuldade em fazer essa constru¢cdo? Se a resposta for positiva,
explique o porqué.
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