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Capitulo 1

Introducao

Historicamente, o estudo das superficies foi uma fonte fundamental de idéias para o
desenvolvimento das técnicas empregadas na solucao de problemas onde a geometria do
espaco mostrou-se relevante para obtermos uma solucao. Por exemplo, na navegacao a
geometria da superficie da esfera tornou-se indispensédvel para a estimativa de distancias
e posicoes.

Anteriormente ao estudo da superficies, todo o Célculo Integral e Diferencial havia
sido desenvolvido sobre o R™. Em 1828, Carl Friedrich Gauss publicou o trabalho Ge-
neral Investigations of Curved Surfaces [?] no qual, pioneiramente, ele empregou as fer-
ramentas de calculo integral e diferencial para descobrir objetos geométricos intrinsecos
sobre as superficies; a curvatura sendo o principal deles. A originalidade deste trabalho,
conscientemente revelada na tese de doutoramento de seu aluno Berhard Riemann, foi
demonstrar a possibilidade de haverem diversas geometrias além da euclidena. Com seu
trabalho, Gauss ajudou a responder a questao

O que € uma Geometria ?

Até entdo, o conceito de geometria era o estabelecido pelo conjunto de axiomas
formulados por Euclides em sua obra Os Elementos [?]. A partir destes axiomas, Euclides
deduziu diversos resultados da geometria plana. Um dos axiomas, que ficou conhecido
como azioma das paralelas afirma o seguinte (versao moderna):

Por um ponto P ndo pertencente a uma reta r passa uma unica reta paralela a r.

Este axioma despertou interesse por acharem que ele deveria ser demonstrado a partir
dos outros. Houveram varios matematicos brilhantes que se deixaram envolver com o
problema e alguns anunciaram demonstracoes erradas.

No decorrer dos séculos XVII e XVIII, a geometria plana esteve absorvida com o
problema do postulado das paralelas. Segundo D’Alembert, a polémica sobre o axioma
das paralelas e a incapacidade de chegarem a um entendimento matematico para uma
situacao tao simples era um escandalo.

Gauss havia sido colega, em Gottingen, de Farkas Bolyai, pai de Jands Bolyai. Em
1823, Jands Bolyai escreveu para seu pai as seguintes palavras:
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“Fu descobri coisas tdo maravilhosas que sinto-me aturdido ... do nada eu
crier um estranho mundo novo.”

J. Bolyai referia-se ao fato de ter descoberto uma geometria nao-euclideana. Sendo amigo
de Farkas Bolyai, pai de J.Bolyai, Gauss ao ser informado da descoberta correspondeu-se
com o colega para elogiar seu filho;

“Fu considero este jovem geometra Bolyai um génio de primeira ordem.”

Gauss aproveitou a oportunidade para comunicar de que ele préprio ja havia descoberto
aquele fato mas nao havia publicado. Isto pode ser verdade, pois, por volta de 1817
Gauss estava convencido que o axima das paralelas de Euclides era independentente dos
outros postulados. Naquela época, Kant era um filésofo dominante e havia afirmado
que A geometria euclideana € uma necessidade inevitdvel do pensamento. E possivel que
Gauss nao tenha anunciado a sua descoberta para evitar polémica.

Em 1829, Lobachevsky’s publicou seu trabalho sobre a descoberta da geometria nao-
euclideana, trabalho este desenvolvido na Russia de forma completamente independente;
nem Gauss estava ciente de suas idéias e de seu trabalho. A contribuicao de Bolyai e de
Lobachevsky’s foi descobrir que era possivel alterar o axioma das paralelas de Euclides
sem que uma contradicao fosse criada com os outros axiomas. E bom ressaltar que
eles nao demonstraram a consisténcia dos axiomas. Isto deu origem a uma geometria
nao-euclideana cunhada de geometria hiperbdlica.

Na época, as diferencas entre as geometrias euclideana e hiperbdlica eram puramente
formais, ou seja, diferiam no conjunto de axiomas. Isto quer dizer que nao havia um mo-
delo concreto para a geometria hiperbdlica, ou seja, nao havia uma representagao grafica
para os objetos geométricos, por exemplo, para uma reta hiperbolica. O primeiro modelo
para a geometria hiperbdlica foi criado por Beltrami. A geometria esférica ja era objeto
de estudo devido a natureza dos problemas de navegagdo que eram importantissimos,
porém, os objetivos neste caso eram meramente computacionais.

Conforme citamos, Bernhard Riemann foi um estudante de Gauss que desenvolveu
as idéias de seu orientador e tornou-se um dos maiores matematicos do século XIX. A
grande contribuicao de Riemann para geometria nao-euclidena foi introduzir o conceito
do que denominamos, nos dias de hoje, de métrica riemanniana. A métrica riemanniana
vem a ser o objeto fundamental numa geometria. Riemann também foi um dos pio-
neiros na descoberta da importancia da geometria das superficies no estudo da Teoria
das Funcgoes Analiticas, estudo este que deu origem, significado e valor ao Teorema da
Uniformizagao 1.5.

As técnicas desenvolvidas por Gauss consistiam em estudar as propriedades geométricas
de uma superficie X C R3 com as ferramentas do Célculo. Ele observou que o compri-
mento de uma curva, a area e a curvatura eram objetos geométricos intrinsecos, ou seja
dependiam apenas da métrica riemanniana. Além disto, estes s@o objetos invariantes por
transformagoes que preservam a métrica riemanniana, denominadas de isometrias. Em
suma, a métrica riemanniana possibilita definir o comprimento de uma curva e a area
de uma regido contidas numa superficie. Aqui vale mencionar as origens da motivagao
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de Gauss para chegar ao conceito de curvatura. No inico de 1818, Gauss dirigiu um
projeto de inspecao geodésica do Reino Germanico de Hannover. A execucao do projeto
levou Gauss a questionar-se se seria possivel determinar a forma da Terra a partir das
medidas realizadas, o que levou-o, em [?], ao conceito de curvatura. Também a Teo-
ria de Fungoes Analiticas induziu ao estudo de invariantes por deformagoes continuas
sobre uma superficie. Assim, as superficies tornaram-se laboratérios naturais para a
generalizacao dos conceitos do cédlculo integral e diferencial sobre espacos distintos de
R™.

Fuclides considerou que os elementos primitivos da geometria euclideana sao o ponto,
a reta e o plano. No conceito atual de geometria, os elementos primitivos sao o espaco
topolégico, a estrutura diferencidvel e a métrica riemanniana. A partir da métrica,
definimos uma geodésica como sendo a curva que minimiza a distancia entre dois pontos.
Assim, o conceito euclideano de reta é substituido pelo de geodésica. Sobre a superficie
da esfera nao existem retas, mas dados dois pontos existe uma tnica geodésica ligando-
os. Desta forma, um triangulo geodésico é formado pelas geodésicas que ligam 3 pontos
que nao encontram-se sobre uma mesma geodésica.

Figura 11

O estudo de Gauss culminou com o resultado, conhecido como forma local do teorema
de Gauss-Bonnet, que a soma dos angulos internos «, 3,7 de um triangulo geodésico
A C X é dado por

a+ﬁ+’y:7r+/K, (1.1)
A

onde K : X — R é a curvatura gaussiana de X. Observamos que quanto menor for o
triangulo mais proximo de m estard a soma dos angulos internos do tridngulo.

Uma superficie dita fechada se for compacta e sem bordo. Neste caso, hd um nimero
natural associado a X que denominamos de genus e o denotamos por g. A caracteristica
de Euler-Poincaré de uma superficie fechada X orientavel é x(X) = 2 — 2g, caso X seja
nao orientavel, entao y(X)=2—g.

Entre as superficies temos a operacao soma conexa definida assim: Sejam X e Y
superficies e By = {(z,y) € R? | #2+y? < 1} a bola aberta de raio 1. Considere Vy C X
e V3 C Y subconjuntos abertos homeomorfos a B;. Seja ¢ : 9(X — Vx) — (Y — Vy)
um homeomorfismo. A soma conexa de X com Y é a identificacdo ao longo do bordo
induzida por ¢;

X#Y:(X_VX)L(—;(Y_VY%

Qualquer que seja a superficie X, segue que X#52 é homeomorfo a X. Por isto, temos
a seguinte definigao;
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Definigao 1.1. Uma superficie X ¢ irredutivel quando uma decomposicao decomposigao
homeo homeo

X = X1#X, implicaem X; ~ S%2ouXy, ~ S2

Figura 12

Historicamente, um dos subprodutos do Teorema da Uniformizacao foi a classificagao
das superficies fechadas, a menos de homeomorfismos, como mostra o seguinte teo-
rema [?];

Teorema 1.1. Classificagao das Superficies Seja X uma superficie fechada, entdo
ela € homeomorfa a uma das sequintes superficies:

1. X € orientdvel
(a) Se x(X) =2, entio X hopgeo g2,
(b) Se x(X) =2-—2g, entao X hereo T2#.9 #T? (g = n° de toros = genus).

2. X € nao orientdvel

(a) Se x(X)=2—g, entao X hereo RP?#.9 #RP? (g = n° de planos projetivos)

Ao integrarmos a curvatura sobre uma superficie fechada e orientavel X obtemos o
primeiro teorema global de geometria;

Teorema 1.2. Gauss-Bonnet Seja X uma superficie fechada e orientdvel. Sejam
K : X = R a curvatura gaussiana e x(X) a caracteristica de Euler de X. Entao,

/ K =2myx(X) (1.2)
X

A expressao 1.1 nos induz a indagar sobre quais s@o as superficies que admitem
curvatura constante. Neste caso, a drea do triangulo é

KAA)=(a+pB+7)—m,
da onde concluimos que,
. K=0=a+p+y=m.
2 K>0=a+8+y>m.
3. K<0=a+p+y<m.
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O objetivo serd expor as técnicas que resultam na construgao de superficies de curva-
tura constante e estudarmos a geometria destes espacos. Em dimensao 2, existem apenas
trés geometrias das quais originam-se todas as superficies com curvatura constante com
area finita, sdo a geometria euclideana, a geometria esférica e a geometria hiperbdlica.

O principio basico das técnicas que empregamos é o de Simetria. O conceito de
Simetria tem sido fonte para diversas manifestacoes do conhecimento humano, o que de
certa forma ¢é o reflexo do mundo fisico em que vivemos e de nossas estruturas cerebrais
para o pensamento. Nas artes, a simetria contribui na estética enquanto no mundo fisico
ela simplifica a natureza. Para darmos uma definicdo precisa de Simetria precisamos
do conceito de grupo, o qual deixaremos para a secao 2.1. Intuitivamente, o conceito
de simetria tem a ver com padroes que se repetem. Embora simples e corriqueiros, os
exemplo dos azulejos que preenchem um assoalho, ou de papéis de parede que cobrem
uma parede servem como motivacao para a teoria que desenvolveremos nestas notas; a
isto denominaremos de ornamento.

Figura 13

Uma ornamentagao é uma figura geométrica que se repete sobre uma superficie dando
origem a uma simetria, tais tipos de simetrias sao encontradas com abundancia na na-
tureza em materiais conhecidos como cristais. A cada um destes cristais corresponde
um grupo. O estudo cristlogréafico levou a classificagao destes grupos, conhecidos como
grupos cristalograficos planares, e mostrou que existem apenas 17 tipos diferentes. Os
cristais com simetrias espacial foram classificados por Schéenflies que demonstrou exis-
tirem 219 tipos distintos (219 grupos cristalograficos).

1.0.1 Teorema Principal

Considere X uma superficie fechada e S' = {(x,y) € R? | 22 + y* = 1} o circulo.
Diremos que uma superficie X é simplesmente conexa se toda aplicacao continua = :
S — X é homotépica a uma curva constante 7v,, : S — X, 74, (t) = xo para todo
te st

Sejam XeX superficies. Diremos que X é o recobrimento universal de X se ocor-
rerem as seguintes condicoes:

1. X é simplesmente conexo;
2. existe uma aplicagao continua p : X — X tal que p é um homeomorfismo local.

Se apenas a condigao (2) acima for verificada dizemos que X 6 o recobrimento de X.
Segue da teoria de Espagos de Recobrimento ( [?]) que existe um grupo G agindo li-
vremente sobre X de tal forma que X = X/G. Este grupo denominamos de grupo
fundamental de X e o denotamos por 71 (X).

Uma métrica Riemanniana é uma aplicacdo que a cada ponto p € X associa um
produto interno
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g(p) : T, X x T, X =R,

onde T, X ¢ o plano tangente a X no ponto p. Assim, denominamos de superficie
riemanniana ao par (X, g).
No texto, consideraremos essencialmente os espacos

euclideano E? = (R?,g.), K =0,
estérico S%/K = (5% ,95), K >0,
K
hiperbélico H% = (R%,g,) K <O0; (1.5)

onde g. 4 métrica euclideana, gs; é a métrica esférica e g, é a métrica hiperbdlica. E uma
consequéncia do Teorema da Uniformizacao para Superficies de Riemann [?], na Teoria
das Superficies de Riemann, que uma superficie simplesmente conexas é conformemente
equivalente & um dos espacos E?, S? ou H2. Se exigirmos que a classificacdo seja a menos
de isometria, entdo os tinicas superficies simplesmente conexas sio E2, S% /K © H%(, onde

cada uma tem curvatura gaussina constante igual a K; no caso euclideano K = 0.

Teorema 1.3. Seja X uma superficie simplesmente conexa munida de uma métrica
riemanniana g com curvatura constante. Entdo, (X, g) € isométrico a um dos sequintes
espagos;

1. Se K =0, entdo X = E2;
2. Se K >0, entdo X = S% = (S2(%), 9s);
3. Se K <0, entio X = H2 = (R2, g5).

Em [?] hd uma demonstracao e do teorema acima no contexto de Geometria Rieman-
niana, enquanto em [?] encontra-se uma demonstragao utilizando ferramentas de Teoria
Analitica das Fungoes, mais precisamente da Teoria das Superficies de Riemann.

Ao fixarmos uma métrica g sobre uma superficie X os difeomorfismos f : X — X que
preservam g sdo denominados de isometrias de (X, g). As isometrias preservam todas as
propriedades métricas de (X, g), por exemplo preservam a distancia entre pontos, a drea
de regioes de X e a curvatura '. Além disto, o conjunto das isometrias de (X, g), quando
munidos com a operagdo de composi¢ao, formam um grupo denotado por Isom(X,g).
As propriedades intrinsecas de uma geometria (X, g) sdo aquelas preservadas por uma
isometria.

Dizemos que uma superficie riemanniana (X, g) ¢ homogénea quando o grupo I'som(X, g)
age transitivamente sobre X. Em dimensao 2, as tnicas superficies homogéneas simples-
mente conexas sao E2, S?, H? e R* x R; sendo que a partir da superficie R* x R obtemos
apenas superficies com area ilimitada.

! Teorema Egregium de Gauss
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Definigao 1.2. .

1. Uma superficie X ¢é localmente homogénea se existe uma superficie homogéenea
(X, g) tal que todo ponto x € X admite uma vizinhanga isométrica a um subcon-
junto aberto de (X, g).

2. Se X ¢ uma superficie localmente homogénea, entao dizemos que X tem uma
estrutura geométrica modelada sobre a geometria (X, g).

Decorre que as superficies homogéneas e localmente homogéneas tem curvatura gaus-
siana constante. Uma vez que uma métrica sobre X induz uma métrica sobre o seu
recobrimento universal X, e vice-versa, segue que para construirmos uma estrutura
geométrica sobre X ¢é suficiente mostrarmos que existe um subgrupo G < Isom(X,g),

agindo livremente sobre )A(:, tal que X homeo )NC/G, ou seja, G ~ m(X).

Questao EG 1. Seja X uma superficie fechada e irredutivel. X admite uma estrutura
geométrica 7

Existem trés maneiras para respondermos a questao colocada: o método direto (que serd
o objeto de estudo neste texto), o Teorema da Uniformizagao para Superficies (Teoria
Analitica das Funcgoes) e o Fluxo de Ricci. Os dois tltimos métodos sao indiretos e usam
ferramentas puramente analiticas. Para respondermos a questao colocada iremos seguir
0 seguinte roteiro;

Roteiro: A estratégia para resolvermos a questao é definida de acordo com os seguintes
passos;

1. fixamos o recobrimento universal ()Z' ,g) de acordo a classificagdo em 1.3;

2. determinamos as geodésicas da geometria ()N( 2 9);

3. determinamos o grupo Isomgy(X) e quais sdo os seus geradores;

4. determinamos os subgrupos discretos de Isom(X) e as respectivas regioes funda-
mentais.

5. para cada subgrupo discreto G < I som()N( ,g) determinamos a caracteristica de
Euler de X /G.

Ao completarmos o roteiro para todos os espagos homogéneos simplesmente conexos,
obtemos o seguinte teorema;

Teorema 1.4. Seja X uma superficie fechada;

1. Se X = T?, entdo existe um subgrupo G < Isom(E?) tal que G ~Z ®Z e T? ¢
difeomorfo a E?/72.

autor: Celso M Doria 9
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2. Se X = RP?, entdo existe um subgrupo G < Isom(S?) tal que G ~ Zs e RP? ¢
difeomorfo a S?/Zs.

3. Se X = K2, entdo existe um grupo G < Isomgy(E?) tal que G ~ Z x Zs e K* €
difeomorfo a 2 /7. % Zs.

4. Se X € orientdvel e g > 2, entdo existe um subgrupo G < Isom(H?) tal que
difeo

X NTH?/G.

Portanto, toda superficie fechada irredutivel ou orientdvel admite uma estrutura
geométrica. Entre as ndo-orientdveis, o plano projetivo RP? é obtido da geometria
esférica e a garrafa de Klein K? = RP2#RP? da geometria euclideana.

Ao longo da exposicao surgem espagos singulares sobre os quais ha uma estrutura
geométrica definida no complementar de um conjunto finito de pontos. Um espaco desta
natureza é denominado de espac¢o orbital, ou simplesmente orbital.

1.1 Fluxo de Ricci

O método que utilizamos no texto para demonstrarmos o teorema 1.4 é direto, pois
apds analisarmos todas as estruturas geométricas geradas a partir das geometrias eucli-
deana, esférica e hiperbodlica concluimos, ao compararmos com o teorema 1.1, que toda
superficie irredutivel ou orientdvel admite uma estrutura geométrica. De fato, o Teo-
rema da Uniformizacao para superficies, versao geométrica, garante que toda superficie
riemanniana admite uma geometria canoénica;

Teorema 1.5. (Uniformizagao) Seja (X, g) uma superficie riemanniana fechada. Entdo,
na classe conforme de g existe wma unica métrica gy cuja curvatura escalar € constante.

Ha um método de cardter essencialmente analitico, que conjectura-se ser equivalente
ao Teorema da Uniformizacao, denominado Fluxo de Ricci. Introduzido por Richard
Hamilton em [?], o Fluxo de Ricci consiste em resolver o problema de valor inicial
associado a seguinte equacao diferencial parcial de evolugao (parabdlica):

Kd
@:(H_K)% H:M’
ot Jx dxg, (1.1)
g(O) = 9o,

onde K é a curvatura gaussiana e x é a curvatura gaussiana média de X que, de acordo
. . 2mx(X) o 7 ¢
com o Teorema de Gauss-Bonnet 1.2, ¢ dada por A(X) onde A;(X) = [ dxg, é a drea

de X calculada com a métrica g(t).

Teorema 1.6. Seja (X, g9) uma superficie riemanniana fechada. Entdo, existe uma
unica solugdo g(t) da equagdao 1.1. A solugdo existe para todo tempo t. Quando t — oo,
as métricas g(t) convergem uniformemente, em qualquer norma C*, para wma métrica
Joo de curvatura escalar constante.

Demonstragdo. Ver em [?]. O
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1.2 Comentarios

O presente texto nao se propoe a ser uma exposicao das técnicas de geometrizacao
em dimensdo 2. A proposta é estudarmos as geometrias euclideana e nao euclideanas
inserindo-as numa questao maior, na sub-area de Topologia Geométrica, que é a clas-
sificacao de superficies ou de Variedades Diferenciaveis. No presente, a classificacao da
Variedades fechadas de Dimensao 3 é um problema em aberto. No entanto, hd uma
conjectura conhecida como Conjectura da Geometrizagdo , decrita em [?], de como esta
classificagao deve ser, embora ela nada mais é do que a questao 1 (EG) enunciada em di-
mensao 3. Uma proposta de solugao desta conjectura foi efetivada por Grisha Perelman
seguindo o projeto iniciado por R.Hamilton em [?], projeto este baseado nas técnicas de
Fluxo de Ricci.

Um fator de motivagdo para o texto foi expor, de maneira acessivel, as geometrias
mais elementares dentro de um enfoque geométrico. A maioria dos textos que descrevem
o mesmo contetido o fazem num contexto menos elementar de Superficies de Riemann ou
no contexto de Grupos Kleinianos. Além disto, o conteudo é relacionado com as técnicas
que deram origem a famosa Conjectura da Geometrizacao para Variedades Fechadas de
dimensao 3 (descrita em [?]).

O texto é autocontido e os pre-requisitos para a leitura sao Algebra Linear e Calculo
de Varias Varidveis. Ao leitor interessado em aprender o béasico sobre cada uma das
geometrias, recomedamos a leitura dos capitulos I, IT e III sem incluir a classificagao dos
grupos discretos do grupo de isometria. O capitulo I é o tinico que deve ser lido antes
de qualquer outro capitulo se o leitor nao for familiar com os conceitos 14 introduzidos.
Dentre os capitulos II, IIT e IV qualquer um pode ser lido de maneira independente do
conteido dos outros, muito embora a Geometria Euclideana seja a mais facil. O capitulo
IV pode ser deixado para o final, pois 14 sao introduzidos conceitos mais avangados para
o estudo de Geometria, porém necessarios para questoes mais atuais e também para
as aplicagoes. Para o estudo do conteido no capitulo IV, os capitulos anteriores sao
fundamentais como fonte de exemplos.

A inter-dependéncia entre os capitulos esta descrita no diagrama abaixo;

Cap 1

Y

Cap II Cap III Cap IV

Cap IV
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Capitulo 2

Conceitos Basicos

2.1 Grupos

Os grupos sao estruturas que surgem naturalmente no estudo de geometria.

Definicao 2.1. Um conjunto G com uma operagao .G x G — G é um grupo se as
condigoes seguintes sao satisfeitas:

1. (associatividade),

a.(b.c) = (a.b).c, paratodosabeceG

2. (elemento neutro)

dee G talque e.a=a.e=a, paratodoacCG

3. (elemento inverso)

paratodoae G,3a ' e G talque aa'=ala=e

Quando a operacao satisfaz a propriedade adicional

a.b=b.a paratodosaebeG

dizemos que o grupo é abeliano. Seguem dos axiomas de grupo algumas propriedades
elementares;

Proposigao 2.1. Num grupo G,
1. O elemento neutro € unico

2. O elemento inverso € unico

13
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8. 0 3% azioma para grupos € equivalente ao fato da equagao a.x = b ter uma unica
solucao em G, a saber, x = a~1.b

Demonstracao.

seja €/ um outro elemento identidade, entao

seja b um outro elemento inverso de a € G, entao

at=ate=a"'(a.b)=(a"ta)b=0

O

Exemplo 2.1. Os seguintes exemplos sao fundamentais para o contetido dos capitulos
a seguir;

1. Grupo dos Inteiros Z ={...,-n,...,—3,-2,-1,0,1,2,3,,...,n,...}
(Z,4+) é um grupo abeliano infinito. A operacao + : Z X Z — Z é a usual de soma
de ntimeros inteiros;

(n,m) — n+m.

2. Grupo dos Nimeros Racionais (Q, +), dos Nimeros Reais (R, +) e dos Nimeros
Complexos (C, +) sao grupos abelianos infinitos.

3. Grupos dos Inteiros Médulo n
(Zn,+) é um grupo abeliano finito com n elementos Z, = {0,1,2,...,n — 1}, onde
k =k mod(n). A operagao + é definida da seguinte forma,;

I+ k=1+kmod(n).

4. (Zp,.), onde p é primo, é um grupo abeliano finito com p — 1 elementos.

A operacao . : Zy X Z, — Zy é definida da seguinte maneira;

.k = 1.k mod(p).

5. Sejam Q* = Q—0, R* = R—0e C* = C—0. Consideramos sobre estes subconjuntos
dos niimeros reais a operagao de multiplicacao. Assim, (Q*,.), (R*,.) e (C*,.) sédo
grupos abelianos (multiplicativos)

6. Grupo Linear
Gl,(R) ={A € M,(R) | det(A) # 0} é o grupo das matrizes n x n reais inversiveis.
Se considerarmos a operacao . : Gl,(R) x GI,,(R) — Gl,(R) de multiplicacao de
matrizes segue que (Gl,(R),.) é um grupo nao abeliano.
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10.

11.

12.

Grupo dos Complexos Unitarios
Seja Uy = {eie | @ € R} e considere . : Uy x Uy — U; a operagao induzida pela
multiplicacao de ntimeros complexos, entao U; é um grupo abeliano.

. Grupo das Rotacoes em R?

Uma rotacdo em R? é uma transformacio linear Ry : R? — R? cuja matriz em
relacdo a base canonica de R? é

m= (2l )

A multiplicagao de matrizes de rotagao satisfaz a identidade Ry.R,, = Rgy,. Por
isto, o conjunto

SOy = {Ry |0 € R}

munido com a operagao de multiplicacdo de matrizes é um grupo abeliano. Segue
que SO3 e Uy sdo grupos isomorfos.

. Grupo das Raizes Complexas da unidade.

X . i2km
Considere o conjunto R,, = {e n

multiplicagdo de nimeros complexos. Assim, (R,,.) é um grupo abeliano.

| k=0,1,...,n—1} munido com a operacao de

Grupo de Rotagao que deixa invariante um poligono regular de n lados

Zy ={I,R2x,Rar,...,Rotn-1)rx }

Figuras 21 e 22

Grupo de Reflexao sobre a reta determinada pelo eixo-x.
A transformacio de reflexdio sobre a reta do eixo-x é dada por 7, : R? — R2,

(1 0 2
Tx<0 _1>, T'I—I.

O conjunto R = {I,r,} munido com a operagao de multiplicacao de matrizes é um
grupo.

Grupo Diedral do triangulo equilatero .

Seja AABC um triangulo equildtero. Uma transformacdo 7 : R? — R? é uma
simetria de AABC se T'(A) = A. Considere que os vértices sao os pontos A =
(1,0), B = (—1/2,v/3/2) C = (-1/2,—+/3/2). Assim, é imediato que as rotacdes
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13.

14.

R2x, Rax € Rex = I deixam invariante o tridngulo eqiiilaitero AABC. O conjunto
3 3 3
{Rsx = I, R2r, Rix }, munido com a multiplicagao de matrizes é um grupo isomorfo
3 3 3
a Zg.

Figura 23

Além disto, as reflexdes {ra,rp,rc} sobre as bissetrizes do AABC também pre-
servam o triangulo, mas nao formam um grupo, pois

TATB =TR.TC =TC.TA = R%ﬂ,

Portanto, o conjunto de transformacoes

D3 = {IvR%UR%HTAaTBaTC}

munido com a multiplicacdo de matrizes é um grupo; o grupo de simetrias do
triangulo equildtero, também denominado de grupo diedral do tridngulo.

Grupo Diedral do Quadrado.

Seja JABCD um quadrado com centro na origem. Considere da¢ e dgp as diago-
nais do quadrado. Sejam M, N, P, Q os pontos médios de cada um dos lados e {y;p
e Ing as retas definidas pelos pares de pontos sobre lados opostos. Agora, con-
sidere as reflexoes {TAC,T'BD,T'MP,TNQ} sobre cada umas das retas construidas.
Desta forma, o grupo diedral do quadrado é

Dy ={I, Ry, Rr, Rsx, 740, "BD; TMP; TNQ}
Figuras 24

Grupo Diedral do Tridngulo.

Sejam {1,2,3} os vértices de um tridangulo equildtero e sejam f : R? — R? as
transformagoes do plano que preservam o triangulo. Tais transformacoes sao ob-
tidas a partir da rotagao do triangulo e de reflexoes sobre as retas bissetrizes. Por
exemplo, podemos representar a transformagao f definida por f(1) =2, f(2) =3
e f(3) =1 na forma
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Decorre das simetrias da figura que as seguintes transformacoes preservam o triangulo;

De — 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
3 12 3/)’\2 3 1)"\3 1 2)’\1 3 2)’\3 2 1)’\2 1 3

Ao considerarmos a composicao das transformagoes como operagao, o conjunto D3
torna-se um grupo.

15. Grupo Diedral do Quadrado.
Sejam 1,2, 3,4 os vértices do quadrado. Neste caso, as transformagoes que pre-
servam o quadrado sao as rotacoes de 0°,90°,180°,270°, as reflexdes sobre as dia-
gonais e as reflexdes sobre as retas paralelas aos lados que passam pelo centro do
quadrado. Assim, o grupo Diedral do Quadrado é

D_1234 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
"1 234/ \2341)°\3412)°412 3)
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
143 2)’\3 2 14)’\2 14 3)’\4 3 21

16. Grupo das Permutagoes , ou Grupo Simétrico (Sy, o).
Consideramos I, = {1,2,...,n} e definimos o conjunto

Sp=A{f:1,— I, | f éuma fungao bijetora}.
A operacao de composigao de fungdes o : Sy, X S, — Sy, (go f)(x) = g(f(x)) sobre
S, dé a S, uma estrutura de grupo. Decorre que os grupos S3 e D3 sao isomorfos,

porém isto é falso em geral, pois é facil verificarmos que D,, C S,,. No caso n =4,
o numero de elementos de D4 é 8, enquanto o de Sy é 24.

17. Considere os grupos (G, *) e (G2,®). O produto (G X Ga,.) é um grupo munido
com a operacao
(91,92)-(91,93) = (91 * g1, 92 © g3)

18. Grupo Ortogonal de R3.
Seja T : R3 — R3 uma transformacdo linear que preserve o produto interno eucli-
deano, isto é, < T'(u), T(v) >=< u,v > para todo u,v € R?. Segue que,

<u,T"T(v) >=<u,v> = T".T=I.
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O conjunto destas transformagoes, denominadas transformagoes ortogonais e deno-
tado por O3, formam um grupo munido com a multiplicacao de matrizes. Para ve-
rificarmos a afirmacao ¢ suficiente observarmos que, para quaisquer transformacoes
ortogonais T, Q : R? — R3, decorre das identidades

(T.Q) =Q T, (T = (T
que o produto delas e as transformacoes inversas também sao ortogonais. Assim,
O3 munido com a operacao de multiplicacdo de matrizes é um grupo. A identidade
T'.T = I implica em | det(T) |= 1; o conjunto das matrizes ortogonais especiais é
SO3 = {T :R> = R? | det(T) = 1}, (2.1)
denominado grupo de rotaces de R3.
Exercicio 2.1. :

1. Mostre que os conjuntos acima, munidos com as operagoes descritas, sao grupos.

2.1.1 Subgrupos

Definigao 2.2. Seja (G, .) um grupo. Um subconjunto nao vazio H de G é um subgrupo
de G (denotamos H < @) se, quando munido com a operagao induzida de G, (H,.) é
um grupo. Equivalentemente, se as condigoes a seguir sao satisfeitas;

1. e€ H,;

2. se h1,hy € H, entao hl.hgl € H.

Exemplo 2.2. :
1. Dado um grupo G, {e} e G sdo subgrupos (triviais);
2. (nZ,+) é um subgrupo de (Z, +);
3. {I,R%,R%ﬂ} é um subgrupo de D3
4. {I,R;} e {1, R%,RW,R%W} sao subgrupos de Dy.
5. Sejam m,n,p € N. Se m = np, entao D, < Dp;

6. Seja G um grupo qualquer. O subconjunto
Z(G)={zx e G|xzg =gz, VgeG}. (2.2)
é denominado o centro de G e Z(G) < G. Se G ¢ abeliano, entao Z(G) = G.
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7. Se H e K sao subgrupos de G, entao H N K é um subgrupo de G. De maneira mais
geral, seja A um conjunto de indices tal que, para cada indice o € A, H, é um
subgrupo de G, entao H = (), ., Ha é um subgrupo de G.

8. Seja G um grupo qualquer e g € G. O normalizador de g é o subgrupo
N(g)={he€ G| g.h=h.g}. (2.3)

Cada elemento g € G gera um subgrupo, a saber

n

<g>=1{Lg2 0 g’}

Definicao 2.3. Se g € G, o grupo < g > é denominado subgrupo ciclico gerado por g.
Se G =< g >, para algum g € G, dizemos que G é um grupo ciclico.

O conceito de grupo ciclico pode ser estendido para um subconjunto S C G; sejam
S:{glv"'agn} €

< S>={x1.x0.73..... Tn | T €S ou x;l €S}

Dizemos que < S > é o subgrupo de G gerado por S. Caso G =< § >, entao G é gerado
por S e os elementos de S sao os geradores de G. Caso o conjunto S seja finito, o grupo
G ¢é dito ser finitamente gerado.

Definigao 2.4. Seja G um grupo. O subgrupo

G,G] =< zyz 'y ' |2,y e G > (2.4)

¢ denominado subgrupo dos comutadores de G. Se G ¢é abeliano, entao [G,G] = {e}.

Exercicio 2.2. :
1. Dé exemplos de subgrupos de (Z, +).
2. Dé exemplos de subgrupos de (Zy,, +).
3. Dé exemplos de subgrupos de SO,.

4. Mostre que um subconjunto H de GG é um subgrupo, se as seguintes condi¢oes sao
verdadeiras;

(a) Yhi,hy € H, temos que hi.hy € H;
(b) Vh € H, temos que h~!ec H.

5. Determine quando o grupo (Z,, +) é ciclico.
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6. Calcule o centro e o subgrupo dos comutadores dos grupos (Z,+), Ss e Dy.

7. Seja G um grupo abeliano e o considere o subconjunto

T(G) ={g € G|olg) <oo}. (2.5)

Mostre que T'(G) é um subgrupo de G, denominado subgrupo de Torgao de G.

2.1.2 Classes Laterais e Teorema de Lagrange

Definicao 2.5. A ordem de um grupo G é o nimero de elementos em G e a denotamos
por o(G) ou por | G |. A ordem de um elemento g € G é a ordem do grupo < g >.

Seja G um grupo e H um subgrupo de G. Sobre G consideramos a seguinte relacao
de equivaléncia;

gi~g < g lg€H, (2.6)

O conjunto gH = {¢g> € G | g ~ ¢} é denominado a classe lateral & esquerda de g. Segue
da definicao que x ~ y se, e somente se, tH = yH.

A cardinalidade do conjunto das classes laterias a esquerda se chama indice de H em
G e é denotado por |G : H |.

Teorema 2.1. (Teorema de Lagrange) Seja G um grupo finito e H um subgrupo de G.
Entao o(G) = o(H). | G : H |; consequentemente, a ordem e o indice de um subgrupo
dividem a ordem do grupo.

Demonstragdo. Fixemos go € G — H. Devido ao fato de G ser um grupo, a fungao
H — goH definida por h — ggh é uma bijecdo. Portanto, o nimero de elementos em
goH é igual a H, ou seja, igual a o(H). Considerando que o ntmero de classes laterais
a esquerda de H é | G : H |, segue a afirmacao. O

Um caso relevante para a teoria de grupos e suas aplicagdes é o caso quando o
conjunto G/H = {g.H | g € G}, das classes laterais de um subgrupo H < G, possuiu
herda a estrutura de grupo de G. E facil verificarmos que isto nem sempre acontece.

Definigao 2.6. Um subgrupo N de G é Normal se, para todo g € G, temos que gNg~! C
N. Neste caso, denotamos N < G.

Proposicao 2.2. Seja N um subgrupo normal de G. Entao o conjunto G/N com a
opera¢ao induzida de G é um grupo

Nem sempre um subgrupo é normal, no entanto, é possivel normaliza-lo introduzindo o
seguinte conceito:
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Definigao 2.7. Seja G um grupo qualquer e H subgrupo de G. O normalizador de H
em G é o subgrupo

N(H)={g€G|ghg ' € H, YVhec H}

H é o maior subgrupo normal de N(H).
Exercicio 2.3. :

1. Defina classe lateral a direita. Mostre que hd uma bijecao (explicite-a) entre os
conjunto das classes laterais a esquerda e a direita.

2. Mostre que se p € Z é primo , entao

a?~! =1 mod(p), Ya € Z — pZ.

3. Mostre que se G é um grupo finito cuja ordem é um nimero primo, entao g ¢é
ciclico.

4. Em Dy, se considerarmos H = {I,r4}, onde ry4 é a reflexdo sobre uma diagonal,
mostre que H.R% # R%.H.

5. Prove a proposicao 2.2.

6. Mostre que um subgrupo N de G é normal se, e somente se, Vg € GG temos que
gNg™' =N

7. Mostre que [G,G] <G e G/[G,G] é um grupo abeliano.

8. Mostre que Z(G) <G

2.1.3 Homomorfismos de Grupos

A principal questao na teoria de grupo é o problema de classificacdo dos grupos.
Para isto, o conceito mais fundamental é o de homomorfismo;

Definicao 2.8. Sejam G e H grupos. Um homomorfismo de G em H é uma fungao
¢: G — H tal que

#(91-92) = ¢(91)-6(g2)- (2.7)

Exemplo 2.3. As aplicacoes a seguir sao todas exemplos de homomorfismos;

L ¢:G—G,d(g9) =g (¢=idg).
2. ¢0:G— H, ¢(9) =en.
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3. Seja n € Z fixo. Entao, ¢m : (Zn,+) — (Zy,+) definido por ¢(z) = max = mzx
mod(n) é um homomorfismo.

4. Seja g € G fixo e ¢ : G — G definido por ¢(z) = gzg~! (conjugacio por g).

5. Seja H <« G, entdao ¢ : G — G/H, definido por ¢(g) = gH é um homorfismo
denominado projecao canonica.

Proposicao 2.3. Sejam G e H grupos e ¢ : G — H um homomorfismo. O nicleo de ¢
€ o conjunto

Ker(¢p) ={x € G| ¢(z) = en}. (2.8)
Entao, Ker(¢)<G.
Demonstragao. Sejam h € Ker(¢) e g € G, portanto,
$(ghg™") = 6(9)o(M)d(9) ™' = d(9)d(9) " =¢ = ghg™' € Ker(¢)
O
Definicao 2.9. Sejam G e H grupos e ¢ : G — H um homomorfismo. Dizemos que;

1. ¢ é um isomorfismo se ¢ € invertivel, isto é, existe um homomorfismo ¢ : H — G
tal que p oy =idyg e Yo p =1idg

2. ¢ é um monomorfismo se ¢ for injetor, ou equivalentemente, se Ker(¢) = {e}).

3. ¢ é um epimorfismo se ¢ for sobrejetor, ou seja, ¢(G) = H.

O nicleo de um homomorfismo sendo um subgrupo normal torna o seguinte resultado
fundamental para compararmos grupos;

Teorema 2.2. Seja ¢ : G — H um homomorfismo entre grupos. Se ¢ € um epimorfismo,
entao

H'Z G/Ker(o). (2.9)

Exercicio 2.4. Sejam G e H grupos e ¢ : G — H um homomorfismo;

1. Mostre que o conjunto Im(¢) = {y € H | y = ¢(g),para algum g € G} é um
subgrupo de H.

2. Se N é um subgrupo de G, entdo ¢(N) é um subgrupo de H e ¢ 1(¢(H)) =
N.(Ker(¢)).

3. Se J < H, entdo ¢~ 1(J) < G e ¢p(¢p~1(J)) = J N Im(¢).

4. Mostre que SO é isomorfo a Uj.
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5. Mostre que o grupo de simetrias do triangulo equildtero gerado pela rotacao Rax
3
é isomorfo a Zs.

6. Mostre que o grupo R,, das raizes enésimas da unidade é isomorfo & (Z,,+).
7. Se p € Z é primo, mostre que (Zp, .) é isomorfo a (Z,—1,+).

8. Prove o teorema 2.2.

2.2 Métricas Riemannina

Na presente abordagem da geometria, a estrutura essencial é o de métrica rieman-
niana. Munidos com uma métrica nés podemos determinar o comprimento de curvas, a
area de regides e definir angulos. Antes de dar a definicdo de uma métrica riemanniana
vejamos como isto funciona em R2. Em R2, o produto interno euclideano é definido da
seguinte maneira: sejam u = (uj,u2) e v = (v1,v2), entao

< U,V >= uiv1 + Ugv9 (2.1)

Desta forma, o produto interno acima define uma aplicacdo < .,. >: RZ x R2 - R
satisfazendo as seguintes propriedades:

1. (bilinearidade) Para quaisquer a;,as € R e u,v,w € R?
< aiu+av,w >=a; < u,w > +az <V, wW >

2. (simetria) para todo u,v € R?, < u,v >=< v,u >.

3. (positividade) para qualquer v € R?, < u,u >>0, e < u,u >=0 < u = 0.

Definigdo 2.10. A norma induzida pelo produto interno em R? é a funcéo || . ||: R — R
definida pela expressao

lu|= V< u,u> (2.2)

Ao fixarmos a base canonica em R2, a representacao matricial do produto interno eucli-
)

deano 2.1 é
<u,v>= (21 x2) <(1) ?) (g;) . (2.3)

A medida do angulo entre os vetores u e v é definida como sendo o ntimero real 6 tal
que
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<u,v >
lul v

). (2.4)

0 = arcos(

Vamos verificar que o valor de 6 esta bem definido;

Proposigao 2.4. (Desigualdade de Cauchy-Schwartz) Sejam u,v € R? vetores ndo nu-

los, entao
g SWVZ
jul.|v]

Demonstragao. Considere o vetor w(t) = u + tv, onde ¢t € R. Assim, a inequagao

0 <|wlt)P=lvPt+2<uv>tt|ov]?

é satisfeita para todo t € R. Sendo assim, a equacao do 2°-grau em ¢ tem discriminante
negativo, isto é,

< u,v >
’ < 1.

<uv>2—|uf . |v)P<0 & < —— <
[ul v

Pela continuidade da fungao cos(z), existe 6 € [0, 7] tal que
<u,v>=|u|.|v|cos(d), L(u,v)=70.

Além disto, a fungao cos : [0,7] — R é invertivel neste intervalo. Portanto, o dngulo
entre os vetores u e v esta bem definido.

Vejamos agora como aplicar o conceito de produto interno para determinarmos o
comprimento de uma curva v : [0,1] — R2 Facamos uma regressio ao cilculo: seja
v :la,b] = R?  ~(t) = (x(t),y(t)) uma curva diferencidvel e

Pn:{a:t(],...,tk,...,tn:b}

uma particao do intervalo [a, b] tal que

b—a
At =t —tp = —F §k € [trs trosa]-

O comprimento aproximado de =, restrita ao intervalo [tx, tx11], é

Ds = A(tei1) = (k) [=] 7 (&) | A

onde | 7 (&) |= /< v (&), v (&) > e At =t} —t, 1 < k < n. Desta forma, o
comprimento da curva v é dado por

L(y) = lim |7/ (&) ] .Ot.
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Segue da teoria de integracao que

b
o) = [ 170 | de

~ . / 7 . .
Na expressao acima, o termo | 7y (t) | é definido ao tomarmos a norma do produto interno.

Definigao 2.11. O comprimento de uma curva diferencidvel 7 : [0, 1] — R? é dado por

Ly) = /0 ()| d. (2.5)

Analisando o formalismo necessario para a definicao do comprimento de uma curva,
observamos a necessidade de termos uma norma. No entanto, existem diversos produtos
internos e, por isto, diversas normas. Como o comprimento da curva depende da norma
utilizada, concluimos que para cada norma haverd um valor do comprimento da mesma
curva. Vejamos como generalizar o conceito de produto interno: consideramos a matriz

g= g11 912
G2 g22) "’
onde g11 > 0, ga2 > 0 e det(g) > 0. Desta forma, g define um produto interno através
da expressao

g(u,v) = u'. (gn g12> v =<u,g.v> (2.6)
921 G922

A matriz g sendo simétrica é diagonalizavel. Devido & positividade, os autovalores A da
matriz g sao positivos, pois se u # 0 é um auto-vetor,

gu=X v = guu)=X|ul>>0 = A>0.

Analogamente, associamos ao produto interno g : R? x R? — R a norma | . | gt R? - R,
| ulg=vg(u, u).

Proposicao 2.5. (Desigualdade de Cauchy-Schwartz) Seja g uwma matriz simétrica po-
sitiva definida. Entdo, para todos u e v

| g(u,v) |[<ulg. vl
Demonstracdo. Anéloga & da proposicao 2.4. O

Decorre da desigualdade de Cauchy-Schwartz que

1< M <1.
[ulg vl
Como a funcao arcos : [—1,1] — [0, 7] é continua, existe 6 tal que
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cos(0) = —9w0) (2.7)
| u |g v |g

Desta maneira, o conceito de angulo em R? decorre do conceito de métrica.
A seguir, vamos introduzir o conceito de plano tangente, fundamental para estudar-
mos geometrias nao-euclideanas.

Defini¢ao 2.12. Dado um ponto p € R?, o plano tangente ao R? em p, denotado por
TpR2 é o conjunto dos vetores v € R? tais que existe uma curva 7 : (—e¢, €) — R? cujas
condigoes iniciais sao y(0) = p e v(0) = v, isto é,

T,R® = {v € R? | 37 : (—e,€) = R*,7(0) = p,7(0) = v} (2.8)

Defini¢ao 2.13. Uma métrica riemanniana sobre o R? é uma aplicacdo que para cada
p € R? associa um produto interno g(p) : T,R? x T,R? — R

g(u,u)p, =< wu,g(p)v>. (2.9)

cuja dependéncia em relacao a p é diferenciavel.
Exemplo 2.4. Seja p = (z,y);

1. métrica euclidena

1 0
9(z,y) (u7v) =<u,v >, 9(zy) = <0 1)

u = (u1,u2)

= < U,V >= U1.01 + U2.V2
v = (v1,v2)

2. métrica hiperbdlica.

1 1
g(x,y)(uvv) = ? <uU,v >, g(xay) = (y(;

)

Vejamos que no caso da métrica hiperbdlica, o comprimento do vetor depende do
ponto;

S o

u = s 1
= (1,10), = V) = ——
ex: p=( ) v=(1, 9(1,10)(“ v) 100
B =1 - — 100
ex: p=(Lg5) = (1, 91,3 () =
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3. métrica esférica.

Um ponto p € S? é descrito em coordenadas esféricas por p = (0, ¢) € [0, 27| x [0, 7].

2
90,6 (U, v) = sen®(P)urvy + ugva, g(x,y) = <56”0(¢) (1)>

Definicao 2.14. Seja g uma métrica riemanniana definida em R?;

1. Seja v :[0,1] — R? uma curva diferencidvel. O comprimento de v é dado por

1
LMZA\@W@W@W~ (2.10)

2. A 4rea de uma regido Q C R? é dada por

A(Q):/Q\/det(g)da:dy. (2.11)

Exemplo 2.5. Considere a métrica hiperbélica sobre o R2.

1. Seja v : [¢, 1] — R? a reta dada por (t) = (¢,at) (figura ??). Assim, v'(¢) = (1,a)
e

14+a2 1

g(r @),y () = PR

da onde temos que o comprimento é

V14 a2 dt 1+ a2 1
””:LVa-t: cp”%J-

Consequentemente, quanto mais préximo do eixo-x estiver o ponto y(e) maior serd
o comprimento de ~.

Figuras 25 e 26
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2. A parametrizac@o do circulo com centro em (a,b) e raio R (figura ??), sendo que
R < b, é v(0) = (Rcos(0) + a, Rsen(0) + b), to = 0 e t; = 2m. Assim,

v (t) = R(—sen(0), cos(0))

L )__j/%f Rd9  27R
= o b+ Rsen(d) b2 _-RZ

Casos limite,

(a) limp o0 L(y) = 0.
(b) limpp L(v) = oo.
(¢) b=0= L(v) = [y cossec(#)dd = oc.

3. O elemento de drea associado a métrica hiperbdlica é

1
dA = +/det(g) = —dzdy.
Y

Portanto, a 4rea de uma regiao Q C H? é

mm:/A;M@

Sejam « e  angulos fixos. Na figura ??, consideramos a regiao (gomo hiperbélico)

Qup = {(z,y) € H? | R.cos(m — B) <z < R.cos(a), VR?—22 <y < oo},

Figura 27

R.cos(a) oo 1
A(Qqap) :/ / . ?dydx =

R.cos(n—B) JV/RZ—z?
R.cos(a) 1 T\ |R.cos(a)
- /R.COS(F—B) mdx - areos (E) R'Cos(ﬂ'_ﬁ): T (OZ + ﬁ)
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Definigao 2.15. Sejam p,q € R% e Q(p,q) = {0 : [0,1] — R? | §(0) = p,d(1) = ¢} o
espago das curvas continuas ligando p a q. Uma geodésica ligando p a q é uma curva
v € Qp, g) tal que

L(y) = min L(0 2.12
()=, min_L() (212)

No R? munido com a métrica euclideana, a menor distancia entre os pontos p e g é
realizado pelo segmento de reta conectando-os cujo comprimento define a distancia eu-
clideana de p & ¢q. Caso a métrica nao seja a euclideana a segmento de reta pode nao
ser o menor caminho de p a g. O conceito de reta sera substituido pelo conceito de
geodésica, mas antes vejamos o seguinte;

Definicao 2.16. A funcio distancia d : R? x R? — R é dada por

d — min L(6). 2.13
(p,q) somin (9) (2.13)

Em decorréncia da defini¢do, a fungao distancia satisfaz as seguintes propriedades;
1. (positividade) d(p,q) > 0, e d(p,q) =0 < p =q.

2. (simetria) d(p, q) = d(q,p).

3. (desigualdade triangular) Para quaisquer p,q e r em R2,

d(p,q) < d(p,r) +d(r,q).

Para qualquer € € R, a fun¢do distancia nos permite definir vizinhancas de um ponto
qualquer. A bola abertas com centro em p e raio € é o subconjunto

Be(p) ={q € R* | d(p,q) < €}.

As bolas abertas formam uma base para a topologia de R2.

A métrica hiperbdlica nao esta bem definida para os pontos pertencentes ao eixo-x
(y = 0). Este tipo de situagao implica em dificuldades técnicas, como por exemplo no
calculo de distédncias. Sendo assim, temos a seguinte definigao;

Definicao 2.17. Uma métrica é completa sobre uma regido 2 C R? se para quaisquer
par de pontos z,y € ) existe uma geodésica ligando p & ¢ e a distancia d(p, ¢) é finita.

No que segue, estaremos sempre trabalhando com métricas completas e, por isto,
faremos menc¢ao apenas ao termo métrica. Chamamos a atencao para o fato de que
definimos a métrica riemanniana e a métrica que nada mais é do que a funcao distancia.
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2.2.1 Grupo de Isometria

Definicao 2.18. Seja Q C R? e g uma métrica riemanniana definida sobre €;

1. Uma isometria de (€2, ¢) é um difeomorfismo f : Q — Q tal que, para todo = € Q
e u,v € T,

g(dfx-ua dfxv)f(x) = g(u, U)w (f*g - g) (2'14)

2. O Grupo de Isometria de (£2,g) é o conjunto

Lsomy(Q) = {f : @ = Q| f € Dif(), f*g = g} (2.15)

Exemplo 2.6. Considere a aplicacido definida pela rotacio Ry : E? — E2. Para cada
x € B2, a aplicag ao linear (dRy), : ToE* — Tr,(,)E? ¢ (dRg), = Ry. Como a métrica ¢
a euclidena, para todo z € E? e u,v € T,E?, temos que

9z((dRg)z.u, (dRg)z.v >=< Ry.u, Rg.v >=< u,v >= g(u,v).

Exercicio 2.5. Seja g uma métrica definida em Q C R? e f € Isomy(£2). Mostre que;

L df*.g(f(p))-df = g(p).

2. Se v:[0,1] — E? é uma curva diferencidvel, entdo L(f(7)) = L(7).

3. Se  C E? é uma regido compacta e f(2) é a sua imagem, entdo A(f(Q2)) = A(Q).

Comentario 1. Considerando que geometria significa medir a terra, foi visto que para
medirmos precisamos do espago (terra) e do conceito de medigao introduzido através da
métrica riemanniana. Portanto, geometria significa um par (€2, g), onde 2 é um espago
e g é uma métrica riemanniana definida sobre Q.

Na geometria (€2,g) o conceito de reta é extendido para o conceito de geodésica.
Portanto, as implicacées dos Axiomas de Euclides ndo poderao mais serem aplicadas.
Por exemplo, o Axioma das Paralelas serd modificado de acordo com a natureza das
geodésicas induzidas pela métrica. Nos capitulos subsequentes, mostraremos que na
geometria esférica um ponto p nao pertencente a uma geodésica [ nao passa nenhuma
geodésica paralela a [, enquanto na geometria hiperbdlica passam infinitas. Portanto, o
mistério a respeito do 5° Axioma de Euclides estd desvendado.
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2.2.2 Aplicagoes Conformes

Se relaxarmos um pouco a definicdo de isometria e exigirmos que apenas angulos
sejam preservados, entao temos o seguinte conceito;

Definicao 2.19. Seja Q C R? e g uma métrica riemanniana definida sobre €;

1. Uma transformacao conforme é um difeomorfismo f :  — € satisfazendo a se-
guinte condigao: para todo x € Q e u,v € T, existe uma funcao A : Q@ — R,
C*°, tal que

9(dfzu, df0) () = M2)-g(w,0)e (f79 = Ag) (2.16)

2. O Grupo Conforme de (£, g) é o conjunto
Co(Q)={f:Q=Q| feDif(Q), \:Q =Ry, ffg=Ag} (2.17)
Exemplo 2.7. .

1. Sejam A > 0 e b € R A transformacio fy; : R? — R?, f(x) = A\.z +b é conforme.

2. A projecao estereogréfica m : S2 — {N} — R?

T Yy
ﬂév(x,y,z) = (E? 1_ Z) (218)

é conforme.
3. Qualquer fungdo holomorfa f : C — C é conforme. As anti-holomorfas também
sao conformes, porém, elas mudam a orientacao.
2.3 Acoes de Grupos
Sejam 2 um subconjunto de R™ e G um grupo.

Definicao 2.20. Uma agao a esquerda de G sobre 2 é uma aplicagao diferencidvel
a: G x Q — ), satisfazendo as seguintes condicoes;

1. a(e,z) = x para todo = € X;

2. a(g,a(h,z)) = a(gh,z) para todos g,h € Gex € X
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Analogamente, podemos definir uma acao a direita a : QxG — Q. A agdo o : GXQ — Q
induz as aplicacoes

ag: Q= Q, o4(z) =alg,x) (2.1)
a; :G—=Q, az(9) =alg,x) 2.2

Decorre da definigao que, para cada g € G, a aplicacdo oy é um difeomorfismo; caso
contrario, se existem x,y € ) tais que a(g,z) = a(g,y), entao

alg™h alg,x) = alg™ alg,y) =
alg~g,x) = alg'g,y)
ale,x) =ale,y) = xz=uy.

Notacgao. Por simplicidade, utilizaremos a notagao g.z = a(g, z).

Exemplo 2.8. Os itens a seguir sao exemplos de agoes;

1. Acdo Linear de GLy(R) sobre R2.

Esta é a acao fundamental, pois quase todas os outros exemplos que apresentaremos
decorrem deste exemplo. Considere a : GLa(R) x R? — R? definida por

a(A,v) = Aw (multiplicacao de vetor por matriz).

E imediato verificar que;

(a) a(l,v) =v;

(b) a(B,a(A,v)) = B.(Av) = (BA).V = a(BA,v).
Todo subgrupo de GLy(R) age sobre R?2 tomando simplesmente a restrigao.

2. Acdo de SO, sobre R2.

Considere o : SOy x R? — R? definida por a(Ry,v) = Rg.v (multiplicacio de vetor
por matriz).

3. Acédo de U sobre S*.

Considere o : Uy x S — S* definida por a(e'?, 2) = €.z (multiplicacio de ntimeros
complexos).

4. Acao do grupo dihedral D3 sobre um triangulo equilatero.

Um triangulo com vértices nos pontos P;, P» e P3 é definido por

A ={a1P, + asPo+ a3Ps | a1 + az + a3 = 1}. (2.3)
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Se g € D3, vimos que podemos representd-lo por uma matriz obtida pelo produto
de matrizes ortogonais com matrizes de reflexdo. Assim, a acao é definida pelo
produto matricial sobre vetores em R2. Uma vez que g(P;) = Pj, segue que
9(A) = A.

5. Acdo de SO, sobre S2.
Considere a : SOy x S? — S? definida por

a(Rg,v) = <]§9 (1)> .v  (multiplicac@o de vetor por matriz)

6. Acdo de D3 sobre S2.

Seja g € D3 C M3(R) e considere a matriz (g ?) € Ms3(R).

7. Acdo de Z sobre R2.
Seja o : Z x R? = R?, a(n, (,9)) = n.(z,y) = (v + n,y). Claramente, seguem as
identidades 0.(x,y) = (z,y) e n.(m.(z,y)) = (n +m).(x,y)

8. Neste exemplo, uma EDO em R? gera uma acao do grupo R sobre o R?. Chamamos
a atencao para o fato do grupo R ser nao compacto. Considere o sistema linear de

-0 0)-() 2

Obter uma solugao para o sistema 2.4 sujeito a condigao inicial (z(0),y(0)) =
(x0,Y0) € equivalente a resolver o sistema 2.5 abaixo

(ﬁg) - <%t 69t> : (§§> (2.5)

Assim, obtemos a acdo o : R x R? — R? definida por

Yo

a(t, (0, 50)) = ™. (x0>

9. Agora, veremos o caso geral de uma acdo de R sobre R? definida por um Sistema
Dinamico. Seja f : R? — R? um campo vetorial C™ e considere a equacao

Y = f(Y).

Uma solucdo para a equacdo acima, com condicdo inicial em zy € R?, é uma
aplicacdo v : (—¢,¢) — R? tal que
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() = f(r(®),  ~(0) = xo

Para cada z € R? existe uma tnica solugdo (t) com v(0) = z definida sobre
um intervalo maximal J(z) C R. Para indicarmos a dependéncia de 7(t) sobre
x, escrevemos (t) = 7y(,t), da onde y(z,0) = mg. Seja @ C R x R? o seguinte
conjunto

Q={(z,t) eR*xR |t e J(z)}

Desta forma, a aplicacdo v :  — R2, onde v;(x) = v(z,t), satisfaz a seguinte
propriedade;

Vs+t(x) = 7s(3())-

Isto caracteriza a acdo induzida de R sobre R2. Para demonstrarmos a identidade
acima, vejamos o seguinte; suponhamos que t,s sdo positivos e vs(y:(z)) estd
definido. Isto significa que t € J(z) e s € J(y(x)). Suponhamos que J(z) = (a,b)
e a <t < b, vamos mostrar que s+t < b. Defina § : (a, s +t) — R? por

Y(z,7r), se a<r<t,
o(r) =
V(v (x),r—t), se t<r<t+s.

Entao 0 é uma solucao e §(0) = =. Consequentemente, s +t € J(z) e, devido a
unicidade da solucgao,

dstt(x) = 0(s + 1) = 5(d¢())
O caso quando a e b sdo negativos é tratado de maneira andloga.

10. Seja X um espago topolégico compacto e Xo recobrimento universal de X. H& uma
acao do grupo fundamental 7 (X) sobre o recobrimento X (consultar [?], Cap 5).

De uma forma geral, uma agao é um objeto bastante complicado para ser estudado,
por isto, consideraremos apenas algumas classes especiais de acoes.

Definigao 2.21. . Seja G um grupo, {2 um espaco topolégico e a : G x {2 —  uma
agao;

1. A acdo « é livre se g.x # x para quaisquer g #e € G e x € §Q.
2. A acéo é transitiva se, para quaisquer x,¥y € {2, existe g € G tal que y = g.x
No estudo de agoes alguns conjuntos sdo fundamentais;

Definicao 2.22. .
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1. A 6rbita de um elemento x € 2 é o conjunto

Or ={g9.x| g€ G} (2.6)
2. Em , consideramos a relagao de equivaléncia
y~zr<sdge G tal que y=g.z,

ou seja, y € Op. Assim como no caso de grupo, podemos considerar o espago
quociente /G (ou espago das 6rbitas)

Q)G = {0, |z €Q} (2.7)

Definimos sobre /G a topologia quociente, de tal forma que a projegao 7 : X —
X/@, definida por 7(z) = O,, seja continua.

A érbita de x € 2 depende da dinamica do ponto x quando deslocado pela agao.
Quando a acao ¢ livre = desloca-se para todo g € G, porém, isto nao ocorre quando a
acao nao ¢ livre, motivando a definicao dos seguintes conjuntos;

1. O conjunto dos pontos fixos da aplicagao oy : X — (2, induzida pela acao « :
GxQ—0,é

Fiz(g) ={z € Q| g.x =z}, (2.8)

e o conjunto dos pontos fixos da acao é

Fiza () = U Fiz(g) (2.9)

2. O subgrupo de isotropia de um elemento = € €2 é o grupo
Gy={9€G|gx=ua} (2.10)

Exemplo 2.9. Nos itens a seguir apresentamos algumas agoes e descrevemos os conjun-
tos fundamentais;

1. Acdode Z,, = {I,R2x,..., Ratn1)» } sobre R2.
Neste caso, temos que
Fiz(g) = {0}, Fiza(R?) = {0}.
Os grupos de isotropia sao G, = {0}, se z # 0, e g, = Zy, se x = 0.
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2. Acdo de SO3 sobre S2.

Uma vez que todo elemento g € SOs fixa uma reta [ passando pela origem em R3,
segue que Fiz(g) = {Ny, Sy} = 1N S% Desta forma, Fiz,(S?) = S? e para todo
g € SO3 segue que G, é isomorfo a Oy < SOs.

3. Acao de D3 sobre um tridngulo equildtero; o : D3 X A — A.

Neste caso, se os vértices sao P;, P», P3 e os pontos médios dos lados sao M, N, @, é
facil verificar que Fixo(A) = {P1, Py, P3, M, N,Q}. Além disto, se z € {P1, P>, P3, M, N,Q},
entdo G, é isomorfo & Zsy, enquanto se x ¢ {P;, Py, P3, M, N,Q} entao G, = {I}.

Assim, temos que;

1. A ac@o ¢ livre < para todo x € X temos que G, = {e}.

2. A acgdo é transitiva < se existe x € X tal que O, = X.

Os grupos de isotropia apresentam dificuldades para o estudo de uma acao. Ha
exemplos de acOes onde os subgrupos de isotropia sao todos isomorfos, caso da agao
de SO3 sobre S?. Quando os grupos de isotropia tem estrutura de grupo distintas, as
érbitas s@o espagos topolégicos distintos (ndo-homeomorfos) e, por conseguinte, o espago
quociente torna-se um espago de dificil descricao por nao herdar algumas das estruturas
sobre (2.

Exemplo 2.10. Determinar O,, G, e Fiz,(2) e Q/G para cada uma das agoes abaixo:
1. Acdo de SO, sobre R?
2. Acédo de Z, sobre S!
3. Acdo de SO, sobre S?
4. Acado de D3 sobre um tridngulo equildtero.
5. Acdo de D3 sobre S?
6. Acao de SO3 sobre S?

7. Considere a acdo o : R x R? — R? induzida pelo sistema linear de EDO

v\ (0 1 T
y) \1 0} \y
Agora, vamos definir a categoria de agdes que sao importantes para a demonstragao
do teorema ?77.
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Definicao 2.23. A agdo de G sobre {2 é propriamente descontinua se para todo compacto
K CqQ,

{9€G|gKNK #0} éfinito.
Proposicao 2.6. Suponha que G age descontinuamente sobre 2, entdo
1. Todo subgrupo de G age descontinuamente sobre €.
2. Se ¢ : Q=Y éum difeomorfismo, entdo ¢Go~' age descontinuamente sobre Y.

3. Se Y é um subconjunto G-invariante de §2, entao G age descontinuamente sobre
Y.

4. Sex € Qeseqgi,qga,... sio elementos distintos de G, entao a sequéncia {g1(x), g2(x), . ..

nao € convergente.
5. Se Q € Q, entdo o subgrupo de isotropia G, € finito.
6. Se Q CR" , entao G € enumerdvel.
7. Se Q C R", entao Fix, () é enumerdvel.

Demonstracao. Todo os itens 1-5 sao imediatos.
6. Se 2 é compacto, entao é imediato que G é finito. Consideremos o caso quando {2 nao
é compacto, e suponha que o conjunto {g.z | g € G} é nao enumeravel. Segue do fato que
todo subconjunto limitado e ndo-enumeravel do R™ possui um ponto de acumulagao que,
neste caso, o conjunto {g.x | g € G} possui uma subsequéncia com ponto de acumulagao
em 2 (2 é fechado), o que contradiz o item 4.
7. Suponha que Fiz,(f2) seja ndo enumeravel. Entao, existe uma sequéncia limitada
{Zn}nez que acumula-se em p € Q. Seja K C 2 um compacto contendo p tal que, para
n > ng, tenhamos que z,, € K. Desta forma, se hd um nimero infinito de elementos
x; € ) cujo grupo de isotropia é distinto, segue que

U2, Gz, C{9€e G| g KNK # o}

i=ng

da onde a agdo nao é descontinua.
O

Seja Dif(2) = {f : @ — Q| f difeomorfismo} o grupo dos difeomorfismos de
) munido com a operacao de composicao. Como observado anteriormente, a acao « :
G x Q — Q define o subgrupo ag = {ay | g € G} C Dif(f2) isomorfo a G. O teorema
seguinte caracteriza uma acao descontinua.

Definigao 2.24. Sejam 7 um espaco topolégico e D um subconjunto de 7. Dizemos
que D é um subconjunto discreto de T se para todo elemento f € D existir um aberto
UCT tal que DNU = {f}.
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Proposicao 2.7. Se a agdo de um grupo G sobre um espago topoldgico () € propriamente
descontinua, entao o subgrupo ag C Dif(2) € discreto na topologia compacta-aberta
definida em Dif(Q) (também denomina-se agdo discreta de G sobre Q).

Demonstragdo. Ver em [?]. O

Observacgao. A reciproca é falsa em geral, mas é verdadeira quando €2 é munido com
uma métrica completa e G é um grupo de isometrias de 2. Ao longo do texto, sempre
consideraremos 2 munido com uma métrica completa, portanto, a reciproca é verdadeira
e, por isto, muitas vézes diremos que a agao é discreta em vez de descontinua.

Definicao 2.25. Se G é um grupo agindo discontinuamente sobre €2, a regiao funda-
mental associada a agdo de GG é o conjunto fechado P C €2 tal que

1. Q — UgGG g.P,
2. int(P) N g.int(P) = @.

Definigao 2.26. O orbital associado a uma agaao de G em €2 é o espago das oOrbitas
Oc =Q/G =P/G, onde P é a regiao fundamental da agao.

Exercicio 2.6. Resolva os seguintes itens;

1. Mostre que os grupos de isotropia de elementos pertencentes a uma mesma érbita
sao conjugados.

2. Mostre que existe uma relagao biunivoca O, 2a /Gy
3. Seja G um grupo agindo discretamente sobre um espacgo topolégico Hausdorff 2.

(a) Defina uma topologia sobre /G e mostre que também é um espago de Haus-
dorft.
(b) Defina uma topologia sobre P/ ~ e mostre que é um espago de Hausdorff.

Mostre que existe uma regiao fundamental P C €2 associada a acao de G.

—~
]
~

(d) Mostre que a agao induz uma relagdo de equivaléncia ~ sobre 9P de forma
que P/ ~ é homeomorfo a Q/G.

(e) Se G age livremente sobre €2, entdo € é recobrimento de 2/G. Se o recobri-
mento for regular, entao

™ (©/G)
G~ ) 2.11
pomi(©) &1)
onde p: X — Q/G é a projecao.

(f) Dé um exemplo de uma acdo de R sobre R? tal que o quociente R?/G nao
é um espago de Hausdorff. (dica: procure um sistema dinamico cujas linhas
integrais “aproximem-se” quando t — c0)
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No Capitulo 3 esta demosntrado que 2/G é uma superficie sempre que a acao for
livre. L4 também analisamos o caso quando a agao possui pontos com grupo de isotropia
nao-trivial.
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Capitulo 3

Geometria Euclideana

Na sua obra Os Elementos, Euclides apresentou de maneira formal os conhecimentos
da geometria da época. A importancia da sua obra foi a introducao do tratamento
l6gico-dedutivo dada ao assunto, o que significa que os resultados foram demonstrados a
partir de premissas. Para descrever a geometria de maneira légica, Euclides assumiu que
ponto, reta e plano nao poderiam ser definidos, sua existéncia deveria ser simplesmente
assumida. Por isto eles sao os elementos primitivos da geometria. Na sequéncia, Euclides
descreveu um conjunto de axiomas [?], dentre os quais citamos os seguintes:

Axioma 3.1. Por dois pontos passa uma unica reta.

Axioma 3.2. (Azioma das Paralelas) Por um ponto P nao pertencente a uma reta |
passa uma unica reta paralela a l.

Uma consequéncia imediata do axioma das paralelas é que a soma dos angulos inter-
nos de um triangulo qualquer ¢ igual a 7.

O axioma das paralelas tornou-se um dos maiores mistérios da matemaética ao longo
de 2.000 anos, muitos acreditavam que deveria haver uma demonstracao a partir dos
outros aximas. A estrutura que Euclides criou para descrever a Geometria acabou por
ser extremamente rigida e limitada para atacar o problema.

Neste capitulo, o objetivo é estudarmos a Geometria Euclideana a partir de outros
elementos primitivos: o espaco topolégico R?, a estrutura diferencidvel e a métrica eu-
clidena g =<, >.

Definicao 3.1. O espaco euclideano E? é o espaco R? munido com a métrica euclideana;

E? = (R%, < .,.>).

No Capitulo I mencionamos que o conceito de reta é substituido pelo conceito de
geodésica. Portanto, em E? retas sdo geodésicas.
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3.1 Geodésicas em E?

Um dos axiomas de Euclides afirma que a distancia entre os pontos p e ¢ em R? é
dada pelo comprimento da tinica reta que une estes pontos. Se p = (p1,p2) € ¢ = (¢1,42),
a distancia é

la—p = /(@ —p1)? + (2 — p2)2. (3.1)

A expressao acima é consequéncia do Teorema de Pitagoras. Seja

Qp,q) = {7:[0,1] > E* |y € C%~(0) = p,7(1) = ¢}

o espaco das curvas continuas ligando p & ¢ em E2. A integral do comprimento de uma
curva define a funcao

1
L:Q(p.q) =R, L(y)= / |y | ds.
0
Portanto, a distancia entre os pontos p e ¢ em E? é por definicdo

d ,q) = inf L(v).
m2(P; q) e pa) (7)

A estrutura de espaco vetorial presente no espaco E? é uma propriedade fundamental
para que a geometria de E? seja simples, permitindo o uso das técnicas da Algebra
Linear. Uma reta r : [0,1] — E2, ligando p & ¢, é parametrizada por r(t) = p + t(q — p)
e L(r) =[q—p]|.

Proposicao 3.1. Sejam p e q pontos em E2. A geodésica ligando p a q descreve uma
reta. Além disto,

dg2(p,q) =l ¢ —p |- (3.2)
Demonstracdo. Seja « : [0,1] — E? uma curva ligando p = a(0) & ¢ = a(1). Assim,
1
qg—p= / o (t)dt.
0

Seja u € E2 um vetor unitario qualquer. Desta forma,

1 1
<q—p,u>:/ <a’(t),v>dt§/ | ao(t) | dt
0 0

Ao tomarmos u = ﬁ, concluimos que | ¢—p |< L(a) e | g—p |< dgz2(p, ¢). Portanto, o
comprimento da reta ligando p a ¢ é menor ou igual ao comprimento de qualquer outra

curva ligando estes pontos, da onde concluimos que a geodésica ligando p a ¢ é uma reta.
O
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Corolério 3.1. Sejam p,q € E?. Existe uma tnica geodésica parametrizada pelo com-
primento de arco que liga p a q.

Demonstragdo. Seja a(t) = p+t(q — p), a : [0,1] — E2, a parametrizacio da reta que
miniza a distancia de p a q. Neste caso, o comprimento de arco de « no instante ¢ é
dado por s =t | g —p|. Tomando t = F‘gp‘, a curva parametrizada pelo comprimento

de arco é A(s) = a(=2+). A unicidade segue do fato que 5(0) = p e §/(0) = =2 O

lg—p] = lg—pl”

3.2 Isometrias de E?

Com o intuito de descrevermos o grupo Isom(E?), primeiramente estudaremos as
isometrias mais simples de E2.

Definigao 3.2. Uma rotacao de angulo # com centro na origem é uma transformagao
linear Ry : E? — E? que satisfaz as seguintes propriedade: para quaisquer § € R e
u,v € E?

< Rg.u, Rg.v >=<wu,v >, det(Rg)=1

Observagao. Decorrem da defini¢do as seguintes propriedades de uma rotagao:
1. Rp(0) = 0 para todo 6 € R.
2. Ryp.R, = R).Ry =1,

3. decorre do lema 3.1 que a matriz que representa Ry na base canonica 8 = {(1,0), (0,1)}
de R? ¢

Rols = <0089 —sen9> |

senfl  cosf

Nao havendo possibilidade de mal entendido, denotaremos Ry = [Ry|g. Desta forma, é
imediato verificarmos que, para quaisquer #, ¢ € R, valem as identidades

Ryo Ry = Ryis, R;'=R_y. (3.1)

Seja SOs = {Ry | € R} o conjunto das rotacdes em E2. Decorre das identidades
acima que SOy é um grupo abeliano.

Proposicao 3.2. Para todo § € R, a rota¢io Rg € uma isometria de E2.

Demonstracao.

Ry(z,y) = (cosb.x + senb.y, —senb.x + cosb.y).
Portanto, (dR@)(%y) : T(x’y)E2 — TRg(:Jc,y) ¢é dada por
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(dRH)(x,y) U = Rg.'U,

da onde

< (ng)(I7y).U, (dRe)(l’,y) >=< Rg.v, Rg.u >=< u,v > .

O

Para introduzirmos as transformagcoes de reflexao sobre uma reta, inicialmente vamos
considerar a reflexao sobre o eixo-x definida por

rﬂﬁ(xa y) = (LU, _y>

Desta forma, r, : E> — E? ¢ uma transformacao linear tal que r2 = idg2 e cuja matriz,
em relagao a base canonica, é
(rals = 1 0
w0 -1)

Observamos que, para qualquer 6 € R,

Ryr, = rzR_yp. (3.2)

Definigao 3.3. Seja I C E? uma reta passando pela origem cuja inclinacio (medida em
relacdo ao eixo-x, no sentido anti-hordrio) mede 6. Uma reflexdo em relacdo a [ ¢é a
transformacéo linear 7; : E2 — E? definida por

7 :RgorxoR(,_l.

Segue da identidade 3.2 que

7= Ro.ry. R_g = Rog.Ts. (3.3)

Exemplo 3.1. :

1. Reflexao sobre o eixo y.
rz(z,y) = (—x,y). Na base canonica temos

[ryls = <_01 ?) :
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2. Reflexdo em relacio a reta | = {(z,y) € E? | y = tg(0)z}.
Se 0 é a inclinagao de | com respeito ao eixo-x, entdo decorre da definicdo r; =
Ryorgo Re_]L : E?2 — E? que a matriz de 7, na base canonica é

s = (60520 sen20 ) . (3.4)

sen20 —cos20

FIGURA 3.1

3. Em funcao do coeficiente angular de y = ax a reflexao do item anterior é

1 1—a? 2a
"= 1+ a? ( 2a —1+a2) ' (3.5)

Observacao. Seja [ uma reta passando pela origem em E? . Entdo;
1. Se p € 1, entao ri(p) = p.
2. r? = idg:
3. r;: B2 — E? satisfaz rf.rl = rl.rf = I, ou equivalentemente;

< rpu, o >=<u,v >, Yu,v e E?

Portanto, r; : E? — E? é uma isometria.

Proposicao 3.3. Sejam I, retas em E? passando pela origem que formam dngulos o, 8
com o eixo-z, respectivamente. Entao,

T ors = RQ(af,B)a TsoTy = R72(o¢7,3)-

Demonstragao. De acordo com 3.4,

v (e i) o e (D) 0.

Assim,

ryor, — <cos[2(a - B)] —sen[2(a — 5)]) e riom = (003[2(6 —a)] —sen[2(8 — a)]
©\sen[2(a—B)]  cos2(a = )] ’ sen[2(8 —a)]  cos[2(6 — )]

O]
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Definigao 3.4. O grupo ortogonal é o conjunto
Oy ={Ac My(R)| AA'= A" A=1T}
munido com a operacao de multiplicacdo de matrizes.
O grupo Oy age sobre E? tendo a origem como o tinico ponto fixo da a.

Exercicio 3.1. :
1. Mostre que Og é um grupo e que SO é um subgrupo de Oz (subgrupo das rotagoes).

2. Seja D, o grupo diedral do poligono regular de n lados. Mostre que se as retas [
e s passam pela origem e formam um angulo 7 entre si, entao

Dy, ~< 11 > . (3.6)

Lema 3.1. Seja A € Oy. Entao, hd duas possibilidades: ou (i) A = Ry, caso A € SOo,
ou (i1) A= Rpory, caso A ¢ SO;.

Demonstragdo. Seja A € Oy a matriz

Segue da identidade A'.A = I que

a> 4+ =1, (3.7)
ac+bd =0,
A+d®=1.
A equagao 3.8 implica em ac = —bd. Consideramos os seguintes casos;
1. ¢=0
Neste caso, d=1 ou d=-1, em ambas as situacoes temos b=0, da onde a = 1 ou
a = —1. Portanto, a matriz A é igual a uma das seguintes matrizes

b1 G5 G @),
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2. d=0
Neste caso, c=1 ou c=-1; em ambos os casos a=0, da onde b=1 ou b=-1. Portanto,
a matriz A sera igual a uma das seguintes matrizes

(o) () G (o)

3. a=0 ou b=0
Estes casos resultam, de maneira analoga, nas mesmas matrizes obtidas nos itens
anteriores.

4. a#0eb#0
Neste caso, ¢ = — Ao substituirmos na equacao 3.9 resulta em | d |=| a |.
Consequentemente, ha duas possibilidades

bd
2

Assim, neste caso, temos que

a b a b
(D) woan (e 1),

Seja 0 € R tal que a = cosf e b = —senf), entdao as equacoes 3.7, 3.8 e 3.9
sao satisfeitas. O angulo 6 sempre existe porque as funcoes cosseno e seno sao
continuas. Assim,

A— cost) —senb A cos)  sent) \ _ [cosl —senl 1 0
~ \senf cosl ot  \senf —cosh) \sen® cosl 0 —-1/)°

Consequentemente, ou A é uma matrix de rotacao Ry ou A é o produto de uma rotacgao
seguida por uma reflexao. O

Corolario 3.2. O grupo Oy ¢é gerado por reflexdes.

Demonstragao. Na proposicao 3.3 vimos que as rotagoes sao produtos de reflexoes, da
onde conluimos que Oy é gerado por reflexces. O

Exercicio 3.2. :
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. Sejam Ry uma rotacao e r; uma reflexao sobre uma reta 1 passando pela origem.

Suponha que [ forma um angulo ¢ com o eixo-x. Mostre que Ry or; é uma reflexao
ao longo de uma reta t e determine t.

. Mostre que Os tem duas componentes conexas sendo uma, a da identidade, igual

a S02

. Mostre que SO é um subgrupo normal de O3 e [O2 : SO3] = 2.
. Conclua que Oy nao é um grupo abeliano.

. Nos casos tratados na demonstracao do teorema acima, diga qual o significado

geométrico para a transformacoes que surgem nos casos ¢ =0 e d = 0.

. Considere uma transformacao linear 7' : R? — R? satisfazendo T? = I e estude os

casos onde ela representa uma transformagao ortogonal.

Definicao 3.5. Seja b € R%2. Uma translacdo ¢é uma transformacao Tj, : E? — E2
definida pela expressao

Ty(x) =z +b, b=T(0). (3.10)

Proposicao 3.4. As translagoes satisfazem a sequintes propriedades;

1.

2.

6.
7.

Se b0 entio as transformacoes Ty : E?> — E? ndo sdo lineares.
Se b # 0, entdo para todo x € E? Ty(x) # .
Sejam by, by € B2, entdio

Tbl o sz = sz o Tb1 = Tb1+bg-

. Para todo b € E?, Tb_1 =T_,.

o conjunto
T ={Ty | bc E?}

munido com a operacdo de composicio é um grupo abeliano isomorfo a R?.
T age em E? sem pontos fizos.

Para todo b € E?, Ty, : E2 — E2 ¢ uma isometria.

Demonstracgao. .

1.

Veja que Tp(x + y) = x + y + b enquanto Ty(x) + Tp(y) = = + y + 2b.
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2. Se Ty(x) =x,entdo r +b=x e b= 0.
3. Tb1 o Tb2 (x) = Tb1 (a; + bg) =x+by+b = Tb1+b2 (l’)
4. Tyo T p(x) = Ty—p(x) = To(z) = x, ou seja Ty o Ty, = idpe.

5. Pelos itens anteriores, segue que 7 é um grupo abeliano. A aplicacdo ¢ : T — R?
dada por ¢(Tp) = b define um isomorfismo entre grupos. Além disto, segue que T
age sobre E? através da agio T x E? — E? definida por (T}, x) — Tj(x).

6. Seja Ty € T, entdao Ty(x) = x+ b e dl}p |» .v = v,, da onde T}, é uma isometria de
E2.

O]

Uma vez que a composicao de isometrias é uma isometria, vamos considerar para
todo A € Oy e b € E? a isometria

Tap:E?> - B3 Tap(u) = Au+b. (3.11)

Exercicio 3.3. :

1. Reflexdo sobre uma reta | C E2.
Seja | C E? uma reta definida pela equacdo y = ax + b. Mostre que a reflexdo em
relacdo a ! é dada pela transformacao r; : B2 — E2,

1 1 —a? 2a T 2b
ri@,y) = 14 a? ( 2¢ -1 —|—a2> <y) 1 +a? (=a,1). (3.12)

2. Sel={(x,y) €E?|y=tg(f)x—xotg(h)} é a reta com inclinacio § passando pelo
ponto (zg,0), mostre que

2w0.tg(9)

“ T IO = =Tk bea),  (313)

r(u) = roR_o0(u)

3. Considere I, C E? a reta definida pela equacio y = ax + b. Sejam e = \/(% e

ep = (0,b) vetores definidos pela parametrizacao r(t) = te + ep de l. Mostre que,
para qualquer vetor u,

r,(u) = —u+2 <u,e> e+ 2w, (3.14)

onde v, = ep— < ep,e > e é ortogonal a e (v, L €). Mostre que as expressoes 3.14
e 3.12 sao iguais.
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4. Considere as reflexoes r;, e r; sobre as retas [, = {(z,y) |y = ax+b} el = {(z,y) |
y = ax}, respectivamente. Mostre que

1, = Ty, 1, onde vp = ep— < ep, e > e. (3.15)

5. Obtenha a expressao para a reflexdo ao longo dos eixos e das reta y = «, onde «
é constante.(no caso do eixo-y, considere o caso a — 00).

6. Rotagdo com centro em P
Sejam Py = (z0,v0) € E? e R‘];O : E? — E? uma rotacdo de centro em Py e angulo
f. Considere vyg = OF, e mostre que

Rp®(u) = Ry(u) +vo — Rp(v0) = Rp® =Thy vo—Ry(vo)- (3.16)

7. Seja | uma reta qualquer em E? e o € R uma constante. Mostre que existe uma
isometria f : E? — E2 tal que a imagem de [ é a reta t = {(a,y) | y € R}.

8. Considere as isometrias 7, R} e T,,. Mostre que os comutadores [r;,T,] e [Rg, T,]
sao translacoes e descreva quando as diregoes destas translagoes sao paralelas a v.

Proposicao 3.5. Sejam 1, s retas em E? e 1,75 as respectivas reflexées. Entdo,

1. Sel//s, entdo rpors =T, ersor; = Ty, onde b € E? é um vetor ortogonal as
retas l,s e | b |= 2dist(l, s)

2. Se l,s sao concorrentes em P, entdo rsor, = Rg; erjors = R}_DQH sao rotacoes
com centro em P e 8 € R € o angulo formado porl e s.

Demonstracao. .

1. Sem perda de generalidade, podemos assumir que

I={(a,y) €E’ |y R}, s={(B,y) eE’|yeR}

onde «, 3 sdo constantes. Assim, sejam uy = («,0) e v9 = (3,0). Segue que as
reflexdes r;, 75 : E? — E? sdo dadas por

ri(u) = ry(u) + 2ug, 7r5(u) = 1y(u) + 200. (3.17)

Portanto, uma vez que ry(ug) = —ug e ry(vg) = —vp, a composicao é
riors(u) = u+2(up — vo) (3.18
rsor(u) =u+ 2(vg — uop) 3.19)
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2. Sem perda de generalidade, podemos assumir que [ e s sao concorrentes na origem.
Suponhamos que ! forma um angulo a com o eixo-x e s forma um angulo 8 com o
eixo-x. Assim, § = o — f e a afirmacao decorre da proposicao 3.3.

O]

Teorema 3.1. Se T : E?> — E? € uma isometria, entdo, existem A € Oy e b € E? tais
que, para todo x € E2,

T(x)=Ax+b (T =Tap)

Demonstragio. Seja p = (z,y) € E2. Por defini¢do, < dT,.u,dT,.v >=< u,v > para
quaisquer u,v € R?, por isto dT,, é ortogonal. Em relagao a base canonica do R?, em
cada ponto p = (z,y), existe uma matrix ortogonal Ry, ) tal que [dTy)s = Ry(z4) ou
[dTs = Rg(z,y) 072~ Vamos tratar do 1%-caso, uma vez que o 2% segue de forma andloga.
Suponhamos que 6 : E? — E? é ndo constante e que existem funcoes diferencidveis
f,g:E? = E? tais que T(z,y) = (f(z,v), 9(z,y)). Assim,

of  of

_ 0 )
ATy y) = (gﬁ gZ)
€T Y

Da igualdade dT(, ,y = Ryg(,), segue que

o 0
(% = 875 = cos(0(z,y))
e
o 0
85 — _£ = —sen(6(z,y))

92 92
A identidade ;ygx = ;xgy implica em

~Gsen(B(a.)) = ~5 cos(0(z.).

9% _ 9%
Analogamente, segue de Pyor — dwoy> due

5 cos(6(z.9)) = ~ 5 sen(bz.1).

Ao assumirmos que 6 nao é constante podemos dividir as expressoes acima;

90 ol
9y _ Oz 2_ —
ox Jy
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Ou seja, concluimos que 6 é constante. Neste caso, ao integrarmos d7}, = Ry obtemos
T(x) = Rg.x+b, b=T(0).
Ao aplicarmos os mesmos procedimentos para o caso A = Ry o r,, concluimos que

T(z) = (Rgors)a+b, b=T(0).
O

Corolério 3.3. O grupo Isom(E?) goza das sequintes propriedades: Ao fizarmos a
origem em E?;

1. O grupo Isom(E?) é gerado pelas reflexies.

2. Isom(E?) =T x Os.

3. Ao considerarmos os homomorfismos1: T — Isom(E?) (T ~R?) ey : Isom(E?) —
Oy definidos por 1(b) =Trp e )(Tap) = A, obtemos a sequéncia exata

0 — T —= Isom(E?) -5 0y — 1. (3.20)
A aplicagdo 3 é um epimorfismo cujo nicleo é Nuc(j) ~ +(T), enquanto v é um
monomorfismo.
Demonstracao. .

1. Uma vez que as translacoes e as rotagoes podem ser escritas como o produto de
reflexdes, segue do teorema anterior que todas as isometrias de E? sdao obtidas a
partir do produto de reflexoes.

2. A demonstragao decorre da defini¢ao de produto semi-direto [?]. Restrito ao pre-
sente caso, o produto semi-direto 7 x Os é definido da seguinte maneira;
considere sobre E? x Os o seguinte produto (semi-direto)

(a,A).(b,B) = (a + Ab, AB)
(a) o produto é associativo,
(a, A).[(b,B).(¢,C)] = (a, A).(b+ Be, BC) = (a + Ab+ ABc, ABC),

[(a, A).(b, B).(c,C) = (a + Ab, AB).(c,C) = (a + Ab+ ABc, ABC).

(b) o elemento neutro do produto é (0, I).

(c) o elemento inverso de um elemento (a, A) é (—A~ta, A71).
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Desta maneira, o produto 7 x Oz munido com o produto semi-direto é um grupo,
o qual denotamos por T x Oy. Desta forma, a aplicagdo h : T x Oy — Isom(E?)
definida por h(a, A) = T4, é um homomorfismo de grupo, ja que

h(a, A).h(b, B) = Taa o Tpp = TaB Abta = T(a,n).0,8) = h((a, A).(b, B)).
Além disto, h é uma bijecao e portanto é um isomorfismo de grupos, da onde segue
que Isom(E?) = T x Os.
3. Ao definirmos os homomorfismos «(b) = (b,I) e 3(Tap) = A (o2 = I) obtemos a

sequéncia exata

0 — T — Isom(E?) - 0y — 1.

Definicao 3.6. A isometria T4
1. preserva orientacao se det(A) = 1.
2. inverte orientacao se det(A) = —1.
Lema 3.2. Sejam | uma reta e Tay, € Isom(E?). Entdo, Tap(l) é uma reta.

Demonstragao. Sejam p,q € [. Desde que | minimiza a distancia entre p e ¢, vamos
consideré-la parametrizada por comprimento de arco, 7 : [0,1] — E2,

fy(s)zsﬂw.
lg—p|

Assim,

1
= §—
lqg—p|
_ STA,b(Q) —Tap(p)
lg—p|

Tap(v(s)) Alg—p)+Ap+b=s

1
|q_p|[(Aq+b)—(Ap+b)]+(Ap+b):

+ Tap(p)-

Uma vez que | Tap(q) — Tap(p) |=| ¢ — p |, temos

_ o Tap(e) = Tap(p)
| Tan(q) = Tap(p) |

Tap(v(s)) + Tap(p).

Portanto, T'4 () é a parametrizagao por comprimento de arco da reta que minimiza a
distancia de TAJ,(q) a TA7b(p).
O
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Lema 3.3. Seja f : E2 — E? uma isometria tal que no ponto p satisfaz f(p) = p e
dfp = 1. Entdo, f = idp2.

Demonstragdao. Decorre do lema anterior que a imagem da reta y(s) = sﬁ +pé

_ S~ fp)
f(v(s)) = T =T + f(p).
Pela hipotese,
ﬂfﬁD|ﬁfﬂmrq—p _ a-p
ds la—p| [a—p]

Portanto,

flg) — f(p) q—p

| fla)—Ff) | la—pl
Como f(p)=pe| f(q) — f(p) |=| ¢ —p |, segue que f(q) = q para todo q € E2.

O]

Observagao. O lema acima, decorre do fato para cada ponto p € E2 e v € TpEQ, existe
uma tnica geodésica satisfazendo v(0) = p e v'(0) = v € T,E?. Como as geodésicas
ligando os pares de pontos p,q e f(p) = p, f(q) tem as mesmas condigdes iniciais e levam
os mesmo “tempo” para percorrerem os trajetos de p a ¢ e de f(p) a f(q), segue que

fla) =q.

Definicao 3.7. Sejam A, B e C pontos nao colineares em E2. Um triangulo euclideano
A(A, B, C) é formado pelas 3 retas definidas pelos pontos A, B e C.

O seguinte axiomas de Euclides apresenta as condigoes suficientes para que 2 tridngulos
sejam congruentes;

Axioma 3.3. Congruéncia (LLL) Dois triangulos quaisquer sao congruentes se tive-
rem o0s 8 lados congruentes [?].

Na presente formulagdo da geometria euclideana o conceito de isometria substitui o
de congruéncia. O seguinte resultado é equivalente ao axioma citado acima;

Proposicao 3.6. Sejam A, B e C pontos nao colineares em E?. Qualquer isometria
f € Isom(E?) é determinada pelas imagens f(A), f(B) e f(C).

Demonstracdo. Considere em E? a estrutura de espaco vetorial induzida pelo R? de tal
forma que a origem esta em A e o eixo-x esta definido pela reta ligando A a B. O
eixo-y é determinado pela tnica reta perpendicular ao eixo-x. Sejam Pp = (zp,yp) €
Pc = (z¢,yc) as coordenadas de B e C' em R?. Decorre da hipétese que os vetores
vg = OPp e vo = OP¢ sao linearmente independentes. Por isto, para qualquer ponto
P € E?, representado pelo vetor v = O? € R? existem «, B € R tal que v = avg + Buc.
Seja f =Typ, onde A € Oz e b= f(0). Entao, f(0)=be
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fw) =Av+b=af(vp)+ Bf(vc) + f(0)
Portanto, f é determinada pela imagem dos vetores 0, vp e v¢. ]
Exercicio 3.4. :
1. Enuncie e prove o caso (LAL) de congruéncia de triangulos.
2. Enuncie e prove o caso (ALA) de congruéncia de triangulos.

3. Sejam A, B € E? dois pontos quaisquer e [ a reta definida por eles. Mostre que o
conjunto dos pontos eqiiidistantes de A e B é uma reta ortogonal a .

Proposicao 3.7. Uma isometria f € Isom(E?) é o produto de no mdzimo 3 reflexies.

Demonstragdo. Sejam A, B e C pontos em E2? e f(A), f(B) e f(C) as respectivas
imagens.

1. Suponhamos que f(A) = A e f(B) = B. Entao ocorrem os seguintes casos;

(a) f(C)=C. Neste caso, f = idg2.
(b) f(C) #C.

Consideramos a reta [ passando por A e B e seja r; : E*> — E? a reflexdo
sobre [. Segue que r;(C) = C; como r(A) = A e r(B) = B, conluimos que
ryo f =idg2, ou seja f = ry.

2. Suponhamos que f(A) = A.
Consideramos I a reta eqiiidistante de B e f(B) e seja r1 : E? — E? a reflexao
sobre ;. Assim, r1(B) = f(B) e r1(A) = A uma vez que A € l;. Os seguintes
casos ocorremn;

(a) 71(C) = F(C).
Como r1(A) = A= f(A) e r1(B) = f(B), considere r1 o f; entao,

rirof(A)=A, rof(B)=B e rof(C)=C,

da onde f =1

(b) m1(C) # F(O).
Consideramos a reta Iy passando por f(A) e f(B) e seja o : E2 — E? a
reflexao sobre lo. Assim,

T9 O’I"l(A) = f(A) e 790 T‘l(B) = f(B)
No entanto, do fato que
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| F(A) =m(C) |=[ A= m(C) [=] r1(A) = (C) [=

=[A-CIl=[f(A) - f(C)].

| F(B) =m(C) |=[ r1(B) = r1(C) [=| B=C |=[ f(B) = f(C) | .
segue que r1(C) e f(C) eqiiidistam de f(A) e de f(B), respectivamente. Isto
é, oury(ri(C)) = f(C) ouri(C) = f(C). Portanto,

rgori(A) = f(A), ror(B)=f(B) e ryor(C)=f(C).
Consequentemente, f = rq o ry.

3. Suponhamos que f(A) # A, f(B)# Be f(C) # C.
Neste caso, consideramos a reflexdo r3 : E2 — E? sobre a reta eqiiidistante de A e
de f(A). Por construgao, temos que r3o f(A) = A. Ao aplicarmos o item anterior
a isometria r3 o f, concluimos que f é o produto de no maximo 3 reflexoes.

3.3 Subgrupos Discretos de [som(E?)

Nesta secio, vamos explorar o fato da estrutura do grupo I'som(EE?) ser isomorfa a
do grupo R? x Oy para descrevermos os subgrupos que agem descontinuamente sobre
E2. Como vimos, esta estrutura se decompdem de acordo com a sequéncia exata 3.20;

0 —>TL>Isom(E2) 250y — 1,

Inicialmente, descreveremos os subgrupos discretos de Oy e os de 7. Se G <
Isom(E?) é um subgrupo, consideramos 7g = «(T N G) e Og = (G). Analogamente, a
estrutura de GG se decompoem de acordo com a sequéncia exata

0—To -G -5 05 — 1.

Os pontos p € E? cujo grupo de isotropia G)p € nao trivial sao centros de rotagoes da
agao de G neste caso, ao fixarmos a origem em p temos Og ~ G),.

Comegaremos por descrever os subgrupos finitos de Oz, em seguida descreveremos
os grupos discretos de 7. A seguir, veremos que alguns subgrupos sao simplesmente
excluidos da lista dos que agem discontinuamente sobre E?;

Proposicao 3.8. Se 6 € 2n(R — Q), entdo G =< Ry > € infinito.
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Demonstragao. Por absurdo, suponhamos que G é finito. Entao, existe k£ € N tal que
R’g = 1. Isto implica na existéncia de n € N tal que

kO =2mn = 9:%% —~  §e2nQ,

da onde temos uma contradi¢ao. Consequentemente, G tem que ser infinito.

Proposicao 3.9. Se § € 2n(R — Q), entao;
1. G=< Ry > ¢ denso em SO-.
2. A érbita de um elemento x € S' € densa em S*.

Demonstragao. O grupo SO age invariantemente e transitivamente sobre o espaco S =
{(z,y) € E? | 22 + y? = 1}. Fixamos 7o € S'; a érbita de zo pela agdo de G =< Ry > é

OQ;O = {Rng(l’o) | n e N}
Uma vez que Oy, tem cardinalidade infinita, segue da compacidade de S! que existe uma

subsequéncia { Ry, ¢(20)} C Oy, convergente em S'. Suponhamos que limy,, o0 Rno(20) =
yo- Isto quer dizer que dado € > 0 existe ng € N tal que para todo ng > ng

| Rpo(wo) — o < e

Como toda sequéncia convergente é uma sequéncia de Cauchy, segue que existe um
nimero infinito de m,n € N tal que se n > ng e m > ng entao

| RnG(ZEO) - ng(ﬁl?o) |< €,
ou equivalententemente,
| Rin—myo(z0) — w0 [< €.

(significa que existe N € N tal que (n —m) ~ 27N). Para obtermos a densidade da
érbita de xg, seja y = Rg(zo), onde 0 < f < 27, um ponto qualquer de S1. Sejam k € N
ed = % tais que

| Rin—myo(®0) — o |<| Rs(x0) — 0 [< €.

Consideramos [ € N de maneira que (k —1)d < I[(n —m)f < ké. Portanto,

| Rg(x0) — Rytn—m)o(z0) [=| Rrs(x0) — Rytn—m)o(z0) |=| Ris—i(n—m)o(w0) — 2o | -
No entanto,
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| Rs—i(n—myo(w0) — 2o |<| Ris—(k—1)s(x0) — xo |=| Rs(wo) — 20 |< €

Consequentemente, |y — Rén_m)e(xo) |<e.
O

Corolério 3.4. Se G € um subgrupo de SOy que age descontinuamente sobre E?, entdo
G € finito.

Queremos classificar os subgrupos finitos de SOs, mas antes estudaremos os subgru-
pos de SOy da forma Z,.

Proposicao 3.10. Sejam n € N e Z,, =< R2x >. Os subgrupos de Z, sdo da forma
Loy, onde m € N é um divisor de n.

Demonstra¢do. A demonstracao sera realizada em duas partes;

1. Se n = km, entao Z,, < Zy,.
Consideramos a classe [k] € Z, e o subconjunto < [k] >= {0, [k],2[k],...,(m —
1)[k]}. A seguir, verificaremos que < k > é um subgrupo de Z,.

(a) a operagao definida em < [k] > é a induzida pela operagao em Z,, por isto é
associativa.

(b) 0 €< [k] >;
pois mlk] = [m.k] = [n] = 0.

(c) Se1<p<m—1,entdo (plk]) ! €< [k] >;
observamos que pk + (m — p)k = n e, por isto, p[k] + [m — p|[k] = 0 em Z,.
Portanto, (p[k])~! = [m — pl.[k] €< [k] >.

2. suponhamos que G < Zjy e o(G) = m. Pelo teorema de Lagrange, o(G) = m
divide o(Zy,) = n, ou seja, existe k € Z tal que n = k.m. Pelo item anterior,
< [k] >=A{0,[k],...,(m — 1)[k]} é um subgrupo de G. Como a ordem de < [k] >
é igual a o(G) = m, concluimos que G = Z,,.

O]

Observagao. A proposigao acima é simples do ponta de vista geométrico (figura ?7?).
Seja P, um poligono regular de n-lados e m € N um divisor de n. Construa um poligono
regular P, de m-lados da seguinte forma:

1. fixe um vértice vy € P, e, no sentido anti-horario nomeie os vértices por v1, v, ..., Up_1.

2. Se n = l.m, considere os vértices vy = vo, Va2 = v}, Vj = Vit - -, Up = U(n_1)-

3. Ligando os vértices v;, i = [,2l,...,(n — 1)l, obtemos um poligono regular de
m-lados.
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Desta maneira, as transformagoes que preservam P, preservam P,,.

Agora, investigaremos a estrutura de um subgrupo finito G < SO a partir de alguns
dos elementos de G < SOs. Para isto, utilizamos o fato de que G é composto por
rotacoes racionais.

Proposicao 3.11. Seja G um subgrupo finito de SOo. Se R%Tn € G ed=mdc(k,n),
entdo Zy =< Rax >C G, onde k'd = k.
k/

Demonstracao. Existem a,b € 7Z tais que ak + bn = d; por isto, segue que
b _ _ _
R27T% - RQW(%—(J,) - RQW% - R%,r €G.

Consequentemente, Zy =< Ra2x > é subgrupo de G. O
k/

Exercicio 3.5. Verifique geometricamente, que R26L8 elG =73 <d.

Proposicao 3.12. Sejam G um grupo finito de SOz, P = {p1,...,pn} C N e M =
mme(pi, ..., pn). Se, para todo 1 <i < n, Rz« € G, entdao Zy; < G. Em particular, se

Py
P € o maior conjunto formado por elementos da forma Rz« € G, entdo G = Zy;.
P;

Demonstragao. Mostraremos por inducao. Sejam p;,p; € P tais que p; = kp;, p; = kp;
onde k,p;,p; € N e mde(p;,pj) = 1. Assim,

Rix Rox = Rorgii5y) € G-

Pi Py kp;p;

Como mme(p;, pj) = kpip; e mde(p; + pj, kpiD);) = 1, segue da proposicao anterior que
Zp,p; € subgrupo de G. Agora, suponhamos que o resultado vale para {p1,...,pn—1}.
Seja M7 = mmc(p1, ..., Pp—1), €ntao

Rar .R2x = Rormyipn, € G.

My Pn M1pn

Sejam My = k.Mj e p, = kp,, onde mdc(Ms, pp,) = 1. Desta forma,

R2x R2n = Ror(myipn) € G-

My Pn kMobn

Uma vez que M = mmc(p1,...,pn) = mmc(Mi,p,) = kMap,, decorre de maneira

analoga que Zj; < G. Uma vez qe G ¢ finito, podemos encontrar o maior subconjunto

de G com as propriedades de P. Se P = {p1,...,p,} C N for o maior subconjunto com

a propriedade que Rz € G, para todo 1 < i < n, entao G = Z),. O
Py

Corolario 3.5. Seja G C SOy um subgrupo finito, entao G € isomorfo a um dos se-

guintes grupos:
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1. G ~{e}.
2. G~7Zy, keN. Istoé, existe k € N tal que G =< R% >.
Ao juntarmos os resultados acima, temos a seguinte classificacao;

Teorema 3.2. Se G < Oy age descontinuamente sobre B2, entdo G € isomorfo a Zj, ou
a Dy.

Demonstragdo. Como G finito, podemos considerd-lo como gerado pelo conjunto de
reflexées {ri,...,r,}, onde r; é uma reflexdo sobre uma reta [; passando pela origem.
Assim, o conjunto de retas {l1,...,l,} é concorrente na origem. Sejam 6;; = £(I;,1;),
o angulo entre /; e [;. Decorre da racionalidade do angulo das rotagoes Ry, = rirj que
0;; = ;—Z e p;j € N. Assim, hd duas possibilidades para G;

G=<ry,...,1p> ou G=<mrr;:1<i<n1<j<n>.

No primeiro caso podemos reduzir o nimero de geradores, pois r; = R 2« .r;. Portanto,

P14
segue que G =< rq, sz >= D}. No segundo caso, decorre da proposicao 3.12 que existe
keZeG=17.
O

O préximo passo serd descrevermos os subgrupos discretos de 7. Antes, vejamos a
seguinte definicao;

Definicao 3.8. Sejam u,v € E? vetores linearmente independentes e G =< T, T, > o
grupo gerado pelas respectivas translacoes. O reticulado associado a G em E? é a érbita
da origem 0 € E2, ou seja

Oy = {nu+mv | n,m € Z}.

Proposicao 3.13. Seja G < T um subgrupo discreto agindo sobre E2. Entdo, ocorre
uma das possibilidades abaizo;

1. G ~7 e existev € E? tal que G =< T, >.
2. GZ®7Z e existem u,v € E? tal que G =< T,, T, >.
Demonstragao. Consideramos as seguintes situagoes;

1. Todas as direcoes das translacoes presentes no grupo G sao paralelas.
Fixamos uma reta [ C E? paralela a direcao de translacao e consideramos um ponto
z € l. Uma vez que a acao é descontinua, deve existir um ponto x1; € O, C [ tal
que

dist(x1,2) = inf dist(g.x,z) > 0;
geG
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Seja u = x1 — x, a seguir verificaremos que G =< T,, >. Suponhamos que G #<
T, >, entdo existe uma translagdo T, € G, na direcao do vetor vetor u, onde
v=au e a ¢ Z. Consideramos [.] : R — Z a funcao

[z] = maior inteiro < x
et =x—[z],0<Z<1. Assim, v=au+ [aJue
Tyx=z+[autau = Ty_qu()=Tau(z).
Como Ty lal T, = T4, € G, concluimos que Ty, € O,. Porém,
| Tau(@) = Tu(x) [=la = 1] Jul<u].

Desta forma, obtemos uma contradi¢ao devido & construcao do vetor v. Conse-
quentemente, a = 0.

2. Existem varias direcoes de translagao.

Fixamos a origem sobre o ponto = € E2. Seja [ a reta paralela a uma das direcio
de translacdo. Pelo item anterior existe z; € E? tal que a translacio T, € G,
onde u = 777 e | u |= dist(z,z1), gera todas as translagdes na diregdo de 1. Seja
s uma reta passando por x que seja paralela a uma outra direcao de translacgao.
Analogamente, existe zo € E? de forma que as translacoes paralelas & s sdo geradas
por Ty, onde v = ZTZ3 e | v |= dist(z,x2). A érbita de = pela agdo do grupo
< Ty, Ty, > é {nu+mv | n,m € Z}. Suponhamos que existe uma terceira dire¢ao
de translacao gerada por T}, onde w é um vetor obtido de forma analoga a u e v.
Sejam a,b € R tais que w = au + bv. Como no item anterior,

w—[alu—[pv=du+bv = T, ed

au—i—l}u
e, por isto, T&u+l§v(x) € O,. Decorre da densidade de Q em R que, dado ¢ > 0,
existem k, m,n € N tais que

| ki —m|<e€/2, |kb—n|<e/2.
Consequentemente, | T% = oT -1 = (2) -z |<e.
au+bv

b mu-+nuv

Sendo assim, héa elementos na érbita de x cujo mdédulo esta aproximando-se de
zero. Como isto nao é admissivel para uma acao descontinua, concluimos que nao
é possivel existir uma terceira diregao gerada por um vetor que nao pertenga ao
reticulado gerado por u e v.
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O

Apébs termos classificado os subgrupos de SOz e de T que agem descontinuamente
sobre E2, passamos ao estudo dos subgrupos de Isom(E?) = T x Oy que agem descon-
tinuamente sobre E2. Ao fixarmos a origem em E? obtemos a sequéncia exata

0—Tg—G— Og —1,

onde Og é o subgrupo de SO isomorfo ao grupo de isotropia da origem e T é 0 subgrupo
de translacoes puras de G.
Para efeitos da classificacao, consideramos as seguintes classes de grupos discretos:

e TipoI: Se Tg ~ Z

1. Og = {e},
2. Og =~ 7y,
3. Og ~ D,

e TipoIl: Se T ~Z B Z

1. Og = {e}
2. Og ~= 7y,
3. OG ~ Dn

As seguintes tTes proposicoes sao fundamentais para a identificagado dos grupos do
Tipo II que agem descontinuamente sobre E?;

Proposigao 3.14. Ser; e T, € G, entdo existem um vetor w € E? tal que [ry, T,)] = Toy.

Ser(u) = —u+2 < u,e> e+ v, como na equagdo 3.14, entdo
w=v—<v,e>e. (3.1)
Demonstracdo. Basta aplicar as formulas e observar que < vp,e >= 0. O

Corolério 3.6. No resultado anterior, se r;, T, € G e < v,e ># 0 (nao forem ortogo-
nais), entao G € do tipo II.

Proposicao 3.15. Seja P € E? um ponto qualquer e suponhamos que a rotacdo Réj :
E2 — E2, de centro em P e dngulo 0, pertence a G. Se Q € wm ponto na drbita de P,
entao a rotagao R(? : E2 = E2 com centro em Q e dngulo 0 também pertence a G.
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Demonstra¢do. Suponhamos que Q = g.P, onde g € G. Definimos a isometria

R=g.R).g", R(Q) =Q.

Sem perda de generalidade, podemos fixar a origem em P e considerar vy = (ﬁ Seja
g = T'a,,, entao segue da expressao 3.16 que

g.RY .7 (v) = g(Re(A v — A™1y)) = ARgA v — ARg A wg + vp.
Ha duas possibilidades a serem consideradas:

1. A € SO,. Neste caso temos que ARy = RgA e
g.Rg.g_lv = Rgv — Rgvg +vg = Rer.

2. A € Oy — SOs. Neste caso, de acordo com a expressao 3.3, existe um angulo 3 tal
que A = Rog.r; e

AR@Ail = RQB.rx.RQ.Tx.R_Qﬁ = R_Qg.R_g.Rgg = R_y.

Consequentemente,

gR(I;g*lv =R_9v— R_gvg + vy = Rgev.
O

Proposicao 3.16. Se Réj € GeT, € G, entdo G contém a translagcao T,,, onde
w=v— RY(v).

Demonstragao. Sejam vy = OPeT:E? 5 E2a translagdo definida por T = R} .T_,,.(RE)~L.

Assim,

T(u) = Rg.TU(Rglu + Ry Mg — vg) = Rg(R;lu — Rylvg +vp —v) =
= Ry (R;lu — R;lvo + vy — v) + vg — Rgvg = u — Ryv.
Desta forma, [T, Rg] =Ty, onde w = v — Ryv. O

Corolario 3.7. Se o grupo G contém as isometrias Rf e Ty, onde 0 # 7, entdo G €
um grupo do tipo II.

Proposicao 3.17. Sejam uy = OP e vy = OQ. Se R(I;,Rg € G, entao G € um grupo
do tipo II, pois [RY, Rg] : B2 — E2? € igual a translagdo T,,, onde

wo = (R + Ry — Royp — I) (vo — o). (3.2)
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Demonstragao. O resultado decorre da aplicacao da expressao Réj = TRy uo—Re(uo)i 88
sim, o comutador [R}, Rg] = Rf.R?.(Rf)*l.(Rg)*l é dado por

R RS.(RE)™(RZ) ™ (w) = u+ (Ry + Ry — Ror — I) (v0 — uo).

Portanto, Ty, € G, TR@’( )€ TRQ( ) pertencem a G. [
®

wo wo
Exercicio 3.6. :

1. Mostre que um grupo discreto G contendo uma rotagao e uma translacao é do tipo
I se e somente se a rotacao for de angulo 7.

2. Mostre que um grupo contendo dois centros de rotacgoes cujos angulos sao diferentes
de 7 é do tipo II.

3. Sejam [, e lg retas passando pela origem e que formam, respectivamente, angulos
a e [ com o eixo-x. Sejam

(a) r(a) e r(B) as respectivas reflexdes sobre I, € lg.
(b) Rg e Ry rotacoes de angulo 6 e ¢ no sentido anti-horario.

(c) T, translacio de u € E2.

Mostre que,

r(a).Ry = r(a — g), Ry.r(B) =7r(B+ g),

onde r(a— g) é a reflexdo sobre a reta passando pela origem e que forma um angulo

o — % com O eIxo-X.

4. Seja A(A, B,C) um triangulo com vértices A, B,C' e com angulos internos A=

01,B = 05,C = 63. Determine a expressao para as reflexdes r1,rs, 13 sobre cada
um dos lados e a expressao para as composicoes ri7ro, ToT3 € T371.

Uma vez que o grupo Isom(E?) é gerado por reflexdes, é natural classificarmos os
subgrupos que agem descontinuamente sobre E? a partir dos subgrupos gerado por re-
flexdes.

Proposicao 3.18. Seja G < Isom(E?) um subgrupo de Isom(E?) do tipo I, agindo
descontinuamente sobre E2, gerado por reflexées;

1. Se Og = {e}, entao existem retas paralelas 1y, lo tais que G =< ri,r9 >; T1 € T2
sdo as respectivas reflexoes sobre as retas.
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2. Se Og # {e}, entao existem retas li, la e l3, onde l1//ly e l; L I3, tais que
G =< ry1,7r9,73 >; 71, T9 €13 SG0 as respectivas reflexdes sobre as retas.

Demonstracdo. Se G =< r1,ro >, entdo as retas l; e lo tem que serem paralelas, caso
contrario G é um subgrupo de O,. Suponhamos que G =< 71,792,173 >, neste caso hé
duas situacoes a serem analisadas:

1. l3 || ll (§ l3 || 12,
Sem perda de generalidade, podemos supor que I; = {(0,y) € E?}, I = {(n,y) €
E2} e I3 = {(r,y) € E2}. Seja u = 2(n,0) o vetor tal que ror; = T, e v = 2(r,0) o
vetor tal que r3r; = T;,. Devemos provar que existe k € Z tal que v = k.u, da onde
r3 = T¥ o r;. Suponhamos que nao existe k € Z tal que v = k.u, entdo podemos
escrever r = * + [r], ou seja,

Decorre que T;, = Tq[f] 0 Tpy, da onde Ty, € G €
| Ty(x) — Tiu(z) [=[ v = [r]u =] P <[ ul],

contradizendo a hipétese que | v |=infyeq | g2 — x|

2. Suponhamos que l; || Iz e p =13 Nl3. Se o angulo formado por I3 e l; é § > 0, entao
r3r] = Rge € G é uma rotacao de angulo 6 e centro em p e ror; = Ty, como no
item anterior. Segue da proposigao 3.16 que a translagao Tg,,,) € G. Se G é um
grupo do tipo I, entdo é necessario que Rp(u) seja colinear com u, o que implica
em 6 =0oub=m/2

O]

Exercicio 3.7. :

1. Sejam I,y retas em E2, § = /n o angulo formado por I e I3, e G =< r1,73 > 0
grupo gerado pelas reflexoes sobre [; e lo. Considere [y, e ls, as retas obtidas pela
acao de G sobre as retas 1 e I respectivamente. Mostre que as reflexdes sobre as
retas I, e lo, pertencem a G e determine-as em funcao de r1 e de rs.

3.3.1 Grupos Triangulares

Para classificarmos os grupos do tipo II que agem descontinuamente sobre E? intro-
duziremos os grupos triangulares.

Trés retas distintas [y, I3 e 3, mutuamente concorrentes mas nao simultaneamente,
definem um triangulo em E2. Seja A(A, B,C) um triangulo com vértices em A = I3 N3,
B=lnleC=InNls ea, e~y amedida dos angulos internos correspondendo aos
vértices A, B e C, respectivamente. Para darmos enfase aos angulos internos, denotamos
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o triangulo por A(a, 3, ) e chamamos a atengao que A(a, 3,7) corresponde a uma classe
de triangulos semelhantes.

Sejam 11 1o e r3 as reflexoes sobre os lados do triangulo e G =< rq,79,73 >. Ana-
lisaremos a acdo de G sobre E2. Os vértices do triangulo sdo centros de rotacio com
angulo igual ao dobro do angulo interno do triangulo no mesmo vértice. De acordo com
a proposicao 3.2, para que a acao do grupo sobre E? seja descontinua os angulos internos
do triangulo devem ser da forma -, = e %, onde m,n,p € N. Além disto, como a soma
dos angulos internos de um triangulo euclideano é 7, temos a seguinte equagao;

1 1 1

m n p

~1. (3.3)

Proposigao 3.19. As dinicas solugées (m,n,p) € N x N x N da equagdio

1

1 1
— -=1 (3.4)
m n P

sio (2,4,4), (2,3,6) e (3,3,3).

Uma abordagem geométrica do resultado da proposicao acima é indagarmos sobre o
namero de lados que um poligono regular deve ter para que o angulo formado no vértice
do poligono, que mede W"T_Q, seja um divisor inteiro de 27. Isto porque os vértices do
poligono sao centros de rotagéo e ao aplicarmos uma destas rotagoes um numero k de
vézes o angulo formado no vértice deverd medir 27 figura ??7. Assim, para cada n € N

tem que haver uma solugao k € N para a equacao

(-

No entanto, a equagao sé admite solugao inteira quando n = 3 (triangulo equilétero),
n =4 (quadrado) e n = 6 (hexdgono).

Ao considerarmos as retas que contém o centro do circulo circunscrito e os vértices
do poligono regular, obtemos uma decomposi¢ao do interior do poligono em triangulos
congruentes. No caso do triangulo equilatero, o tridngulo obtido é o A(2,3,6); no qua-
drado é o triangulo A(4, 4,2); e no hexdgono é o tridangulo A (3,3, 3). Reciprocamente, se
refletirmos cada um dos triangulos sobre seus lados, obteremos os respectivos poligonos.

Definigao 3.9. Os grupos triangulares euclideanos sao os grupos da forma G(m,n,p) =<
r1,72,73 >, onde a tripla (m,n,p) é uma solugao da equagao 3.5.

Portanto, existem apenas trés grupos triangulares euclideanos: G(2,4,4), G(2,3,6) e
G(3,3,3).

Exercicio 3.8. :
1. Prove a proposigao 3.19.

2. Mostre que Gy =< r179, 7173, ror3 > é um subgrupo de indice 2de G =< r1, 79,73 >.
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3. Seja G um grupo do tipo II agindo descontinuamente sobre E2. Mostre que G é
um subgrupo de um grupo triangular.

4. Considere o triangulo A(2,3,6). Mostre que se fixarmos a origem no vértice cujo
angulo interno é m/2, entdo a sequéncia exata escreve-se como

0—Z7Z — G— Zo —> 1.

Escreva a sequéncia exata fixando a origem em cada um dos outros vértices do
triangulo.

5. Seja A(m,n,p) um tridnguloonde m <n <pe % + % +% = 1. Considere a matriz

M(m,n) = Rar + R2x — Ron(min) — 1 (3.5)

mn

Usando as identidades trigonométricas, prove que

M(m,n) = 4.sen(1)sen(E)Rw(p_1). (3.6)
m n’ —p
Utilizando a expressao 3.6, obtida no exercicio acima, podemos descrever explicita-
mente quem sao os vetores que geram as translagoes decorrentes dos comutadores das
rotagoes centradas nos vértices do triangulo A(M,n,p). Para este fim, consideramos a
tabela 3.1 abaixo;

m | n| M(m,n)
2| 3| 2V3.Rse
216 2.R;
316 \/§.R3g
214 %.R%ﬂ
41 4 2.Rg
313 3.R2?7r

Tabela 3.1: R(m,n)

Também vamos fixar os seguintes elementos: Sejam A, B e C os vértices do tridngulo
A(m,n,p), assim como mostra a figura ??. Consideramos os seguintes vetores

UO:m, 1)0:073, ZUO:W,

€AB = Vo — Ug, €BC = Wo—Vp, €CcA = Up— Wo-
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1- A(2,3,6): Sejam
v = 2\/§.R5%(€AB), vy = 2.R2T7r (eac), vs= \/g.Rg (epc)

Ao aplicarmos os dados na tabela 3.1, segue que

[R;é: R%] - TVl’ [R;?v R(é] - TV2’ [R%, R%] - Tl/s' (3'7)

3
Se os vértices de A(2,3,6) sao A = (0,0), B = (1,0) e C = (0,+/3), entdo
v =(-3,v3), v=(,V3), m=-un.

2 - A(2,4,4): Da mesma maneira,

4 4
vV = E.R%((EAB), V9 = E.R%(eAc), V3 = Q.Rg(eBc),
da onde,
[Rfév Rg] =Ty, [R;?v R%] =Ty, [Rgv R%] =Ty,. (3'8)

Se os vértices de A(2,4,4) sao A = (1/2,1/2), B=(0,0) e C = (1,0), entdo
vi =(2,0), 1r=(0,-2), v3=—us.

3 - A(3,3,3): Analogamente,

obtemos

[Ryg, REe) = To, (R, Roe) = Ton, (R, Roe) = To. (39)

3
Se os vértices de A(3,3,3) sdao A = (0,0), B = (1,0) e C = (1/2,1/3/2), entdo

1 V3 1 V3
I/l == 3(—57 7)7 I/2 == 3(—57 —7)7 V3 == —1/2.
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3.3.2 Classificagao dos Subgrupos Discretos de Isom(E?)

Agora, aplicaremos os resultados obtidos para classificarmos os subgrupos discretos
de Isom(IE?). Vamos considerar os seguintes casos: (1) Tg = {0}, (2) Tg ~ Z e (3)
Ta ~7Z & 7Z. Seja Pg a regiao fundamental associada a G.

1. Ta = {0}. Sejam [; e [y retas que formam um angulo 0 entre si e sejam 1,79 :
E? — E? as respectivas reflexdes. Segue que r172 = Rag;

(a) G° =< 11,19 >=< 11, Rog >~ Dy,
(b) G° =< rir9 >=< Roy >~ 7.
Os grupos acima sao subgrupos de O3 e tem ordem finita.

2. T¢ =7, G é do tipo L.
Todos os grupos nesta categoria tem ordem infinita. Sejam [y, I3 e [3 retas distintas
tais que [y || Iy e I1 L I3 (considere I3 como sendo o eixo-x). Sejam r; : E? — E2,
i € {1,2,3} as respectivas reflexdes. Se I; Nl3 = {P} e lo N3 = {Q}, segue que

P
rirs = RE, rorg = R9, rirg = Th,.

A transformacao My,.3 = 73715, é denominada reflexdo-deslizamento. Decorre
de r3(u) = u que 3Ty, = Thy,rs e M§U;3 = Ty,. Consideramos as seguintes
possibilidades;

(a) G =< ri,m0 >=<1r1,Thy >,
(b) G =< riry >=< Ty, >~ 7Z, (age livremente)

(¢) Gf =<r1,72,73 >,
Abaixo esta a tabela produto dos geradores de Gi:

I 1 T9 T3

1|1 1 72 T3
T1 T1 I TQU Rf
9 9 T_gu I R?
r3 | T3 Rf Rf}? I

Tabela 3.2: tabela dos geradores de G2

(d) GE =< rira,ry >=< Toy, 13 >;

(e) GI =< rirars >=< May3 > (reflexdo-deslizamento). Este grupo age livre-
mente sobre E?;
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I Tgu T3

I I Tgu rs3
T2u TQu T4u GQu;3

r3 | 3 | Gou3 I

Tabela 3.3: tabela dos geradores de G4

1 M2u’3
I I Mauy;3
M2u;3 M2u;3 T4u

Tabela 3.4: tabela dos geradores de G

(f) Gé =< rr3, rory >=< R?,Rg >;
De acordo com a proposicao 3.17, Gé é do tipo I;

[RE, RY) = Ty,,, onde vy = PQ.

I | RE RY
I| 1| RP RY
REIRE| 1 | RERY
REIRY|RORP| T

Tabela 3.5: tabela dos geradores de G,

(g) G% =< RfvTu >3
Por exaustao, temos o seguinte resultado;

Teorema 3.3. Os grupos G{, 1=1,...,7 saGo, a menos de isomorfismos, 0s Unicos
grupos do tipo I

3. Ta=Z®7Z, G é do tipo II.
(a) Grupos gerados pelas reflexdes sobre os lados do triangulo A(2,3,6) (fi-
gura 77).

Sejam 1, 12,13 os lados de A(2,3,6) e 1, 72,73 as respectivas reflexoes. Con-
sidere que os vértices de A(2,3,6) sejam

A=1nl3, B=hLnNnl, C=Ilnls,
cujos angulos internos medem
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I RE T,
I| I RT T,
RE | RE I RT.T,
T, | Tu | Tu.RY | Ty,

Tabela 3.6: tabela dos geradores de G

A=Lil) =3, B=4il) =7 C=Llsl)=17.

Desta maneira, as seguintes rotagoes resultam da composi¢ao das reflexdes

r1,72,73;

A B
rs3ri = Rﬂ., riro = R%, rirs = R%

Como visto na equagao 3.7,

[R;?v R%] = Tl/17 [Rﬁv R%] = TV27 [R%,R%] = TV3'

3

Além disto, também temos as reflexdes por deslizamento Kj;,; = r;T,,, onde
1<i<3el<j<3.

(a.1) G =< 71,79, 73 >
A tabela 3.7 corresponde ao produto dos geradores de G{I ;

I T1 T9 T3
I I 1 T9
(& (& I R;?
9 9 R;? I

rs | rs | RS, | RE
3 3

"3
RS,
B
R5l
3
I

Tabela 3.7: tabela dos geradores de G/

(a.2) G =< RA, RS, Rg >
3
A tabela 3.8 corresponde ao produto dos geradores de G&/;

(a.3) GE =< [R;‘,R%], [R;‘,R%] >=<T,,T,, >;
a classe de isomorfismo deste grupo depende apenas da existéncia de 2
translacoes linearmente independentes gerando-o.
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I RA R%, RY
3 3
I T RA R, RS

3 3
RZ | R I | RZRE. | RIRS
3 3
RY, | RE. | RER; | RE | RERS
3 3, 3. 3 3 3
RS | RS | RGR7 | RS R% RE

us
3

Tabela 3.8: tabela dos geradores de G!

(a.d) GIT =< r1,[RA,RE] >=< r1,T,, >; a classe de isomorfismo inde-

3
pende da reflexao r;, ¢ = 1,2, 3, utilizada e também da translacao esco-
lhida dentre v1, vo ou v3. Observamos que o lado [ e a diregao de v nao
sao perpendiculares.

(a.5) GH =< RB | [RA, RB | >=< RE. | T,, >;
3 3 3
a classe de isomorfismo depende da existéncia de uma translagao qualquer
que seja ela dentre as geradas por vy, vo ou 3.
(a.6) GET =< RS ,[R2,R8.] >=< RY,T,, >; a classe de isomorfismo de-
3 3 3
pende da existéncia de uma translacdo qualquer que seja ela dentre as
geradas por vp, Vo ou V3.
(a.7) GH =< [R2,RE.|, Ky, >=<T,,, Ki», >;
3
a classe de isomorfismo deste grupo independe da escolha dos vetores v

e v; dentre os vetores vy, v ou v3.

(3‘8) Gél =< R??Ki;yj >;
a classe de isomorfismo deste grupo independe da escolha dos vetores
dentre vy, 1o ou vs.

(a.9) GYl =< RE.  Kiyp, >;

3

a classe de isomorfismo deste grupo independe da escolha dos vetores
dentre v1, v5 ou v3.

(a.10) G{é =< R(é, K, >; a classe de isomorfismo deste grupo independe
da escolha dos vetores dentre v, V5 ou vs.

(a.11) Gif =< K, , Kpy >3
a classe de isomorfismo deste grupo independe da escolha das trans-
formagoes de deslizamento e refleao usadas, desde que sejam distintas.

Nos casos acima, havendo um centro de rotagdo, a classe de isomorfismo
depende do angulo de rotacao.

(b) Grupos obtidos pela reflexao sobre os lados do triangulo A(3, 3, 3) (figura 77).
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Sejam 1, 12,13 os lados de A(3,3,3) e 1,72, 73 as respectivas reflexoes. Con-
sideramos

A=4(ls,1y) = g B=4(l1,l) = g C = L(ly,l3) = =

De maneira andloga ao caso do triangulo A((2, 3,6), as seguintes isometrias
sao obtidas pela composicao das reflexées r1, 19, 73;

rotagoes: 111y = R‘;‘, r3ry = Rﬁ, TiT3 = Rw.

translagoes: T, = [R’;‘,RB], [Rfr‘,R -
reflexoes-deslizamento: K, =Ty, 1 = 17 2ej=1,2.

Tendo em vista as observacoes feitas no caso anterior, dentre todos os grupos
discretos obtidos a partir do grupo triangular A(3,3,3), somente os grupos
abaixo acrescentam novas classes de isomorfismo a lista grupos;

(b.1) GII =< RQW,R%,RQJ >
3

(b.2) GIE =< R%, [Réi,R?l] >=< RE T, >;
3 3

(b.3) G =< RQ,” iy >

(c) Grupos obtidos pela reflexao sobre os lados do triangulo A(2,4,4). (figura ?7?)

Sejam 1, 12,13 os lados de A(2,4,4) e r1, 72,73 as respectivas reflexoes. Con-
sidere que os angulos internos medem

A= L(ly,1) = g B =4(ls,13) = % C=4(5,1) =~

Como anteriormente, temos as seguintes isometrias:
rotacoes: rir3 = Rf, rors = RB e ryry = Rg,
2 2
translacoes: T,, = [R2, RE] e T,, = [R2, RY],
2 2

reflexdes-deslizamento: Ki,,, = 1;1T,;, onde i =1,2 e j =1,2.

Os grupos abaixo somam-se as listas dos grupos (a.1)-(a.11) e (b.1)-(b.3);
(c.1) GIL =< R;?,RE,R% >

(c.2) GII =< RB (R4, RB] >=< RE.T,, >;
2

(c.3) Gif =< RZ, Kiw, >

Teorema 3.4. Os grupos GZ-H, i =1,...,17 sao, a menos de isomorfismos, 0s Unicos
grupos do tipo II.
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3.3.3 Superficies e Orbitais Euclideanos

Fazer uma tabela

GRUPO GERADORES Figura do Espaco Quociente X(X/G).

FAZER AS FIGURAS
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3.4 2°-método para obter as geodésicas de E?

Nesta secao, apresentamos um 2° método para demonstrarmos que as geodésicas em
E? descrevem uma reta. Este 2°-método é realizado através da variacdo do funcional
comprimento de arco. Os procedimentos serdao meramente formais pois nao é nosso
objetivo estudarmos os aspectos analiticos que justificam os calculos a seguir;
Consideramos

Qp,q) = {v:[0,1] > E* |y € C°,4(0) = p,¥(1) = ¢}

o espaco das curvas continuas ligando p & ¢ em E2. A integral do comprimento de uma
curva define a funcao

1
L:Q(.q) — R, Lm:/0 [y | ds

As geodésicas sao os pontos de minimo desta funcao. Uma condicdo necessaria para isto
é VL(vy) = 0. Algumas consideracoes sobre (p, q) sao necessarias antes de definirmos o
gradiente da funcao L. Observamos que (p, ¢) é um espaco afim, no entanto, ao fixarmos
a origem no elemento v € Q(p, q) obtemos o espaco vetorial

V(p,q) = {A:[0,1] = E*  A(0) = A(1) = 0}
munido com o produto interno
1
<< A1, A >>:/ < Aq(s),As(s) > ds.
0
Qualquer elemento 7 € Q(p, q) pode ser escrito na forma
n(s) =~(s) +As), AeV(pq).
Além disto, uma curva I' : (—¢,€) — Q(p, ¢), tal que I'(0) = ~, é escrita na forma
(s, t) =~(s) +tA(s), AeV.

Por simplicidade de notagao, indicamos I'(s,t) = 4(s). Desta forma, se v € Q(p,q) e
A €V(p,q), entao

0(s) =2(5), T4 o= As).

Definigao 3.10. Seja v € Q(p, ¢) uma curva;

1. v é regular no ponto t € [0,1] se for diferenciavel em ¢ e se v (t) # 0. v é regular
se for diferencidvel e regular em todos os pontos ¢ € [0, 1].
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2. O vetor normal de v é o vetor

/ 1

<Y A'>
N 7 ‘77/‘2 7
- | n_ <YA'> 0
fy ‘7/‘2

3. A curvatura de 7 é a fungao &, : [0,1] — R definida por

L A AN
K B2k

Proposicao 3.20. Seja v € Q(p, q) uma curva regular, e sejam k., a curvatura de 7y e
N o vetor normal de . Entdo,

VL(y) = —ky.N

Demonstragdo. Consideramos uma curva 7, : (—e,€) — Q(p,q), tal que vo = ~. Por-
tanto,

ve =7(s) +tA(s), AeV.

Definimos a fungao L : (—e,e¢) — R por

1
L) = 1w = [ 15t as

(no caso de uma fungao f : R™ — R, o gradiente ¢é definido por df,.V =< vV f(p),V >)
Assim,

1 1
L(t):/ |7’+tA’]ds:/ IV E 2 <4 N> 12| NP
0 0

A derivada de L(t), em relacao a t, é

dL . L(At) — L(0)
g7 l=0= Jim ——7 g

Ao efetuarmos o cdlculo obtemos

dL_ 1 <’y/,A’>—|—t|A/‘2
dt Jo ¥ P+t <~ N>+ [N

Entao,

dL ! v
— |y—g= — A > ds. 3.1
7 b0 ) < Ty > &y
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Ao aplicarmos a expressao 3.1 as identidades

d<7y,A> SR SR,
=< ( Y A>+ < — A" >,
dt || |
d, LUl <>
pritova) Al vl R DeaT et
di |y |7 [ ||

as defini¢oes do vetor normal e do vetor curvatura e a identidade

| //_<’Y/7’Y//> /‘2:‘ //‘2_<’7/7’Y”>2:|7,/\’Y”‘2
[ P |7 P |7 P

i

entao obtemos

LAY A
AL 1), A1) > — < A(0), A(0) > +/ <N s
0

Ao cosiderarmos que A(1) = A(0) = 0 a expressao finalmente torna-se

1
ar lt=0= /O < —kyN,A > ds =<< =k N,A >> .

Portanto, dL,.A =<< —kyN,A >>, da onde concluimos que
VL(y) = —k,N.
O

Corolario 3.8. Sejam p,q € E2. Os pontos criticos da fungio L : Q(p,q) — R sdo as
curvas v € Q(p,q) que descrevem uma reta.

Demonstragao. Suponhamos que v € Q(p, q) seja um ponto critico. Entao, para todo
A € V(p,q) temos dL.,.A = 0. Isto é equivalente a

< VL(y),A>=0 VAeV(p,q).
Em particular, se considerarmos A = VL(7), segue que
| VL) [2=| kN = 0.

Como N # 0, concluimos que k, = 0. Consequentemente, 7' A" = 0, da onde uma das
seguintes situacoes ocorre;

1. v/ =0.
Neste caso, segue que 7’ = t(q - p) + D,
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2. existe uma funcao f : [0,1] — R tal que para todo s € [0, 1] temos que ~"(s) =
f(8).4/(s). Segue que a solugao da equagao

Y= [ =0, 4(0)=p,~v(1)=g¢q

fos elo F(1)dr 4

W(q—p) +p,

v(s) =

cuja imagem descreve uma reta em E2.

Exercicio 3.9. :
1. Seja v uma curva regular dada em coordenadas por (s) = (x(s),y(s)). Mostre

que a curvatura k. é dada por

_ :L‘/yl _ y/ "
@R WP

(a) Verifique através da férmula acima que a curvatura é invariante por mudana
de parametro.

(b) Conclua, utilizando as coordenadas que quando ky = 0 a curva y descreve
uma reta.

2. Suponha que existe uma constante ¢ € R tal que v = ¢y'. Mostre que

eCS

Vs)=1—o-a)+

[ o4 —eP)

3. Seja f :[01,1] — R uma fun¢ao nao-nula. Determine os em pontos em [0, 1] onde
a curva v : [0,1] — R?, definida por
fos eJo Fdr g

W(q—m +p,

v(s) =

é regular. Calcule a fungao comprimento de arco de .

4. Sejam p,q € E2. Defina a funcio energia E : Q(p,q) — R por

1 [t )
B =3 [ v P
0

Mostre que;

autor: Celso M Doria 78




CAPITULO 3. GEOMETRIA EUCLIDEANA Celso M Doria

(a) A fungdo comprimento L : (p,q) — R é invariante por mudanca de coorde-
nadas.

(b) A fungao energia nao é invariante por mudanga de coordenadas.

(c)

(d) Mostre que VE(y) = —v"
)

(e) Mostre que os pontos criticos da energia sao as retas descritas por um parametro
proporcional ao comprimento de arco.

¢) Mostre que (L(7))? < c.E(7y), onde c=constante.
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Capitulo 4

Geometria Esférica

4.1 A Esfera S?2. Coordenadas

Seja E3 = (R3, < .,. >) o espaco euclideano de dimensdo 3, onde < .,. >: R3xR3 — R
é o produto interno euclideano: u = (uy,u2,u3) e v = (v1, ve, v3),

< U,V >= U101 + U202 + u3zv3

A esfera de raio Ry com centro na origem de E3 é o conjunto
St, = {veR®|v|= Ro}. (4.1)

Decorre que S?zo é um subconjunto compacto de E3 e, consequentemente, 312:50 nao é
difeomorfo & R?. Ao longo do texto denotaremos S? = S? . Ao considerarmos a fungio
h:R? — R, dada por h(z,y,2) = 2% + y? + 22, concluimos que 512%0 = h™Y(Rp) é uma
superficie de nivel e o plano tangente no ponto p € 512%0 é

T,S%, = {v € R |< v,0p >=0}. (4.2)

4.1.1 Coordenadas Esféricas

Os procedimentos analiticos na geometria euclideana E? sdo realizados com a uti-
lizacio de coordenadas no plano R?; estas podem ser as coordenadas cartesianas (x,v),
ou as ccordenadas polares (6,r) ou um outro sistema de coordenadas qualquer. O im-
portante é que a todo ponto p no plano associamos um par de nimeros reais (z,y) que
denominamos coordenadas de p. Na esfera, por ela ser um subconjunto de R3, procede-
mos da mesma forma associando a cada ponto p € 5’12% uma tripla de ntimeros reais que
também denominamos de coordenadas de p. Quaisquer que sejam as coordenadas sobre
5’12%0, iremos induzi-las a partir de coordenadas em R3. Para descrevermos os pontos do
espaco é habitual associarmos a cada ponto p € R? uma tripla (z,y, z), onde x,y, z cor-
respondem a projecao ortogonal sobre os eixos ortogonais que denominamos de eixo — x,
eixo—y e etxo — z; a este tipo de coordenadas denominamos de coordenadas cartesianas
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de p. No entanto, nem sempre este é o melhor sistema de coordenadas para estudarmos
um problema. No estudo de questoes sobre a esfera 812%0 ¢ mais conveniente associarmos
a cada ponto p = (z,y, z) do espaco uma tripla (p,#,) definida assim:

p mede a distancia de p a origem,
f ¢ o angulo, medido em radianos, entre a projecao do vetor op sobre o plano-xy e o €ixo-x,

1 € o angulo, medido em radianos, entre o vetor op e o eixo-z.

(4.3)

O angulo 0 é denominada a longitude de p, enquanto o angulo v a latitude de p. Desta
maneira, temos figura 77

x = p.cos(f)sen(v), y=p.sen(f)sen(v)) e z= p.cos(y). (4.4)

Isto define a aplicacdo F : R? — R3,

F(p,0,¢) = (p.cos(0)sen()), p.sen(0)sen(v), p.cos(v)), (4.5)

Observamos que F' nao é bijetora, pois

F(0,0,v)=0, V¥(0,v)¢€|0,2n] x [0, ],
F(pvovdj) = F(ﬂ, 27T7¢)7 V(Pﬂ/}) €Rx [O77T]7
F(p,0,0) =(0,0,p), F(p,0,7)=1(0,0,—p), (p,0) € R x][0,2n].

Ao restringirmos & F : (0,00) x (0,27) x (0,7) — R3 obtemos um difeomorfismo sobre
R3 — {(x,0, 2) | > 0}. Desta forma, F atribui a cada ponto de R3 — {(x,0,z2) | x > 0}
uma unica tripla (p, 0,).

Definicao 4.1. Um sistema de coordenadas esféricas local em R? é dado por um sistema
ortogonal de coordenadas (p, 8, 1) € Ry x[0,27] x [0, 7] e uma aplicagao F' : Ry x [0, 27] x
[0, 7] — R? tal que:

1. F é diferencidvel,
2. F:(0,00) x (0,27) x (0,7) — R3 é um difeomorfismo,
3. para qualquer Ry € R, a esfera 512%0 ¢é descrita por

Sty = {F(Ro.0,v) € R [ (6,9) € [0,27] x [0, 7]}.

Se p = F(Ry,0,v) € 5’%%0 dizemos que as coordenadas esféricas de p induzidas por
F sao (0,v).
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A descrigao da esfera 512{0 em coordenadas esféricas é mais simples uma vez que p = Ry
é constante. Sendo assim, para descrevermos um ponto p € 812%0 basta o par (6,1).
Chamamos a atencao para o fato que F', definida em 4.5, depende da maneira como
medimos o angulo 0 em relagao aos eixos ortogonais no plano xy e também da maneira
como medimos o angulo ¥ em relacao ao eixo-z. Sejam F; = F, 0 = 61 e ¥ = .
Desta maneira, ao tomarmos U = (0,27) x (0,7) e L1 = {(Rosen(1),0, Ryocos(11)) |
0 < 9y < 7w}, segue que Fy : U — (S%zo — L1) é um difeomorfismo. No entanto, F}
nao é suficiente para atribuirmos coordenadas a 5’]2%0, pois F1(U;) nao cobre os pontos
pertencentes a curva Li. De fato, [} é apenas uma carta local. Para resolvermos este
problema temos que construir um outro sistema de coordenadas (carta local) sobre 512%0-
Seja Fy : (0,27) x (0, 7) — R3 dada por

Fy(02,42) = (—Ro.cos(02)sen(ip2), Ro.cos(2), Ro.sen(b2)sen(ys)),
onde 65 e 19 sao os angulos conforme mostra a figura 77.

Seja U = (0,2m) x (
{(Rosen(v2), Rocos(12),0
que

0,7), entdao a imagem de Fy(U) = 512%0 — Lo, onde Ly =
)) | 0 <y < m}. Ao observarmos que LiNLs = &, concluimos

F(U)UF(U) = Sg,.

Além disto, Ly = Fy(62,7/2), /2 < 03 < 37/2, e Ly = F1(bh,7/2), /2 < 0; < 37/2.
Portanto, através de Fy e Fy associamos coordenadas a todos os pontos de ‘912%0- Porém,
os pontos que pertencem a F (U)NFy(U) possuem duas coordenadas, exemplo: ao ponto

(%, %,O) associamos as coordenadas (7/4,0); e (57/4,0)2 porque

Ry Ry
V2 V2
Esta aparente ambigiiidade é resolvida com a aplicagao de transicao entre as coordenadas
(61,¢1) e (B2,102) dada pelo difeomorfismo fo; = Fyo (Fy)™": (U~ A) — (U — A), onde
A={0,7/2) e U | rw/2 <60 <3m/2}.

Para verificarmos que 512{0 é uma superficie mergulhada em R? basta verificarmos os
seguinte itens;

1. Fi(U)UFy(U) = S,

Fi(7/4,0) = Fy(57/4,0) = ( 0).

2. F|,Fy: U — R3 sio bijetoras.

3. Fi,Fy: U — R3 sao difeomorfismo.

F1 é uma imersao, pois

—sen(6y)sen(v1) cos(01)cos(r)
d(Fl)(917¢1) = Ry. COS(Ql)Sen(wl) S€’I’L(91)COS(77ZJ1) )
0 —sen(i)1)
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e, para todo (01,%1) € U, posto(d(F1)g, 4,)) = 2. Pelo Teorema da Forma Local
das Imersoes F; é um difeomorfismo de U sobre Fy(U) C 5’12%0. Analogamente,
concluimos que Fy também é um difeomorfismo de U sobre F5(U) C SE . Segue
da compacidade de 5’12%0 que ela esta mergulhada. Uma base para o plano tangente
TPS%O, p=F1(01,11), é 8 ={e1,ea}, onde

e1 = (—sen(61)sen(11), cos(01)sen(1),0),

ea = (cos(01)cos(1n), sen(01)cos(¢1), —sen(i)1)). (4.6)

Consequentemente, "45123 ={(U, F1),(U, F3)} é um atlas para S%O. O fato da aplicagao
0

de transicao fo; = Fho (Fl)*1 :U—A — U— A ser um difeomorfismo decorre do Teorema
da Forma Local das Imersoes.

Definigao 4.2. Um grande circulo em 5’]2%0 é um circulo C = 5’]2%0 N, onde 7 é um plano
passando pela origem. As curvas coordenadas associadas a um sistema de coordenada
esférica sobre 512%0 sao assim denominadas;

1. o paralelo Py, em 512%0 é a curva Py, = {F(Ro,0,v0) | 0 € [0,27]}. O paralelo Py,
é denominado de Equador.

2. o meridiano My, é a curva My, = {F(Ro,6o,v) | ¢ € [0, 7]}.
Um grande circulo divide a esfera 512%0 em dois hemisférios Hy = {F(Ryp,0,¢) | ¢ €
[0777/2]} e Hy = {F<R0707¢) | e [71'/2,7'(']}. Assim,

S_%EOZHIUHQ, HlﬁHQZPﬂ/Z.

4.1.2 Outras Coordenadas sobre S?

Por simplicidade, vamos agora nos restringir a S2.

Coordenadas Cartesianas

Sejam By = {w € R%;| w |< 1} a bola aberta e (By,¢;), i = 1,...,6, sistemas de
coordenadas locais (cartas) definidas assim: figura 77

¢1: B =R ¢i(z,y
¢2: B = R go(x,y
¢3: By > R®, g3
¢s: B =R, ¢y
é5: By — R3,  ¢s5(z, 2
g6 : By > R®, ¢
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Segue que,
1§ =, ¢i(B);
2. ¢; é bijetora para todo ;
3. ¢1 é um difeomorfismo entre B; e a sua imagem ¢91(By). Isto porque
1 0

dp1(z,y) = 0 1 = posto(d¢1(z,y)) =2,

—x —y
\/17:1:271,/2 \/17x27y2

para todo (x,y) € B;. Portanto, ¢; é uma imersao bijetora para todo (x,y) € Bj.
Pelo Teorema da Forma Local das Imersées, ¢; é um difeomorfismo. Analoga-
mente, as outras aplicagoes ¢; também sao difeomorfismos.

4. Decorre do item anterior que as aplicagoes de transicao ¢;; = ¢; o qﬁj_l : By — B
sao difeomorfismos;

P21z, y) = (@,y),  Pa3(y,2) = (y,2),  des(x, 2) = (7, 2),

Pa1(2,y) = (V1—-22—y%y), ou(z,y)=(—V1-2a*-y> ),

¢51(7,y) = (2, V1 —22 —y?), dei(2,y) = (v, -1 - 22 —y?),

¢32(2,y) = (y,—V1—y*>—2?), du(z,y) = (y,V1-y*—a?), (4.8)
b52(z,y) = (2, =1 —22 —22),  ¢ea(z,y) = (x,V1— 22— 22),

P53y, 2) = (V1—y?—2%2), ¢e3(y,2) = (—V1—y?— a2 2),

P5a(y,z) = (—V1—y?>—a2%,2), Qealy,z) = (V1-y?—2a22)

Desta maneira, segue dos itens acima que Ag: = { (qSi(Bl),qS;l

)
atlas diferencidavel de S2. Ao supormos que p = (z,y,2) € ¢1(B1), uma base para o
plano tangente & S?, em p, é 8 = {e1, ez} onde

T 5/ 62: 0’17—
\/1—:E2—y2) ( \/1—1:2—3/2)

Coordenadas Estereograficas

e1 = (1,0, (4.9)

Um outro atlas de S? é construido através da projecio estereogréfica;

Definicao 4.3. Sejam € C R? um subconjunto, 7 um plano e p € R3 um ponto de-
nominado foco. A projecao estereografica de §2 sobre m com foco em p é a imagem da
aplicagao 7, : 2 — 7 definida assim: Seja x = (x1,z2,x3) € Q, U = pk e r(t) = op + t¥
a reta passando por p e por x. Se para cada x €  a intersegao 7 N r(t) consiste de um
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tnico ponto, entao definimos 7 (z) = m N r(t), caso contrario m.(x) nao esta definida,
conforme indica a figura 7?7

Exemplo 4.1. Considere Q = S?, 7 = {z = 0} e N = (0,0,1) o foco (no caso o
pélo norte). A projegao esterografica sobre o plano {z = 0}, com foco em N, define a
aplicagao 7. : S2 — {N} — R?

ﬂ—év('%yvz):(lfzalgz):(uyv)- (4.10)

A inversa (m.)"!: R? — 2 — {N} ¢ dada por

2u 2v u+02—1

Ny-1 _
(") (u’v)_(1+u2+v2’1+u2+v2’1+u2+1}2

). (4.11)

Assim, 7, : S? — {N} — R? é um difeomorfismo. Ao considerarmos o foco no ponto
S =(0,0,—1), temos

m,m = (U,,'U/). (412)

e (2,9, 2) = (

2u/ 20’ 1—u?—o?
1+u/2+vl2’1+u/2+v/2’ 1+Ul2+’l}2

(7)) = (

). (4.13)

S

s N
A transigao 72 o (m

M~ R? — {0} = R? — {0} é o difeomorfismo, uma vez que

u v

Ny-1 _
o (m) 7 (w0) = (g

[

) (4.14)

e a inversa é

u v’

u’2 + U2 ) u’2 + v’2

o (m) H(u' W) = (

).

Desta maneira, Ag> = {(7,S? — {N}), (72,S? — {S})} também é um atlas de S2.
u2j_1)27 UQ_T_vz) é (u21i2)2-

Observe que o determinante da derivada da aplicacao (u,v) — (

4.2 Meétrica Esférica

Definicao 4.4. Sejap € S? e u,v € TpS2. A métrica esférica é a aplicacdo que a cada
ponto p € S? associa o produto interno 9p - Tp82 X Tp82 —-R

gp(u,v) =< u,v>.
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A métrica esférica sobre S? é induzida pela métrica euclideana de E3 através do mergulho
de S? em R3. Localmente, g é descrita assim;

1. (Coordenadas Esféricas) Seja (U, F}) o sistema de coordenadas definido em 4.5.

Sejam p = Fy(0,v), B = {e1,e2} a base 4.6 e wy, wy € T,S?, onde w; = a;eq + bjes,
a;, b € Rei=1,2. Assim,

g(wi,w2) = arazg11 + a1bagi2 + brazga1 + bi1bagaa,

onde

11 =< €1,€e1 >= sen? s

I ¥) sen?(y) 0

gi2 = go1 =< ey, ez >=10 = gp= 0 1 (4.1)
g2 =< eg,eg >=1

Chamamos a atengao para o fato da base ser ortogonal e det(g,) = sen?(1)).
2. (Coordenadas Cartesianas) Sejam (U, ¢1) o sistema de coordenadas 4.7. Seja p =

¢1(m,y), B ={e1,ea} a base 4.9 e wy,ws € T,S?, onde w; = ae1 + biez, a;,b; € R
e i =1,2. Assim como no caso anterior,

g(wi,w2) = arazg11 + a1bagi2 + biazga1 + bi1bagaa,

onde
1— 2
g11 =< e1,e1 >= 71_xzy_y2, 1—y2 Ty
= = - Ty = _ | 1—22—y?  1-22—y? (4 2)
g12 = g21 =< €1,€2 >= =222 gs = Ty 122 .
. . 1_1,2 173327?;2 173327?!2
g22 =< €2, €2 >= 1—12—212.
Neste caso, a base nao é ortogonal e det(g,) = o e

Definigao 4.5. O Espaco Esférico é o par S? = (5%, g), onde g é a métrica esférica.

A expressao da métrica depende da carta utilizada, sendo assim a relacao entre métricas
obtidas através de cartas distintas se d4 de maneira analoga a relacao entre as matrizes
que representam uma forma bilinear em bases distintas. Para melhor descrever considere
B :V xV — R uma forma bilinear e 8, 5’ bases distintas de V; assim sejam A = (b;;) e
A = (b;j) as matrizes representando B nas bases 3, 3, respectivamente. Desta forma,
considere a relacao de equivaléncia: A" ~ A se, e somente se, existe P invertivel tal
que A’ = P'AP. E tedioso verificar, mas as matrizes representando a métrica s ao
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equivalentes quando restringimos a intersecao das cartas. Este é mais um bom motivo
para usarmos cartas que sejam ”ortogonais”.

A geometria esférica estuda as propriedades métricas sobre a superficie S? = (5%, g).
Devido as coordenadas esféricas fornecerem uma base ortogonal elas tornam-se mais
utéis para estudarmos a geometria esférica.

Considerando uma carta definida por coordenadas esféricas F : (0,27) x (0,7) — S?
e uma curva C* 7 : [a,b] — (0,7) x (0,7), r(t) = (0(t),¢(t)), uma curva diferencidvel
sobre S? é uma aplicacdo diferencidvel & = F o7 : [a,b] — S?, definida por

a(t) = F(r(t)) = (cos(0(t))sen(i(t)), sen(0(t))sen(¥(t)), cos(v(t))),  (4.3)

Uma vez que o (t) = dF, )7 (t) = (¢/)%e1 + (¢')%e2, segue que

g(a(t),0'(t)) = sen®()(0')* + ()

e, portanto, o comprimento de « é

b
L) = [ \fsen2(w)(®)2 + (w2, (1.4

A é4rea de uma regido Q C S? é
A(Q) = / sen(1)dOdy (4.5)
Q

Exercicio 4.1. .
1. Utilizando a métrica 4.1 sobre S?, determine;
(a) O comprimento do equador v : [0, 27] — S2, y(t) = (cos(t), sen(t),0).
(b) A 4rea do hemisfério H* = {(z,y,2) € S? | z > 0}.

2. Mostre que o comprimento de um vetor independe do sistema de coordenadas
usado.

3. Mostre que o comprimento de uma curva 7 : [a, b] — R3, calculado em coordenadas
esféricas, é

b
L) = [ o)+ psent@)()2 + 2l 2t (1.6

4. Mostre que a drea de uma regiao 2 C ngov descrito em coordenadas esféricas, é
dada por

A(Q) = /Q R2sen(v)dfdy, (4.7)
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5. Mostre que o volume de uma regido © C R3, descrito em coordenadas esféricas, é

V(0) = /@ p?sen()dpdfdip. (4.8)

4.3 Transformacoes Ortogonais em [E?

Seja E? = (R3,< .,. >) o espaco euclideano tridimensional. As transformacoes
lineares T : E3 — E? que preservam o comprimento satisfazem a identidade

< T(u), T(v) >=<u,v> Vu,vecE>

Consequentemente, se A = [T|3 é a matriz representando 7" numa base ortonormal £,
entao A'A = AA' = 1.

Definigao 4.6. O grupo ortogonal é o conjunto das matrizes

O3 ={Aec M3(R)| AA"'= A" A =1T}. (4.1)

Para todo A € O3, a transformacio A : E3 — E3, A(x) = A.z, induz um difeomorfismo
A: 5% - S? pois, para todo p € S?

|A(p) |=| b |=1 = A(p) €S>

De fato, o difeomorfismo A : S — §? é uma isometria de S? uma vez que dA,.u = A(u),
para todop € S? e u € TpSQ; da onde

g(dAp.u,dAy.v) =< dAp.u, dAp.v >=< u,v >= g(u,v).

Sendo assim, O3 é um subgrupo de I'som(S?).
Em decorréncia do observado, as isometrias mais simples de S? sdo as rotacoes em
torno de um eixo fixo e as reflexdes sobre planos que passam pela origem.

Definigao 4.7. Sejam 7 um plano em R3 e 8 = {ej, e2, e3} uma base ortonormal de R?,
onde {e1, ez} é uma base de ;

(i) A rotagdo de angulo § sobre o plano 7 é a transformagao linear R : R3 — R3 que
fixa a diregdo ortogonal & 7 e realiza uma rotagao de angulo 6 sobre o plano .
Desta maneira, a matriz de Rj na base 3 ¢é

cos(f) —sen(f) 0
[Rgls = | sen(f) cos(d) O (4.2)
0 0 1
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(ii) A reflexdo induzida pelo plano 7 é uma transformacao linear 7, : R® — R3 que
restrito a m age como indentidade e restrito ao subespago ortogonal a 7 age como
uma reflexao. Desta forma, a reflexao induzida por m é representada na base [
pela matriz

1 0 0
rzlg=10 1 0 = ro=1 (4.3)
0 0 -1

[

Para qualquer A € O3, observamos que det(A*.A) = 1 implica em | det(A) |= 1,
ou seja, det(A) = 1 ou det(A) = —1. As transformacoes lineares ortogonais de R? com
determinante igual a 1 preservam a orientacao e formam o grupo ortogonal especial

SO3 = {A € O3 | det(A) = 1} (4.4)

Os autovalores de uma transformagao ortogonal sao ou 1 ou —1, pois, se u # 0 e
Tu = A\.u, entao

<Tu,Tu>=<u,u> = MN-1D]uf’=0 < |X|=1

Proposicao 4.1. Com respeito a transformacées ortogonais T : R? — R3, sequem as
sequintes afirmacoes;

(i) Toda transformacio T € O3 fiza uma direcdo em R3.

(ii) Para todo T € Og existe uma base ortonormal = {e1,e2,e3}, um plano ™ e um
angulo 0 € R tal que a matriz A de T na base B € dada ou por A = [Rj] se
det(T) =1, e A= [rz] se det(T) = —1.

Demonstragao. O polinémio caracteristico de T é da forma
pr(N) =X +a\ +bA+c, c=+1

e as suas raizes reais sao 1 ou —1. Um polinémio de grau 3 com coeficientes reais sempre
tem uma raiz real, da onde concluimos que 1" fixa uma diregao.

1. Suponhamos que pp(A) possui uma raiz igual a 1; neste caso

prN) = A =1 A2+ d X+ ).

Sejam e3 o autovetor unitdrio correspondente ao auto-valor A = 1 e V C R3 o
subespaco ortogonal a reta [3 gerada por e3; portanto

RE=V® <es>.
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Se v € V, entdo 0 =< u,ez >=< T'(u),T(e3) >=< T(u),e3 >, ou seja, V é
invariante por 7. Seja {e1,e2} uma base ortonormal de V.e R =T |y: V — V.
Assim, a matriz de T' em relacao a base {ej,e9,e3} é da forma

A:<§ ?), onde R:V —V satisfaz R'R=R.R' =1.

Sendo V ~ R2?, segue da proposicdo 3.1 a existéncia de 6 € R tal que ou R = Ry
ou R = Ry.r,. No primeiro caso, a matriz de T torna-se

~(Ry 0
A= 9):

ou seja, A = Rj. No segundo caso, R é uma reflexao sobre uma reta [ C V que
forma um angulo 6/2 com o vetor e1. Seja u o vetor unitario que gera l e ut € V.
o vetor unitdrio ortogonal a u. Portanto, T(u) = u e T(u) = —ut, da onde a
representacdo matricial de T' na base {u,u",e3} é

1 0 O
A=10 -1 0
0 0 1

Seja m o plano gerado pelos vetores u, es, entdao T |,= I. Neste caso, A = ry.

2. Os argumentos sao andlogos para o caso quando

pr(N) = A+ 1) (A2 +aX +b).
O

Definigao 4.8. Sejam 71 e mo planos em R? e considere os vetores v; L w1 e vy L m9. O
angulo @ formado pelos planos 7 e m em R3 é o menor angulo formado pelas direcdes
definidas pelos vetores vy e wvo;

(4.5)

L(m1,m9) = 0 = arcos <\ SULv > |> .

o1 ] ]2 |

Proposicao 4.2. Sejam m, ™ planos em R3 e ry, vy as reflexdes em relacio a cada
plano respectivamente. Entao,
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1. Se w, m sdo plano transversais passando pela origem e o angulo entre eles mede
0, entdo existe uma base de R3 tal que
cos(20) —sen(20) 0
rrorr = | sen(20) cos(20) 0
0 0 1
2. Sejam 7 e m planos paralelos, entdo existe um vetor v € R3 ortogonal aos planos

tal que

reory =Ty, onde |v]|=2.dist(m, )

Como consequéncia da proposi¢ao acima, toda matriz ortogonal é o produto de reflexoes
3
em [E°.

Teorema 4.1. O grupo Os € gerado pelas reflexoes sobre os planos que passam pela
origem. O subgrupo SOs3 € o subgrupo de ordem 2 em Oz gerado pelo produto de um
numero par de reflexoes.

Se 7 C R3 é um plano passando pela origem, denotamos por I, a reta definida pela
diregao invariante de Ry (I L m).

Exercicio 4.2. .

1.

Mostre que dados 2 planos 7 e Ty passando pela origem em R3, existe uma trans-
formagao ortogonal A € SOj3 tal que A(m) = mo.

Demonstre a proposicao 4.2 acima.

Mostre que Ry nao é diagonalizével sobre R se 6 ¢ {0, 7}, e que Rgor, possui dois
autovalores distintos. No 1ltimo caso descreva os subespacos invariantes.

. Descreva as matrizes ortogonais diagonalizaveis e descreva geometricamente acao

que cada uma realiza em E3.

Descreva os polindmios caracteristicos possiveis para uma transformacao ortogonal
3
em R”.

Mostre que os subespacos invariantes de uma transformacao ortogonal T’ : R3 — R3
sao ortogonais. Dica: siga o roteiro abaixo;

(a) Mostre que existe a € [—1, 1] tal que o polindémio caracteristico de T é igual
a um dos seguintes polinomios

A=D1\ =2ar+1), A+1DN—2ar+1).
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(b) Se a # 1, mostre que Nuc(T — I) L Nucl(T? —2aT + 1). O que ocorre se
a=17

(c) Mostre que R? = Nucl(T — I) ® Nucl(T? — 2aT + 1).

7. Mostre que a acdo de O3z sobre S? é transitiva.

4.4 Geodésicas de S?

Como vimos em 4.4, o comprimento de uma curva v C S? parametrizada por

V() = (cos(0(t))sen(1(t)), sen(0(t))sen(i(t)), cos(¥(t))), (4.1)

onde 0,9 : (0,1) > R, é

1 1
Liy) = / (1) | dt = / VO + (@) sen® ()t (4.2)

Seja y(t) = (sen(v(t)),0,cos(¥(t))), 0 < t < b < m, a curva parametrizada que
descreve o segmento do meridiano My = S? N {(z,0,2) | =,z € R} ligando o ponto
p=1(0,0,1) & g = (sen()(b)), 0, cos(y)(b))). Neste caso, o comprimento de v é

b
Liy) = /0 |4 | dt = $(b). (4.3)

Lema 4.1. Sejam p,q € My = S> N {(z,0,2) | z,2 € R}. A geodésica ligando p d q
descreve um segmento de M.

Demonstragdo. Seja 3 : [0,b] — S? uma curva diferenciavel qualquer tal que 5(0) = p e
B(b) = g, entao

b b
£68) = [ @ rsen) + wrar > [1wr e = L),

onde v C My é o segmento do meridiano que liga p a q. Consequentemente, v minimiza
a distancia entre p e q. O

Consideramos p,q € S? e Tpq O plano gerado pelos vetores op, 0q. Desta forma, p, q
determinam um tnico grande circulo ¢y, = mp N S? e o dividem em dois segmentos

12 tai 27
Cpq» Cpg tals como na figura 77

1 2 1 2 _
Cog U g = Cpgy  Cpg My = {p,q}.

Dizemos que os pontos p e g sao antipodas se ¢ = —p.
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Teorema 4.2. Sejam p,q € S? nao sao antipodas, entdao existe uma tinica geodésica em
S? ligando p & q correspondendo ao segmento que minimiza o comprimento dentre os

1.2 _ p : S
segmentos ¢, ¢,.. Caso ¢ = —p, entao existem duas geodésicas.

Demonstragdo. Sejam p,q € S? dois pontos quaisquer. Seja T : S? — S? uma trans-
formacao ortogonal tal que T'(p) = (0,0,1) e T'(q) = (sen(1(b)),0, cos(¢(b)). Ao apli-
carmos o lema anterior concluimos que um segmento de M realiza a distancia de T'(p)
a T(q). Portanto, a distancia de p & g é realizada por um segmento sobre a curva
T—1(My), que também é um segmento de um grande circulo. E claro, se ¢ # —p s6 ha
uma geodésica, caso contrario ha duas. O

Observagao. .
1. Toda geodésica de S? é uma curva plana.

2. Nao existem geodésicas paralelas em S?. Este fato difere com o que ocorre na
geometria euclidena E2.

3. Um segmento de grande grande circulo nem sempre minimiza a distancia entre
dois pontos em S2. Vejamos o seguinte caso: seja p = (1,0,0) e ¢ = () um
outro ponto qualquer sobre o equador y(t) = (cos(t), sen(t),0). Se considerarmos
q = y(m + €), temos que y nao realiza a distancia dgz2(p,q) = 7™ — €, pois

T+€
)= [ v de= e
0
De fato, a distancia entre p e ¢ é realizada pela geodésica Y(t) = (2w — t).

4.5 Isometrias de S?

A seguir, vamos classificar as isometrias de S?;

Teorema 4.3.
Isom(S?) = O3

Demonstracdo. Seja 3 = {e1, es, e3} uma base ortonormal de R3 e Ty € Isom(S?). Uma
vez que e; € S?, segue da equacio 4.3 que

< To(ei),To(ej) >=< ¢, ej >= 008(92']'),

para todo 4, j = 1,2, 3. Consideramos a aplicacdo T : R3 — R3?, definida por

T(@:{'“"T()(ﬂﬁ)v se | ul#0,

0, se u=0.
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Se u € §?, entdao T'(u) = Tp(u). Tendo em vista que a base B = {T'(e1), T(ez), T(e3)} é
ortonormal, entdo para todo u € R?

3

T(u)=> <T(u),T(e;) > T(e;) = Z <u,ei > T(e;).

1

u

] € S2. Desta forma, segue da

Além disto, se u # 0, temos que u =| u | .up, onde ug =
definicao que

T(uw) =|u|.T(uo) =| u| Z < ug,e; > T(e;) =

7

= Z <’ U ’ 2ug, € > T(Bl) = Z < U,T(ei) > T(el)

Consequentemente, T : R? — R? é uma transformacio linear e, para todos u,v € R3,

< T(u), T(v) >= Zuivj <T(e;),T(ej) >= Zuivj < e, e >=<u,v > .
i,J 1,

Portanto, a matriz de T na base 3 pertence a Os, ou seja, a cada Tp € Isom(S?)
corresponde uma tinica transformacio ortogonal em O3. Consequentemente, Isom(S?) C
O3, da onde concluimos que Isom(S?) = Os.

O

Uma vez que o grupo Isom(S?) e as geodésicas de S? foram completamente determi-
nados, podemos descrever as isometrias de S? de maneira intrinseca, ou seja, sem utilizar
propriedades geometricas do espaco E3.

Definigao 4.9. Seja v : (0,1) — S? uma geodésica, 7 um plano tal que y = 71 N S? e
rr : R3 — R3 a reflexdo sobre 7. A reflexdo sobre a geodésica v é a isometria

ry =71y |52 S? — 2

Proposicao 4.3. Propriedades de Isom(S?).
1. O grupo Isom(S?) € gerado pelas reflexdes sobre curvas geodésicas.

2. 0 subgrupo Isom®(S?) = SO3 de Isom(S?) tem indice 2 e é gerado pelo produto
de um numero par de reflexdes ao longo de geodésicas (por isto preservam a ori-
entagdo).

3. Todo elemento de SOs fiza dois pontos sobre S?.

4. Toda isometria de S* € determinada pela imagem de 3 pontos.
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4.6 Relacoes Métricas em S?

A determinacdo da distancia entre dois pontos sobre S? era uma questao fundamental
para os navegadores e cartografos antigos. Com a utilizagdo de coordenadas esféricas
sobre S? esta questao torna-se um tanto simples.

Nesta segao, todos os dngulos e arcos sao medidos em radianos. Sejam

p1 = (cos(01)sen(1)1), sen(01)sen(y), cos(¢1))

p2 = (cos(f2)sen(1q), sen(b2)sen()2), cos(2)), (4.1)

pontos pertencentes a S? e seja a a medida do angulo formado pelos vetores u; = op;
e uo = opo. A distancia esférica entre p; e po é dada pelo comprimento de arco da
geodésica que liga os pontos, o qual é igual a «;

ds2 (p1,p2) = a.
A determinacéo de « é uma tarefa facil, basta ver que,
cos(a) =< uy,ug >= cos(by — 02)sen(i1)sen(h2) + cos(11)cos(12).

Considerando Af = 01 — 63 e 1 — cos(Af) = 2sen? (%), obtemos a expressao

cos(a) = cos(AB).cos(A)) + 2sen? <A20> .cos(1).cos(1h2).

Consequentemente,

dsz(p1,p2) = arcos <cos(A9).cos(A¢) + 2sen? <A29> .cos(wl).cos(¢2)> . (4.2)

Sem perda de generalidade, poderiamos ter suposto que o ponto p; esta sobre o plano-xy;
neste caso Y1 =7/2 e

ds2 (p1,p2) = arcos (cos(Af).cos(A)) .
Ao tomarmos 3 pontos A, B,C € S? existem duas possibilidades;

1. A, B e C estao sobre o mesmo grande circulo;

2. A, B e C nao estao sobre o mesmo grande circulo e definem uma regidao convexa
em S? que denominamos de triangulo esférico com vértices A, B e C. Neste caso,
o triangulo é a regiao limitada pelas geodésicas y4p (ligando A a B), vp¢ (ligando
B a (), yca (ligando C a A).
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Teorema 4.4. Teorema de Pitdgoras Esférico - Seja NABC wum triangulo geodésico
sobre S? com dngulo retangulo no vértice A e hipotenusa medindo a. Se os comprimento
do lados opostos ao vértices B e C' medem b e c, respectivamente, entdo

cos(a) = cos(b).cos(c). (4.3)
Demonstragdo. Sem perda de generalidade, podemos considerar o lado AB sobre o equa-

dor ¢ = /2, conforme indica a figura ?7;

A=1(1,0,0), B=(cos(c),0,sen(c)) e C = (cos(b),sen(b),0).

Portanto,

< OB,0C >= cos(a) = cos(b).cos(c).
O
Proposicao 4.4. Lei dos Cossenos - Seja NABC um triangulo esférico em S? com

angulos internos medindo a, B ey e cujos lados opostos medem a, b e ¢, respectivamente.
FEntao,

cos(a) — cos(b)cos(c) cos(b) — cos(a)cos(c)

cos(e) = sen(b).sen(c) cos(f) = sen(a).sen(c) (4.4)
(7) = cos(c) — cos(a)cos(b) )
oS = sen(a).sen(b)
Demonstragao. Sem perda de generalidade, suponhamos que (figura 77?)
A=(1,0,0), B = (cos(0p)sen(vp),sen(0p)sen(vp),cos(p)) (4.5)
C = (cos(0¢c), sen(0¢c),0). '
Assim,
cos(a) = < OB,0C >= cos(0c — 0p)sen(vp), (4.6)
cos(b) = < OA,0C >= cos(0¢),
cos(c) = < OA, OB >= cos(0p)sen(¢p);

da onde segue que,
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sen(a) =+/cos?(¢Yp) + sen2(0c — Op)sen?(1p) (4.9)
sen(c) =+/cos2(1p) + sen2(0p)sen2(Vp). (4.10)
Os vetores
| OA x OB (0, —cos(vp), sen(0p)sen(yp))
nAB =

:| OAxOB| \/cos2(Yp) + sen?(0p)sen2(Yp)
B OB x OC _ (—cos(pp)sen(0c), cos(p)cos(0c), sen(0c — Op)sen(¥p))
|oBxoOC| Vcos2(Yp) + sen?(0c — Op)sen?(Yp)
0C x OA
- R (0,0,-1
A G oa] | )

npc

(4.11)

determinam os planos mac, TAp € Tpc, respectivamente. Considere {nap,npc,ncA}l
uma base orientada de R3. Uma vez que,

cos(a) = — < nga,nap >, cos(f)=—<nap,npc >, cos(y)=—<nac,npc >,
(o sinal “-” porque os angulos sdo obtusos) temos
cos(a) = sen(0p)sen(¢p) _ sen(0p)sen(vp) (4.12)
Vcos2(vp) + sen2(0p)sen(Yp) sen(c) '
cos(B) = cos®(yYp)cos(0c) — sen(0c — 0p)sen®(yYp)sen(fp) (4.13)
Vcos2(1hp) + sen2(0g)sen?(1p)/cos2(bp) + sen?(0c — Op)sen?(vg)
B sen(fc — 0p)sen(vp) _ sen(fc — 0p)sen(Yp)
cos(7y) = Jcos (0g) + sen? (0o — Op)sen®(vp) = sen(a) . (4.14)
Decorre das relagoes 4.6 e 4.7 que
cos(a) =cos(a)cos(c) + sen(b)sen(0p)sen(¢p) 115
sen(0c — 0p)sen(vp) =sen(b)cos(c) — cos(b)sen(0p)sen(vp). (4.15)
Portanto,
_ cos(a) — cos(b)cos(c)
sen(fp)sen(vp) = sen() )
sen(fc: — O)sen(vp) :cos(c) ;ecsfégz)cos(b)
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Ao aplicarmos as expressoes em 4.16 as expressoes 4.12 e 4.14, resultam as seguintes
identidades:

_cos(c) — cos(a)cos(b)
 cos(y) = sen(a).sen(b) (4.17)

cos(a) — cos(b)cos(c)

cos() = = ) sen(o)

Analogamente, a identidade para o cos() é obtida a partir da situagdo na qual os
vértices do AABC sao

A=(1,0,0), B =((cos(0p),sen(0p),0) (4.18)
C = (cos(0c)sen(vc), sen(0c)sen(yc), cos(vc)). .
Neste caso, obtemos
cos(B) = cos(b) — cos(a)cos(c)
sen(a).sen(c)
O
Lema 4.2. Sejam z,y,2 € R tais que 22 <1, y> <1 e 22 < 1 e sejam
B T —yz B Yy — 2T
a _(1 —y2)L/2(1 — 22)1/2’ b= (1 —x2)/2(1 — 22)1/2° (4.19)
z—xy
¢ 1= 221 — )2 (4.20)
Entao,
a+ be b+ ac
z *(1 _ b2)1/2(1 _ 02)1/2’ Y= (1 _ a2)1/2(1 _ 02)1/2’ (4'21>
L c+ab (4.22)

(1 —a2)1/2(1 — 2)1/2

Demonstragdo. Ao fazermos M = 2zyz — x2 — y? — 2% + 1, temos

1_a2:(x—yZ)Q—(l—yQ)(l—z2) _ 2$yz_x2_y2_z2+l
(1—y*)(1—=2%) (1—y2)(1—22)
M
(1—92)(1—22)

Analogamente, segue que
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M M
I-a)1-2) T 1-a)1-y)
Portanto,
a+ be Mx
= =
(1-0)(1-¢?) M
De maneira analoga, obtemos as outras expressoes em 4.21. O

Teorema 4.5. (Caso AAA) Se os triangulos esféricos /\1 e Ao tem dngulos internos
congruentes, entao eles sao congruentes.

Demonstracao. Aplicando o lema 4.2, segue que

_cos(a) + cos(B)cos(y) cos(b) — cos(B) + cos(a)cos(7)
cos(a) = sen(B)sen(y) ’ (®) sen(a)sen(y) (423)
_ cos(7) + cos(a)cos(3)
cos(c) = sen(a)sen(d) (4.24)
O

Teorema 4.6. Lei dos Senos Esférica - Seja ANABC wm triangulo esférico sobre S?.
Sejam a, b e ¢ o comprimento dos lados, e sejam «, B e v as medida dos angulos
internos opostos a cada lado, respectivamente. Entdo,

sen(a) _ sen(p) _ sen ()
sen(a)  sen(b)  sen(c)

(4.25)

Demonstragao. Segue da identidade 4.4 que

sen?(a) = sen?(b)sen?(c) — cos?(a) + 2cos(a)cos(b)cos(c) + cos®(b)cos?(c) _
sen?(b)sen?(c)

[1 — cos?(b)][1 — cos®(c)] — cos?(a) + 2cos(a)cos(b)cos(c) + cos?(b)cos?(c)

sen?(b)sen?(c)
1 — cos?(a) — cos?(b) — cos?(c) + 2cos(a)cos(b)cos(c)
sen?(b)sen?(c) '

Portanto,

2
sen®(a) _ S(a,bc),

sen?(a)

Analogamente, temos
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sen?(B) B sen?(¥) — S(abe
sen?(b)  sen2(c) S(a,b,)-

Exercicio 4.3. .

1. Sejam A = (1,0,0) e C(A,r9) = {p € S? | ds2(A,p) = 10} C S? 0 circulo esférico
com centro em A = (1,0,0) e raio ro;
(a) Parametrize C(A,rg).
(b) Calcule o comprimento de C(A, o).
(c) Resolva os itens acima para o caso da esfera 512% e verifique os resultados

quando R — oo.

2. Teorema de Pitagoras Esférico

(a) Seja AABC um triangulo geodésico em S, cujo angulo retangulo encontra-se
no vértice A e a hipotenusa mede a. Seja b o comprimento do lado oposto &
B e ca C. Mostre que no limite a — 0, b — 0 e ¢ — 0, vale a relacao

a? = b+ 2,

conhecida como Teorema de Pitagoras Euclideano. (dica: use a série de Taylor
4
cos(0) =1— % + 0(6%), onde limy_,o % =0.
(b) Seja AABC um triangulo geodésico sobre a esfera S% cujo angulo retangulo

encontra-se no vértice A e a hipotenusa mede a. Sejam b o comprimento do
lado oposto & B e ¢ o comprimento do lado oposto a C. Mostre que,

cos (%) — cos (g) cos (%) . (4.26)

(c¢) No item anterior, considere a << R, b << R e ¢ << R (o comprimento dos
lados sao despreziveis em relagao ao raio R) e prove o teorema de Pitagoras
euclideano. Interprete o resultado obtido. (dica: use a série de Taylor
cos(0) =1 — % + 0(6%), onde limy_,o %4) =0.

(d) Repita a andlise do item anterior para o caso R — 0o e interprete-o geome-
tricamente.

3. Lei dos Cossenos
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(a) Prove que em S%, valem as identidades

cos (§) — cos (3) cos (£)
sen (%) .sen (%)

cos(e) — 05 (&) —cos (g)eos (f) o
(@) sen (%) .sen (%) ’ ()
cos (%) — cos (%) cos (%)

sen (}%) .sen (%)

I

cos(7) =
(4.27)

(b) Mostre que no limite % — 0 obtemos as leis dos cossenos da geometria eucli-
deana abaixo

a? = b* + ¢ — 2be.cos(a),
v’ = a® + ¢ — 2ac.cos(B), (4.28)
? = a® 4+ b? — 2ab.cos(7),

e interprete o limite geometricamente.

(¢) Mostre que um triangulo é equildtero se, e somente se, os angulos internos
tem a mesma medida.
(d) Obtenha condigoes para que um triangulo seja isdsceles.

(e) Seja AABC um triangulo com lados medindo a,b, ¢ e angulos internos me-
dindo «, 3,7. Suponhamos que a,b,c correspondem aos lados opostos aos
angulos «, 3,7, respectivamente. Mostre que a < b < ¢ se, e somente se,
a < fp <.

(f) Mostre que na demonstracao da Lei dos Cossenos,

[cos(c) — cos(a)cos(b)].[cos(a) — cos(b)cos(c)]  cos(a)cos(c) — cos(b)

cos®(Vp) =

cos(b)sen?(b) cos(b)

4. Lei dos Senos
(a) Mostre que sobre a esfera S% a lei dos senos é

sen(a)  sen(B)  sen(y)

Y
sen(g)  sen(g)  sen(f)

S

e mostre que se a << R, b << R e ¢ << R, entao vale a Lei dos Senos
euclideana,

sen(a)  sen(B) sen(’y)_

a b c
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4.6.1 Area de um Triangulo Esférico

Um gomo esférico em S? é uma regido limitada por duas geodésicas 7 e p que ligam
pontos antipodas p = (z,y,2) e ¢ = (—x, —y, —z) sobre S?; isto é, n(0) = p(0) = p e
n(l) = p(1) = ¢. Em cada um dos vértices, as geodésicas formam um angulo « que
denominamos o angulo do gomo. Um gomo com angulo «, conforme mostra a figura ?7,
é equivalente por uma isometria de S? a

Go = {(cos(f)sen(1)), sen(0)sen(v),cos(¥)) | 0 <0 < a,0 < ¢ < 7} (4.29)

Lema 4.3. A drea de um gomo com angulo interno o € igual a 2.c.

Demonstragdo. Utilizando coordenadas, esférica nds temos que

A /O i /0 " sen()dodd = 20

Em particular, quando a = 27 obtemos 47 para a érea da esfera S2.
O

Teorema 4.7. A drea de um triangulo A(a, B,v) em S?, com dngulos internos medindo
o, ey, é

A=(a+pB+7v)—m. (4.30)

Demonstragdo. Seja A a area do triangulo. Pelo lema anterior a drea do gomo G, é
A+ A, =20,
onde A, é a area da regiao complementar ao triangulo no gomo. Uma vez que a area de
S é 47 e que H = AUG, UUGH UG, é um hemisfério, como mostra a figura 77, segue
que
A+ As+Ag+ A, =27,
Consequentemente,
A+ 2a—A)+(28—A)+ (2y— A) =2,

da onde obtemos

A=(a+B+7y) —m.
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Exercicio 4.4. .
1. Mostre que;

(a) A drea de um gomo com angulo interno «, em S%, é igual a 2aR?.

(b) A &rea de um triangulo esférico AABC C S%, cujos angulos internos medem
a? /8 e 77 é

A=RY[(a+B+7) —nl.

2. Determine a area de um tridngulo esférico em funcao do comprimento dos lados.

3. Estude o caso quando A = 0

4.7 Subgrupos Discretos de Isom(S?)

Tendo em vista que Isom(S?) = O3z e Isom®(S?) = SO3, o estudo dos subgrupos
de isometrias agindo descontinuamente sobre S? é mais simples quando comparado com
o caso euclideano E2. Uma grande diferenca é a auséncia das translacoes. Além disto,
a compacidade da esfera simplifica enormemente as possibilidades como mostra a pro-
posicao a seguir;

Proposigao 4.5. Seja G C Isom(S?) um grupo agindo descontinuamente sobre S,
entao G € finito.

Demonstragao. Segue da definigao 2.23 de agdo descontinua. O
Um grupo que age descontinuamente sobre S? ¢é discreto em Isom(S?).

Proposicao 4.6. Seja G C Isom(S?) um grupo agindo livremente sobre S%, entio G ~
Zs.

Demonstracdo. A hipétese da acio ser livre implica em G N Isom®(S?) = {I}. Suponha-
mos que g € G e g # I; neste caso, para evitar a existéncia de pontos fixos por g, temos
det(g) = —1. Porém, como g?> € G e det(g?) = 1, segue que g?> = I. Consequentemente,
G= {I, g} =~ ZQ. O

Pela proposicdo anterior, um grupo G agindo livremente sobre S? é da forma

1 00 -1 0 0
G=<I=1010),9=|10 -1 0
0 01 0 0 -1
O difeomorfismo g : S? — S? dado pela expressio

g.(LU, Y, Z) = (—.%’, -Y, _Z)
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é conhecido como aplicacdo antipoda da esfera S e g.x e = sdo denominados pontos
antipodas .

Exercicio 4.5. .

1. Determine uma regido fundamental da acdo livre de Zy sobre S?.

2. Mostre que o espaco quociente pela acio livre de Zg é S?/Zy ~ RP2.
Teorema 4.8. O recobrimento universal de RP? é S%. Além disto, m (RP?) ~ Z.
Demonstracdo. Pelo exercicio acima S?/Zy ~ RP?. Como 71(S?) = 0 ( [?]), segue que
S? é o recobrimento universal de RP?2. O

4.7.1 Acoes de Z, e D, sobre S?

Alguns grupos que agem descontinuamente sobre S? sdo elementares no sentido que
decorrem de acdes descontinuas sobre E2, pois, Oy C Isom®(S?) = SOs.

1. Acdo de Z, sobre S?.
™

Seja R2r a rotagao de angulo % realizada no plano z = 0. O grupo ciclico

Zp =< Rax > é representado como um subgrupo de Isom"(S?) da seguinte forma;

Rz O
Rzl — n

A agdo de Z, fixa os pontos (0,0,+£1) (pélos norte e sul).

2. Acdo de D,, sobre S2.
O grupo Diedral D,, é gerado por uma reflexao r; e por uma rotacao Rz-. Para

representarmos D,, C Isom®(S?), consideramos a inclusdo p : D, — Isom®(S?)
extendida a partir da imagem dos geradores;

1 0 0 P 0
rz = p(rz) = 10 =1 0 Rz s p(Raw) = | n ‘
" " 0 1
0 0 -1

Desta forma, D,, tem 3 érbitas com grupo de isotropia nao-triviais. Sejam A, B e
C os pontos indicados na figura 7?. Os grupos de isotropia de A e B sdao G4 = Zs
e Gp = Zs, ja G¢ = Z,. Chamamos a atencao para a relacao entre a ordem do
grupo D,, (o(D,,) = 2n), a ordem do grupo de isotropia de um elemento em S? e
a cardinalidade da 6rbita deste elemento (#04 = n, #O0, = n, #0c = 2).

Exercicio 4.6. .
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1. Mostre que existe uma representacao p : Oy — S0Os. Classifique os grupos de
isotropia para esta acdo de O sobre S2.

2. Descreva uma regiao fundamental para a acao de Z, gerada por Rz- e obtenha o

espaco S?/Z, (faca uma figura).

3. Descreva a regido fundamental para a acdo de D,, e obtenha o espaco S?/D,, (faca
uma figura).

4.7.2 Grupos Triangulares

Seja A(a, 8,7) um triangulo esférico com vértices A, B e C, e angulos internos
medindo «, (3 e 7, repectivamente. A drea do triangulo esférico A(«, 3,7), obtida no
teorema 4.7, é

AN)=(a+B+7) —m. (4.1)

As reflexoes 71, 7o e 73 sobre os lados do triangulo geram o grupo é(a, B,7v) =<
r1,r2,r3 > . G(o, B,7) contém o subgrupo G(«, 3,7) =< rorg,rgry, ryrTe > de ordem
2, cujos elementos g preservam a orientagao (det(g) = 1). Desta forma, os geradores de
G(a, 8,7) sao rotagoes;

7“2?”3(A) = A, ?”37'1(3) =B 7"17“2(0) =C.

Devido as relacoes elementares
-1 —1 —1
(rirj)~ " =mrjry,  ror3 = (rire)” (rirs)” T,
segue que G(a, fB,7) =< rira, rirs >.

De acordo com o coroldrio 3.5, se G(«, 3,7) age descontinuamente, entao existem
ni,n2,n3 € N tais que

(1+1+1)_1>0 (4.2)

aos valores assumidos por nj, ny e ng. As unicas solugoes {ni,n2,n3} da desigualdade
acima sao as seguintes;
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(2,2,”),

(2,3,3),
n1,N2,N3) = 4.3
re ) = (55,4, 4

(2,3,5)

No que segue, sejam
T m T T T T

=G(—,—,— A =NAN(—,—,— 4.4
G(nlanQ)n3) G(n17n2’n3)7 (n17n25n3) (n17n27n3) ( )

Definigao 4.10. Um grupo triangular esférico é um grupo do tipo G(p,q,r), onde a
tripla (n1,n2,n3) é uma das triplas descritas na expressao 4.3.

A existéncia de alguns dos subgrupos triangulares de Isom®(S?) é relacionada &
existéncia dos sélidos de Platao (tetraedro, cubo, octaedro, dodecaedro e icosaedro),
COmMO Veremos a Seguir;

1. Grupo do Tetraedro T = (G(2,3,3)

Consideramos em R? um conjunto de pontos {v1, v2,v3, v4} formando um tetraedro
T com arestas l;; ligando o vértice v; a v; e faces f; opostas ao vértice v;. Também
seja {m1, ma, ms3, mg, ms, mg} o conjunto formado pelos pontos médios dos lados
l;j e o conjunto {b1,bs,bs,bs} formado pelos baricentros das faces f;, conforme
indica a figura ?7.

Seja T o grupo de simetrias do tetraedro formado por transformagoes g : T" — T
que preservam a distancia e a orientacao. Se considerarmos 7T centrado na origem,
as simetrias de T extendem-se a transformacdes ortogonais g : R® — R3, ou seja
g € SO3. Vamos descrever estas transformagoes acompanhando as figuras 7?7 e 77;

(a) Por cada um dos vértices v; passa uma reta que é a altura relativa a face
oposta. Seja b; o baricentro da face oposta ao vértice v;.
Usaremos os indices 4, j, k, [ para indicarmos os elementos do conjunto {1, 2, 3,4},
sendo que eles sao sempre considerados disjuntos dois a dois.
A rotacdo de angulo %’T, realizada no plano da face definida pelos vértices
vj, vk, v, fixa os pontos v; e b; enquanto a face oposta a v; é rotacionada
sobre o seu préprio plano. Portanto, os vértices formam uma érbita e os
baricentros formam uma outra orbita, ambas as dérbitas possuem grupo de
isotropia isomorfo & Zg.

(b) De acordo com a figura, os pontos

{my,mg,ms,mg}, formam o plano 7135,
{ma, mg,m4, ms}, formam o plano w2345,

{m1,mg,ma, me}, formam o plano 7mi246.
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Cada um deste planos possui uma reta ortogonal que intersecta o conjunto
dos pontos médios naqueles pontos que nao estao contidos no plano, vejamos
um exemplo: a reta ortogonal ao plano 7 356 passa pelos pontos médios mo
e my. De fato, os pontos {mi, ms, ms, me} definem um quadrado. A rotagao
R, no plano do quadrado, deixa o tetraedro invariante. Portanto, os pontos
médios formam uma Orbita cujo grupo de isotropia ¢é isomorfo a Zs.

Assim, concluimos que o grupo do tetraedro tem ordem o(¥) = 12 e possui 3
orbitas com grupo de isotropia nao trivial;

Tabela 4.1: Orbitas Singulares de T

orbita ordem | Isotropia
vértices {v;} 4 Zs
baricentros {b;} |4 Zs3
ptos médios {m;} | 6 L3

Observamos que os vértice, os baricentros e os pontos médios sao vértices de uma
triangulagao do tetraedro. Isto quer dizer que o tetraedro esta subdividido em
triangulos, cujos vértices sao os pontos mencionados e cuja intersecao de dois
triangulos da triangulagao é ou um vértice ou uma aresta. Suponhamos que a esfera
circunscrita ao nosso tetraedro é S2. Para obtermos um subgrupo de Isom(S?) a
partir do grupo T nés projetamos o tetraedro sobre S?. Desta maneira, obtemos
uma triangulacdo de S? onde o angulo em cada um dos vértices é dado pela tabela
abaixo;

Tabela 4.2: Angulos dos vértices

vértice | angulo
v; /3
b; /3
m; w/4

Desta forma, o triangulo formado pelos vértices v;, b;, my, tem angulos w/2,7/3, /3.
Concluimos que o grupo triangular G(2,3,3) é exatamente o grupo de simetrias
do tetraedro.

2. Grupo do Cubo € = (G(2,3,4)
O procedimento para descrevermos o grupo € de simetrias do cubo é o mesmo.
Considere v; como os vértice do cubo, b; como o centro de uma face e m; como o
ponto médio de uma aresta. Ao ligarmos estes pontos obtemos uma triangulacao
para o cubo. A ordem de € é 24 e a tabela relativa as orbitas singulares é a
seguinte;

autor: Celso M Doria 108




CAPITULO 4. GEOMETRIA ESFERICA Celso M Doria

Tabela 4.3: Orbitas Singulares de €

orbita ordem | Isotropia
vértices {v;} 8 Ly
baricentros {b;} | 6 Zy
ptos médios {m;} | 12 Zs

Analogamente, ao projetarmos sobre S?, obtemos um subgrupo triangular de I'som®(S?).
De acordo com a tabela abaixo, o grupo triangular correspondente é o G(2,3,4).

Tabela 4.4: Angulos dos vértices

vértice | angulo
v; 7T/3
bz' 7T/4
my; 7T/2

Exercicio 4.7. .

1. Descreva o grupo © de simetrias do dodecaedro. Determine a sua ordem e qual
é o subgrupo triangular de Isom®(S?) correspondente & D.

2. Seja O o grupo de simetrias do octaedro. Mostre que O Le.

3. Seja J o grupo de simetrias do icosaedro . Mostre que J L.

Teorema 4.9. Seja G um grupo finito de Isom®(S?). Entdo, G € isomorfo a um dos
grupos descritos na tabela abaizo, onde N € o nimero de drbitas singulares e 0 € a ordem
dos respectivos grupos de isotropia.

Tabela 4.5: Grupos finitos de SOg3

G ||G|]|Nlo

Zn | n 2 | (n,n)
D,, | 2n 3 |(2,2mn)
T |12 |3 (233
¢ |24 |3](234)
D (60 |3 (235
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Demonstragao. A configuracdo da acao de G é dada pela tripla (| G |, N,0). Como
anteriormente, G, denota o grupo de isotropia de v € S?. Comecamos definido os
seguintes conjuntos;

V ={veS?*| G, #{I}}, (vértices da triangulacio)

E={(v,9) e VxG|gv=uv,g9#I} (4:5)

Uma vez que G é finito, o conjunto V' é decomposto em s érbitas (s < oo), digamos,

V=Viu---uUV

Para cada i € {1,..., s}, seja v; um representante da orbita V;, G; = Gy, e n; =| G; |> 2.
A relacao biunivoca V; <+ G/G; implica em

Gl _ |G|
| Vil= =—. (4.6)
|Gl
Todo elemento g € G, g # I, tem 2 pontos fixos sobre S?, portanto,
|E|=2(G|-1). (4.7)
Além disto,
[E[=) (1Gi|-1)= ZZ!G\—l
veV =1 veV; (48)

S S 1
=S vl -n=3 161 (1-5).
i=1 i=1 '
Decorre das equagoes 4.7 e 4.8 a igualdade

2G| -1) = Z|G\<1—)

ou seja,
2(1—,”):%(1—;). (4.9)

Como | G |> 2 e n; > 2, o lado esquerdo de 4.9 satisfaz

1
1<2(1-—) <2, (4.10)
( !G\>
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enquanto o lado direito satisfaz

g < ZS: <1 — Ti) <s. (4.11)

Consequentemente, as tunicas possibilidades sdo ou s = 2 ou s = 3. Analisaremos cada
uma destas possibilidades;

1. s=2.

) ) (4.12)
|G|<+>:2 = n1:n2:]G|.
ni ng
Neste caso, a configuragao da agao de G é (n,2, (n,n)).
2. s=3.
1 1 1 1
(1) =2 s
ni no ns
5 1 1 1 (4.13)
14 ——=—4+—+ —
|G| m1 n2  ng
Vamos estabelecer a ordem ny < ng < ng para concluirmos que n; = 2. Ao
substituirmos n; = 3 em 4.13 obtemos
2 1 1 1
1+ —=-+—+4+—<L1
| G ‘ 3 19 ns
Portanto, ny =2 e
1 2 1 1
-t — = — 4+ — 4.14
2 + ‘ G ‘ U») * ns ( )

Se assumirmos que no > 4 em 4.14, segue que

2 1
+or < —

= no <4
| G| ns

>~ =

<

=

autor: Celso M Doria 111




4.7. SUBGRUPOS DISCRETOS DE ISOM(S?) Celso M Doria

2 1

Neste caso, segue que a configuragao da agao é (2n,3,(2,2,n)).

(b) ng = 3.

—_

2 1 1 1
t—=st— = —=

2 |G| 3 ns ns +

|G

| =

ou seja, 2 < ng < 6. Ao analisarmos os valores 3, 4 e 5 para ng obtemos a
seguinte tabela para as possiveis configuragoes;

Tabela 4.6: n3 =3,4eb

n3 | o(G) | N |o

3 (12 |3 ] (233)
4 |24 |3 ](234)
5 160 |3 (2305

O]

Exercicio 4.8. Um poliedro em R? é um conjunto conexo formado pela unido de
poligonos cuja intersegao ou é um vértice ou é uma unica aresta (lado).

1. Um poliedro é regular se todas as suas faces sao poligonos regulares. Prove que
existem 5 poliedros regulares em R?, denominados poliedros de Platdo.

2. Seja P um dos poliedros de Platao e 7 uma triangulacao de P. Isto quer dizer
que existe uma colecao de triangulos

T = {TI,TQ,...,Tn} CP,

satisfazendo as seguintes condigoes;

(a) P=Ui, T
(b) Se i # j, entao ou

T,NTy={v}, ou TNTj={a},
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onde v=vértice e a é uma aresta (nao pode ser uma parte da aresta). Conside-
remos os seguintes nimeros; V = ntmero de vértice de 7, A = ntimero de arestas de T
e F'= numero de faces de 7. A caracteristica de Euler de P é definida por

X(P,T)=V —-A+F.

Mostre que para qualquer triangulagao 7 de P temos x(P,7) = 2.

(c) Construa uma triangulagao 7 sobre o plano projetivo RP? e mostre x (RP?,T) =
1.

(d) Construa uma triangulacdo 7 sobre o toro T? e mostre que x(P,7) = 0.

4.8 Superficies e Orbitais Esféricos

Como vimos, as tnicas superficies obtidas na geometria esférica, sao S e RP? =
S?/7Zs. Os outros subgrupos discretos de I'som(S?) nao agem livremente sobre S?, con-
forme mostra a tabela 4.5. Desta maneira, os espacos quocientes obtidos sao orbitais do
tipo apresentado na figura 77.

1. Regites Fundamentais e Espagos Quocientes.

Conforme a férmula 7?7, dada na definicao 77 no capitulo 4, a caracteristica de
Euler destes orbitais sao dadas pela formula

e =2-3 (1-1)

=1

Desta forma, temos a seguinte tabela;

RP? | Xz, | Xp, | Xs | Xe | Xp
2 1 1 1
X 1 n * 6 12 | 30

autor: Celso M Doria 113




4.8. SUPERFICIES E ORBITAIS ESFERICOS Celso M Doria

autor: Celso M Doria 114




Capitulo 5

Geometria Hiperbdlica

A geometria hiperbdlica foi descoberta devido aos iniimeros insucessos em demonstrar
o axioma das paralelas 3.2. Entao, Jands Bolya e Lobachvesky observaram que alterando
o axioma das paralelas nao surgiam contradicoes com os outros axiomas e nem com as
suas consequéncias. Assim, o enunciado do axioma das paralelas foi alterado;

Axioma 5.1. Sejam | uma reta e P um ponto nao pertencente a l. Por P passam
infinitas retas paralelas a l.

No formalismo moderno, leia-se geodésica no lugar de retas. A geometria que satisfaz
o axioma acima foi denominada de geometria hiperbdlica.

Neste capitulo, faremos uso de alguns recursos basicos da teoria de fungoes de uma
varidvel complexa.

5.1 Espaco Hiperbdlico
Seja R2 = {(z,y) € R? | y > 0} o semi-plano superior de R?.
Definicao 5.1. A métrica hiperbdlica (gp)p : Tp]R?F x T, pRi — R é dada pela seguinte

expressdo: sejam p = (z,y) € R2, v = (v1,v2) e w = (w1, ws) pertencentes T(x,y)Ri,
entao

1
(9h) (@) (v, W) = ?(vﬂm + vaws); (5.1)

Em termos do produto interno euclideano, temos

1
(gh)(:c,y)(v,w) = ? <v,w >. (5_2)

Definicao 5.2. O Espago Hiperbdlico é a superficie riemanniana

H2 = (R%ﬂgh)
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O comprimento de uma curva 7 : [to, t;] — H2, onde v(t) = (z(t), y(t)), é

_ [ VEOPT 0P,
to y(t)

L(v)

t. (5.3)

Exemplo 5.1. Em cada um dos itens abaixo, o objetivo sera determinar o comprimento
L(v) de v C H2.

1. v(t) = (a,t), to <t < t; (semi-reta vertical).

t1
vty =(0,1) = L7)= / Gy, (5.4)

to t tO

2. y(t) = (t,at +b), to <t <t; (semi-reta).
Sejam yo = Y(to) e y1 = y(t1). Sendo assim, v (t) = (1,a) e

b 14+ a2
L= [\ ar =

bt Y1
:\/1+a2/ :\/1+a2.ln<>.
to at+b Yo

Portanto, limy, 0 L(y) = o.
3. v:[0,27] — H2, (6) = (Reos(#) + a, Rsen(0) + b), onde R < b (circulo de raio R

e centro em (a,b)).

2
v(t) = R(—sen(f),cos(0)) = L(7) :/0 (Hj:%

Substituindo ¢ = tg(0/2), temos que df = fﬁg e

2R [ dt
o)== [ .
b oo (¢4 )2 4 P2

Substituindo novamente por u =t + %, temos du = dt e

2R [ du
L(vy) = — —y = 5.9
RS = (5:5)
2R bt+R \ . _ 27R
- e () e e 69

Segue que limp_,;, L(7y) = 0o, uma vez que o circulo aproxima-se do eixo-x.
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5.1.1 Reflexoes no Espaco Hiperbdlico

A distancia entre dois pontos p e ¢ em H? é definida por

d(p,q) = inf L(v).
(p, q) ot (7)

Para determinar d(p,q), em fungdo de p e ¢, precisamos descrever as geodésicas de
H2. Para este fim, vamos estudar a geometria das transformacoes de inversdo sobre
circulos, também denominadas de reflexdes. Dentre as isometria de E?, as tnicas que
sdo isometrias de H? sdo as reflexdes sobre retas verticais e as suas composicoes, como
mostra a proposicao a seguir;

Proposigao 5.1. Sejaa € R el = {(a,y) | y € Ry} reta vertical em R2.. A trans-
formacgao ry : R%_ — ]Ra_, induzida pela reflexdo euclideana sobre I, € uma isometria de

H2.
Demonstragdo. A reflexdo sobre [ é dada por
ri(z,y) = (—x + 2a,y), dr;= <_01 (1)> .
Portanto,
Iry(z,y) (dr10, drpw) = ;2 < drpv,drjw >= y12 <V, W >= Gz (v, w).
O

A seguir, introduziremos a transformacdo de inversdo sobre um circulo no plano com o
intuito de obter mais isometrias de H?. Para isto, consideraremos o circulo de raio R e
centro em P = (a,b) como o conjunto

Sr(P) ={(z,y) €R? | (z —a)* + (y —b)* = R*}, Sr = Sgr(0).

Definigao 5.3. A transformacao de inversdo sobre Sg é a aplicagao rg,, : R — R? dada
por

I‘Q + yQ’ 1.2 + y2 (57)

rsp(t,y) = R*(

Observe que a inversao rg,, satisfaz a identidade

| 75,(v) | .| v|=R? onde v=(vi,va), |v]|=1/v?+03. (5.8)
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Observacao. Ao considerarmos o espaco R? como sendo o espaco complexo C, isto é,
ao identificarmos (z,y) ~» z = = + 1y, a transformagao rg,, pode ser escrita na forma

z R?
rSR(Z) = RQW = ?

(5.9)
Assim, rg, : C — C é anti-holomorfa, ou seja, preserva angulo e inverte a orientagao.
Proposicao 5.2. A transformacgao de inversao rgy : R? — R? tem as sequintes propri-
edades:

1. Sel C R? ¢ uma reta, entdo rg, (1) é ou uma reta ou um circulo.

2. Se C CR? é um circulo, entdo rs,(C) é ou uma reta ou um circulo.
Demonstragao. Observamos que, da expressao rg,(z,y) = (u,v) e de 5.7,

2z u x
u=R?% Uz

{ x2+y2 :>{v Yy i ,
_ p2_Yy 2 2 _
v—RngryQ uc +v° =

ou seja,

1. Suponha que I = {(z,y) € R? | ax + by + ¢ = 0}. Se substituirmos as expressoes
acima, obtemos

au + bv

R
u? + v?

+c=0. (5.10)

Portanto, ha duas possibilidades a serem consideradas;

(a) ¢=0. Neste caso,

au + bv = 0. (5.11)

(b) ¢ # 0. Neste caso,

Rau + R*b + c(u? +v*) = 0.

Consequentemente,

2\ 2 2\ 2 2 2
b b
<u+aR> +<'U+R> _pr (5.12)

2¢c 2¢ 4c?
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2. Suponha que C = {(x,y) € R? | (z — a)? + (y — b)? = r?}. Ao substituirmos = e y
em fungado de u e v na relagdo que define o circulo o circulo C, obtemos a relagao

[R4 — 2R*(au + bv)| + (a®> 4+ b —rH (W +0v3) =0 (5.13)

Assim, temos os seguintes casos;

(a) a® 4+ b?> —r?2 = 0. Neste caso,

au + bv = % (5.14)

(b) a? + b? — 12 # 0. Neste caso,

aR?  \’ bR2 \? 2R
U s) T\ s s ) T e (019)
a’?+b%—r a’?+b%—r (a2 +b* —r?)

O

Exercicio 5.1. .
1. Sejal = {(z,y) € R? | y = x + 1}. Determine a inversido sobre o circulo Ss.

2. Seja C = {(z,y) € R? | 22 + (y — 1)? = 2. Determine a inversdo sobre o circulo
Sy e analise o que ocorre quando variamos o parametro r.

3. Seja

Sr(P) ={(z,y) € R?* | (z —a)’ + (y - b)* = R*},

o circulo de raio R e centro em P = (a,b). Mostre que a inversao sobre Sgr(P)
define a aplicagao rg,(p) : R? — R? dada por
R2
z—a)’>+ (y—D)

rspp)(T,y) = ( 5(r —a,y—b)+ (a,b). (5.16)

4. Sejam Cy = {(z,y) € R? | (x — a)? + (y — b)? =12} e rg, : H? — H? a inversio

sobre Sg = {(z,y) € R? | 22 + y*> = R%}. Se rg,(C1) = C2, onde Cy = {(z,y) €
R? | (z — )’ + (y — B)* = p*}, entdo:

_b_<7”>2, o R—\/Z(a2—|—b2—r2). (5.17)

a
a p p
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5. Mostre que a inversao dada por 5.16 transforma retas e circulos em retas ou
circulos.

6. Estude as relagoes andlogas a 5.17 quando Sy tem centro sobre o eixo-x.

Proposicao 5.3. Seja Sg(P) = {(z,y) € R? | (v—a)?+y? = R%} um circulo cujo centro
encontra-se em p = (a,0) (sobre o eixo-z). Entdo, a inversao Tsp(p) € uma isometria
de H2.

Demonstragao. Consideremos o caso geral (b # 0)
R2
z—a)®+(y—b)

Segue que drg,(p) : T(%y)]RQ — T(U’U)RQ aplicada ao vetor w = (wi,wy) € T(x,y)RQ é
dado por

TSR(P)(x7y) = ( 2(1‘ —a,y— b) + (a, b) = (u,v).

dT’SR(P).w =

R (== (z—a)* =2@—a)y—0) ) (w
( )- ()

[(x—a)?+(y-0)?2\ 2@—a)ly—b) (z—0a)®—(y—0)?>) \w

Assim,

R4. w% +w% .
{R2(y —b) +b[(z — )2+ (y — b)2]}?

I(uw) ([ drsy(py-w, drg,py-w) =

Se b = 0, a expressao acima torna-se

w? + w2
Iu) (dTs,(P)- w0, drg, (py-w) = % = G(ay) (W, w)
Desta maneira, a transformacao
R2
rsp(p)(T,y) = m(fﬁ —a,y) + (a,0) (5.18)

induz um difeomorfismo g, p) : Ri — ]R?F que preserva a métrica hiperbdlica. Conse-
quentemente, 75, (p) é uma isometria. ]

O termo reflexao serd utilizado para designarmos as inversoes sobre os circulos cen-
trados sobre o eixo-x, assim como também serd usado para designar as reflexdes sobre
retas verticais.

Observacgao. Se interpretadas como funcgoes de uma variavel complexa, as reflexoes
correspondem as fungoes anti-holomorfas.

R2

+ 20. (5.19)

TZ(Z) = —Z+ 2aq, TSp(P) = T 7%
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Exercicio 5.2. Sejam P;, P, € H2. Mostre que:

1. Se P; e P, encontram-se sobre uma reta, entdo, a imagem do segmento de reta
definido por P; e P, por uma reflexdo em H?, é um segmento sobre uma reta
vertical ou um arco sobre um circulo centrado no eixo-x.

2. Se P; e P, nao encontram-se sobre uma reta vertical, entdo existe uma isometria
de H? tal que ambos sdo levados sobre uma mesma reta vertical.

3. Sejam « uma reta vertical e § um circulo centrado sobre o eixo-x tais que, na
intersecao {p} = a N B, a seja ortogonal a . Considerando que 7, e 73 s@o as
reflexdes sobre « e f3, respectivamente, mostre que 7,(3) = 8 e rg(a) = .

4. Sejam « e (3 dois circulos centrados sobre o eixo-x tais que na intersegao {p} = aNp
eles sao ortogonais. Como no item anterior, mostre que 7,(5) = e rg(a) = a.

5.2 Geodésicas de H?

Nesta secio, vamos determinar a geodésica que liga dois pontos em H?.

Proposigao 5.4. Para todo a € R, a geodésica ligando os pontos p = (a,ty) e g = (a,t1)
¢ o segmento de reta pertencente a semi-reta | = {(a,y) € R? | y > 0}.

Demonstragdo. Seja v : [to,t1] — H? a parametrizacio v(t) = (a,t) de [ e sejam pg =
7(to) e p1 = y(t1). O comprimento de v em H?, de acordo com a expressio 5.4, é

L) = [ Vet @ = [ =)

0 to

Seja B : [to,t1] — H?, B(t) = (x(t),y(t)), uma outra curva ligando os pontos pg e p.
Suponhamos que S(tp) = po e S(t1) = p1. Desta maneira,

1) = [ @ Pz [ A=),

to 0 y(t) tl

Uma vez que L(B) > L(v), V3, entao v minimiza a distancia e, por isto, é uma geodésica
de H?. O

Corolario 5.1. Os circulos cujo centro encontram-se sobre o eixo-x sao geodésicas de
H2.

Demonstragio. Seja C = {(z,y) | (x — @)? + y* = r?} NH? um semi-cfrculo com centro
sobre o eixo-x. B suficiente mostrarmos que existe uma isometria de H? cuja imagem de
C' é uma semi-reta vertical. Para esta fim, consideramos a isometria obtida pela reflexao
sobre o circulo
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Sr(P) = {(z,y) e B | (x — a)* +y* = R*}.

Conforme a expressao 5.13, a imagem de C é conjunto dos pontos (u,v) € H? satisfazendo
a relacao

R*+2R*(a — a)(u—a) = [r? — (a — a)?)[(u — a)? + v?].
Portanto, se a = a+r ou a = a — r a imagem de C' é a semi-reta

2
R_a),y) ly >0}

t={la- 2(a

Consequentemente, a reflexdo sobre o circulo com centro em (a,0), onde a = « + r ou
a=a—r,leva C sobre [. A conclusao segue da proposi¢ao 5.4. O

Teorema 5.1. Se «y : [0,1] — H? ¢é uma geodésica em H2, entdo sio as sequintes as
possibilidades;

1. v descreve um segmento sobre a reta vertical.
2. 7 descreve uma curva sobre um semi-circulo centrado no eixo-z.

Demonstracdo. Sejam p e q dois pontos quaisquer em H2 e 3 : [0, 1] — H? uma geodésica
minimizando a distancia entre eles. Ha dois casos a serem considerados;

1. p e ¢ encontram-se sobre uma reta vertical [.
Conforme vimos, 8 é o segmento de reta vertical pertecente a [ com extremidades

pegq.

2. p e ¢ nao encontram-se sobre uma mesma reta vertical.
Consideremos o circulo C' centrado no eixo-x e passando por p e ¢q. Neste caso,
existe uma isometria 7 : H? — H? tal que a imagem 7(C) é uma reta vertical. De
acordo com o item anterior, a inica possibilidade é que a imagem r(/3) esteja sobre
a reta vertical r(C') que, por sua vez, é a imagem do arco contido em C' que liga p
aq.

O]

Coroléario 5.2. Sejam p,q € H2. Eziste uma tnica geodésica minimizante ligando p ¢
qg.

Desta forma, concluimos que o axioma 5.1 ¢ valido no espaco hiperbdlico. Dizemos
que duas geodésicas em H? sdo concorrentes quando as curvas intersectam-se, sao pa-
ralelas quando forem um par de retas verticais distintas (encontram-se em oo) e sdo
ultra-paralelas quando sao um par de circulos disjuntos centrados na origem.
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Exercicio 5.3. .

1. Sejam p = (a,yo) e ¢ = (a,y1), onde yo < y;. Assim, segue de 5.4 que d(p,q) =
In(%). Mostre que

) =i(L) o  cosh(d(p,q) =1+ 20l (5.1)
Yo 2y0u1
2. No item acima mostre que
d 1 —
senh(2:0)y _ LIy =0 | (5.2)
2 2 Yoyt

3. Calcule tanh(@).
4. Sejam 1 = {iy € H?;y € R} e 2 geodésicas que na intersecdo formam um angulo

6. Se a é o raio de 72, mostre que y2 = {z € H?;| 2z — a.cos() |= a}.

5.2.1 Produto Angular entre Geodésicas

Apresentaremos um invariante geométrico associado a posicao relativa entre duas
geodésicas em H2. A circunferéncia com centro em a = (a1, as) e raio r é o conjunto

Cr(a) :{U: (x,y) EH2;| v |2 —2 <wv,a >+ | a |2 _TQ :0}7
onde | . |?=< .,. >; a reta ortogonal ao vetor b = (b1, by), passando pelo ponto (xg,yo) €

H?, é o conjunto

Li(b) = {v = (z,y) € H? |[< v,b>=c}, onde b= (by,bs), t=byxo+ bayo.

Observamos que tanto a reta quanto a circunferéncia podem ser descritas por uma
equacao na forma

alv|* —2<wv,a>+B=0, (5.3)

onde v,a € H? e a, 3 € R. No caso da circunferéncia C,.(a), « = 1 e 8 =| a |> —12,
enquanto para a reta Li(b) a = 0 e 5 = 2t. Desta maneira, associamos a cada geodésica
uma 4-upla (o, a1, ag, ).

Definicao 5.4. Sejam ¥ e ¥/ duas curvas geodésicas em H? e cujas 4-uplas sejam
(ayai,ag,B) e (o, a),dy, B), respectivamente. O produto angular entre ¥ e X/ é

2 <a,ad >—-af — po
(a P s (o' F—al@)17

(£,%) = 5 | (54)
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A interpretacao para o produto angular depende da posicao relativa entre as geodésicas,
como mostram os exemplos a seguir;

Exemplo 5.2. .

1. X = C’r(a), 2/ = Ct(b)

As 4-uplas correspondentes sao

Cr(a) ~ (1>a1>a27| a |2 _7,2)7 Ct(b) ~ (17b17b27‘ b |2 _t2)>

da onde temos que

a —(lal|? —r?) — 2 42
(Calr), ey = 2= 2eb> = a P =) = (b =)

B | r2 4+ 42— | b—a |?|
- 2rt '

Ha& dois casos a serem considerados;

(a) Cr(a)NCb) # @.
Na figura ??, sejam 6 o angulo formado pelas curvas no ponto P = Cy(r) N
Cy(b) e a e [ os angulos complementares a 6 (a = f3); por isto

a+B+20=71 = cos(a+ B+0)=—cos(d)
Desta forma, aplicando a lei dos cossenos ao AABP temos

|r2+t2—\b—a|2|

| cos(8) |=| cos(a+ B+ 0) |=| ot

B (5.7)

Consequentemente, (3, %) =| cos(0) |.

(b) Se X, sao circunferéncias centradas na origem, entdo a = b = 0. Suponha-
mos que C.(0) N C¢(0) = &, entao

T €d €7d
(Cy(a), Cy(0)) = é (t + i) = % = cosh(d), (5.8)

onde d = In(r/t) é a distancia entre as geodésicas C,(0) e C¢(0)). Mais
tarde veremos que, aplicando uma isometria, duas circunferéncias que nao se
intersecptam podem ser colocadas de forma concéntrica.
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2.5 =Ch(a) e X' = Ly(b).

As 4-uplas correspondentes sao

Cr(a) ~ (1,a1,a9,| a | =r%), Li(b) ~ (0,by, by, 2t),

da onde
|<a,b>—t|
Crla), Li(b) = ————
( (a) t( )) r ’ b |
Como a distancia do ponto a & L;(b) é dada por d = %, segue que
d(a, L)

(Cr(a), Li(b)) =

r

(a) Cr(a)NLy(b) # @. Na figura 7?7, se o angulo formado na intersecao é 6, temos
que cos(f) = g. Consequentemente, (Cy(a), Lt(b)) =| cos(0) |.

(b) Cy(a) N Li(b) = @. Neste caso, d(a, L) > r e, por isto, (Cy(a), Li(b)) > 1.

3. % = Ly(a) e X = Ly(b).

As 4-uplas correspondentes sao
Lt(a) ~ (0,&1,@2,2t), Ls(b> ~ (0,b1,b2,28).

Portanto,

_|<a,b>|

(Lt(a>7Ls(b)) - | a | ] ‘ b |

(a) Li(a) N Lg(b) # @. Sendo € o angulo formado no ponto de intersegao das
retas, temos

(L¢(a), Ls(b)) =| cos(0) | . (5.9)
(b) Li(a)NLs(b) = @. Neste caso, as retas sao paralelas, entao (L¢(a), Ls(b)) = 1.
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Nos exemplos mostrados acima, chamamos a atencao para o fato de que as curvas
nao precisam serem geodésicas de H?Z.

Exercicio 5.4. .

1. Mostre que o produto angular entre duas geodésicas é maior do que 1 se, e somente
se, elas sao disjuntas.

2. Utilizando a expressao 5.4, prove que o produto angular é invariante por reflexdes
em HZ2.

5.3 Isometrias de H?

Nesta secdo, vamos descrever as isometrias de H2. Para isto, utilizaremos o fato que
as reflexdes sobre as geodésicas de H? pertencem a Isom(H?).

Visando descrever o grupo Isom(H?), vamos estudar as isometrias obtidas a partir
da composicio de reflexdes. Para isto, vamos utilizar a estrutura complexa do R?. Para
efeitos de notagao, sejam

{z=a+ib|a,beR,i=v-1}
CU{oc}

C
C

As reflex6es sobre retas ou sobre os circulos definem as seguintes fungdes de uma varidvel
complexa: considere a, b e c € R,

re :C—=C, r(z)=-2+2a (5.1)
b

Z—C

The: C—=C, mpe(2) = +c (5.2)

Compondo estas isometrias obtemos as seguintes fungoes complexas;

(1) Tay0ra,(2) =2+ 2(a2 —ay), (5.3)

(i) raorhe(z) = —= - ;b2 (5.4)

(’LZZ) Tb,c O ’I“a(Z) = m + b, (55)
— cob

(V) Thy.e © Toycr (2) = 22— @20 + by (5.6)

(Cl — CQ)Z +c1 — bl(bl — 62)

Ao compormos um nimero par de fungoes complexas, dentre as descritas acima, obtemos
o conjunto
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02N fr _az+b
Isom” (H )-{f.(C—HC]f(z)—icz+d,a,b,c,d€R}.

Ao excluirmos as fungoes constantes, torna-se um grupo com a operacao de composigao.

az+b

oatd € Isom®(H?). Assim, f(z) € constante se, e somente

Proposicao 5.5. Seja f(z) =
se, ad — bc = 0.

Demonstragao. (=) Seja k # 0 € R uma constante e suponha que f(z) = k para todo
z € C. Entao,

=k
@ “ = ad — bc = 0.
b=kd.

(<) Suponha que ad — bc = 0.
1. Sea=0,entdao b =0o0uc=0. Se b =0, temos que f(z) = 0; se ¢ = 0, temos

que f(z) =b/d é constante.

2. Sed =0, entao b =0 ou c=0. Se b =0, temos que f(z) = a/c; se ¢ =0,
temos que f(z) nao esta definida.

3. Sea#0ed+#0,entdo d = %. Neste caso, temos que f(z) = 1/c é constante.
O

Se f(z) nao é constante, entao ela é invertivel e

dz—b
—cz+a

az+b

-1 .
cz+d FG) =

flz) =

Portanto, a condi¢ao ad — bc # 0 é necesséria e suficiente para que f(z) seja invertivel.
Desta forma, o grupo de isometrias reduz-se para é
az+b

Isom®(H?) = {f(z) = 1 d | ad — be # 0}. (5.7)

Asreflexoes 5.1 e 5.2 geram um grupo de fungdes que preservam ou revertem a orientagao.
Vamos trabalhar exclusivamente com o grupo das isometrias que preservam a orientagao,
no caso as fungées holomorfas pertencentes ao grupo G definido em 5.7. A natureza de
G mnos leva a considerarmos a acdo das matrizes invertiveis Gla(R) sobre H?, definida
assim:

® :Gly(R) x H? — H? (5.8)
a b az +b
<c d) T et d (5:9)

autor: Celso M Doria 127




5.3. ISOMETRIAS DE H? Celso M Doria

A acdo define um homomorfismo @ : Glx(R) = G, ®(g)(z) = g.z. E imediato verificar

que ®(g1) = ®(go) se, e somente se, existe A # 0 € R tal que g1 = Ago. Isto é, a agao da

matriz g é igual a da matrix g = \/;g, com a vantagem que det(g) = +1. Portanto,
|det(g)|

a acao de ® pode ser restringida a acdo do grupo das matrizes com determinante igual
a l.

Definigao 5.5. O grupo linear especial de matrizes 2 x 2 é
SLy = {A € My(R) | det(A) = 1}. (5.10)

Concluimos que ® induz o homomorfismo sobrejetivo

o :Sl,(R) = G (5.11)

@((Z Z))(z) _ Zis. (5.12)

O nucleo de ® é
10 -1 0
vuet) =1y V) (3 )

Definicao 5.6. .
1. PSl3(R) = Sl3(R)/Zs.

2. O grupo de isometrias de H? que preservam a orientacdo é

9y _az+b _
ISOm(H)_{f(Z)_cz+d|ad be # 0}.
Consequentemente,
Isom(H?) ~ PSiy(R). (5.13)

Teorema 5.2. Toda transformacio f € Isom(H?) é determinada pela imagem de 3
pontos.

az+b
cz+d*

Demonstracdo. Suponha que f € Isom(H?) é dada por f(z) = Sejam

wy = f(z1), w2=f(22) e wz= f(z3).

Desta forma, para qualquer k = 1,2, 3,

autor: Celso M Doria 128




CAPITULO 5. GEOMETRIA HIPERBOLICA Celso M Doria

az+b az,+b  (ad—be)(z — z)
cz+d cxpp+d  (cz+d)(czk+d)

w— wg =
Segue que,

(w—wi)(wz —w3) (2 —21)(z2 — 23) (5.14)

(w —ws)(w2 —w1) (2 —23)(22 — 21)

Portanto, os coeficientes a,b,c,d € R de f sao todos determinados pelas condicoes
Wg = f(zk), k= 1,2,3.
O

Corolario 5.3. A acdo de Isom(H?) sobre H? € transitiva.

Demonstragdo. Segue imediatamente da demonstracao do teorema 5.2. O

Definicao 5.7. Sejam zi, 29, 23, z4 pontos em C. A razdo de Moebius é

(21 — 23)(24 — 22)
(21 — 22) (24 — 23)

[21,22723724] =

Quando f € I'som(H?), decorre da demonstracao de 5.2 que
[f(21), f(22), f(23), f(24)] = [21, 22, 23, 24].
Corolario 5.4. O subgrupo de isotropia de um elemento p € H2, definido pela acio de

Isom(H?), é isomorfo a SO.

Demonstragao. Seja p = (0,1), o grupo de isotropia de (0,1) é formado pelas trans-
formagoes T' € Isom(H?) tais que T(0,1) = (0,1). A representacio complexa de (0,1) é
1; por isto,

a‘z—i—b:i a=d, e c=-b

ci+d
Ao juntarmos esta informacdo com a relacdo ad — bc = 1, segue que a® + b> = 1. Como
a transformacao preserva a orientagao, existe § € R tal que a = cos(f) e b = —sen(0).
Portanto, G(g,1) = SO2. Decorre da transitividade da agao de [ som(H?) que para
qualquer ponto p € H? Gp ~ S0O;. 0

Algumas andlises geométricas tornam-se mais simples se observarmos a expressao 5.15

abaixo, obtida para a transformacao g(z) = gjig, quando ¢ # 0;

gl =2 2dbe 1 (5.15)

c c  cz+d
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1. O circulo isométrico de g é o circulo
{zeH% | cz+d|=| ad — be |V/?}.

Desta maneira, se z e w pertencem ao circulo isométrico, segue da expressao 5.15
que

[ 9(2) = g(w) [=| z —w ],

ou seja, a distancia euclideana de z a w é preservada por g.

2. Também segue de 5.15 que

9(2) a’ | ad — be | 1
o
g [c| Tez+d]
~ . —be|l/
Portanto, a agdo de g sobre o circulo C = {z € H?;| cz +d |= %} leva-o
—bell/
sobre o circulo ¢(C) = {z € H%| g(z) — ¢ |= mdcl#}. Um circulo C' ortogo-

nal ao eixo-x divide H? em duas componentes conexas, uma limitada por C e o
eixo-x, denominada de componente interior, e a outra ilimitada, denominada de
componente exterior. Desta forma, a regiao interior limitada por C' e pelo eixo-x é
levada sobre a regiao exterior limitada por g(C) e a regiao exterior limitada por C
é levada na regiao interior limitada por g(C') e o eixo-x, conforme ilustra o exemplo
a seguir;

Exemplo 5.3. . Considere a transformagao g(z) = iié Neste caso, o circulo isométrico

degé|z+2|=1,C={zel%|2+2|=1}eg(C) ={z € H%| 2 -1 |= 1}, como

mostra a figura 77

Exercicio 5.5. .
1. Determine a transformagao f : C — C tal que f(i) =0, f(0) = =1 e f(o0) = 1.

2. Seja f : C — C uma transformacao dada pela expressao

az+b
cz+d

flz) =

Mostre que f (Ri) = Ri se, e somente se, a, b, ¢ e d sao nimeros reais.

3. No exercicio anterior, descreva o conjunto f(iR), onde iR é o eixo-y.
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4. Mostre que ® : Gla(R) x H? — H? definido por

a b az+b
(I)(<c d)’z)_ cz+d

é uma acao.

5. Conclua, do problema anterior, que ® induz um homomorfismo sobrejetor de
Gl2(R) sobre Isom(H?) e mostre que Nuc(®) ~ Z,.

6. Sejam 1 = {iy € H%;y € Ry} e 4o = {2z € H?;| 2 — a.cos() |= a} geodésicas que
interceptam-se, onde « é o raio de v5 e 8 é o angulo formado na interse¢ao. Se 1]
e 19 sao as reflexdes sobre 71 e s, respectivamente, mostre que

= (T )

7. Mostre que qualquer isometria f € Isom(H?) pode ser escrita como a composicio
de duas reflexdes.

Determine a composigao rory quando 3 Nye = {i}.

8. Considere a transformacao f : C — C definida por

() = jlz (5.16)

Mostre que, f(R2) = D? = {z € C;| z |< 1}. Em particular, f(R x {0}) = S,
f(0)=—1, f(i) =0 e f(oo) = L.

9. Prove que R%2 ~ PSI3(R)/S0Os.

10. Sejam {z; € C |i=1,2,3,4} e {w; € C |i=1,2,3,4}. Suponha que [wy, we, w3, wy] =
21, 22, 23, 24]. Mostre que existe f € Isom™(H?) tal que f(z;) = w; para todo
i€ {1,2,3,4}.

11. Considere os circulos Cp = {z € H*; | 2 —a |= 1o} e Cp = {z € H%; | 2 — B |= 13}
Mostre que a transformacao

8 8
g= (m A (1+7“z7“5)>
. :

_ &7

VTalp VTals

é uma isometria que leva a regiao interior limitada por C e o eixo-x sobre a regiao
exterior limitada por Cg, e leva a regiao exterior de C, sobre a regiao interior
limitada por Cj e o eixo-x.
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12. Prove que a posicdo relativa entre duas geodésicas 1, 72 em H?, a menos de
isometria, enquadram-se numa das seguintes situagoes:

(a) 1 = {y € H*y € R} e 32 = {xo + iy € H*;y € R} (paralelas)
(b) 1 ={z €H?;| 2z |= Ri} e 2 = {z € H?;| 2 |= Ry} (ultra-paralelas)
(c) v1 = {iy € H%;y € R} e y2 = {z € H?;| z — Rcos(0) |= R} (concorrentes)

13. Conclua do exercicio anterior que o produto angular de duas geodésicas é, de acordo
com a posigao relativa entre as curvas, cosh(d(v1,72)) se forem ultra-paralelas, 1
se forem paralelas, e cos(f) quando forem concorrentes.

5.4 Modelos para o Espaco Hiperbélico

5.4.1 H% : O Modelo de Poincaré

Considere a transformagao P : C — C definida por P(z) = % Nas coordenadas
(z,y) € R?, temos
2 4 .2
ety —1 2z >
Plx,y) = ,— = (u,v). 5.1
(z.9) <$2+(y+1)2 2ire) ~ Y 5-1)

A inversa de P é ¢ : C — C, ¢(w) = i1t2, quando escrita nas coordenadas (u,v), é a
aplicacdo ¢ : R? — R2,

(5.2)

2v 1 — (u? + 02
¢(u7 U) =\~ P} PRI ( D) 3 .
(I1-u)?+0v2" (1 -u)?>+v
Pelo exercicio 5.5.5 temos ¢(D?) = R2.. Por isto, podemos induzir sobre D? uma métrica
hiperbdlica da seguinte maneira: sejam (x,y) = ¢(u,v), w € T(uﬂ,)D2 e dp(y)-w €
T y)R%

(1 —u)? + 02

2
1—(u2+212)> w'.(dp).do.w,

9o (u,v) (d¢(u,v)'w7 d(z)(u,v)w) = (

onde

B 1 —dv(l—u)  2[v? — (1 —u)?
d¢ = (1 —u)?+v?)? <2[v2 — (1 —u)? 4v(1 — u) ) '

Uma vez que

. 4 10
(de)'de = [(1—u)? + 022 <o 1>’

a métrica torna-se
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4
9o (u,w) (d¢(u,v)w7d¢(u,v)w) = [1 — (U2 T ’U2)]2 <w,w >. (53)
Definigao 5.8. O plano hiperbdlico de Poincaré é
2 2 4
HP = (D 79)7 onde g(u,v)('7 ) = [1 — (U2 +7}2)]2 <.,.>.

O comprimento de uma curva 7 : [0, 1] = H%, y(t) = (2(t),y(t)), é dado por

/2 /2
—2/ NVEITEYT

1—[22 + y?]

Ao tomarmos o fecho de H% obtemos o espaco I?HQP = ]HI% U S , onde S*° ¢ a circun-
feréncia {z € C;| z |= 1} (linha no horizonte).

Exercicio 5.6.
1. Calcule os seguintes comprimentos utilizando a métrica hiperbdlica de H%;

(a) dareta v :[0,a] — D? onde a < 1, definida por ~(¢) = (0, ).
(b) do circulo S, = {(z,y) € D?* | (x —a)*+ (y — b)> = R*}, onde a®> + b* < 1 e
R? < 1— (a®+ b?).
2. Seja d = d(O, z) a distancia em H% da origem ao ponto z € H% Mostre que
| z |= tanh(%).

3. Descreva as geodésicas de H% descrevendo aquelas que sao imagens de geodésicas
verticais em H? e as que sdo imagens de circulos centrados sobre o eixo-x.

4. Mostre que as isometrias do Plano Hiperbdlico de Poincaré formam o conjunto

[(a+d)+i(b—c)|z+[(a—d) —i(b+c)]
[(a—d)+i(b+c)]z+[(a+d) —i(b—c)]

{ | a,b,c,d € R,ad — be = 1}.

cos(0)z—sen(0)
. sen(0)z+cos(6)
¢z em H% (f 6 uma rotagio).

5. Mostre que a isometria f(z) = em H? corresponde a isometria Rogp(z) =

6. Seja v uma geodésica de H? passando por (0,1). Mostre que P(v) é uma reta
passando pela origem de D?. (isto explica porque o grupo de isotropia da origem
é SO9)

7. Mostre que D? ~ PSI3(R)/SOs.
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O modelo de Poincaré apresenta a vantagem de ser uma versao limitada de H?, pois
ao tomarmos o fecho de ]HI% obtemos a bola fechada de raio 1. Isto torna mais simples a
visualizagao dos fenémenos globais. Por exemplo, todas as geodésicas de H% sao semi-
circulos ortogonais a S°°, o que nos permite classifica-las assim: geodésicas concorrentes
sao aquelas que interceptam-se em H%, geodésicas paralelas sao as que interceptam-se
sobre S e geodésicas ultra-paralelas sao as geodésicas que nunca interceptam-se.
Decorre da expressio 2.11 que a drea da regido Q C H? é

AQ) = //Q 1o (u24+ UQ)}Qdudv. (5.4)

5.4.2 Hi,l: Modelo de Minkowski

A Teoria da Relatividade Restrita motivou a definicao dos espagos de Minkowski
¢ ¢

(R™",Q), onde Q : V — R é uma forma quadrética equivalente & forma L(z) = 22 +

. -—|—x%_1 —22 2= (21,...,2Zn_1,%,). Consideramos o R?® munido com a forma bilinear

L:R® xR} >R,

=  L(u,v) = z122 + y1y2 — 2122.
v = (22, Y2, 22)

{U = (21,41, 21)
Observamos que L nao é um produto interno. A forma quadratica associada & L é
Qr(u) = 22 + 92 — 22, e a matriz de Q1 na base canonica é

10 0
L=|0o1 o |. (5.5)
00 —1

Definigao 5.9. Seja M? = {(z,y,2) € R? | 22+ ¢y? — 2% = -1} e M2 = {(z,y,2) € M? |
z > 0}.

M? é um hiperboléide de 2 folhas em R3 e M%r é uma componente conexa de M?. Para
verificarmos que M? ¢ uma superficie, consideramos a funcio f : R®* — R, f(z,y,2) =
22 4+y% — 22, e observarmos que M? = f~!(—1). Como —1 é um valor regular de f, segue
que M? = f~1(—1) e M2 sao superficies. Fixando By = {(z,y) € R? | 2% +y* < 1},
uma parametrizacdo para M2, obtida através de projecdo estereografica, é dada por
¢: B — M?,

2z 2y 1+ 22492
1—a2— 2" 1—22—y2' 1 — 22— 2

C($, y) = (

). (5.6)
A aplicagao ¢ é bijetora e a derivada d(, ) : T, — Tc(x,y)M?H
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92 142252 dxy
. I-22—y2)2  (1-22—y2)2
dC(xvy) - ( 413y 2 1—:D2+y2 ) )
(I—z2—y2)2 (I—22—y2)2
tem posto igual a 2 para todo (z,y) € Bj; portanto, pelo teorema da funcao inversa, ¢

é um difeomorfismo. Desta forma, para cada p = (z,y) € Mi, podemos induzir sobre o
plano tangente TpMi, a forma bilinear simétrica

I (u,0) = (A€ y)tts A y)-v) = 't (dCE.L.dC) 0. (5.7)
Como
. B 4 10
it = e (o 1)

segue que I\\/Hi é isométrico a H%.
Definicao 5.10. (M2, gMz) é o modelo de Minkowski para o espaco hiperbdlico.
O modelo de Minkowski é til porque o estudo do plano hiperbélico pode ser realizado de

forma andloga ao estudo da geometria sobre a esfera S? C E3. Deixaremos a exploracao
desta similaridade para os exercicios. Porém, antes vejamos o seguinte;

Definigao 5.11. Seja O(2,1) = {A € M3(R) | AL.L.A = L} o grupo das matrizes que
preservam L e SO(2,1) o subgrupo de O(2,1) que preserva a orientagao.

Decorre das estruturas estudadas que Isom(H?) é isomorfo ao grupo SO(2,1).

5.4.3 Hi: Modelo de Klein

A expressio 5.16, obtida na secdo 1 para a reflexdo sobre um circulo Sr(P) C R2,
extende-se naturalmente para uma reflexio sobre a esfera Sg(P) C R? ao acrescentarmos
a terceira componente. Sejam x = (z1,z2,z3) € e3 = (0,0,1), desta forma, a reflexdo
sobre a esfera S ;(e3) é

‘R3 — R3 - QM_ 5.8
r ) =2 (53)
Decorre da expressao acima que
2 3
=1+4—-".
@) =14

Observe que r(R3) = B}, onde temos R3 = {(x1,79,23) € R® | 13 <0} e B} = {x €
R3;| 2 |< 1}. A aplicagdo r, quando restrita ao plano x3 = 0, é exatamente uma projecio
estereografica m., pois
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2x1 220 |z |? -1
I o P14 2 Pz 2 +1

<me3>=0 = r(z)=m(x)=(

).

Ao considerarmos a decomposicao em hemisférios S? = HT U H—, onde Hy = S? NR3,
temos r(D?) = H~. Para preservarmos a orientacdo, consideramos a reflexao r3 : R3 —
R3 sobre o plano z3 = 0 e definimos a aplicacio k = r3 o7, : D?> — H*. Agora, seja
73 : R? = R a projecdo m(z1, o, 23) = (21, 22), da qual decorre que m(H*) = D?; seja
T =T |g+.

Definicao 5.12. A aplicacio de Klein é K : D? — D?, K = myo k;

X

S
Klz) 1+ |z |2

Proposicao 5.6. A aplicacio de Klein leva arcos de circulos ortogonais ¢ S* e contidos
em D? sobre segmentos de retas contidos em D?.

Demonstragao. Seja C um circulo com centro em (a,b) e raio R e que seja ortogonal a
St por isto, os pontos (x,y) € C satisfazem a equacdo cartesiana

2?4+ y? —2ax —2by +1=0 (5.9)

A transformacio inversa da aplicacio de Klein X! : D? — D? é dada pela expressiao
1
14+ v1—u?—12?

Devido a equacdo 5.9, o conjunto dos pontos L = {(u,v) € D? | (u,v) € K(C)} satisfa-
zem a equacao

K= (u,v) = (u,v) (5.10)

2402 2 2b
ue +v B au + 20v t1=0
1+vV1—u?—0v22 [1+V1—u?—10?

a qual, apds expandirmos, implica em

au+bv =1, VY(u,v) e K(C).
0

Agora, consideramos a estrutura hiperbdlica ]HI% sobre o disco D? no domifnio de
K : D> — D? e induzimos, pelo difeomorfismo K, uma métrica hiperbélica gi sobre o
disco D? na imagem;

Definigao 5.13. O modelo de Klein para o espago hiperbélico é Hi. = (K(H3), gx) -
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O modelo de Klein é particularemente 1til para analisar questoes relativas a conve-
xidade ou de incidéncia, tendo em vista que as geodésicas de H% sao transformadas em
retas por K; as extremidades sao fixas por K.

Exercicio 5.7. .

1. Modelo de Minkowski.
Projeto: Explore as similaridades com a geometria esférica seguindo os seguinte
itens;

(a) Obtenha a parametrizagdo 5.6 de M%r projetando Mi estereograficamente
( 4.3) sobre o plano z = 0 com foco em (0,0, —1).

(b) Mostre que Isom™ (H2) % SO(2,1).

(c) Mostre que as geodésicas de Mi sao planares e conclua que elas sao obtidas
tomando a intersecao de Mi com um plano passando pela origem. (dica:
observe que (T,M2 )+ é gerado por n = (z,y, 2)).

(d) Considere o par (C3,Q), onde Q(z1,22,23) = 27 + 23 + 23. Verifique que
(R%,Q) =E3 e (R x R x (iR),Q) = (R3, L).

(e) Explique a similaridade entre as relagdes métrica ?? e ?? parametrizando M2
por

1 :(0,27) x [0,00) — R3, (5.11)
n(0,1) = (cos(0)senh(1)), sen(0)senh (1)), cosh(1))), (5.12)
e levando em conta que cosh(x) = cos(iz) e senh(z) = sen(iz).
2. Modelo de Klein.

Obtenha a expressao 5.10 para a transformagao inversa da aplicagao de Klein.

Calcule gx.

c¢) Determine o comprimento de uma curva em H.
) Determine a drea de uma regiao 2 C Hj..

Determine a equacdo da reta ligando os pontos na intersecio S' N C, onde C
é um circulo ortogonal & S*.

5.5 Relagoes Métricas Hiperbdlicas

Primeiramente, vamos obter a expressao para a distancia hiperbdlica, a seguir estu-
daremos as relagoes métricas em triangulos hiperbdlicos. E importante observarmos que
para efeito de célculos o modelo H? serd o mais utilizado, no entanto, para descrever a
situacao recorreremos com frequéncia ao modelo ]I-]I%J
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5.5.1 Distancia Hiperbdlica

Em H?, dois pontos sao ligados por uma tnica curva geodésica. Assim, vamos obter
a expressdo para a distancia hiperbélica dg= : H? x H?> — R. Primeiramente, vamos
apresentar um lema fundamental para simplicarmos os cdlculos e para representarmos
as formulas.

Lema 5.1. Sejam p,q € H? dois pontos cujas representacées como nimeros complexos
sejam z e w, respectivamente. Considerando que g : H? — H? é uma isometria e I(z) é
a parte imagindria de z, entao,

l9(z) —g(w)| _  Jz-w]|
(92D Tg@)I 2~ (1(2)-1(w) 7 o
Demonstracdo. Podemos verificar diretamente que,
az+b aw+b z—w
9(2) = glw) = czc+d cw+d (cz+d)(cw +d)
Também temos que,
_ 17
106D = oy
da onde observamos que
l9z)—gw) [ _ |z—-w]|
[L(g(2))-I(g(w)]/?  [I(2).I(w)]"/2
O

Proposicao 5.7. Sejam p,q € H? dois pontos cujas representacdes como nimeros com-
plexos sejam z e w, respectivamente. A distancia entre os pontos p,q € H? ¢é

(5.2)

Z—w|+|z—w
bty = (12221120

| z—w|—[z-w]

Demonstragao. Quando p = (0,a) = ia e ¢ = (0,b) = ib, sendo a < b, segue da
equacgao 5.4 que dyz(p, q) = In(b/a). Assim, d = d(p, q) implica em e? = b/a e e=¢ = a/b;
consequentemente,

1/b a
cosh(d) = 3 (a + b> =1+ 2 () I (w) (5.3)

Agora, sejam p e ¢ dois pontos quaisquer em H? representados por z,w € C, respecti-
vamente, e g € Isom™ (H?) de tal forma que g(z) e g(w) pertencem a uma reta vertical.
Ao aplicarmos o lema 5.1 & férmula 5.3, conluimos que
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cosh(d(p,q)) =1+ :

Segue da identidade cosh(d) = 1 + 2senh?(d/2) que

d 1 |z—w]|
serh(3) = ST w72

e de cosh(d) = 2cosh?(d/2) — 1 que

COShQ(g) - 2(I(|z§.;(15;)|)1/2’ imwlEfimw
Portanto,
z—w
tanh(i) = : P }
Decorre de tanh(d/2) = EZH que
a_lzmmlt]zw]
EErI e

ou seja,

Definigao 5.14. O circulo hiperbdlico de centro em p e raio R é o conjunto

Sr(p) = {z € H? | dg(p, 2) = R}.

De acordo com a demonstracao anterior,

d(z,w) B |z —w |
2 |z—w]

tanh(

Ao assumirmos que d(z,w) = R é constante, temos

| z—w |=tanh(R/2). |z —w | .

(5.5)

(5.8)

Sejam ¢ = tanh(R/2) (0 < ¢ < 1), 2 = a+ib e w = x + iy, ao substituirmos na

equacao 5.8 segue que
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(1= )(x—a)? + (y— b2 — Ay +b)2 =0.

Apés expandirmos e completarmos os quadrados a expressdo acima torna-se

(x—a>2+<y—bizz>2:< 2be )2. (5.9)

1—¢2

Desta maneira, concluimos que o circulo hiperbdlico com centro em p = (a,b) e raio R

é um circulo euclideano com centro em p = (a,b’) e raio p = 12_1’22, onde
1+c2
V=0 € H2. 5.10

As férmulas acima, quando escritas em funcao de R, ficam assim;
p = (a,b.cosh(R)), p(R)=b.senh(R); (5.11)

da onde é imediato verificar que ' = b.cosh(R) > b, limp_0 p(R) = 0 e limp_o0 p(R) =
00.
Ao parametrizarmos o circulo hiperbélico Sr(p) por

p

v(0) = (pcos(0) + a, psen(0) + V) = |y (0) |g2= Y + psen(d)’

(5.12)

e aplicarmos a férmula 5.4, obtemos que o comprimento do circulo hiperbdlico de raio
Ré

2
L(y) = /0 mffﬁfn@ = 2m.senh(R). (5.13)

Exercicio 5.8. Resolva os seguintes itens;
1. Prove a férmula 5.13.
2. Se R ~ 0, conclua que o comprimento do circulo é L(v) ~ 27 R.

3. Mostre que p = b.senh(R). Suponha b fixo e compare o comprimento hiperbdélico
com o comprimento euclideano do circulo. Varie b e chegue a uma conclusao a
respeito dos comprimentos quando b é muito grande ou muito pequeno.

4. Prove que em H%, dados dois pontos quaisquer z e w, a quantidade

|z —w]
1=z )V2.(0= Jw )12

J(z,w) =2 (5.14)
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¢ invariante por isometrias. Conclua que

cosh(d(z,w)) =1+ J(z,w), senh(

(dica: aplique o lema 5.1)

5. Calcule a drea de um circulo hiperbdlico de raio R.

5.5.2 Convexidade e Angulos em H?

Definicao 5.15. Uma regidao Q C H? é convexa se para quaisquer pontos p,q € € a
geodésica ligando p & g esta contida em 2.

Uma geodésica v C H? divide H? em duas regides denominadas de semi-planos.
Decorre do modelo de Klein H,zc que ambos os semi-planos sao convexos. Sejam « e 3
yo . . 2 . 1 2 .
geodésicas distintas e concorrentes em H”, digamos que o N 3 = {p}, e £, X7, os semi-
planos determinados por a e Zé, E% os determinados por 5. Ao fixarmos o semi-plano
Y%, obtemos as regides convexas XL =¥l N 2/13 eXZ =3%ln E%.

O angulo formado por a e 8 é a regiao 2(1;5 que, no vértice p = a(0) = £(0), mede

. (5.16)

0 = arcos(

B (0).F0) < al(0),5(0) >
[/(O) i -1 50) s (O [70)]

Segue que o angulo hiperbdlicos é igual ao angulo euclideano.

5.5.3 Relagoes Métricas em Triangulos Hiperbdlicos

Ao prolongarmos indefinidamente a tinica geodésica que liga os pontos A e B obtemos
um raio geodésico. Em ]HI%, por exemplo, um raio geodésico é um arco de circulo
ortogonal & S*°. Dizemos que 3 pontos sdo nao colineares em H? se os 3 pontos nio
pertencem a um mesmo raio geodésico.

Sejam A, B e C trés pontos nao-colineares no plano hiperbdlico e vap, YBc € Yoa
as geodésicas determinadas pelos pares (A, B), (B,C) e (A, C) respectivamente. Con-
siderando que os pontos A, B e C' sao os unicos pontos de intersecao possiveis para as
geodésicas, segue que a uniao | = y4p U ypo U voa forma uma curva fechada homeo-
morfa & S!. Pelo teorema da Curva de Jordan-Schénflies ( [?]) , I borda uma regido
homeomorfa a By = {(z,y) | 22 +4? < 1} que denominamos de regido limitada por vz,
YBC € YCA-

Definicao 5.16. O tridngulo hiperbdlico definido pelos pontos nao-colineares A, B e C
é a regiao limitada AABC' definida pelas geodésicas vap, Yo € Yoa. Os vértices de
ANABC sao os pontos A, B, C enquanto os lados sao as geodésicas y4p, YBC € YOA-
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Decorre das propriedades de convexidade que um triangulo é convexo. Os angulos
internos de AABC' sao os angulos A B e C formados pelos seus lados, nos respectivos
vértices. Para efeitos de notacado, a medida do lado oposto ao vértice A serd denotada
por a e a medida do angulo A ser4 denotada por «; anologamente, denotamos (b, B ,B)
e (e, C ,7), onde as letras latinas minusculas sdo empregadas para as medidas de lados e
letras gregas minusculas para as medidas de angulos.

Em H%, existem 4 posicoes para um triangulo de acordo com a posicao dos seus
vértices; juntamente, descreveremos as situacoes correspondentes em H? (notagao: oo =
(a,00) para qualquer a € R fixo)

1. A,B,C € H3 = AABC C H3.

2. Ae S = ANABC C ]ﬁﬁ; Neste caso, « =0 e b= ¢ = co. Em H?, corresponde a
uma das seguintes situacoes;

(a) A= o0,
(b) A € eixo-x.

3. A,B e S*® :>AABCC}I?I2P. Neste caso, « = f=0ea =b=c=oco. Em H?,
corresponde a uma das seguintes situagoes;

(a) A =00 e B esta sobre o eixo-x,
(b) A, B € eixo-x.

4. A,B,C € § :AABC’C]IT]I%;. Neste caso,a==v7v=0ea=b=c=o00. Em
H?2, corresponde a uma das seguintes situacoes;

(a) A=o0e B,C € eixo-x,
(b) A, B,C € eixo-x.

Por simplicidade, observamos que qualquer triangulo hiperbélico em H? é isométrico
a um triangulo com um dos lados sobre uma reta vertical e o outro sobre a circunferéncia
S1. O ingrediente basico para deduzirmos as relacoes métricas é a expressio 5.4.

Teorema 5.3. Teorema de Pitdgoras Hiperbdlico - Seja ANABC um triangulo hiperbélico
retangulo onde dngulo o = 7. Entao,

cosh(a) = cosh(b).cosh(c) (5.17)

Demonstragao. Sem perda de generalidade, consideramos que
yap C {0} xiR e ~op C {(z,y) €ER?* |t >0,8* +t* =1}.
Desta maneira, assumiremos que os vértice do AABC sao os seguintes;
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A=14, B=1ir, C=s+it;
onde r >1,t>0e s?>+t? =1. Segue da expressio 5.4 que

1472 1 1472
5t cosh(b) = o cosh(c) = o

cosh(a) = (5.18)

e, consequentemente, a relacao 5.17. O

Ao aplicarmos as expressdes 5.18 a identidade fundamental cosh?(z) — senh?(x) = 1,
Vr € R, segue que;

21 1)2 _ 47242 2 1)2 _ 45242
senh(a) = VAGEEY N G ) i (5.19)
2rt 2rt

senh(b) = ;, senh(c) =

(5.20)

Proposicao 5.8. Seja AABC um tridngulo hiperbdlico retangulo tal que o = 5. Entao,

tanh(b) = tg(B).senh(c), senh(b) = sen(f).senh(a) (5.21)

Demonstragdo. Sem perda de generalidade, consideramos que o AABC seja 0 mesmo
da demonstragao do teorema 5.3. Seja (x,0) o centro do raio geodésico (circulo) obtido
ao extendermos o lado vpc. Decorre de dist(q, B) = dist(q,C) que,

2,2 2 2 12
x5+ =/(s—x09)?+t2 = x9= P

De acordo com a figura 77

o 2sr
x| 21

tg(B) (5.22)

Para mostrarmos a primeira identidade em 5.21, é suficiente observarmos que tanh(b) =
1/s e compararmos com a férmula do senh(c) na equagao 5.20. Também temos as
relacoes

2sr r2—1 1
sen(f) = \/m, cos(B) = 5 \/(72 o TSI (5.23)

da onde verificamos a segunda relagao dentre as expressoes 5.21.
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Um triangulo hiperbdlico retangulo é determinado, a menos de isometria, pelos seus
angulos internos, como mostra o préximo resultado;

Corolério 5.5. Seja AABC um triangulo hiperbdlico retangulo tal que o = 5. Entao,

cos(7) cos(B)
hic) = h(b) = .24
cosh(c) sen(d)’ cosh(b) sen(7) (5.24)
cosh(a) = cotg(B).cotg(7y). (5.25)
Demonstragao. Seguem da demonstracao da proposicao 5.8 as relagoes:
tanh(b) = tg(B).senh(c), tanh(c) = tg(vy).senh(b) (5.26)
A segunda relacao segue por analogia. Ao substituirmos as expressoes
2 2
senh(b) = tanh(c)’ cosh(b) = tg"(7) —G—Qtanh (C), (5.27)
tg(7) tg*(v)
em tanh(b) = tg(B).senh(c), temos
tanh?(c)
h2(c).tg*(B) = : 5.28
senh?(e)19°(8) = {5 s (5.28)
Ao substituirmos tanh?(c) = %, e efetuarmos os cdlculos obtemos a relacao a

esquerda em 5.24; a expressdo a direita segue por analogia. A expressdo 5.25 é con-
sequéncia imediata das relagoes obtidas e do teorema de Pitagoras hiperbdlico 5.3.
O

Exercicio 5.9. .

1. Analise a expressao 5.17 quando @ ~ 0, b ~ 0 e ¢ ~ 0 e obtenha o Teorema de
Pitadgoras Euclideano quando a — 0, b —+ 0 e ¢ — 0.

2. Justifique os argumentos de analogia utilizados no Corolério 5.5.

Proposicao 5.9. Lei dos Cossenos - Seja NABC um triangulo esférico em ]HI% com
angulos internos medindo o, B e~y e cujos lados opostos medem a, b e c, respectivamente.
FEntao,

cosh(b)cosh(c) — cosh(a) cosh(a)cosh(c) — cosh(a)

cos(a) = senh(b)senh(c) os(B) = sen (@) sen(0 -
cos(7y) = cosh(a)cosh(b) — cosh(c) )
7 senh(a)senh(b)
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Demonstragcio. NABC € H% Vamos assumir que o vértice A esta sobre a origem e o
lado y4¢, com comprimento b, esta sobre o eixo-x. Desta forma, sendo C' = (z¢,0), a
geodésica ligando A a C é y4¢(t) = (¢,0) e o seu comprimento é

e dt 1+1¢ b

Portanto,

. b
z24=0, zp= ew‘.tanh(g), 20 = tanh(ﬁ).

De acordo com o exercicio 5.8.4, segue que

|z >+ | 2¢ > =2 2B || 2¢ | cos(a)

cosh(a) =1+2 (1— | 2z |?).(1— | 2¢ |?)

cosh(z)+1

Ao substituirmos os valores de zp e z¢ e aplicarmos a férmula senh?(z/2) = 5

obtemos a expressao
cosh(a) = cosh(b)cosh(c) — senh(b)senh(c)cos(a),

da qual decorre a expressao para cos(a) em 5.29. As outras expressoes seguem analoga-
mente.

O

Corolario 5.6. Lei dos Senos - Seja AABC um triangulo hiperbdlico em H% com
angulos internos medindo a, B ey e cujos lados opostos medem a, b e ¢, respectivamente.
FEntao,

senh(a)  senh(b)  senh(c)

= = 5.30
sen(«) sen(f) sen(7y) (5:30)
Demonstragdo. Segue da proposicao 5.9 que
9 senh?(b)senh?(c) — (cosh(b)cosh(c) — cosh(c))?
sen(a) senh?(b)senh?(c) (5:31)
_ 2cosh(a)cosh(b)cosh(c) — cosh?(a) — cosh?(b) — cosh?*(c) + 1 (5.32)
N senh?(b)senh?(c) ' ’

Ao dividirmos ambos os lados da expressido acima por senh?(a), o lado direito torna-se

invariante por uma permutagao do conjunto {a,b,c}. Da mesma maneira, obtemos a

~ senh(b) senh(c)
mesma expressao para ~-onst € para st O
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Teorema 5.4. (Caso AAA) Se os triangulos hiperbdlicos /N1 e Ao tem angulos internos
congruentes, entao eles sao congruentes.

Demonstragao. Aplicando uma versao modificada do lema 4.2, segue que

cos(B)cos(7y) + cos(a)
sen(B)sen()

cos(a)cos(B) + cos(7)
sen(a)sen(p)

cos(a)cos(y) + cos(B)

cosh(a) = sen(a)sen(v)

, cosh(b) =

(5.33)

cosh(c) =
Portanto, os angulos internos determinam os lados e o triangulo.

Exercicio 5.10. .

1. Prove a versao hiperbdlica do lema 4.2.

5.5.4 Area de uma regiao em H?

A érea de uma regidao Q C H? é dada por

AQ) = / lezdz:dy. (5.34)

Para efeitos de notagao, vamos considerar a seguinte definicao;

Definicao 5.17. Um gomo hiperbélico em H? é um triangulo hiperbélico com um lado
sobre um arco de um circulo com centro sobre o eixo-x (base) e os outros dois lados sao
retas verticais. Desta maneira, um vértice é oo = (z, 00).

Em H%, um gomo hiperbélico s ¢ um triangulo com um dos vértices em (1,0) € S*.

Lema 5.2. Seja C' a base de um gomo hiperbdlico Q2 e ly e ls 0s lados. Se o dngulo
formado na interse¢do de ly com C € « e o angulo formado na interse¢ao de lo com C
€ B, entao a drea de §) €

AQ) =7 — (a+ B). (5.35)

Demonstragao. Sem perda de generalidade, podemos supor que /1 encontra-se a esquerda
da origem enquanto lo esta & direita. Sejam p; = 11 N C e py = o N C os pontos de
intersecdo. Seja C' = {(z,y) € H? | (x — a)? + y?> = R?}. Desta forma, a ordenada de p;
é Rcos(m — «) e a de pa é Rcos(f). Consequentemente,

1
R? — (z — a)?

Q= {(z,y) € H? | Reos(m — o) < x < Reos(B), <y < oo},
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e a area de () vale

Rcos(B) 00 1
A(Q) = / / —dydz =

Rcos(m—a) R2—(z—a)?2 Y

Rcos(B) 1
de' =77 — (o +
/]Y?COS(W—Q) R2 — (Jj — a)z ( 18)

O

Teorema 5.5. A drea de um triangulo hiperbdlico /\, cujos angulos internos sdo «, 3
e, ¢ dada por

ADN) =7 —(a+ B +7). (5.36)

Demonstracdo. Sejam A, B e C os vértices de A e Cap, Cc e Coa os circulos definidos
pelas geodésicas que formam A. Agora, seja f : H?> — H? uma isometria tal que
f(Cpc) =11, onde 1} é uma reta vertical. Seja [y a reta vertical passando por f(A).

Portanto, surgem dois gomos hiperbdlicos:
1. €4 limitado por I1, ls e C'4p. Os angulos internos de 21 sdo a; e m — 3.

2. Q9 limitado por [y, Is e Cac. Os angulos internos de 29 sao as e 7.
AL)=A—A1=[r—(aa+7=B)] - [r— (a2 +7)] =

=r—[z—a)+ B+ =7~ (a+B+7).

5.6 Identidades Métricas
5.6.1 Distancia de um Ponto & uma Geodésica
Sejam zg € H? e v uma geodésica de H?. A distancia de zp & v é
d(z0,7) = inf{d(z,w) | w € 7}.

Para determinarmos uma expressao para d(zg,y) sera suficiente considerarmos cada um
dos seguintes casos (1) vy ={iy |y e R } e (2) y={z € H?; | 2 |= a}.

1. 1° caso: 29 € H? e v = {iy | y € R}.
Seja w = it € v um ponto qualquer de ~;

autor: Celso M Doria 147




5.6. IDENTIDADES METRICAS Celso M Doria

Proposigao 5.10. Sejam zo € H? e v = {iy € H?;y € R}. Entdo,

d(z0,7) = d(z0,7 | 20 |).

Demonstragdao. Segue da expressao 5.4 que (zg = x + iy)

2,2 4 42
t
cosh(d(zg,it)) = il [ 20 ‘.cosh(’ =0 |) > [ 20 | (5.1)
2yt y t y
A igualdade cosh(d(zp,it)) = % ocorre se, e somente se, t =| zp |. O

Coroldrio 5.7. A geodésica que realiza a distancia d(zg,7) € ortogonal a 7.

Seja L a reta passando pela origem e zg, e seja 6 a medida do angulo formado por
L e o eixo-y; desta maneira,

cosh(d(zo,7)) = | ) | = 0031(0) e senh(d(zo,7)) = tg(6). (5.2)

N
=)

Chamamos a atencao para a generalidade deste caso, uma vez que toda geodésica
de H? é a imagem de uma reta vertical por uma isometria de H?.

2. 2° caso: zg EH? e v = {2z € H?;| 2z |= a}.
Ao aplicarmos a isometria f(2) = 2a%;

imagem f() é o eixo-y e wog = f(z0) é

i

2 sobre 7, segue de f(ae®?) = 5ty(

g) que a

1
a| 2o |2 +a? + 2axg

wp = 2 (| 20 |* —a® 4+ i2ayo), 2o = o + iyo.

Considerando wy = ug +ivg, pela férmula 5.2, temos cosh(d(zp, 7)) = %, da onde
2 _02)2 & 4a2e2 o0 12 — g2
cosh(d(zo,7)) = Vo] 25@/0) TR senh(d(z0,7)) = [lz0 * ~a?| 02‘ay0 | (5.3)

Exercicio 5.11. .

zZ—a

z+a’

1. Considere a isometria f(z) = 2a
(a) Seja v = {z € H%;| 2 |= a}. Mostre que f(7) é o eixo-y.
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(b) Seja L uma reta passando pela origem e formando um angulo 6 com o eixo-y.
Mostre que f(L) é o circulo

cos(0)

| z +ia.tg(9) |=

2. Mostre que o conjunto dos pontos que distam d da geodésica v = {z € H?;| z |=r}
¢ uma reta que forma um angulo fixo # com o eixo-y.

3. Calcule a distancia entre o ponto zp = 1+i e a geodésica v = {z € H? || 2—2 |= 2}.
4. Mostre que se L € H% é a geodésica (—1,1), entao para todo z € H%

senh(d(z,L)) = IEI\(,ZZ)P (5.4)

5.6.2 A Mediatriz de um Segmento
Dados dois pontos distintos z1 e zg, seja v a geodésica que realiza a distancia d(z1, 22);

Definigao 5.18. Dados dois pontos distintos z; e zo, a mediatriz da geodésica -, ligando
z1 a z2, € o conjunto

M = {zcH? | d(z;, M) = d(z, M)}.

Proposicao 5.11. Dados os pontos z1 e z3, a mediatriz de v € a unica geodésica orto-
gonal a .

Demonstracao. Segue da definicao que cosh(d(z1, z)) = cosh(d(z2, z)) para todo z € M.
Sem perda de generalidade, ao considerarmos 2z = i e zo = ir? obtemos v = {iy | y € R}
e, de acordo com ( 5.4),

|z — = |2: | 2 — 2o |
(0 1y

Consequentemente, a mediatriz de v é M = {z € H?; | z |=r}, que é ortogonal & 7.
O

5.6.3 A Distancia entre Geodésicas

Ao considerarmos ;1 e ¥o duas geodésicas disjuntas de H?, decorre que existe uma
unica geodésica ortogonal a 1 e 2. Para provar isto, podemos assumir que v; = {iy |
y€ER}equeyy ={z € H?|z—a|=7?}, onde a € Rea > r? Suponha que a geodésica
ortogonal a 1 e 72 seja 3 = {z € H?;| z |=t}. Conforme mostra a figura ??, decorre da
ortogonalidade na intersecao que a tangente a 72 passa pelo centro de 3, que é a origem,

e, por isto, t2 = a® — r2.
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Definigao 5.19. A distancia d(1,72) entre as geodésicas 71 e 73 é igual ao comprimento
da geodésica [, ortogonal a v, e & 9, medido entre os pontos SN~y e BN o.

Exercicio 5.12. .

1.

Calcule a distancia entre as geodésicas v1 = {yi € H%y € R} e v» = {z € H?;|
z—a|=r}, onde a € R.

5.6.4 A Bissetriz de duas Geodésicas

Sejam 71 e 72 duas geodésicas de H?Z.

Definigao 5.20. A bissetriz de 1 e 2 é o conjunto B eqiidistante de =1 e o, isto é,

B ={zecH%d(z)=d(z,)}.

Vamos considerar trés casos;

1.

1 € 72 sao paralelas.
Suponhamos que v; é areta z = —a e y2 é z = a, onde a € R. Sejam P =y N{y =
0} e r1 a reta passando por P e z = x + iy. Assim, pela identidade 5.2,

senh(d(z,7m)) = tg(6h) = x—;—a|.

Analogamente, conforme mostra a figura 7?7, se Q = y2 N {y = 0} temos
|z —a

senh(d(z,v2)) = tg(02) =

Portanto, se z € B, entao 6 =65 e x = 0.

. Y1 € 79 sao ultra paralelas.

Suponha que v; = {z € H?;| z |= 1} e 72 = {2z € H?%;| 2 |= R?}. Entao, de acordo
com as identidades 5.2,

2R -1

2y

2R

senh(d(z, 7)) 3

,  senh(d(z,72))

Segue que B = {z € H%| 2 |= R}.

Y1 e 72 intersectam-se em H?Z.
Sejam v, = {z = iy;y € R} e o = {z € H%| 2 —a |= a}, a € R. Se o angulo
formado na intersecao {iu} =y N2 é 6, entdo temos que
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| w |
sen(6)’

a= a=a.cos(0) = a=|u]l.cotg(0). (5.5)

Desta forma, o = {z € H%;| 2— | u | .cotg(0) |=| u | .cossec(6)}.
A distancia de z = z + iy a 7 satisfaz a identidade senh(d(z,v1)) = 5, enquanto segue
da identidade 5.3 que a disténcia a 9 satisfaz

|| 2 — a.cos(0) | —a? |

senh(d(z,72)) = 20

Decorre da igualdade senh(d(z,7v1)) = senh(d(z,72)) que

B ={z € H?%| z — 2a.cos*(0/2) |*= a*.cos*(/2)}. (5.6)

Exercicio 5.13. .

1. Se o angulo entre duas geodésicas é 0, mostre que a bissetriz forma, com cada uma
das geodésicas, um angulo medindo 6/2.

2. Uma geodésica vy é O-transversal as duas geodésicas disjuntas 1 e 2 se v forma
um angulo 6 nos pontos de intersecao p =~vN~y; e ¢ = v N y2. Mostre que quando
6 = m/2 existe uma unica geodésica transversal a y; e 2, enquanto se 6 # 7/2
existem 4.

3. Obtenha relacoes métricas num triangulo eqiiilatero. Prove que o dngulo interno
é a = 0 se, e somente se, o comprimento do lado é a = occ.

4. Num tridangulo isésceles, mostre que a mediatriz e a altura, ambas relativas ao
angulo oposto a base, coincidem.

5.6.5 Relacoes Métricas em Poligonos

Nesta secao, obteremos algumas relacoes em poligonos que serao utéis para a sequéncia
do texto e que sao interessantes por si mesmas.

Teorema 5.6. Sejam 01, ...,0, uma n-upla tal que 0 < 0; < 7, para todo 1 < i < n.
Entao, existe um poligono com angulos interiores medindo 01,...,0, se, e somente se,

0+ +6,<(n—2)r

Demonstracao. .
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1. (=) Se existe um poligono P com angulos internos medindo 61, ...,0,, segue da
férmula 5.36 que a area de P é

AP)=Mn—-2)r — (01 +---+0n) (5.7)

Consequentemente, a inequagao 5.6 é satisfeita.

2. (<) Dados os angulos 61, . .., 6, onde 0 < §; < 7 para todo 1 < i < n, construimos
o quadrilateros Q1,...,Q, com vértice na origem, em H2, conforme mostra a
figura ?7?7. O comprimento d indicado na figura serda determinado para atender a
equacao

n
E Q; = T,
=1

Observamos que os valores de «; e Q; dependem continuamente dos valores de d.
Segue da identidade 5.24 que

cos(0;/2)

sen(ai) = cosh(d) ~

Assim, vamos investigar os valores assumidos pela fungao

Além de ser continua, g é decrescente, lim;_,o g(t) =0 e

i 7T—9i .
:%[nﬁ_(91+.--+9n)}>2w

A continuidade de g garante que existe um valor dy € [0, 00) tal que g(dp) = 7.
O

Apés o triangulo, o poligono seguinte a ser tratado é o quadrilitero . Na Ge-
ometria Hiperbdlica, o quadrildtero mais simples é quadrildtero de Lambert (1728-
1777), mostrado na figura ??, cujos angulos internos medem 7 /2,7 /2, 7/2, ¢, sendo que
0 < ¢ < 7/2. Este quadrilatero é interessante porque ignora o postulado euclideano das
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paralelas. A partir do quadrildtero de Lambert podemos construir dois outros poligonos;
o quadrildtero de Saccheri (1667-1733) e um pentdgono, conforme as figuras ?? e 77.
Dal, temos as seguintes relagoes;

Proposigao 5.12. No quadrildtero de Lambert (figura ?7) temos as sequintes relagoes;

(i) senh(ay).senh(az) = cos(¢p) (5.8)
(79) cosh(a1) = cosh(by)sen(¢), cosh(az) = cosh(bz)sen(e). (5.9)
Demonstracao. .

1. Suponhamos que o vértice definido pelos lados a; e as esta na origem e que ap
encontram-se sobre o eixo-x positivo e ag sobre o eixo-y positivo. Desta forma, o
centro do lado b; encontra-se sobre o eixo-y, digamos em ic, enquanto o centro de
bs encontra-se em 3, sobre o eixo-x; conforme mostra a figura ?7?7. Aos lados by e
by encontram-se sobre as geodésicas ;1 e 79, respectivamente, onde

blwwlz{zEHQ;\z—m[:rl}, bnggz{z€H2;]z—6\:r2}

Se wy € o ponto sobre y; mais proximo da origem, segue da expressao 5.15 que

2] w |
h(d(0 = 5.10
senhd(0. ) = (5.10)
Considerando que o =| wy | +7r1 e a? = 1+ 7%, obtemos
1
senh(az) = senh(d(0,w1)) = —, cosh(d(0,w;)) = . (5.11)

™ ™

Uma vez que 71 N~y # &, o produto angular entre as geodésicas v1 e v2 é (71,72) =
cos(¢); além disto, segue de 5.5,

s -a? - p

2r1re

rit+ri—la—iB| _

2r1re

cos(¢) = (n,72) =

Como ~v; L S, i = 1,2, verificam-se as identidades o? = 1 + T% e 2 =1+ r%.
Portanto, (y1,72) = Tllm. Ao compararmos com a expressao 5.11, verificamos a
expressao 95.8.
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2. Agora, conforme a figura 77, consideramos que o vértice formado pelos lados me-
dindo b; e by encontra-se na origem, by encontra-se sobre o eixo-x positivo e by
encontra-se sobre uma reta inclinada de ¢ em relagao ao eixo-x. Seja v a geodésica
contendo o lado as e +' a reflexao de ~y sobre o eixo-x. Segue da expressao 5.8 que
cosh(2a1) = (7,7'). Se o centro de v é em zyp = de’®, entdo o centro de 7/ é em
21 =de™" e | zg — 21 |> 2r; desta maneira, supondo que o raio de v é r, temos

2r2— | de® — de™ 2| 2d*sen?(¢) — r?
2r2 N 72

cosh(2a1) = (v,7) =

Decorre da expressao 5.11 que cosh(by) = cosh(d(0,7)) = g; portanto,

cosh(2a1) = 2cosh?(by).sen*(¢) —1 = cosh(a1) = cosh(b1).sen(¢)
(note que cosh(2a1) = 2cosh?(a1) — 1).

O]

Em decorréncia da relagao 5.6, para um poligono ter todos os angulos internos me-
dindo 7/2 é necessério que o nimero de lados seja n > 5. Vamos analisar os pentagonos
mais simples;

Proposicao 5.13. Num pentdagono cujos lados medem a;, 1 < i < 5, e cujos angulos

internos medem a; = /2, 1 <i <4, e as = ¢, conforme ilustrado na figura 77, valem
as sequintes relagoes;

1. Se0< ¢ <m,

cosh(ay).cosh(as) + cos(¢) = senh(ayi)cosh(az)senh(as) (5.12)

2. Se ¢ =m/2, entao;

(i) tanh(a;).cosh(aj).tanh(ay) =1, (ai,aj,ar) sdo lados consecutivos (5.13)
(i1) senh(a;).senh(a;) = cosh(ay). (5.14)

A identidade no item (i) vale para todas as triades (a;, a;,ay), onde a;Naj = {vi;}
€ um vértice do poligono e aj € o lado oposto a {v;;}.

Demonstracao. .
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1. Sejam h a altura relativa ao lado as, ¢1, ¢2 angulos tais que ¢1+¢s = ¢ e by, by lados
tais que b1 + by = ao, conforme indica a figura ?7. De acordo com as expressoes 5.8
e 5.9, temos as seguintes relagoes no pentagono;

cosh(a1) = cosh(h)sen(¢1), cosh(as) = cosh(h)sen(p2) (5.15)
senh(ai)senh(by) = cos(¢1), senh(a)senh(by) = cos(¢q) (5.16)

Decorre que cosh(aj)sen(¢pa) — cosh(as)sen(¢py1) = 0 e, por isto,

[cosh(ay)cosh(as) — sen(¢py)sen(d2)]? = [cosh(a1)cosh(as) — sen(d1)sen(ds)]*—
— [cosh(ay)sen(¢o) — cosh(as)sen(¢1)] = senh®(a1)cosh®(b1)senh?(as)cosh?(bs);

Portanto,

cosh(ai)cosh(as) — sen(p1)sen(pa) = senh(ay)cosh(by)senh(as)cosh(bs) (5.17)

Desta forma, ao aplicarmos a expressao acima, juntamente com 5.16, obtemos

cosh(ay)cosh(as) + cos(¢) = cosh(ay)cosh(as) — sen(p1)sen(p2) + cos(p1)cos(p2) =
= senh(ai)cosh(az)senh(as).

2. Ao substituirmos ¢ = 7/2 na expressao 5.12 obtemos

(a1, az2,as) ~» cosh(ay)cosh(ag) = senh(ai)cosh(az)senh(as) (5.18)
(a2, as,as) ~» cosh(az)cosh(as) = senh(az)cosh(as)senh(as) (5.19)

A expressao 5.19 fornece a identidade cosh(as) = , que ao substi-

tuirmos em 5.18 resulta no seguinte:

1
tanh(az)tanh(aq)

cosh®(ay) = senh®(a1)cosh?(as) — senh?(ay)senh?(ag)tanh®(ay) =
1

2 2 2 2
— _ 1 Y —
= senh”(ay)cosh”(az) — senh*(ayi)senh”(az)( cosh2( 4)) =

senh?(a1)senh?(az)
cosh?(ay) '

= senh?(ay) +

da onde segue 5.14.
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O

O préximo poligono é o hexdgono com os angulos internos medindo 7/2;

Proposicao 5.14. Considere um hexdgono com lados a1, as,as, by, bs, by, onde a; e b;
sa@o lados opostos, conforme ilustrado na figura 77, e todos os angulos internos medem
/2. Entdo, valem as sequintes relagoes;

1.
senh(a1)  senh(az)  senh(as)
senh(by)  senh(by)  senh(bs)’
2.
cosh(by).senh(az).senh(ag) = cosh(ay) + cosh(asz).cosh(as). (5.20)
Demonstracgao. .

1. Seja t o comprimento do segmento geodésico ortogonal aos lados a1 e by. Decorre
de 5.14 que

B B senh(az)  senh(as)
senh(bs)senh(ag) = cosh(t) = senh(bg)senh(asz) = senh(b) — senh(bs)

Ao procedermos analogamente, tracando a geodésica ortogonal aos outros pares
de lados opostos, obtemos as outra identidades.

2. Na mesma figura do item anterior, consideramos que os lados ai,b; estao divi-
dos, pela geodésica ortgonal a a; e by, em segmentos de comprimento u,v e x, ¥,
respectivamente. Decorrem de 5.14, as seguintes relagoes:

senh(z)senh(ag) = cosh(u), senh(y)senh(as) = cosh(v) (5.21)
senh(u)senh(t) = cosh(az), senh(v)senh(t) = cosh(as) (5.22)

As relagoes 5.22 implica em

cosh(az)senh(u) = cosh(az)senh(v) (5.23)

Desta maneira, valem as seguintes identidades;
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[cosh?(ag) + senh?(u)][cosh?(a3) + senh?(v)] = [cosh(ag)cosh(as) + senh(u)senh(v)]?
5.24)

(
senh®(ag) 4 cosh?(u) = senh®(ag) + senh?(z)senh?(ag) = senh?(ay)cosh?(z)
(5.25)

Assim,

cosh(by)senh(ag)senh(az) = [cosh(x)cosh(y) + senh(x)senh(y)|senh(az)senh(as) =

= (cosh(x)senh(az))(cosh(y)senh(as)) + cosh(u)cosh(v) =

= [senh®(ag) + cosh®(u)]"/?[senh?(a3) + cosh?(v)]Y/? + cosh(u)cosh(v) =

= cosh(ag)cosh(as) + senh(u)senh(v) 4+ cosh(u)cosh(v) = cosh(az)cosh(as) + cosh(ay)

O
Exercicio 5.14. .
1. Mostre que a fea de um poligono F,,, de n-lados, com angulos interiores 61, ..., 0,
é
AP) =(n—=2)m = (61 + -+ 0n) (5.26)

2. Obtenha relagoes métricas num pengagono regular.

3. Calcule o lado do hexdgono cujos angulos internos medem 7/2. Obtenha relagdes
métricas num hexagono regular.

5.7 Geometria das Isometrias de H?

5.7.1 Classificagao das Isometrias

Ao compararmos os grupos de isometrias Isom(E?), Isom(S?) e Isom(H?), observa-
mos que a geometria hiperbdlica é a geometria mais rica em simetrias. Com o objetivo
de compreender a geometria das isometrias de H?, utilizaremos os modelos H? e ]HI%; o}
primeiro porque os cédlculos sao mais simples e o segundo por ser o mais adequado para
a visualizagao e desenho dos fenémenos geométricos.

Como todo elemento f € Isom™(H?) é o produto de no maximo duas reflexdes,
vamos assumir que f = 19 o1y, onde r1 e ry sdo reflexdes sobre as geodésicas 1 e 7o,
respectivamente. As possibilidades sao as seguintes:
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1. 1 N2 = {p}. Entdo r2 o r1(p) = p € H2.
2. 1 e o sdo paralelas. Entdo, ry o ry : H? — H? possui um ponto fixo p €.

3. v1 e 72 sdao ultra-paralelas. Entdo ry o7 : H? — H? possui dois pontos fixos
p,q € S°. Além disto, a geodésica p é ortogonal a 1 e a 7o.

Definicao 5.21. Seja f € Isom™ (H?) e Fizy = {z € H2 | f(z) = x}. Dizemos que:
1. f é eliptica se possui 1 ponto fixo em H?Z.
2. f é parabdlica se possui 1 unico ponto fixo zg € S.

3. f é hiperbdlica se possui 2 pontos fixos, ambos pertencentes a 5.

Através do isomorfismo 5.11, entre Isom(H?) e PSI3(R), definimos o trago da iso-

metria f(z) = gjig por

tr(f) = r(A) |, onde A= <‘C‘ Z) € Siy(R).
Proposicao 5.15. Seja f € Isom™ (H?);
1. f € eliptica se, e somente se, tr(f) < 2.
2. f € parabdlica se, e somente se, tr(f) = 2.

3. f € hiperbdlica se, e somente se, tr(f) > 2.

Demonstragao. Suponhamos que f(z) = ‘cljig, A= <Z Z) € Sly(R) e que zg € H? é

um ponto fixo de f. Entéao,

azo+0b 9
= & d— -b=0 5.1
e 0 czy+(d—a)z (5.1)

Decorre da equacao do 2°-grau que f possui no méximo 2 pontos fixos. Consideramos
f como uma transformacao de f : C — C. Neste caso, f tem 2 pontos fixos. O
discriminante da equagao 5.1 é

A =(d—a)?®—4bc=(d—a)* —4(1 — ad) = [tr(A)]* — 4.

Assim, temos as seguintes possibilidades:

1. Se | tr(A) |< 2, ent@o a equagao possui 2 raizes complexas, sendo que apenas uma
das raizes encontra-se em H?. Neste caso, f é eliptica.

2. Se | tr(A) |= 2, entao f possui 1 ponto fixo em S que é 2y = % € R. Portanto,
f é parabdlica.

autor: Celso M Doria 158




CAPITULO 5. GEOMETRIA HIPERBOLICA Celso M Doria

3. Se | tr(A) |> 2, entdo f possui 2 pontos fixos em S, uma vez que ambas as raizes
da equacao sao reais. Consequentemente, f é hiperbdlica.

O

Desta maneira, as isometrias sao classificadas em elipticas, parabdlicas ou hiperbdlicas
e o conjunto invariante pode ser descrito a partir da sua natureza.

Veremos que as transformagoes elipticas sao uma espécie de rotagao no plano hi-
perbdlico, as parabdlicas sao as rotagoes com centro pertencendo a S e as hiperbdlicas
sao novidade, se compararmos com as geometrias euclidena e esférica.

Definicao 5.22. Seja I' um conjunto de geodésicas de H?. Um feixe de geodésica é um
conjunto de geodésicas atendendo a um dos seguintes itens:

1. T" é um feixe eliptico se todas as geodésicas forem disjuntas e concorrentes no ponto
2
p € H-.

2. IT" é um feixe parabdlico se todas as geodésicas forem disjuntas e concorrentes no
ponto p € 5.

3. I' é um feixe hiperbdlico se todas as geodésicas forem disjuntas e ortogonais a uma
mesma geodésica [ C H?2.

As isometrias tem entre suas caracteristicas proprias os subconjuntos que deixam
invariantes; vejamos os seguintes exemplos, nos quais observamos o comportamento das
isometrias em geral;

1. g(z) = z+ 1 (parabdlica).
Para todo a € R, as retas y = a sao invariantes por g, assim como os semi-planos
Hf={z=o+iycH?|y>ale H {z=x+iy € H? | y < a}. Os semi-planos
H; sao denominados horobolas e o bordo y = a é o horocirculo.

2. g(z) = k?z (hiperbdlica).
Para todo a € R, as retas y = ax sao invariantes por g. O circulos | z |= R,
ortogonais as retas invariantes, sdo levados em | z |= k2R, respectivamente.

3. go(2) = % (eliptica).

A familia dos circulos passando por z = ¢ é invariante por gy, sendo que cada
circulo é levado a outro circulo da familia. J& os circulos ortogonais a familia
mencionada sao, cada um deles, invariantes por gy.

Exercicio 5.15. . Determine os pontos fixos das seguintes transformacoes;

2. Mostre que Fixy = Fizy < fg=gf.
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3. Mostre que se f e g sao hiperbdlicas e possuem um ponto fixo em comum, entao
Fivy = Fix,.

4. Considere as geodésicas v1 = {z € H?;| z —a |=a} e o = {z € H?;| z — b |= B},
onde a,b € R. Se

sao as respectivas reflexoes sobre as geodésicas, mostre que g = r1ro € parabdlica se,
e somente se, ou | a—f |=| a—b | ou | a+ 5 |=| a—b|. Interprete geométricamente
e obtenha condicbes para que g seja eliptica ou hiperbdlica.

5. Considere os circulos Cp = {z € H%;| 2 —a |=1o} e Cg = {z € H%; | 2 — B |= 13}
Mostre que a transformacao

B B
_ ( Tt — TOCTIB (1 + ,,,:,,,B)>
1 « :

VTaTs VTal3

é uma isometria que leva a regiao interior limitada por C,, e o eixo-x sobre a regiao
exterior limitada por Cg e a regiao exterior de C,, sobre a regiao interior limitada
por O3 e o eixo-x. Além disto, temos que tr(g) > 2. A isometria g é hiperbdlica
sempre que C, N Cg = @ e é parabdlica se | f — a |= 2,/FaTp.

6. No exercicio anterior, considere o + ro = 8 — rg. Mostre que g é parabdlica se,

e somente se, 7, = rg. Estude o caso dado por C, = {z € H%| 2 —1 |= 1} e
Cs={2€H%|z-5|=3}.

5.7.2 Classes de Conjugacao e Centralizadores

Nesta secdo classificaremos as classes de conjugacio de Isom(H?) e descreveremos o
subgrupo centralizador de uma isometria. Para isto, é importante a invariancia do traco
por conjugacao, isto €,

tr(t= L ft) = tr(f), Vf,t € Isom(H?).

Sejam f,g € Isom(H?), ®(f) = A e ®(g) = B, entdao ®([f,g]) = [A,B] = ABA™'B~!

e, por conseguinte,

| tr([f, 9]) I=] tr([A, B]) | -
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Definicao 5.23. Sejam r,0 € R, r > 1. As isometrias n1, n, e ng de H?, definidas por

cos(0)z — sen()

sen(0)z + cos(6)’ (52)

ni(z)=z4+1, n.(z)=rz, np(z)=

sdo denominadas isometrias normalizadas de H?>.
Observagao. .
1. n1, n, e ng representam classes de conjugacao distintas.

2. Na definicao, ¢ suficiente considerarmos r > 1 porque n, e n;/ sao conjugadas.
Seja h(z) = 1/z, entdo

hon,oh 1(z) = n1 /e (2)-

Proposigao 5.16. Seja f € Isom(H?). Entio f é conjugada a uma isometria norma-
lizada.

Demonstragdo. Como f possui no méximo 2 pontos fixos em H?, a anélise reduz-se aos
seguintes casos;

1. f é hiperbdlico.
Suponha que 21,29 € S sejam os pontos fixos de f. Considere uma isometria
h € Isom(H?) tal que h(z1) = oo e h(z2) = 0. Portanto, hfh~'(c0) = oo e
hfh=1(0) = 0. Desta forma, temos que Fixpp,-1 = {0,00}; consequentemente,
existe um ntimero real positivo 7 tal que hfh=1(z) = rz.

2. f é parabdlico.
Seja z; € S* o tnico ponto fixo de f. Considere uma isometria h € Isom(H?)
tal que h(z1) = oo. Analogamente, co € Fiixj,s,-1 implica na existéncia de k& € R
tal que f(z) = z+ k. Ao impormos sobre h as condicoes h(1) = 0 e h(f(1)) =1,
obtemos hfh™1(z) = z + 1.

3. f é eliptico.
Seja 21 € H? o ponto fixo de f. Considere uma isometria h € Isom(H?) tal que
h(z1) =i ei € Fizpp,-1. Uma vez que o grupo de isotropia de z = i é G; = SOq,
segue que

cos(0)z — sen(0)

hfh (=) = sen(0)z + cos(6)’

O]

Corolario 5.8. Um elemento g € Isom(H?) tem ordem finita se, e somente se, g é
eliptico.

autor: Celso M Doria 161




5.7. GEOMETRIA DAS ISOMETRIAS DE H? Celso M Doria

Demonstragao. Analisando cada um dos casos, segue da proposicdo anterior que;
1. se g é eliptico, entdao ®(g") é conjugado a Ry, 6 € R. Neste caso, a ordem de g é
finita se, e somente se, 6 = 2{, n € N.
2. se g é parabdlico, entdo ®(g") é conjugado a f(z) = z + n # idye.
3. se g é hiperbdlico, entao ®(g™) é conjugado a f(z) = r"2" # idye.
O

Vamos analisar o comutador de uma isometria para determinarmos o centralizador
de um elemento.

Exercicio 5.16. .

1. Utilizando o resultado da proposigao acima, mostre que:
(a)
(b

(c
(d
(e
2. Conclua que as isometrias elipticas correspondem as rotagoes euclideanas, as pa-

rabdlicas as translagoes euclideanas paralelas ao eixo-x e a hiperbdlicas nao pos-
suem andlogo euclideano.

(f) € (2,00) = f é hiperbdlica.
(f) =2 = f é parabdlica.
(f) € (0,2) = f é eliptica.

z—6 243

Determine a forma normalizada das isometrias 2=;, Z5.

tr
tr
tr

~— — ~— —

Mostre que se f,g € Isom(H?) sdo parabdlicas, entdo elas sdo conjugadas.

Corolario 5.9. Sejam f, g € Isom(H?) distintas de I, —1I, e de tal forma que ambas nao
sejam simultaneamente elipticas. Entdo, f é conjugada d g se, e somente se, tr?(f) =

tr?(g).
Demonstracao. .

1. (=) Esta diregao da demonstracao é imediata.

2. (¢
Uma vez que f é conjugada a uma das formas normalizadas, tr?(f) é igual a um
dos casos abaixo;

1
tr2(f)=2+7r+=, tr’(f)=4, ou tri(f) = 4cos*(9).
T
Analogamente,
1
tr2(g) =2+ s+ > tr’(g) =4, ou tr’(g) = 4cos* (o).

Se tr?(f) = tr?(g), a questdo reduz-se a analisarmos um dos casos abaixo;
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(a) f e g hiperbdlicas = r + % s+ %
Isto implica em que ou r = s ou r =
observacao acima que f e g sao conjugados.

(b) f e g sdo parabdlica = tr?(f) = tr?(g) = 4.
Neste caso, ambas sao conjugados a ni(z) = z + 1.

%. Em ambos os casos, segue da

7 . 77 7 71 1
(c) f é hiperbdlica e g é parabdlica = 247+ =4 =r=1
(d) f parabdlica e g eliptica, entdo § = kr e f = g = £1.

Observagao. .

1. No corolario acima, o caso eliptico ndo foi incluido porque a equacio cos?(¢) =
cos®(0) implica em ¢ = 0 + k.

2. Uma isometria hiperbdlica f nao é conjugada a uma eliptica, caso contrario exis-
tiriam 6, r € R tal que

VT + \% = 2cos(0);

0 que ocorre se, e somente se, § =0er=1(f=9g=1).

3. A conjugacédo preserva a natureza eliptica, parabdlica ou hiperbdlica de uma iso-
metria.

Em decorréncia da proposicao 5.16, para toda isometria g que nao seja eliptica, segue
que lim, o 9" (2) € Fizxg, vejamos a demosntragao;

Proposicao 5.17. Seja g € Isom(H?) e considere o limite lim, o g"(2) na norma do
sup (convergéncia uniforme);

1. Suponha que g seja parabdlico e Fizy = {a}. Entdo, para todo z € H? lim, s g"(2) =
a.

2. Suponha que g € hiperbolico e Fixy = {a,B}. Entdo, para todo z € C — {B}, a
menos de conjugagdo pela isometria 1/z, limy, o ¢"(2) = .

Demonstracao. .
1. Pela proposicio 5.16, existe h € Isom(H?) tal que h(a) = oo e hgh™1(2) = z + 1.
Segue que hg"h~(z) =z +n e g"(z) = h~1(h(z) + n). Assim,

lim ¢"(z) = lim 7' (h(2) +n) = h™1(h(z) + lim n) = h™'(c0) = a.

n—oo n—00 n—oo
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2. De maneira andloga ao item anterior, existe h € Isom(H?) tal que h(a) = oo,
h(B) =0 e hgh™1(z) = kz, onde k > 1. Assim, hg"h~!(z) = k"z e se z € C — {0},

lim ¢"(h"1(2)) = ! (lim k".2) = h™1(c0) = a.

n—oo n—o0

Ao considerarmos w = h™(z) € C — {8}, temos lim, ;o0 g"(w) = a. E claro,
limy, 00 9"(8) = B.

O
Agora, investigaremos as relagoes entre o conjunto dos pontos fixos das isometrias f, g

com o comutador [f, g]. Seja Fixzy = {x € H? | f(z) =z} . O objetivo é descrevermos o

centralizador de uma isometria f, por isto vejamos uma simples consequéncia de [f, g] =
1.

Lema 5.3. Sejam f,g € Isom(H?), ambas distintas da identidade. Se [f,g] = I, entdo
f(Fizy) = Fixy e g(Fixy) = Fixy.

Demonstragio. Seja w € Fixg, entdo g(f(w)) = f(g9(w)) = f(w) = f(w) € Fiz,. Con-
siderando que 1 < #Fiz, < 2, segue que f(Firy) = Fiz,. Analogamente, g(Fizs) =
Fixy. O

Portanto, se [f,g] = I, entao as isometrias f e g sdo da mesma natureza eliptica, pa-
rabdlica ou hiperbdlica.

Proposicao 5.18. Sejam f,gAe Isom(H?), ambas distintas da identidade, e zg € 2.
Entdo Fizg N Fizg = {z0} C H? se, e somente se, [f,g] € parabdlico.

Demonstracgao. .

1. (=)
De acordo com a classificacao das isometrias e a classe de conjugacao de cada tipo,
as Unicas situagoes possiveis sao as seguintes;

(a) 2o € H?, da onde f,g sdo elipticas;
este caso é simples, pois se fixam o mesmo ponto entao existe t € 1 som*(Hz)
tal que ®(tft~1) e ®(tgt~!) pertencem a SO; e, por isto, comutam. Segue
que [f,g] = I etr(f,g] = 2.

(b) zp € S™ e f, g sado parabdlicas;
suponha que o ponto fixo em comum seja 0o, entdo assumiremos que f(z) =
z+4+1eg(z) =z+ k. Portanto, [f,g] = I e tr[f, g] = 2.

(c) z0 € S e f,g sao hiperbdlicas
Suponha que Fizy = {0,00} e Fizy N Fiz, = {oo}, entdao f(z) = rz e
g(2) = az + 3. Portanto,

[fgl=2z+aB(r—1) e tr[f,g]=2.
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(d) zp € S, f é parabdlica e g é hiperbdlica;
suponhamos que o ponto fixo em comum é co. A menos de uma conjugagao,
temos f(z) =1z e g(z) = z + k. Desta maneira,

tr[f,g}z(%? 3)(3 ’f)(% %)(é —1k:):<(1) k(r1—1)>7
ou seja, tr(f, g = 2.

2. (&)
Suponha que tr[f, g] = 2. Vejamos os seguintes casos

(a) Suponha que f é eliptica;

o - () ). w2 0)

Assim,
trif,g] = [2 —(a®+ V4 + d2)] cos?(0) + (a® + b* + ¢ + d?)

e tr[f, g] = 2 se, e se somente se, § = 0 ou a® + b? + c? + d?> = 2. Suponhamos
que 0 # 21k, a®? + 0> + 2 +d> —2=0etr(®(f)) =a+d>2;

d—be=1
{? +d;>4 = a?+d>>2— 2
a =

= 0=+ 4+ +d*-2>0b—-¢c)? =c=0

d>2-—
{—b s 0= -2>20 1242 = a=d=1b=c=0.
CcC =

Portanto, g é eliptica e Fixy N Fixg = {i}.
Agora, analisaremos os casos quando f nao é eliptica. Podemos assumir

w0 =(5 o) ow=(25):

da onde,

trif, gl =2+ by + by(a — d)(a — §) — yB(a — d)?
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(b) se f é parabdlica, suponhamos que f(o00) =00 e a=d = 1. Assim,

tr(f.g] =2 y=0.

Decorre que g(o0) = oo (y é parabdlica ou hiperbdlica).

(c) se f é hiperbdlica, suponhamos que f(0) = 0 e f(c0) = oo, ou seja, b = 0
e ad = 1, onde a # d. Portanto, Sy = 0 e, por isto, g fixa 0 ou oo (g é
hiperbdlica ou parabdlica).

O

Corolério 5.10. Sejam f,g € Isom(H?), ambas distintas da identidade. Se [f,g] = I,
entdao, Fixy = Fiz,.

Demonstragao. .

1. Se f e g sao da mesma natureza eliptica, parabdlica ou hiperbélica, segue da
proposicao anterior que Fixy = Fix,.

2. Suponhamos que Fizs # Fiz, e que existe zg € (Fizg — Fixy) tal que f(z0) # 20;
consequentemente, {zo, f(z0), f%(20)} C Fiz,. Portanto, hd duas possibilidades
(a) f*(20) = f(20) e (b) f?(20) = 20

(a) f*(20) = f(20) ¢ impossivel, pois f(z0) # 20 < f(f(20)) # [f(20)-
(b) f%(20) = z0; neste caso, temos que f(f(20)) # f(z0), ouseja, FizNFiz, = 2.

Segue que #Fir, = 2. Suponhamos que g(z) = rz e f(z) = Zjig, por
isto, Fizy = {0,00}. Uma vez que f(0) = oo, segue que a = 0. Desta
maneira, a menos de uma conjugagao, podemos assumir que f(z) = g e
Firy = {—Vk,Vk}. Como g(Fizr;) = Firy e Fizy N Fiz, = @, segue
que r = —1 e g(z) = —z. Neste caso, chegamos a uma contradi¢ao, pois

g & Isom(H?).
Consequentemente, Fizy = Fizg.
O

Corolério 5.11. Sejam f, g € Isom(H?). Se f e g possuem wm ponto fizo em comum,
entao uma das seguintes situacdes ocorre;

1. [f,g] =1, Fixy = Fizy e ambas sio da mesma natureza.
2. [f,g] € parabdlico e Fixy N Fixg = {20}.

Os resultados desta segdo tem como consequéncia a classificacao do centralizador de
uma isometria;

Teorema 5.7. Sejam f € Isom™(H?) e Z; = {g € Isom™(H?) | [f,g] = I} o centrali-
zador de f. Entado,

autor: Celso M Doria 166




CAPITULO 5. GEOMETRIA HIPERBOLICA Celso M Doria

1. Se Zy ~ SOy se, e somente se, f € eliptica.

2. Se Zy ~ R, entao f € ou parabdlica ou hiperbélica.
Exercicio 5.17. Mostre que;

1. Se f é parabdlico, entao Zy ~ R.

2. Se f ¢é hiperbdlico, entao Z, ~ R.

3. Se [f,g] =1 e Fixy # Fiz,, mostre que f? = g> = (fg)? = I.

Corolério 5.12. Nao existe um subgrupo de Isom(H?) que seja isomorfo a 7. ® Z. Em
particular, o toro T? ndo admite uma estrutura geométrica hiperbdlica.

Demonstragdo. Caso existisse G < isom(H?), G ~ Z ® Z, o centralizador de qualquer
elemento de G teria um subgrupo isomorfo a Z @ Z, o que é impossivel pelo teorema 5.7.
O

5.7.3 A Funcao Deslocamento

Para cada g € Isom(H?) temos a fungio deslocamento Dy : H?> — R definida por
Dy(z) = d(z,g2) = d(z,g'2).

Assim como em algumas segdes anteriores, faremos uso da funcéo z — senh(3d(z, g2)).
Porém, antes de estudarmos a funcao deslocamento, temos o seguinte;

Defini¢do 5.24. Seja g € Isom(H?) um elemento hiperbélico. O comprimento da
isometria, ou comprimento de translagao, induzida por g é

T, = inf d(z,gz).

z€H?2

Proposicao 5.19. Seja g € Isom(H?) um elemento hiperbolico. Entdo,

cosh(%Tg) - % () | . (5.3)

Demonstragao. Sem perda de generalidade, consideramos g(z) = kz, k € R. Além disto,
também consideramos g = o109 como o produto das reflexoes o1, 02, onde o7 ¢é a reflexao
sobre a geodésica y1 = {z € H?;| 2z |=r1} e 03 é a reflexdo sobre a geodésica o = {2z €
H?;| z |= ro}. Desta forma, a geodésica invariante por g é 7o = {iy € H?;y € R}. Seja
z = ¢ + 1y, decorre da expressao 5.5 que

|z — g2 | _ |zl [1-k]

1
senh(54=92) = Sy Im(ga) 2~ 2 [y [V
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Portanto, a distancia serd minima quando x = 0, ou seja, quando z € ~g; neste caso,
uma vez que tr(g) = Vk + ﬁ, temos

1 11—k | 1 1
senh(iTg) = VE = coshz(ng) = ztrZ(g).
O
Agora, analisaremos a funcao deslocamento;
Proposigao 5.20. Seja g € Isom(H?).
1. se g € hiperbdlico com eixo L e comprimento de translagao Ty, entao
d T
senh( (Z,zgz)) = cosh(d(z, L)).senh(?g). (5.4)
2. se g € eliptico com ponto fixo zy e angulo de rotagdo 0, entdo
d 0
senh( (2’292)) = senh(d(z,zo)).sen(5). (5.5)
3. se g € parabdlico com ponto fixo zy, entdo
d
senh( (Z’ng)).P(z,zo) —k, (5.6)

onde k € R é constante e P(z,zy) € o nucleo de Poisson do plano hiperbdlico.
Demonstracdo. .

1. Por conjugagao, vamos considerar que g(z) = kz, k > 1. O eixode g é L = {iy €
H%y > o} e senh(T,/2) =| \f—ﬁ |. Além disto, de 77 temos cosh(d(z, L)) = %'

Assim,

d(z,92), |z —gz | (=] 1 b
senh(=——) = 2[Im(z).Im(g2)]'/? < y >'2 |V vk |
= cosh(d(Z,L)).Senh(%)
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2. A menos de conjugacio, podemos supor que zy = i e g(z) = .2, 0 < § < 7.
Seja Aizg(z) o triangulo hiperbdlico isésceles com vértices em i, z e g(z) e angulos
internos 6, ¢ e ¢. Conforme mostra a figura, ao tracarmos a bissetriz partindo do
vértice i obtemos o triangulo Aizpz cujos lados medem 3d(z, gz), d(i, 2) e d(i, zp),
os respectivos angulos opostos aos lados, medem 6/2, /2 e ¢. Portanto, segue
de 5.21 que

M) = senh(d(z, Zo))~56n(g)-

senh(

3. g sendo parabdlico podemos assumir que g(z) = z + 1 e 29 = co. Neste caso,

d(z,9z) 1

senh( )= —.

Como o Niicleo de Poisson de H? é P(z,0) = y [?], segue o resultado.

5.7.4 A Geometria do Produto de Isometrias

Uma vez que toda isometria g € Isom®(H?) é uma composicido de duas reflexdes,
vamos estudar a natureza do produto g = g192, 91,92 € Isom(H?), conhecendo a na-
tureza das isometrias g1, go. Além disto, veremos como a posicao relativa entre v e ¥
determina os pardmetros geométricos de g.

Vamos comecar fazendo uma andlise, caso a caso, das possiveis situacoes: a letra e
denota uma isometria eliptica, p uma parabdlica e h uma hiperbdlica. Antes, facamos
a seguinte observacao; se existem reflexoes r1, r e ro, realizadas sobre as geodésicas
1,7, Y2, respectivamente, tais que g1 = rir e go = rro, entao, a natureza do produto
g192 = r1r2 é determinada pela posigao relativa entre as geodésicas 7 e 72.(notacao:
e=eliptica, p=parabdlica e h=hiperbdlica)

1. ejeq, conforme a figura 77 e 77
Sejam z; e zo os pontos fixos de e e eg, respectivamente.

(a) z1 # z2. Neste caso, seja v a geodésica que liga 21 & z9. Assim, sendo g1 = rir
e ga = rr9, temos que g1g2 = r1re. Portanto, se 1 Nyy = {212} c ]HIQ, entao g
serd eliptica ou parabdlica, enquanto que, se v; Nyy = & ela serd hiperbdlica.

(b) z1 = z9. Neste caso, seja v uma geodésica passando por zj e sejam g1 = 717
e go = rro. Entao, obviamente g = 179 € eliptica.

2. pe,
Sejam z, e z, os pontos fixos de p e e, respectivamente.
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(a) seja v a geodésica que liga 2z, & z.. Analogamente, temos que gig2 = 7172 €
a natureza do produto sera determinada pela posicao relativa das geodésicas
1 € ¥2, podendo ser eliptica, parabdlica ou hiperbdlica.

3. he,
Sejam pp a geodésica invariante por h e z. o ponto fixo de e.

(a) ze & pn. Seja h = ryr, onde r é a reflexao sobre a geodésica « contendo z, e
e =rry, onde r N1y = {z.}. Portanto, he = riry é determinada pela posicao
relativa entre v; e vs.

(b) ze € pr. Andlogo ao caso anterior.

4. pip2
Sejam z; e zo os pontos fixos de p; e pa, respectivamente

(a) Se z1 = zy, entdo pipa é parabdlica.

(b) Se z1 # z9, entdo seja v a geodésica que liga z1 a zy. Portanto, p1ps = 179 €
a sua natureza depende da posicao relativa entre as geodésicas 1 e 7o.

5. hp,
Sejam pj, a geodésica invariante por h e z, o ponto fixo de p.

(a) zp ¢ pn. Seja h = rir, onde r é a reflexdo sobre a geodésica v contendo z,
e ortogonal & geodésica pj, invariante por h. Assim, ao escrevermos p = 771y
temos que hp = 179 € a naturezada isometria hp é determinada pela posicao
relativa entre v; e o.

(b) 2 € pa
Sem perda de generalidade, podemos supor que p, = {iy € H? | y € R}.
Desta maneira, temos

z
h(z) = k2 =
(B =Ka 2= =,
onde a € R é o centro da geodésica vo = {2z € H?;| 2 — a |=| a |}. Portanto,
k%2 1 (1
hp(z) = — 1 = hp é hiperbdlica.
a

6. hihs,
Neste caso, o método dos itens anteriores nao pode ser usado, pois nao ha uma
geodésica v de tal forma que hi = rir e hg = rro. Porém, através de exemplos
podemos verificar que hiho pode ser uma isometria eliptica, ou parabdlica ou
hiperbdlica. Veremos adiante os critérios para avaliarmos a natureza de hihs.
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Proposicao 5.21. Sejam v; e 2 geodésicas disntintas e r1 e ro as respectivas reflexoes.
Se g = rire, entdo o produto angular entre as geodésicas €

(72) = 3 | #r(g) | 6.7

Demonstragao. Vamos proceder a demonstragao considerando os casos quando 7 e 2
sao ultra-paralelas, paralelas ou coincidentes. De forma geral, o resultado segue dos
resultados na segao 5.2.1

1. 71 e 72 sao ultra-paralelas = g é hiperbdlica.
1

% = d(v1,72). Da proposi¢ao 5.19, segue que cosh(%) =5 | tr(g) |. Assim, para

concluirmos basta aplicarmos a identidade 5.8.

2. 1 e 2 sao paralelas = g é parabdlica.
Este caso ¢ trivial, pois (v1,72) =1 e | tr(g) |= 2.

3. 71 e 72 sdo coincidentes e formam um angulo 6, 0 < 6 < w/2. Portanto, g é eliptica
e a conclusdo segue da identidade 5.7 ao observarmos que | tr(g) |= 2cos(6).

O]

Proposicao 5.22. Sejam g1 e go isometrias elipticas onde g1 tem centro em z1 e angulo
01, enquanto go tem centro em zo e angulo 6. Se z1 # z9 e 0; € (0,7),i = 1,2, entdo,
supondo que as isometrias rotacionam no sentido anti-hordrio,

% | tr(g192) |= cosh(d(z1, z2))sen(61).sen(b2) + cos(01).cos(62) (5.8)

Demonstragdo. Seja v = {z € H?; 2z = iy,y € R} a geodésica ligando z; & z3. Sejam 71
uma geodésica tal que z; = vy Ny e forme um angulo 61 com vy em z;. Analogamente,
consideramos 7o tal que z3 = 79 N 2 e cujo angulo com 7y mede f3. Desta maneira,
conforme mostra a figura (xxx), para cada k = 1,2,

v ={z € B |2— | 2 | cotg(6x)|* =| 2k [* .cossec® (0x)}.

Assim, g1 = rirg € go = rore implicam em gigo = riry € % | tr(g192) 1= (v1,72)-
Portanto, segue da expressao 5.4,

(71,72) = cos(01).cos(02) + cosh(d(z1, z2)).sen(01).sen ().
O

Observagao. Na proposicao anterior, ao considerarmos o tridngulo hiperbdlico formado
pelos vértices z1, 29 e y1 M y2, observamos que a identidade 5.8 corresponde a expressao
obtida na Lei dos Cossenos em 5.29 (os angulos internos sao 61, m — 62 e (71,72))-

autor: Celso M Doria 171




5.7. GEOMETRIA DAS ISOMETRIAS DE H? Celso M Doria

Proposicao 5.23. Sejam g1 e g2 isometrias hiperbolicas cujos comprimentos de transla¢do
sdo Ty e Ts e os respectivos eizos sao Ly e Lo. Se Ly e Lo sdo disjuntos, entdo

1 T T T T
3 | tr((g192) |=| cosh(d(Ll,Lg)).senh(é).senh(g) + e.cosh(%).cosh(%) ;' (5.9)

1 . . o . .
ondee =< ', deacordo se as orientagoes de g1 € gy coincidem (+1) ou sdo invertidas

(—1), conforme mostra a figura (rxz).

Demonstragao. Sejam g1 = 147, g2 = Tel’q € Y; as respectivas geodésicas associadas a r;,
1 =a,b,c,d. Sem perda de generalidade, podemos assumir que v, = . de tal forma que
g1 = TqTp € go = TpTg, OU Seja, g1gs = TaTq. Assim, % | tr(g192) |= (Ya,Va). Assumiremos
que vy, = {iy € H*;y € R} e

Li={z€H*|z|=Ri}, Ly={zeH’|z|=Ry}.

_1/Rs | R
Desta forma, cosh(d(L1, L2)) = (3> + 7)-
Sejam z, = v, N L1 e zg = v4N Lo; além disto, sejam 0, e 65 os argumentos de 24, 24,
respectivamente. De acordo com 5.2,

1 T: 1
cosh(—z) = cosh(d(zq,w)) =

T
cosh(?l) = cosh(d(za,7)) = cos(0a)’ 9 cos(fy)’

(5.10)

Quando € = +1, conforme mostra a figura (xxx),

Yo = {z € H?;| 2 — Ry.cossec(8,) |= Ricotg(8,)},
Yo = {z € H%;| 2 — Ry.cossec(y) |= Racotg(6y)}.

Desta forma, ao aplicarmos a férmula 5.4 e as relacoes 5.10, segue que

R? + R} 1 1
=| ———"1tg9(04).tg(0 —_—
(Va:74) =| 2R Ry 9(6a)-t9(6a) + cos(8,) cos(0q) |
T T: T T:
=] cosh(d(Ll,Lg)).senh(?l).senh(g) — cosh(%).cosh(g) |
No caso € = —1, basta considerarmos o centro de 74 em (—Racotg(y),0), entao

1 T; T T; T
5 | tr((9192) |=] cosh(d(Ll,LQ)).senh(?l).senh(g) + cosh(?l).cosh(g) . (5.11)
0
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Corolario 5.13. Se na proposicdo anterior ¢ = +1, entao gi1g2 € hiperbolica.

Corolario 5.14. Sejam g1 e go sao isometrias hiperbdlicas com eixos Ly e Lo disjuntos
e tendo o mesmo comprimento de translagao T', entao
d(Ly, L) T

).senh(—=) > 1. (5.12)

senh( 5

Demonstracao. Decorre da proposicao anterior que

1 T T
3 | tr(g192 | =| cosh(d(Ll,Lg))senhz(g) + 6.cosh2(§) |>

T T T T
>| senhQ(E) —|—e.cosh2(§) >| senhQ(g) —cosh*(=) |=1

No entanto, concluimos ao observarmos que;

r T
COSh(d(L17 LZ))SenhQ(f) - COSh2(§) =

d(Ly, L)

[1 + 2senh?( )]senhQ(g) -1+ SenhQ(g)] =

T T
256nh2(§).senh2(§) -1

Agora, vejamos a situagao quando L1 N Ly # &;

Proposicao 5.24. Sejam g1 e g2 isometrias hiperbdlicas. Suponha que os respectivos
eixos sao concorrentes em zg = L1 N Lo. Sejam T;, i = 1,2, os comprimentos de
translagao e 6 € (0,7/2] o angulo formado na interse¢ao zy. Entao, gigs € hiperbdlica e
1 T T T T
3 | tr(g192) |= cosh(?l)cosh(g) + senh(?l).senh(g).cos(e). (5.13)

Demonstracao. Primeiramente, observamos que uma isometria hiperbdlica g pode ser
escrita como a composigao g = o102 de duas isometrias elipticas (rotagao) de ordem 2.
E claro, os centros de rotacao sao distintos. Para vermos isto, suponhamos que g = 179
¢é obtido pela reflexao sobre as geodésicas ;1 e y2. Sejam L o eixo de g e T a reflex@o sobre
L. Assim, 01 = r17 e 02 = 7Ty 80 rotagoes de ordem 2 com centros em z; = LNy e
z9 = LN~y respectivamente. Consequentemente, g = r1ro = 0103. Agora, suponhamos
que g1 = 011012 € g2 = 021022. Assim, temos 4 centros de rotagdes {zi1, zi2} = L; N,
onde i = 1,2. Ao considerarmos o tridngulo hiperbdlico com vértices em zg, 211 € 212,
conforme mostra a figura (xxx), os comprimentos de translacao de g; e go sdo dados por
T, = 2.d(20, 211) € Ta = 2.d(20, 222). Decorre da Lei dos Cossenos em 5.9 que
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1 T T T T
5 | tr(g192) |= cosh(d(z11, 222)) = cosh(?l).cosh(?z) — senh(%).senh(é).cos(&).
0

5.7.5 A Geometria dos Comutadores

Nesta secao, investigaremos a natureza da isometria [g, h] em fungao da natureza de g
ede h. A estratégia é analisarmos o comutador observando produto [g, h] = g.(hg~'h™1);
de imediato temos que se zg € Fliz, entao h(zg) € Fizpg-1p,-1; além disto, hg~'h™! age
em sentido oposto a g e Tj,g-1,-1 = Tj.

Proposigao 5.25. Se g € Isom(H?) é parabdlica e Fixy, N Fixy, = @, entio [g,h] é
hiperbalico.

Demonstracao. Vamos apelar para uma demonstracao de cardter geométrico procurando
elucidar a questdo. Seja z, o ponto fixo de g e h(zy) o de hg~'h~!. Se 7 denota
a geodésica ligando z, & h(z4) e r a reflexdo sobre 7, podemos escrever g = rir e
hg='h~' = rry, onde 71 e r sdo reflexdes sobre as geodésicas v e y2. Assim, [g, h] = r172.
Como FizyNFixy, = @ e as orientacoes de g e hg~'h~! sdo opostas, segue que y1MNy2 = @,
o que implica que [g, h] é hiperbdlica. O

Proposigao 5.26. Seja g € Isom(H?) eliptica com ponto fizo z e dngulo de rotagdo 0.
Se h € Isom(H?) e zy ¢ Fixy, entdo [g,h] € hiperbolica com comprimento de translagdo
T e

d(Z(), h(ZO))

T
senh(z) = senh( 5

).sen(0). (5.14)

Demonstragao. Seja g = rire a composicao das reflexGes sobre as geodésicas 1 e 7s.
Analogamente, hg~'h™' = ryr3, onde r3 é a reflexdo sobre a geodésica v3. Uma vez
que 2o ¢ Fizpg-1,-1, temos que vy é disjunta de 43. Seja v a geodésica ortogonal a
7,1 = 1,3; consideramos o triangulo com vértices em i, zg e wg = 1 N~y. Os lados de
Nizgwy medem d(“z"yg’), d(zo’g(zo) e t, enquanto os respectivos angulos opostos medem

0, m/2 e ¢. Decorre da Lei dos Senos 5.30 que

d(ZO, h(Z()))
2

d(v1,73) )

senh( = senh( ).sen(f). (5.15)

Portanto, o resultado segue uma vez que T = 2d(~1,73).
O

Agora, consideraremos o caso quando g é hiperbdlica. Se h for eliptica ou parabdlica
o caso reduz-se aos casos tratados nas proposicoes anteriores. Por isto, consideraremos
g e h isometrias hiperbdlicas. Se Ly é o eixo de g e T, o seu comprimento de translacao,
entdo o eixo de hg'h™! é hLg4 enquanto o seu comprimento de translacao também ¢é 7.
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Proposicao 5.27. Sejam g e h isometrias hiperbdlicas e suponhamos que os eixos py e
pn intersectam-se formando um dangulo 0. Entdo, [g,h] é hiperbdlica com comprimento
de translacdo T dado por

T T 0
cosh(g) =1+ 2.senh2(?g).cos2(§) (5.16)

Demonstracao. Seja Ty o comprimento de translagao de g e de hg~'h~!. O resultado é
imediato, basta aplicarmos a identidade 5.13 ao produto g(hg~'h™1);

T 1 T T
cosh(g) =3 | tr(lg, b)) |= cosh2(?g) + Senh2(7g).cos(9) =
2, Ly 2, Ly 2,0
=1+ senh (?)(1 + cos(6)) =1+ 2.senh (?).COS (5)

Consequentemente, tr([g, h]) > 1. O

Proposigao 5.28. Sejam g e h elementos hiperbdlicos de Isom(H?) com eizos Pg € Ph
formando na interser¢ao um angulo 6, 0 < 0 < . Se [g, h] nao € eliptico, entao

senh(%)senh(%)senw) >1 (5.17)

Demonstragio. Como vimos, se p, é o eixo de g, entdo h(p,) é o eixo de hg~th™1. Ao
aplicarmos a identidade 5.9 ao produto g.(hg~'h~1), obtemos

1 T, T,
L < Strlg, h] =| cosh(d(pg, h(pg))senh?(5}!) — cosh®(}) |=

d(pg’;(ﬂ)g)))] _ [1 + SenhQ(d(pg’;(pg)))] —

d h T,
=| 2senh2(7(pg’ (pg))senh2(—g) -1,
2 2

T
=| senhQ(?g)[l + 2senh?(

Por isto, senh(w)senh(%) > 1. A nao elipticidade de [g, h] implica que py N
h(py) = @. Observamos que o angulo formado por h(py) e pp também mede 6. Assim,
ao considerarmos o raio geodésico v como o raio que realiza a distancia d(pg, h(pg)), segue
que os raios geodésicos h(pg), pn,~ definem o triangulo AABC, conforme mostrado na
figura (xxx), onde AB mede d(pg, h(pg)), com angulo oposto mdeindo 6, e AC mede %,
com angulo oposto medindo /2. Ao aplicarmos a Lei dos Senos 5.6, temos

senh(d(pg, h(pg)) = senh(%).sen(@).

Consequentemente, vale a identidade 5.17.
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Exercicio 5.18. .

1. Seja h uma isometria hiperbdlica e py seu eixo. Mostre que se z € pp, entao
d(z,h(2)) = Tp.

2. Sejam g, h € Isom(H?), ambas hiperbélicas com eixos pg € pp, € comprimento de
translagao T} e T}, respectivamente. Estude a natureza da isometria [g, | quando
os eixos formam um angulo 6.

3. Sejam g e h isometrias hiperbdlicas com eixos pg e pp formando um angulo 0,
0 <0 < 7. Se [g,h] nao é eliptica, mostre que

senh(%).senh(%).sen(ﬂ) > 1. (5.18)

4. Sejam gy, ..., g, isometrias hiperbdlicas pertencentes a uma mesma classe de con-
jugacao com nenhum elemento eliptico. Seja T' o comprimento de translacao co-
mum a classe e suponha que os eixos p;, ¢ = 1,...,n, sao concorrentes, entao

SenhQ(g).sen(%) > 1. (5.19)

5.8 Grupos Discretos de Isom(H?)

5.8.1 Grupos Fuchsianos

Definigdo 5.25. G < Isom(H?) é um grupo Fuchsiano se ¢ um subgrupo discreto de
Isom(H?).

Poincaré introduziu o termo grupo Fuchsiano em homenagem ao trabalho de Lazarus
Fuchs (1833-1902) .

Devido a transitividade da acdo de Isom(H?) sobre H?, segue do coroldrio ?7? o
seguinte fato;

Proposicao 5.29. Seja G um grupo fuchsiano. Entdo, o estabilizador de todo elemento
z € H? € ciclico e isomorfo a Lorm, para algum m € Z.

Definigdo 5.26. Um subgrupo G de Isom(H?) é elementar se a acdo de G sobre H?>
contém uma Orbita finita.

Exemplo 5.4. Os grupos abaixo sao elementares;

1. G =< g >, onde g é eliptico.
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2. G =< g >, onde g é hiperbdlica. Por exemplo g(z) = kz, cuja geodésica invariante
é o eixo-y. Neste caso, as érbita finitas sdo {0} e oco.

3. G =< g >, onde g é parabdlica. Por exemplo, se g(z) = z + 1 temos que {occ} é a
Unica orbita finita.

Proposigcao 5.30. Seja G um subgrupo elementar de Isom(H?) e {z1,...,2,} uma
orbita finita de G;

1. sen = 1, entio G ¢ conjugado a um subgrupo de Isom(H?) onde todo elemento
fiza co. Portanto, todo g € G é conjugado a um elemento da forma g(z) = az +b.

2. sen = 2, entdo G é conjugado a um subgrupo de Isom(H?) onde todo elemento
deiza invariante o conjunto {0,00}. Portanto, todo g € G € conjugado a um
elemento da forma g(z) = az ou g(z) = £.

3. sen > 3, entao G contém apenas elementos elipticos.

Demonstracdo. .

1. n = 1. Seja z1 o ponto fixo e h € Isom(H?) uma isometria tal que h(z1) = oo.
Decorre que, para todo g € G, hgh™'(2) = az + b, a,b € R.

2. n = 2. Seja {z1,22} um conjunto invariante e h uma isometria tal que h(z1) = 0
e h(z2) = oo. Segue que ou hgh~'(z) = az, quando g(z1) = 21 e g(z2) = 23, ou
hgh™'(2) = ¢, quando g(z1) = 22 e g(22) = 21.

3. n>3. Seja {z1,...,2p}, um conjunto invariante de G. Assim, para todo g € G,
existe uma poténcia k; tal que g (2j) = z; e, portanto, ao tomarmos o produto
k = ki...kn, temos g¥(z;) = z;, para todo 1 < j < n. Como n > 3, decorre que

g* = idg2. Consequentemente, todo elemento de G é eliptico.

O]

A proposicao a seguir revela a existéncia de um numero infinito de elementos hi-
perbdlicos num grupo nao elementar;

Teorema 5.8. Se G € um subgrupo nio elementar de Isom(H?), entdo existem infinitos
elementos hiperbdlicos em G, sendo que o conjuntos dos pontos fixos destes elementos
sao disjuntos entre si.

Demonstragao. Realizaremos a demosntragao em duas etapas;

1. Suponhamos que G nao contém nenhum elemento hiperbdlico. De acordo com o
exemplo 5.4, G tem ter pelo menos um elemento parabdlico. Podemos assumir que

o elemento parabdlico é p(z) = z + 1. Assim, para qualquer g(z) = Z‘Zzig segue que

(a+nc)z+ (b+nd)
cz+d

p"g(z) = . tri(p"g) = (a+d + nc)?.
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Como p"g nao pode ser hiperbdlico, segue que

Desta forma, qualquer g € G fixa oo e, por isto, G é elementar. Portanto, G
contém um elemento hiperbdlico.

2. Seja h € G um elemento hiperbdlico cujos pontos fixos sejam o e . Como G é
nao-elementar, existe f € G tal que Fiz, = {«, 3} nao é invariante por f. Conse-
quentemente, ao considerarmos a isometria hiperbélica hy = fhf~!, os conjuntos
Fizp, = {f(a), f(B)} e Fixy, sao distintos. Assim, sao os seguintes os casos para
analisarmos:

()

Fixp N Fizy, = 9.

Para cada n € N, temos o elemento hiperbdlico g, = h™h1h™", para o qual
Fizg, = {h"f(a),h"f(B)}. Para verificarmos que Flizy, N Fizg = &, para
todo par k,l € N, temos que considerar duas possibilidades;

i. existem k,l € N tais que h*(f(a)) = h'(f(a)) ou h*(f(B)) = h'(f(B)).
Neste caso, segue que h*~!(f(a)) = f(a) e Fizp— N Fizy, # @, 0 que
contradiz a hipotese uma vez que Fizpr—1 = Fixy,.

ii. existem k,I € N tais que h*(f(a)) = R(f(B)) ou R*(f(B)) = h(f(a
Desta forma, considerando a primeira situacdo, temos A" +~!(f(a))
f(B) paratodon € N. De acordo com a proposi¢ao 5.17, limy, .o A" (f(«)) €
Fixy, contradizendo, novamente, a hipotese.

))-

Suponhamos que Fixp N Fizy, = {a}.
Neste caso, segue da proposicao 5.18 que [h, h1] é parabdlico e fixa a. Como
{a} na@o pode ser G-invariante, existe g € G tal que g(«a) # «a; por isto g1 =
g[h, h1]g~! é parabdlico e ndo fixa a. Como h e g; ndo tem pontos fixos em
comum, segue da proposigao 5.25 que FixpnNF 1xgn = & e, consequentemente,
[h™, g}] é hiperbdlico para todo n € N.

O]

Definigao 5.27. Seja G um grupo fuchsiano.

1. Uma isometria g € G é primitiva se é a geradora do estabilizador de cada um dos
seus pontos fixos.

2. Sejam h € G hiperbdlico e pp a geodésica invariante por h. Dizemos que h é um
elemento simples de G se, para todo g € G, ou g(pp) = pr ou g(pr) N pp = S

Se g é um elemento hiperbélico simples, entdo ao projetarmos por 7 : H? — H?/G,
a imagem da geodésica invariante por g é uma curva sem auto intersecao.
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5.8.2 Grupos Puramente Hiperbdlicos

Um subgrupo G de Isom(H?) é puramente hiperbélico se todo elemento nao-trivial de
G ¢ hiperbdlico, mostraremos que tais grupos sao discretos. E importante observarmos
que um grupo que nao seja discreto possui uma sequéncia {g,}nez convergindo para a
identidade do grupo.

Proposicao 5.31. Sejam f e g sdo elementos nao-triviais de Isom(H?). Se f e g tem
exatamente um ponto fixro em comum, entao < f,g > ndo € discreto.

Demonstragao. Pela proposigao 5.18, o elemento g = [f, g] é parabdlico. Consideramos
f normalizado de forma que Fizy = {0,00} e suponhamos que Fizy N Fizy, = {00},
caso contrario considere f~! em vez de f. Assim,

k0 - 1 b

. -n, m __ 1 b(kQ - 1)k_2n _
am SRl = (0 1 =1

Segue que

O

A seguir, vejamos que os subgrupos nio discreto de isom(H?) possuem um elemento
eliptico;

Lema 5.4. Seja G um subgrupo ndo-elementar de Isom(H?) contendo uma sequéncia
{gn}nen tal que lim,, g, = I em Isom(H?). Entdo, existe um elemento eliptico g € G.

Demonstracao. Por contradicao, suponhamos que nao hé nenhum elemento eliptico em
G. Seja h € G o elemento hiperbélico h(z) = r?z, ou seja,

r 0
h_<0 1/r>’ r e R.

Seja {gn tnez C G uma sequéncia onde

_ [an by
gn— Cn dn )

e andy — bpep = 1, limy, o0 ap = limy, oo dy, = 1 € limy, o0 b, = limy, o0 ¢, = 0.
Seja f1 = [h, gu: entdio,

. (andn —12bpen, (2 — 1Dapby )

"\ (& = Depdn  andn — S5bpcy.
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Desta maneira, tr(f1) =2 — bycn(r — 1) Assim, segue que byc, < 0, caso contrério f}
seria eliptico. De maneira anédloga, suponhamos que

A, B
1 _ n n
f”_<C’n Dn>’ n € N.

Seja f2 = [h, f!], analogamente, segue que

1
tr(f2) = 2 4 bpcn(1 + bpen) (r — ;)4.
Como existe um ng € N tal que b,c, ~ 0, para todo n > ng, segue que para todo
n > ng f2 nao é eliptico se, e somente se, b,c, > 0. Consequentemente, b,c, = 0 e
tr(fl) = tr(f2) = 2, o que implica que para n > ng f. e f2 sdo parabdlicas. Assim, a
sequéncia { f*}x nen, onde

fk:[hafrlf_l]? f%:[h)gnh

é uma sequéncia de isometrias parabdlicas. A condi¢do b,c, = 0 implica que podemos
assumir a existéncia de uma subsequéncia, que denotaremos { fff}kmeN, na qual o pri-
meiro elemento da segunda linha de toda matriz f* é nulo (as; = 0). Desta forma, seja
{tkn}inen, ten — 0 uma sequéncia tal que

f!f=<(1) tli"), nk €N [r(2) =2+ tms f(00) =00

Como G é nao elementar, existe um elemento hiperbélico h; € G cuja geodésica invari-
ante pp, ndo é o eixo {iy € H?;y € R}, fixado por h. Consideramos que hy = 7172, onde
r1 € a reflexao sobre v; e 72 sobre 7, sendo que ambas 71 e 2 sao ortogonais a pp, e
Yo tem uma extremidade em z = co (uma semi-reta). Como {f¥}1 en é uma sequéncia
densa, existe um elemento p € {f*}1 .en tal que p = ror3, onde 73 é a reflexdo sobre
a geodésica y3 com extremidade em z = 0o, e 71 Ny = {z.}. Portanto, a isometria
g = h1p = ryr3 é eliptica com centro em z,, como mostra a figura (xxx). O

Uma consequéncia imediata do lema anterior é a seguinte;

Teorema 5.9. Seja G um subgrupo nao-elementar de Isom(H?) que ndo contém nenhum
elemento eliptico. Entdo, G € discreto.

Corolario 5.15. Se G € um grupo puramente hiperbolico ndao-elementar entdo G €
discreto.

Demonstragao. E claro, a afirmacao decorre diretamente do lema 5.4. Apresentaremos
uma demonstragio geométrica para este fato. Sejam pj, = {iy € H? | y > 0} a geodésica
deixada invariante pela isometria h(z) = 7%z e {gn}nen C G uma sequéncia tal que
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lim,, 500 gn = I em I'som(H?), assim como no lema 5.4. Desta maneira, g, (ps) é invari-
ante por g,h~'g,!. Ambas as isometrias h e g,h~'g, ! sdo hiperbdlicas e tem o mesmo
comprimento de translagdo T'. Como |h, g, nao é eliptica, segue da proposi¢ao 5.28 que

senh (W) .senh(g) > 1. (5.1)

Assim, se para n suficientemente grande tivermos g, (pp) arbitrariamente préximo de py,
a identidade 5.1 é violada. Neste caso, a isometria g,h !¢, ! deixa de ser hiperbdlica.
Observamos que

andy + bpcp, = 1 )
2¢,dp dy’

2¢,d,

pn={iycH:y >0} e gulpn) ={zeH:| 22—
Consequentemente,

lim cosh(d(pn, gn(pr)) = lim (apby, + cndy) =1,
n—oo n—oo
e lim, 00 d(L, gn(pp)) — 0. Portanto, para n suficientemente grande g,,h~'g;, ! ndo pode

ser hiperbdlica, o que contradiz a hipdtese.
O

Os resultados anteriores indicam a natureza dos elementos de um subgrupo discreto
de Isom(H?). Agora, deduziremos uma estimativa para o produto do comprimento de
duas isometrias hiperbélicas;

Proposigao 5.32. Seja G um subgrupo puramente hiperbolico de Isom(H?) e g,h € G.
Se o subgrupo < g,h > ¢ nao elementar, entio para todo z € H? temos

senh(%d(z,gz)).senh(%d(z, hz)) > 1. (5.2)

O limite inferior é o melhor possivel.

Demonstragao. Sejam p, e pp, as respectivas geodésicas invariantes. Como < g,h > ¢é
nao-elementar e puramente hiperbdlico, ou pg4 e pj, sao disjuntas ou sao incidentes. Desta
forma, vamos tratar a questao considerando dois casos: (1) g e h sdo nao-simples (2) g
é simples. Além disto, observamos que, de acordo com a identidade 5.4,

d(z,9z)

) = cosh(d(z, pg)).senh(%). (5.3)

senh(

1. g e h sao nao-simples.
Seja f € G uma isometria tal que f(py) incide sobre p, formando um angulo 6,.
No entanto, f(pg) ¢ invariante por fgf~' e T, ;-1 = T,. Como [fgf~', h] ndo é
eliptico, decorre da inequacao 5.17 que
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senh%%).sen(%) > 1. (5.4)

Como h também é nao-simples, a inequagao 5.4 também é satifeita por h. Conse-
quentemente,

T T
senh(?g).senh(?h) > 1. (5.5)

Ao multiplicarmos as equagdes 5.3, escritas para g e h, e aplicarmos 5.5 obte-
mos 5.2.

2. g é simples.
Se pg e py sao incidentes, entao o caso ¢ andlogo ao tratado no item anterior.
Por isto, podemos considerar que pg, pp € h(py) sdo disjuntas dois a dois. Apds
aplicarmos uma isometria, podemos considerar a situagao como indica a figura
8.2.2. Consideramos que h = rrg, onde r e ry sdo as reflexdes sobre v e 7,
respectivamente. Ao aplicarmos a identidade 5.20 ao hexdgono de lados a; =

d(pg, h(pg)), b1 = T}, ag = a3z = d(pg, py), obtemos

cosh(Ty).senh?(d(pg, pn) = cosh(d(pg, h(p,))) + cosh®(d(pg, pn);

da onde,

cosh®(d(pg, pn))lcosh(Th) — 1] = cosh(d(pg, h(pg))) + cosh(Th) > cosh(d(pg, h(py))) + 1

d(/)g7 h(Pg)) )

> 2senh’( 5

Agora, sejam 7, as geodésicas ortogonais a -y, de forma que g" ou g~" seja igual
a r,ro, onde r, é a reflexdo sobre ,. Desta forma, d(yo,vn) = n% Segue que
YNy = & para todo n, caso contrario o elemento r,,r = (r,r9)(ror) € G é eliptico.
Na figura 8.2.4, podemos assumir, sem perda de generalidade, que d; < do, 0
que implica que dy < %. Ao aplicarmos a identidade 7?7 ao pentagono de lados
medindo a = di, b = d(pg,7) € d = d(Yn+1,7n), conforme indica a figura 8.2.4
temos o seguinte;

senh(%).senh(d(pg,’y)) > senh(di).senh(d(pg,7)) =

= cosh(d(Yn+1,7)) = 1.

Portanto,
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T T T
senh(?g).senh(d(pg,v)) = QCosh(Zg).senh(Zg).senh(d(pg,fy)) > 2.

No entanto,

2c0sh(d(z, pg))-cos(d(z, pn)) > coshld(z. pg) + d(z. p1))] = cosh(d(py. pr))-

Assim, decorre de 5.3 que

d(z’gz)).senh(d(z’ hz)) _ cosh(d(Z7pg)),senh(%).COSh(d(Z,ph))-senh(%) >

senh(

T, T,
> cosh(d(pg,ph)).senh(?g).senh(?h) >1

N | =

Resta mostra que o limite inferior em 5.2 é o melhor possivel. Consideramos 4 geodésicas
distintas 7;, conforme mostra a figura 8.2.1. Seja g um elemento hiperbdlico que fixa a
geodésica ligando 1 & —1 e leva 71 sobre 79; e seja h o elemento que fixa a geodésica que
liga i & —i e leva 73 sobre 4. Assim, o grupo G =< g,h > é nao elementar e, sendo
puramente hiperbélico, age discretamente em H?. Além disto,

senh(d(o’g(o))).senh(W) = senh(%).senh(%) =

= senh(dy).senh(dy) = cosh(d(y2,74)).

No entanto, podemos construir as geodésicas de forma que d(72,74) seja arbitrariamente
pequeno. [

5.8.3 Conjuntos Limites. Classificagao por Espécie

Definicao 5.28. Seja G um grupo fuchsiano;

1. Um ponto z € H2 ¢ um ponto limite de G se existe um ponto z € H? e uma
sequéncia {gn Inen C G tal que z = limy—o00gn(2).

2. O conjunto limite de G é o conjunto

A(G) = {z € H? | z 6 ponto limite de G} (5.6)

Observagao. Decorre da definicao as seguintes propriedades para o conjunto limite;
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1. Segue da natureza discontinua da agao de G que A(G) C S*°.

2. A é G-invariante, pois, se x = lim,, g, (20), entao g(x) = lim,,(g.9,)(20), para todo
g €qG.

Exemplo 5.5. .
1. Seja g um elemento eliptico e G =< g >~ Z,,. Entao, A(G) = @.

2. Seja g um elemento parabdlico e G =< g >. Entao, A(G) = {p}, onde g.p =p €
S é tinico ponto fixo de g.

3. Seja g um elemento hiperbdlico e G =< g >. Entao, A(G) = {p, ¢}, onde p,q € S®
sdo os pontos fixos de g.

4. O Grupo de Picard é o subgrupo de I'som(H?) definido assim;

az+b
cz+d

GP ={g(z) = | a,b,c,d € Z}

Obviamente, G¥ é um subgrupo discreto em I som(H?). Ao considerarmos os
elementos

(1—pg)z + p*
9pq(2) = NS/
bal(2) —¢?z+ (1+pq)

observamos que, para todo p,q € Z, a isometria g,, ¢ parabdlica e g(%) = g.
Portanto, Q C A(G) e GF ndo age discontinuamente sobre H?.

Um fato interessante é que o ponto limite depende exclusivamente de uma sequéncia
do grupo;

Lema 5.5. Sejam 29 € H? € {gy }nen C Isom(H?) uma sequéncia tal que limy,_ o0 gn(20)
20 € 5. Se gn(z) = %, entdo lim, o0 ‘;—: = z0 e lim, ¢, = co ou lim;,_e0 Z—Z =20
e lim, d,, = co.

Demonstrag¢do. Como zy € H? e lim, g,(20) = 2o € R, apenas uma das possibilidades
abaixo pode ocorrer;
an dn —

L. lim,, {* = zg e lim, ) = lim,, ¢
n n n

0, ou
2. lim, 2= = 2 e lim, ¢ = lim, &= = 0.

No primeiro caso, segue da identidade

an, 1

gnl20) — — |=
[ 9n(20) cn| len || enzo + dn |
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que lim, ¢, = co. No segundo caso, suponhamos zy # 0, caso contririo é imediato,

. . . _ bnz+ta . T 1y
consideramos a isometria hy(z) = <3¢ porque limy, gn(20) = limy, hy (2, ) = 2o, para
todo n € N. De forma andloga, temos

by, 1
| hn(zg ) = = |= —
[ dn |- | dnzg™ +cn |

(5.8)
e lim,, d,, = co.
O

Proposicao 5.33. Sejam 2y € H? e {g, }nen C G uma sequéncia tal que lim,, gy, (Azo) =z.
Entdo, existe uma subsequéncia tal que g, (z) — = uniformemente para todo z € H2—{0}.

~ . b b
Demonstragao. Sejam g,(z) = g:jiidz’ hn(z) = ﬁ?

1

1
_ 2. _ _ 2, _
C’n—{zEH,]cnz—i—dn]—‘Cn‘lﬂ} e D,={zeH*|d,z+by, | ]dnll/Q}'
Segue das expressoes 5.7 e 5.8 que
= 2. _ O 1 _ 2, _bi _ 1
gn(Cn) ={z € H%; | gn(2) o = | cn ’1/2} e hn(Dy) ={z € H| hn(2) . = | dy, ’1/2}-

Assim como na demonstragao do lema 5.5, vamos considerar as duas situagoes possi-
veis. No primeiro caso, onde lim,, %: = x¢ e lim, ¢, = 0o, o exterior do circulo C,, é
levado sobre o interior do circulo ¢,(C,), conforme indica a figura (xxx), enquanto o
raio de ambos os circulo tendem & zero. Além disto, o centro do circulo C,, converge

para lim,, (—g—z) = 0. Consequentemente, para todo z € H? — {0}, lim,, g,(z) = o

uniformemente. No segundo caso, a situagao é andloga ao considerarmos h, e D,,.
O

Coroléario 5.16. A(G) € fechado.

Demonstragao. Consideramos {x,}neny € A(G) uma sequéncia convergindo para x €
5%, Sejam zg € H? e {g}}n ken tais que z, = limy g1'(20). Agora, seja {g7}n ren uma
subsequéncia tal que

1
| g (20) — 2 |< .
Portanto,
| g1 (20) — @ |<[ gk (20) — & | + | 20 — |,

Consequentemente, restritos a subsequéncia, limy, g (20) = . O
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Coroldrio 5.17. Se G € um grupo fuchsiano nao-elementar, entao A(G) é um conjunto
perfeito (contém seus pontos de acumulagdo).

Demonstracao. Pelo teorema 5.8 existem infinitos elementos hiperbdlicos em G, o que
implica em #A(G) = co. Vamos mostrar que todo ponto em A(G) é ponto de acumulagao
de uma sequéncia em A(G). Sejam zg € A(G) e {gn}nen a sequéncia g,(z) = % tal
que zg = lim,, g, (z0) e lim, ‘é—z = z9. O ponto 0 também é um ponto limite uma vez que,

pela proposicao 5.33, 0 = lim,, (—i—:) = lim, g,, (29). Havendo um terceiro ponto limite

x1, ao aplicarmos a proposigao 5.33 a extensao da acao da sequéncia {gy }nen sobre S,

concluimos que lim,, g, (1) = 29. No segundo caso, a andlise é anédloga.
O]

Corolério 5.18. Sejam G um grupo fuchsiano nao-elementar e xog € A(G). Entao, a
orbita de xo € densa em A(G).

Demonstracao. De acordo com a proposigao 5.33, a cada ponto x € A(G) associamos
uma sequéncia {g%(20) bnen C Isom(H?). G sendo nio-elementar implica em #A(G) >
2, da onde concluimos que todo ponto x € A(G) pode ser aproximado por {g*(xo) }nen,
onde g € A(G). O

Corolario 5.19. Seja G um grupo fuchsino nao-elementar. Entio, A(G) € o fecho do
conjunto dos pontos fixos dos elementos hiperbdlicas em G.

Demonstracdo. Segue do teorema 5.8 que em G existem infinitos elementos hiperbdlicos.
Seja h € G o elemento hiperbdlico h(z) = k?z, k > 1, assim temos Flizp, = {0, 00}.
Portanto, co € A(G) porque lim, h"(z) = oo para todo z € H? — {0}. Decorre da
proposigao 5.33 que a érbita de oo esta contida em A(G) e todas a suas subsequéncias

convergem em A(G).
O

Os grupos fuchsianos subdividem-se em duas espécies, de acordo com o conjunto
limite;

Definicao 5.29. G é de 1%-espécie se A(G) = S*°, caso contrario G é de 2%-espécie .

Decorre dos resultados anteriores que quando G é um grupo fuchsiano de 2%-espécie o
conjunto limite A(G) é a unido enumeravel de arcos fechados mutuamente disjuntos em
S5°°. Exemplos de grupos de 2%-espécie serao dados na secao sobre Grupos de Schottky
e de grupos de 1%-espeécie na segao sobre Grupos Triangulares.

5.8.4 Poligonos Fundamentais

Nesta sec¢ao, descreveremos alguns resultados que visam compreender o espago quo-
ciente IHI% /G. Devido a riqueza e a complexidade do assunto, nao exauriremos a anélise
nem apresentaremos algumas das demonstracoes, as quais podem ser encontradas nas
referéncias [?] e [?]. Devido a compacidade do espago H?]I%, é mais simples a visualizacio
geométrica no disco hiperbdlico H%, embora os calculos sejam feitos em H?.
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Definigao 5.30. Seja G um grupo Fuchsiano. P é um poligono fundamental convexo
para G (abreviaremos pfc) , quando;

1. P for uma regido fundamental para G,
2. P for um dominio e &P é um poligono hiperbélico,

3. P for localmente finito, o que significa que cada subconjunto compacto de H%
intersecta um numero finito de G-imagens de P,

4. P for convexo.

Observagao. .

1. P pode ter vértices em S°°, talvez um numero infinito deles, assim como o bordo
de P também pode ter lados que sao arcos de circulo em S*°.

2. Sejam G =< g1,...,9n > € P, um (pfc) para o grupo G, =< g, >, entao
P=nN;_P;, ¢éum (pfc) para G.

Na proxima secao, veremos que todo grupo Fuchsiano admite um poligono funda-
mental convexo.

Exemplo 5.6. .

1. G =< 91,92 >, onde gl(z) =z+3e gz(Z) = Zil'

E f4cil verificar que Py = {z € H? | =3 < Re(z) < 3} é um pfc para G1 =< g1 >.
Para descrevermos Ps, o pfc de Go =< g9 >, observamos que

z 1 1
=1- = 1=
z+1 z+1 | 92(2) | |z 41|

Assim, a imagem de 0 = {z € H?;| 2+ 1|=1} por go é 7 = {z € H%;| 2 — 1 |= 1}.
Além disto, o interior de o ¢é levado no exterior de 7, enquanto o exterior de o é
levado no interior de 7. Desta forma, Py = {z € H?;| 2 +1 | > 1} n {z € H?;|
z—1|>1} é um (pfc) para Go, enquanto a regiao P = P; N Py na figura (xxx) é
im pfc para G.

2. G=<gi1,92 >, onde gi1(z) =2z e ga(z) = giig
Neste caso, temos que
3 1 1
2(2) — = |= ==
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Segue da expressio acima que go leva a regido {z € H?;| z + % |< %} sobre a
regido {z € H%| 2 — 2 |> 1}, eleva {z € H%| 2+ 3 |> 1} sobre a regido
{z € H?%;| z—3 |< 3}. Portanto, Py = {z € H%; | 243 |> $}n{z € H%;| 2—3 |> 3}
Portanto, P; = {z € H%1 <| 2z |< 2} e P = P;1 NP2 é o pfc de G, conforme a
figura (xxx).

3. Seja 7, a geodésica {z € H?;| z — (4n +2) |= 1} e 9/, a reflexdo de =, sobre o
eixo imaginario. Para cada n € N, seja g, € Isom(H?) o elemento hiperbélico que
aplica o exterior de =y, sobre o interior de 7/, isto é,

1

gn(Z) = —(471—{— 2) + m

Seja G =< g1,...,9, >. Um (pfc) para G é obtido assim: para cada n € N seja

Pp={2cH%| 2+ @n+2)|>1}n{zc H%| 2z — (4n +2) |> 1},

e P=nN2,Pp. O (pfc) para G encontra-se na figura (xxx).

Uma vez que g(P) NP é convexo, segue que ele é um segmento de geodésica, possi-
velmente vazio, ou contém 3 pontos nao colineares e o triangulo formado por eles. Se a
segunda possibilidade ocorrer, entao g(P) NP # &, o que nao é possivel. Pelo mesmo
argumento, conclufmos que para quaisquer g, h € G, onde g # h, PN g(P) Nh(P) é um
ponto.

Definigao 5.31. Seja P um poligono fundamental convexo para G.

1. Um lado de P é um segmento geodésico de comprimento positivo da forma PNg(P),
onde g € G.

2. Um vértice de P é um ponto v € P da forma v = P N g(P) N h(P), onde g,h € G
eg#h.

Observagao. Pode ocorrer que uma sequéncia de lados de P esteja sobre uma mesma
geodésica. Neste caso, dizemos que a uniao destes lados formam uma aresta de P.

Um grupo fuchsiano G é sempre enumerdvel por ser um subgrupo discreto de I'som(H?).
Decorre da enumerabilidade de G, juntamente com o fato de P ser localmente finito,
que;

1. P tem um numero enumeravel de lados e vértices,

2. Dado um conjunto compacto K C H2, apenas um niimero finito de lados e vértices
podem encontrar K,

3. OP é a uniao de lados de P,
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4. a intersecdo de um par de lados de P ou ¢é vazia ou é um vértice que esta na
extremidade de cada um dos lados.

Vamos agora entender a relagao entre G e P. Seja
G*={geG|Png(P) éum lado de P},
eseja S ={PNg(P)| g€ G*} o conjunto dos lados de P. Ao considerarmos a aplicacio
T:G"—= S, T(9)=Png(P),

observamos que, por definicao, ela é sobrejetiva e também é injetiva porque P N g(P) =
P N h(P) se, e somente se, g = h. Desta forma, a cada lado s € S podemos associar
gs = Y7(s), e s = PN gs(P). Decorre que s’ = g;(s) = PN g;'(P) também é um
ladode P e gy =g;'. Sejap:S — S, p(s) =5 = g;(s) a aplicagio de aplicacio que
identifica os lados em pares. Ela é bem definida, pois

() =g, () = (9:1) g5 (5)) = gs95 ' (s) = s.

Assim, temos uma partigdo para o conjunto dos lados de P dada por S = J{s, s'}, onde
s'=g71(s) e gs € G*.

Proposicao 5.34. Seja G um grupo Fuchsiano e P um poligono fundamental convexro
para G. Entdo, o conjunto G* C G gera o grupo G.

Demonstragao. Seja Gy o subgrupo de G gerado por G*. Seja z € H% e g € G de
forma que g(z) € P; além disto, suponha que para h € G também tenhamos que
h(z) € P. Assim, a tnica possibilidade é que h(z) e g(z) pertencem ao dP, ou seja
h(z) € PN hg ' (P). Portanto, hg~' € Gy e [g] = [h] em G/Gy. Seja ¢ : H: — G/Gy
a aplicagao definida por ¢(z) = [g], onde g(z) € P. O fato de P ser localmente finito
implica que, dada uma vizinhanga aberta V(z) de z, existe um nimero finito de imagens

91(P), ..., gm(P) tais que;

L. zegi(P)N---Ngm(P),

2. V(z) Cau(P)U---Ugn(P), ese g(P)NV(z) # &, entdao g = g;.

Portanto, se w € V(z), entao w € g;(P) para algum j € {1,...,m}, da onde ¢p(w) =
Gogj_1 = ¢(z). Consequentemente, ¢ é constante em V(z). Como H?D é conexo, segue

que ¢ é constante em H% Desta forma, assumindo que z € P, g € G e w € g~ *(P),
temos

Go = ¢(z) = ¢(w) = Gog = g€ Go.

Consequentemente, G = Gj.
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A seguir, analisaremos a geometria nos vértices para obtermos uma condicao sufici-
ente que garanta que o poligono fundamental de G ladrilhe H?.

Definicao 5.32. Seja G um grupo Fuchsiano.

1. Um ciclo C' em P é a intersecdo de uma érbita de G com P. Necessariamente, C
é um conjunto finito {z1, ..., z,} com comprimento denotado por | C' |= n.

2. Se C ={z,...,2,} é um ciclo, entao os grupos de isotropia de z; sdo conjugados
e isomorfos a Zy, para algum N € N. A ordem do ciclo C' ¢é ord(C) = N.

3. Seja C um ciclo e suponha que em z; o angulo interno de P seja ;. Entao, o

angulo do ciclo C é 0(C) =61 + --- + 0,,.

Proposicao 5.35. Seja G um grupo Fuchsiano e P um poligono fundamental convexo
para G de G. Entao, para todo ciclo C C P temos

27
ord(C) = ——.
(@) @)
Demonstracio. E imediata, caso contrério nao existiria um (pfc) P para G. O

Inicialmente, suponhamos que o ciclo C nao contém nenhum elemento que seja ponto
fixo de uma isometria eliptica pertencente a G; neste caso dizemos que C' é um ciclo
acidental . Ciclos acidentais sao caracterizados pelo fato que 6(C) = 0y + - - - + 0,, = 2,
n =| C'|; por isto, podemos classifici-los pelo comprimento;

1. C ={z}, entdo 0; = 2w, da onde z € P,

2. C ={z1,22} 01 =0 = m, uma vez que 0 < §; < 7. Assim, z; é um ponto situado
no interior de uma aresta

3. Segue que se z é um vértice acidental, entao o comprimento do ciclo de z é maior
ouigual a 3 (] C |> 3).

Observacgao. E conveniente considerarmos os pontos fixos elipticos como vértices de
P. E uma questao de conveniéncia considerarmos os pontos elipticos de ordem 2 como
vértices ou nao; conforme mostra o exemplo G = {I, g}, onde g(z) = —1/z. Neste caso,
P = {z € H?;| z |< 1}. Podemos considerar que P tem um lado dado pela geodésica
ligando —1 a 1 e nenhum vértice, ou considerar que P tem um vértice em z = i e dois
lados que formando a aresta {z € H?;| z |= 1}.

Quando o grupo fuchsiano é de 1%-espécie o poligono fundamental convexo P é um
subconjunto limitado de H?. Quando ele é de 2%espécie P pode ter um conjunto enu-
meravel de arestas sobre S com medida euclideana finita, tais arestas sao denominadas
de lados livres de P ; cada um deles é um intervalo fechado. Quando um vértice v de
P pertence a S dizemos que é um vértice préprio sempre que v for a extremidade de
dois lados em P, e de vértice improprio quando ele for a extremidade de um lado livre
de P. Em ambos os casos, v é um vértice de P no infinito. (figura 9.3.2)
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5.8.5 Poligonos de Dirichlet. Teorema de Poincaré

Nesta secao, apresentaremos, sem demonstra-los, dois resultados fundamentais para
a teoria dos grupos Fuchsianos: O teorema de existéncia de um poligono fundamental
convexo e o teorema de Poincaré. Para maiores detalhes recomendamos as referéncias [?]
e [?].

Seja G um grupo Fuchsiano agindo em H% e sejaw € H% um ponto que nao é ponto
fixo de algum elemento eliptico de G. Para cada g € G, g # I, definimos

Lg(w) = {z € Hp | dyp (2,w) = dypz (2, 9w)}, Hg(w) ={z€Hp | dy (2,w) < dyz (2, gw)}
Observagao. Ly(w) é a geodésica mediatriz dos pontos w, g(w) € H%, enquanto Hg(w)
é um semi-plano, portanto convexo.
Definicao 5.33. O poligono de Dirichlet D(w) com centro em w € H% que ¢ associado
aGé
Dw) = () Hylw) (59)
geG

Um fato importante é que para todo elemento h € Isom(H3), h(D(w)) = D(h(w)).

Teorema 5.10. O poligono de Dirichlet D(w) € um poligono fundamental convero para

G.

Corolario 5.20. Se wy e we forem pontos que ndo sejam pontos fixos de elementos
elipticos de G, entdao os espagos quocientes D(w1)/G e D(w2)/G sdo homeomorfos.

Assim, a cada grupo Fuchsiano G podemos associar um poligono fundamental con-
vexo Pg que ladrilha H?. O conjunto de geradores de G definem os lados de Pg e
determinam os pares de lados que sao identificados, o que nos permite descrever o orbi-
tal Pg/G. A condicdo geométrica necessaria para P ladrilhar H? é a seguinte;

Condigao (V) - Para todo ciclo C C dPg, a soma dos angulos internos do ciclo é da
forma 0(C) = 2%, onde N = ord(C).

O Teorema de Poincaré afirma que a reciproca é verdadeira, ou seja, a condicao
(V) também é suficiente. Antes de enuncii-lo, vamos considerar sobre um poligono
hiperbdlico P uma particdo do conjunto de lados S;

S=[J{s. s} (5.10)

Agora, seja Gg = {g € Isom(H?) | s = PNg(P),s € S}. Dizemos que G5 é subordinado
a particdao 5.10 se Gg admite uma particao

autor: Celso M Doria 191




5.8. GRUPOS DISCRETOS DE 1SOM (H?) Celso M Doria

GS = U {gsags_l}a

gs7#1
onde, s =P Ngs(P) e s =PnNg;'(P).

Teorema 5.11. (Poincaré) Seja P um dominio convezo em H? de tal forma que OP €
um poligono hiperbdlico. Seja S = {s C IP | s € lado de P} e seja S = |J{s,s'} uma
particao de S em pares de lados. Suponha que

1. Gg = {g € Isom(H?) | PN g(P) C S} é um conjunto de isometrias de H?
subordinadoa particao S = \J{s, s'},

2. a condi¢io (V) € satisfeita.

Entao, o grupo G gerado por Gg é um grupo Fuchsiano e P € um poligono fundamental
convezo para .

5.8.6 Regiao de Nielsen

O poligono fundamental convexo de um grupo fuchsiano de 1%-espécie é um subcon-
junto limitado de H?, quando G é de 2%-espécie surgem vértices e arestas no infinito.
Na proposi¢ao 5.31, mostramos que, num grupo fuchsiano, ndo podem existir um ele-
mento hiperbdlico h e outro parabdlico g com Fizy, N Fizy = {20}, sendo < g,h > nao
é discreto.

Definigao 5.34. Um arco de discontinuidade para um grupo fuchsiano G é um arco em
5S> sobre o qual a acdo extendida de G sobre H? é discontinua.

Quando G é de 2%espécie vimos que S — A(G) é uma unido enumeravel de arcos,
cada um sendo um exemplo de arco de discontinuidade. Um arco de discontinuidade C,
conforme a figura (xxx), define uma geodésica ¢ que divide H? em dois semi-planos, seja
H}j o semi-plano cujo bordo é C' U~v¢ e H% o seu complementar. Se G é de 2%-espécie,
S5°° é a uniao enumeravel de arcos C; sobre os quais a acdo de G é discontinua; sejam
v; as respectivas geodésicas definidas pelas extremidades de C;, e H; o semi-plano cujo
bordo é C; U~;. Como a colecio {7;}ien é G-invariante, a colegio {H?};cn também é
G-invariante. Devido a possivel existéncia de pontos fixos em S, a uniao dos arcos de
discontinuidade é um subconjunto aberto de S.

Definigao 5.35. Sejam G um grupo fuchsiano nao elementar de 2%-espécie agindo sobre
H? e {C;}ien uma colecio de arcos discontinuos associados & G. A regido de Nielsen
associada a G é a regiao

Ne =) H? (5.11)

Se G for de 1%espécie definimos Ng = H?
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N¢ é o menor conjunto G-invariante aberto e convexo em H? . Geometricamente,
Ng corresponde ao espaco H? cortado ao longo das geodésicas ;. Cada uma das compo-
nentes de (H? — Ng)/G é homeomorfa a um cilindro cujo bordo é formado pelas curvas
Ci € -

H&a dois tipos de elementos hiperbdlicos que, por motivos geométricos, merecem
atencao:

(a) os elementos hiperbdlicos simples, definidos em 5.27.

(b) os elementos hiperbdlicos de bordo , que sao aqueles deixam invariante algum arco

de discontinuidade. Estas isometrias existem apenas quando G é de 2%-espécie.
Neste caso, temos

S —AG) = U I;, I; C S é um arco fechado,
i=1

e a translacao de cada I; sobre S* define um elemento hiperbédlico de bordo.

Proposicao 5.36. Seja G um grupo fuchsiano finitamente gerado. Entdo,

1.

existe um numero finito de classes de conjugacao de subgrupos ciclicos gerados por
elementos hiperbolicos de bordo.

podem existir infinitas classes de conjugacdo geradas por elementos hiperbdlicos
stmples.

Demonstracao. .

1.

G sendo finitamente gerado implica que o (pfc) P possui um nimero finito de lados
livres si,..., Sy, onde cada lado s; pertence a um intervalo de discontinuidade Cj.
Seja h; o elemento hiperbdlico de bordo que deixa C; invariante. Agora, considera-
mos h um elemento hiperbélico de bordo que deixa o intervalo de discontinuidade
C invariante. Como C' é um arco de dicontinuidade para G, existe g € G tal que
C € g(P). Desta forma, g~1(C) = C;, para algum 1 < i < n , e gh;g~! deixa C
invariante, da onde temos que h = g~ 'h;g. Portanto, todo elemento de bordo é
conjugado a um dos h;.

. Neste item, basta construir um exemplo. Seja G' o grupo fuchsiano gerado pelos

elementos hiperbdlicos f e g obtidos pela identificagoes dos lados de um poligono
P de 4-lados e vértices vi,v9,v3,v4 € S, como mostra a figura 10.3.1. Segue
da geometria da agdo que f e g sdo elementos hiperbdlicos simples e primitivos.
Agora, consideramos o poligono P; com vértices vy, v3, vg, v5, onde vs = f(v1),
e observamos que pelo teorema de Poincaré ele também é um (pfc) para G. As
identificagoes dos lados de P; sao f e fg, ambos elementos hiperbdlicos, simples
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e primitivos. Este processo gera a sequéncia {f"¢g}, onde todos sdo hiperbdlicos,
simples e primitivos. Além disto, apds normalizarmos f na forma

A )

temos tr(f"g) = k"a+ k:ln' Portanto, a sequéncia tem uma infinidade de elementos
hiperbdlicos, simples e primitivos que nao sao conjugados.

O]

O significado geométrico da proposicao acima, quando G é finitamente gerado, é que
H?/G tem um nimero finito de fins e existem infinitas geodésicas fechadas mutuamente
nao homotopicas.

5.8.7 Grupos de Schottky

Sejam Cf, C’i, ... Ch, C’; uma colecdo de geodésicas circulares em H? limitando uma,
regiao R € H2. Assuma que a cada par de geodésicas {Ck,C,;} existe uma isometria
fir. € Isom(H?) tal que fx(Cy) = Cy e fa(R)N R = @.

Definigao 5.36. O grupo G =< fi,..., f, > obtido a partir da familia de geodésicas
circulares descrita acima é um Grupo de Schottky se, para cada k = 1,...,n, a isometria
fx leva o exterior de C, sobre o interior de C’,;.

Exemplo 5.7. Seja n o nimero de geradores de G e k o nimero de classes de conjugagao
definidas por elementos hiperbélicos de bordo em G. Todos os exemplos a seguir sao de
grupos de 2%-espécie.

1. {C1,C} e G =< f1 >,
onde C; = {z€eH%|z2—-1|=1},C;, ={z € H%| z—-5|=3} e fi(z) = B8
Neste caso, f1 é hiperbélico e H?/G é um cone com vértice em z = 2, conforme a

figura (xxx).

2 {C1,Cl} e G=< fi >,
onde Ci = {z € B%| 2~ 1|= 1}, €] = {z € B%| 2= 3|= 1} e i(s) = ¥
Neste caso, fi é parabdlico e H?/G é um cone com vértice em z = 2, conforme a

figura (xxx).

3. {Clvc’i}eG:< fl >,
onde Cy = {z e H%| 2 —1|=1}, C; = {z € H%| 2 = 5 |= 1} e fi(z) = =5

z

Neste caso, f1 é hiperbélico e H?/G é um cilindro, conforme a figura (xxx).

4. {Cl,C’i,Cg,C;} e G =< fi1, fo >, onde os circulos encontram-se desenhados na
figura (xxx). O espago quociente H2/G é um toro menos um ponto no infinito.
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5. {C1, Ci,CQ,Cé} e G =< fi1, fo >, onde os circulos encontram-se desenhados na
figura (xxx). O espaco quociente H?/G é homeomorfo & uma calga.

6. {C1, Ci,CQ,Cé} e G =< fi1, fo >, onde os circulos encontram-se desenhados na
figura (xxx). O espago quociente H?/G é homeomorfo & um toro menos um disco.

7. {C1,C, ..., Cn,Co} e G =< fi,..., fn >
Suponha que E’g“ = H?/G ¢é uma superficie de genus g e cujo bordo tem k compo-
nentes, k£ > 0. A superficie dobro de E’; ¢é a superficie

S = SF U Bk (5.12)

obtida ao identificarmos as componentes do bordo pela aplicacao identidade id :
82’; — 8279“. O genus de X, é n, enquanto o genus de Z’; Usd Elg“ é29+k—1.
Consequentemente,

1
gzi(n—k—i—l), n>1k>1. (5.13)

Exercicio 5.19. .

1. Considere 1 <n <6 el <k <6 e construa uma tabela para o genus. Desenhe
cada uma das superficies obtidas a partir da tabela.

2. Prove que o genus de X, em 5.12 é n. (dica: construa X, identificando os lados
do (pfc) de G)

5.8.8 Superficies de genus g > 2

Pelo fato dos grupos Fuchsianos finitamente gerados serem de maior interesse para a
teoria das superficies compactas, observamos que G G ¢ finitamente gerado se, e somente
se, todo poligono fundamental convexo de G tem um numero finito de lados.

A seguir, definiremos a configuragdo de um grupo Fuchsiano. Para isto, considere
r o numero de classes de conjugagao de subgrupos elipticos, p o nimero de classes de
conjugacao de subgrupos parabdlicos e h o nimero de classes de conjugacao de subgrupos
gerados por elementos hiperbdlicos de bordo. Também considere que:

n=#G*, G* é o conjunto de geradores de G (5.14)
1
gzi[n—(h+p)+1], (5.15)
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Definicao 5.37. A configuracao de um grupo Fuchsiano G, finitamente gerado, é

(g:m17"'am7':p:h)7

onde cada parametro é nao-negativo e m; > 2.

Devido ao teorema da classificagao das superficies 77, se a configuracao de um grupo

fuchsiano G for (g : my,...,m, : p: h), entdo ele tem uma apresentagao
g 3
G=< al,bl,...,ag,bg,cl,...,ch/,dl,...,dp,el,...,er : H[ai,bi] HCdel =1,
i=1 j=1 I=1
5.16)
et =-=em=1>. (5.17)
Teorema 5.12. Para uma dada configura¢io (g : my,...,m, : p : h) existe um grupo
Fuchsiano finitamente gerado se, e somente se,
d 1
2g — 2 h 1—— >0 5.18
g—2+p+h+> ( mj) (5.18)

j=1

Demonstracdo. .

1. (&)
Vamos comecar construindo um poligono fundamental convexo em ]HI% e provar
que a condicao (V) em 5.8.5 é satisfeita. Sejam d > 0 e C4 a circunferéncia com
centro na origem e raio d. Marcamos sobre Cg 49+ 1+ p+ h vértices eqiiidistantes,
conforme mostra a figura (xxx); assim, os vértices sdo

RBly e -5 R4gy RAg+1s - - -y RAg+rs Bdg+r+1s - - -y RAg+r+p) Fhg+r+p+1ls - - -y FAg+r+pth-

Se 1 < i < 49, a cada par de vértices adjacentes z;, z;+1 construimos o segmento
geodésico z;ziy1. Se 4g+1 < j < 4g +r + 1, marcamos os pontos wf equidistante
dos vértices zj, zj11 e de tal forma que o angulo formado pelos segmentos zjwy; e
wjsz mede 27/m;. O mesmo é feito para obtermos o ponto w¢, onde o angulo

formado pelos segmentos zigy,w¢ € WEzigtr41 mede 27/m,. Analogamente, se
4g+r+1 < j < 4g+r+p+1, marcamos os pontos w? € 5% de maneira eqiiidistante

dos vértices e de tal forma que o dngulo formado pelos segmentos ZjwP ;e wPjzq1
seja 0. Sedg+r+p+1<j<d4g+r+p+h+1 (2ag4r4p+rh1 = 21), MArcamos
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h h 00 : PN} . h 3
0s pontos wyy, Wy, sobre S°° de maneira que os segmentos ZjWjy € Zj41, Wjy sejam
—_— —_—

congruentes e os angulos Oziwgll e Oziw;?z, indicados na figura xxx, megam
1+d

Y 2d

Seja Py a regiao convexa de H% limitada pelo poligono hiperbédlico cujos vértices
sao os pontos

e e e
Py Zhg1s WY, 24g+2, WY, « « 5 Zdgr, W, (5.19)
P
Z4g+r+1, Wy, Z4g4+r+25 - - - 5 Rdg+r+p> wgv (520)
h h h h
Zagrp s W11, W12 ZAgrip+2 - - ZAgtrp+hy Whis Wha- (5.21)

Consideramos S o conjunto dos lados de 9P, e Gg o conjunto das isometrias que
realizam as identificacoes dos lados, definidas assim;

(a) as identificagoes dos 4¢g lados Z123, . . ., Zag—124g, Zag2ag+1;

hi(z1%2) = 7321, h2(%223) = Zazs, h3(Z5%6) = 7728, ha(ZeZ7) = Z7%9

h2g—3(z4g—7z4g—6) = Z4g-—-524g—4, h2g—2(z4g—624g—5) = Z4g—4%249-3,

hog—1(Zag—37ag—2) = Zag—124g, hog(Zag—2Zag—1) = ZagZag+1-

(b) as transformacoes elipticas e; com centro em w{ e angulo de rotacao 2m/m;;

61(Z4g+1w1) = wa4g+2, s 7€T71(Z4g+r71w:71) = wﬁflzéngrra

er(24g+rWE) = WEZagtr1,

(c) as transformagcoes parabélicas p;, com centro em w! € S§°;

Py _ D i _ P
p1(24g+r+1w1) = Wy 24g+25 - 7pp—1(z4g+7’+p—lwp_1) = Wp_1%4g+r+p>

Py _ P
Pr(Zag4r4pWp) = WpZagirip+1,

(d) as transformagoes hiperbdlicas b; (elementos hiperbdlicos de bordo), que le-

vam o segmento geodésico ziwzhl sobre zi+1w?2 e o interior do circulo definido

por ziw?l sobre o exterior do circulo definido por zi+1w2}-‘2, onde 4g+r+p+1 <
i <4g+r+h+1ezagiriprhir = 215
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Desta forma,

Gs = {hi,h; ' ej e pepy b b | 1<i<g,1<j<r1<k<p1<I<h}
(5.22)

Agora, precisamos verificar a condi¢ao (V') em 5.8.5 para cada um dos ciclos. Os
ciclos sobre 0P, sao os seguintes:

(a) Cr={z1,...,24g, -, Zag+r+p+h}, ¢ um ciclo acidental;
(b) Cy = {ws}, ..., Crp1 = {wt}, sdo ciclos formados pelos vértices dos elementos
elipticos;
[P LRl eEe o -t
(¢) Cry2 = {wi}, ..., Cripr1 = {wr}, sdo ciclos formados pelos vértices dos

elementos parabdlicos;
(d) Cripro = {wh, Wb}, ..., Crgprn = {wh,wh,}, sdo ciclos formados pelas
extremidades dos lados livres de P.

De acordo com a hipdtese do Teorema de Poincaré;

(a
(b
(c
(d

a soma dos angulos internos do ciclo acidental C; tem que ser 2,
para cada ciclo eliptico C; a soma deve ser 27 /m;,

para cada ciclo parabdlico deve a soma deve ser 0,

~— — ~—

para cada ciclo hiperbdlico de bordo a soma deve ser .

E suficiente verificarmos a condigao (V') apenas para o ciclo C1, uma vez que os
outros ciclos a satisfazem trivialmente. Ao ligarmos, por uma geodésica, a origem
a cada um dos vértices em 5.19 obtemos uma particdo do poligono hiperbélico P
da seguinte maneira, como mostra a figura (xxx);

(a) 4g tridngulos A; = AOz;z;+1 com vértices O, z; e zj11, 1 <i <4g+ 1. Os
~ . — — — .
angulos internos z;0z;y1, Oz;z;11 € Oz 12; medem 6, a e «, respectivamente.
Com a excegao de 0, que é fixo por construcao, a medida de cada um dos
outros angulos varia continuamente com d. Em cada um dos triangulos A;,

ao considerarmos o triangulo obtido tracando a altura relativa a base, temos
a relagao

cosh(d) = cotg(0/2)cotg(a), (5.23)

Portanto, quando d = 0 temos tg(«) = cotg(0/2) e a = w/2 — 0/2, enquanto
limg_ oo a = 0.

(b) r quadrildteros [} = DOz4g1jw§2ag+j+1 com vértices O, zagyj, WS € 24g+j+1,
S i J =
1 < j < r. Os angulos internos z4g4;0z4g+j+1, 024g+jwje., ZAg+j W5 Z4g+j+1 €

—_—
wje-z4g+j+10 medem 0, 5, 2m/m; e [3;, respectivamente. Os angulos 3; variam
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()

continuamente com d. Ao ligarmos a origem a wj obtemos um triangulo onde
vale a relagao

005(9/2)005(ﬁj) + COS(TF/mj) )

cosh(d) = sen(0/2)sen(5;)

(5.24)
Assim, quando d = 0 temos cos(8/2 + ;) = cos(m — 7 /m;) e

lm fj = —m/m; —0/2,  lim §;=0

p quadriliteros 0% = DOzigir4jw’ 2agirtj+1, 1 < j < p, com vértices O,
—_—

—
P A ; p
Z4gtrtjs Wi € Zagtrtj41- Os angulos internos z4g4r4;024g+r+j+1, 024g+r+jwj,

—

—_—
P P :
Z4gtr4jW; Zagr4j4+1 € W5 Z4g+r+j+10 medem 6, v;, 0 e v}, respectivamente.
No triangulo construido ao ligarmos a origem a w? vale a relagao

cos(0/2)cos(v;) + 1

cosh(d) = sen(0/2)sen(v;)

(5.25)

Assim, quando d = 0 temos cos(0/2+ ;) =1e

lim~y;, =7 —60/2, lim v; = 0.
lim y; =7 /2, Jim

1 2 h s h . _
h quadrilateros U"j = UOzag4riptj W) 2ag4rip+jt1, 0 < J < h,onde zagiripini1 =
—_—
z1. Os vértices O, z4g4, w;f e z4g+j+1.- Os angulos internos 24940249+ j+1,
— e /e\ e ——— .
Oz4g+jwj, Z4g+j Wi Zag4j+1 € wj24g+j+10 medem 6, 6;, 0 e 6, respectiva-

mente. Analogamente, no tridngulo cosntruido ao ligarmos a origem a wi‘j,
vale a relagao

cos(01)cos(0;) + 1
sen(61)sen(d;)

cosh(d) = (5.26)

Tendo em vista que 6; = 6 se d =0 e limg_, 01 = 6/2, temos

limd;, =7 —0/2 lim 6; = 0.
fm oy =m—9/2, Jim o;

Portanto, o angulo 6(C1)(d) do ciclo C; mede

0(C1)(d) = 8ga +2(B1 + -+ Br) +2(y1 + - + ) + 2(d1 + -+ + In).

Vejamos que existe um valor dy para o qual 8(C1)(dy) = 27. Para isto, considera-
mos as seguintes situacoes;
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(a) d=0.
Neste caso,

1 or
ﬁl"’ +57’—7T7"—7T'Zm7j—?:ﬂ'
7j=1
0
nttp= (-5 )P
0
01+ 4+ = T3 h.
_ 2 =
Levando em conta que 0 = T ipTh entao

.
1
Qg+p+h+§:<1—np

j=1 J

0(C1)(0) = 27

T
29— 2+p+h+)
j=1

=27

_97“

) —(4g+r+h+p)d=

1— —

1
) + 27.
ey

J

Consequentemente, segue da hipétese que 6(C1)(0) > 27.

(b) d= .
Pelo que vimos, neste caso é imediato que

lim 0(C1)(d) = 0.

d—00

Como 60(C1)(d) é continua na varidvel d, concluimos que existe um valor dy €
[0, 0] para o qual 8(C1)(dg) = 2m. Portanto, pelo teorema de Poincaré aplicado
ao poligono Pg,, construido sobre a circunferéncia Cg,, 0o grupo G gerado pelo

conjunto das transformacoes Gg é um grupo Fuchsiano.

poligono fundamental convexo para G.

- (=)

Além disto, Py, € o

Vamos calcular a area do poligono Py,. Para isto, observamos que existem 4g +

2r 4+ 2p + 3h lados e a soma dos angulos internos é
T T T

27 27

ikl , h = 2

Segue da féormula 5.7 que
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-
A=ldg+2r +2p+3h — 2 — 3 = + 21 + 7h] =

ms
i=1

:27r[2g—2+p+h+i<1—27r)].

me
i=1 v

Consequentemente,

T
2
29—2+p+h+z<1—ﬂ> >0

my;
i=1 g
O

Observacao. O teorema acima responde unica e exclusivamente a questao sobre a
existéncia de um grupo fuchsiano com determinada configuracao, ele nao responde
questoes sobre a relagdo entre os grupos cujos espacos quocientes sejam homeomor-
fos entre si. De fato, como mostra o exemplo abaixo, os espacos quocientes podem
ser homeomorfos e, por isto, os grupos sao homeomorfos, porém nao sao conjugados
como subgrupos de Isom(H?). Para melhor compreender esta questio, recomendamos
a leitura do capitulo I em [?].

Exemplo 5.8. {C’l,Ci?Cg,C'é} e G =< fi, fa >, onde os circulos encontram-se de-
senhados na figura (xxx). O espaco quociente H?/G é homeomorfo & uma calca. O
isomorfismo entre os grupos pode ser entendido através da figura (xxx)

Exercicio 5.20. Seja G um grupo fuchsiano finitamente gerado de 1%-espécie e seja P
um (pfc) para G. Suponha que P tem N pares de lados distintos identificados;

1. Se a configuracdo de G é (¢ : my,...,my), 1 < m, < oo, mostre que N <
12g + 4n — 6.

2. Se a configuragao de G é (g : 0), mostre que N > 4g e dé um exemplo onde o limite
inferiror é atingido.

3. Se a configuracao de G é (g : my,...,my), n > 0, mostre que N > 4g + 2n — 2
e dé um exemplo onde o limite inferior é atingido. (dica: considere que P tem
n ciclos elipticos ou parabdlicos e a ciclos acidentais. Se cada ciclo C; tem | C; |
vértices entdo N = Y1 | C; |; além disto, 0 < a < ¥z Agora, use a férmula
da Caracteristica de Euler)

4. Sejam G, G subgrupos finitamente gerados de Isom(H?). Se H? /G homeo H? /G,

180 . . ~ s .
mostre que G; ~ G5. (dica: demonstre o teorema de classificagao das superficies
compactas e mostre que a férmula 5.16 é verdadeira)
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5.8.9 Grupos Triangulares

Seja A(a, 8,7) um tridngulo hiperbélico com vértices A, B e C, e angulos internos
medindo «, 8 e 7, repectivamente. A férmula da drea de um tridngulo hiperbdlico
A(a, ,7), obtida em 5.36, é

AD) =7 — (a+ B +7).

As reflexOes r1, ro e r3 sobre os lados do tridngulo geram o grupo é(a, B,7v) =<
r1,T2,73 > . Embora as transformacoes pertencentes a é(a, B,7) sejam isometrias de
H?2, vamos nos restringir ao subgrupo G(a, §,7) =< TaT8, TR~ T4Ta >, de ordem 2 em
é(a, B,7), porque seus elementos preservam a orientacao (sao conformes) e, por isto,
ele é um subgrupo de PSI(2,R). Desta forma, os geradores de G(«, 3,7) sao elementos
elipticos ou parabdlicos, tendo como centro os vértices de A(a, 3, 7), pois

rorg(A) = A, r3ri(B) =B rre(C) =C.
Devido as relacoes elementares

(rirj)*l =711y, Torz= (r172) H(ryrs) 7L,
segue que G(a, 8,7) =< rirg,r1r3 >.

De acordo com ?7, para que G(a,f,7) seja um grupo discreto é necessario que
existam p, q,r € N tais que

7r T
o= —, B = 7=
p q r
Porém, a férmula da area impoem a condicao
1 1 1
1—<—|—+>>0, (5.27)
p q T

aos valores assumidos por p, g e r. No que segue, sejam

) ) ) )

G(p,q,7) = G(

3
<13

), Ap,q,r) = A(

S 3

) (5.28)

S
=
S

Ao assumirmos que p < ¢ < r, a primeira 3-upla possivel é (2,3,7). O Teorema
de Poincaré implica que G(p,q,r) é um grupo discreto e P = A(p,q,r) Uri1A(p,q,7) é
um (pfc) para G(p, q,r). Portanto, o (pfc) de G(p, q,r) é um quadrilétero cujos vértices
formam 3 ciclos distintos, digamos C),, Cy e C;, sendo que um deles contém 2 vértices.

Definicao 5.38. Um grupo triangular hiperbélico é um do grupo do tipo G(p,q,r),
onde p<g<rpertencema e Ne2 <p<o0,3<g<0e?7<r<oo.
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Ao contrério do que ocorre nas Geometrias Euclideanas e Esféricas, na Geometria Hi-
perbélica a férmula da drea permite a existéncia de infinitos triangulos do tipo A(p, ¢,7),
p,q,7 € N. Devido ao fato que a primeira 3-upla possivel é (2,3, 7), segue que A(2,3,7) é
o tridngulo com a menor area possivel. Como todo poligono hiperbdlico com um nimero
finito de lados que nao sejam livres pode ser subdividido em triangulos hiperbdlicos,
segue que todo subgrupo discreto de Isom(H?), de 1%-espécie, ndo-elementar é subgrupo
de um grupo triangular. Assim, a drea de um poligono fundamental associado a um
grupo Fuchsiano é sempre maior ou igual ao dobro da area de um tridangulo hiperbdlico
do tipo A(p,q,r), ou seja, A(p,q,r) Ur(A(p,q,r)) C P, onde r é a reflexdo sobre um
dos lados de A(p,q, 7). Assim sendo, temos o seguinte resultado;

Proposicao 5.37. Para todo grupo Fuchsiano ndo-elementar G de 1%-espécie, com
poligono fundamental P, seque que

T

A(P) > oTh

[t

A igualdade € precisamente quando P tem a configuracao (0 :2,3,7;0;0).
Exemplo 5.9. .

1. G(2,3,7) (figura).

2. G(2,3,8) (figura).

3. Sejam T3 e Ty os dois triangulos ilustrados na figura 10.6.1. Assim, os angulos
internos de T sao 7/2, /3 e 0, enquanto em T temos angulos internos 27/3, 0,
e 0. Com isto, é claro que 71 = A(7/2,7/3,00). Ao considerarmos as seguintes
reflexdes;

r1:sobre areta x =1/2, 7ri(2)=—-2+1
r9 : sobre o segmento | z |[= 1, 1ro(z) =1/Z
n : sobre o segmento x =0, n(z)= —%,

T : sobre o segmento x =1, 7(2)=—2z+2;
os grupos triangulares associados a 17 e T» sao

Gi1=<ry,r9,m> e Gog=<r1,7r2, T >, respectivamente.

Decorre da igualdade nri(z) = ri7(2) = 2z — 1 que n € Gy e 7 € G1. Consequente-
mente, G1 = Go. Porém, a relacdo entre as areas

A(T) = 2.A(Ty),
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revela que 75 nao é o poligono fundamental para GG;. Portanto, G2 é um grupo
triangular do tipo G(m/2,7/3,0).

Os grupos triangulares sdo muito simples de serem descritos e muito simples de serem
caracterizados;

Proposicao 5.38. G € um grupo triangular G(p, q,r) se, e somente se, G € de 1*-espécie
e tem configuragao (0 : p,q,r).

Demonstracgao. .

(=)

Suponha que G = G(p,q,r). A regiao A(p,q,7) Ur(A(p,q,7)) C P, onde r é a
reflexdo de sobre um dos lados de A(p, ¢,7), é um (pfc) de G e, pelo teorema de
Poincaré, G é um grupo fuchsiano. Obviamente, G é de 1%-espécie. As isometrias
g =riry e h =rir3 geram G e satisfazem as relacoes

g =h= (g =T.

Portanto, < g >, < h > e < h™'g > representam classes de conjugacio elipticas
ou parabdlicas. O genus de H?/G, igual ao genus de P/G, é g = 0, pois

2-29=3-2+1 = g=0.

2. (<)
Suponha que G é um grupo discreto com configuragao (0 : p,q,r). Vamos assumir
que P é um (pfc) para G com os ciclos Cp, Cy4, C,, correspondendo as classes
de conjugacao elipiticas ou parabdlicas, e C7,...,C} correspondendo aos ciclos
acidentais. O fato de GG ser de 1%-espécie implica na inexisténcia de lados livres. A
area de P ¢

A(P) = 2r [1 - (1 + 1y 1)] . (5.29)

p q T

Seja | C'| o nimero de vértices pertencentes ao ciclo C; lembramos que | C¢ |> 3,
1 <4 < k. Fixando um w € P e ligando-o a cada um dos vértices de P, decorre
da férmula da area

k
1 1 1
A(P):n<ycp\+\qu+|C,«\+Zny\—2)—[27rk+27r<p+q+)].

i=1 r
(5.30)
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Igualando as expressoes 5.29 e 5.30 obtemos
k
(1C | -D+(Cel D)+ (Cr | -1+ (1CF] -2) =1,
7=1

onde cada um dos termos é um inteiro nao-negativo. As tinicas possibilidades sao
as seguintes:

(@) |Cpl=1,1Cy|=1,|Cr|=2¢e|C¢|=0, para todo 1 <i < k.
(b) |G =1 Cq [=| Cr|=1e|CF |=3

No caso (a), representado na figura 10.6.3, temos 4 vértices e, por isto, o poligono
¢ um quadrildtero. No caso (b), representado na figura 10.6.4, o poligono é um
hexagono com 3 vértices formando um ciclo acidental e 3 vértices correspondendo,
cada um deles, a um ciclo eliptico. O hexagono pode ser tranformado num qua-

drilatero fundamental do grupo G.
O

Exercicio 5.21.

1. Mostre que se G < isom(H?) é um subgrupo discreto que contém um grupo trian-
gular G(p, q,r) como subgrupo, entdo G' é um subgrupo triangular.

2. Mostre que todo subgrupo de 1%-espécie é um subgrupo de um grupo triangular
hiperbdlico.
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