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Resumo

O objetivo deste trabalho € apresentar um pouco da teoria das Equagdes Diferenciais Parciais de
modo a motivar o seu estudo por parte dos professores em formacao, evidenciando a relagao en-
tre essa teoria, a interdisciplinaridade e a modelagem matematica, que sdo conceitos de grande
importincia na atuacdo do docente. Para tanto, foi realizada uma revisao bibliogréfica priori-
zando os pontos necessarios para o estudo do fendmeno de conducdo do calor. Foram expostos
os conceitos basicos da teoria; utilizando-os juntamente com conceitos fisicos, apresentamos a
constru¢do da equacdo do calor e destacamos algumas das formas gerais que a equacdo pode
assumir. Apresentamos entdao o método de separacdo de varidveis para resolucdo da equacdo
nos problemas de conduc@o unidimensional em regime transiente e condu¢cdo bidimensional
em regime estaciondrio. Para o problema de conducao unidimensional, abordamos os métodos
numéricos e exemplificamos o uso dos métodos de resolucio apresentados. Com base nisso,
buscamos mostrar como a interdisciplinaridade e a modelagem matemdtica podem auxiliar na
compreensao dos conceitos matematicos envolvidos e como o uso dessas ferramentas pode oti-

mizar a atuagdo do professor em sala de aula.

Palavras-chave: Equacdes diferenciais parciais, equagdo do calor, métodos de resolucao.



Abstract

The aim of this work is to present a little of the theory of Partial Differential Equations in order
to motivate their study by the teachers in training, evidencing the relationship between this the-
ory, interdisciplinarity and mathematical modeling, which are concepts of great importance in
the teacher’s performance. Therefore, a bibliographic review was done prioritizing the neces-
sary points for the study of the phenomenon of heat conduction. The basic concepts of theory
were exposed; using them together with physical concepts, we presented the construction of
the heat equation and highlight some of the general forms that the equation can assume. We
then presented the method of separation of variables to solve the equation for transient one-
dimensional conduction and two-dimensional steady-state conduction problems. For the one-
dimensional conduction problem, we approached the numerical methods and exemplify the use
of the presented resolution methods. Based on this, we tried to show how interdisciplinarity and
mathematical modeling can help in understanding the mathematical concepts involved and how

the use of these tools can optimize the performance of the teacher in the classroom.

Keywords: Partial differential equations, heat equation, solving methods.
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1 Introducao

A histodria das equacdes diferenciais estd diretamente relacionada aos estudos de fend-
menos naturais, tendo em vista que esses constituiram a motivagao para o seu desenvolvimento.
Bassanezi e Ferreira [ 1] mencionam as equagdes diferenciais como um ramo da matemadtica que
possui grande proximidade e interacdes com outras ciéncias desde sua origem, que se confunde

com a do Célculo Diferencial e Integral e da Mecanica Classica.

Além disso, segundo Boyce e DiPrima,

“muitos dos principios, ou leis, que regem o comportamento do mundo fisico
sdo proposigdes, ou relacdes, envolvendo a taxa segundo a qual as coisas acon-
tecem. Expressas em linguagem matematica, as relacdes sdo equagdes e as ta-
xas sao derivadas.”([2], p.1)

Assim, as equagdes diferenciais assumem papel de grande importancia nas descri¢des
de fenomenos da fisica, biologia, quimica, estatistica e engenharia, dentre outras dreas, dadas
na forma de modelos matematicos.

Segundo Bassanezi, “a modelagem matemadtica utilizada como estratégia de ensino-a-
prendizagem € um dos caminhos a ser seguido para tornar um curso de matematica, em qualquer
nivel, mais atraente e agradavel” ([3], p. 15). Logo, ela possui, de fato, grande importincia na
formacdo de professores. O estudo de equagdes diferenciais € dos modelos que elas propiciam
amplia a visdo do futuro professor em relacdo aos métodos de ensino e a modelagem como
ferramenta a ser utilizada com seus alunos.

Diversos fendmenos e situagdes podem ser estudados e descritos utilizando equacdes
diferenciais: crescimento populacional, decaimento radioativo, lancamento de um objeto, queda
de um corpo com resisténcia do ar, conducio do calor em uma barra, juros compostos, resfria-
mento de um corpo, propagacdo de ondas, por exemplo. Alguns desses problemas sdo estudados
na educacdo bdsica nas disciplinas de fisica, biologia e quimica, e com frequéncia sao utilizados
pelos professores de Matemadtica na aplicagdo dos conceitos matemdticos envolvidos.

As Diretrizes Curriculares Nacionais para a Educacio Basica [4] destacam que a inter-
disciplinaridade trata da transferéncia de métodos entre as disciplinas, visando o didlogo entre
os conhecimentos. Afirmam ainda que o curriculo deve ser tratado por meio de metodologias
que levem em considerac@o a interdisciplinaridade e a contextualizacdo. Por esse motivo, o

estudo cuidadoso desses modelos possibilita ao professor de matemaética estabelecer relacdes
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entre os conhecimentos matemaéticos e os referentes a outras areas, podendo entdo utilizi-las
em suas aulas para tornar os conceitos mais acessiveis aos alunos.

A teoria de equagdes diferenciais parciais (EDP’s) envolve conceitos como taxas de
variagdo, fungdes, sistemas de equagdes, condicdes de existéncia de solugdes, entre outros. Bas-
sanezi [3] defende que o estudo de aplicagdes de conceitos mateméticos pode auxiliar na com-
preensdo do mesmo. Dessa forma, o estudo das equacdes diferenciais parciais pode favorecer o
desempenho do professor ao ensinar os conteudos envolvidos, pois os compreendem melhor e
veem sua utilidade. No entanto, as equacdes diferenciais parciais nao sdo estudadas no curso de
Licenciatura em Matematica do IFSP.

Como destaca I6rio [5], a defini¢@o de equagdo diferencial parcial como uma equagao
cuja incégnita é uma fun¢do de varias varidveis € muito geral, o que nos possibilita escrever
EDP’s das mais diversas formas. Entretanto, nem todas elas possuem significado e, assim, a
escolha dos problemas mais importantes para a teoria se baseia na origem nao matemaética e nas
aplicacdes que sdo realizadas, como ressaltam Bassanezi e Ferreira [1]. Portanto, ao estudar as
EDP’s, discutiremos um modelo relativo a uma situagdo significativa.

Com base nos pontos mencionados sobre a relacdo entre o estudo de equacdes dife-
renciais parciais e a formagdo do professor, o objetivo desse trabalho € apresentar um pouco
da teoria das EDP’s e, utilizando-a, descrever o problema da conducdo do calor e métodos de
resolucdo aplicdveis a ele. Desejamos expor o tema de modo acessivel para o professor em
formagao, utilizando conceitos estudados na licenciatura e mostrando como a interdisciplinari-
dade e a modelagem podem melhorar a compreensao de um determinado conceito, que deixa de
ser considerado algo isolado da realidade. Esperamos motivar o estudo das EDP’s como forma
de aprimoramento da formacao e atuacdo do professor.

Para elaboragdo desse trabalho, foi realizada uma pesquisa bibliografica explicativa
com abordagem qualitativa. Segundo Severino [6], uma pesquisa explicativa tem como ob-
jetivo registrar e analisar os fendmenos estudados, através do método experimental ou com
base em pesquisa qualitativa. Dessa forma, pudemos explorar a teoria das EDP’s e o problema
da condugdo do calor, buscando compreender o fenomeno fisico que leva a formula¢do ma-
temaética que resulta na equacao do calor. Com isso, tornou-se possivel analisar as condi¢des que
compdem o problema ndo apenas como objetos matemadticos que possibilitam a sua resolucgao,
mas como representagdes de caracteristicas de um fendmeno observéavel.

No capitulo 2 sdo apresentados os conceitos basicos e necessarios para, no capitulo
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3, analisarmos a equagdo do calor e sua constru¢do. No capitulo 4, sdo apontados métodos
analiticos e numéricos de resolucdo da equacdo, aplicados a alguns exemplos com diferentes
propriedades. Nesse capitulo, sdo apresentadas comparacdes entre o0 método de separacdo de
varidveis e o método de diferencgas finitas na resolu¢do de um problema e, a seguir, estdo as
consideracgdes finais. No apéndice A, € apresentada a demonstracdo da invariancia do sinal do

discriminante de uma equagdo semilinear de segunda ordem com duas varidveis independentes.



2 Conceitos basicos

2.1 Definicoes

Iniciamos o estudo das equacdes diferenciais parciais estabelecendo defini¢des e nota-
coOes basicas para o desenvolvimento da teoria. As defini¢des, em sua maioria, foram baseadas
nos textos de I6ério [5] e I6rio e I6rio Jr [7]. Uma equacdo diferencial parcial (EDP) é uma

equacgado da forma

=0, 2.1)

< ou Ou ou 0*u  *u 6’%)
F L1, X2y ..oy T,y

Ox1 Oxy’ 7 Oz, 0x12" Oxyzy’  Ox,F
em que = € {2 e {2 € um dominio em R".

No texto utilizamos diferentes notagdes para as derivadas parciais de uma fungdo em
relagdo as varidveis. No caso de uma func¢do u = u(xy, s, ..., z,) = u(x), podemos denotar

sua primeira derivada em relagdo a z; por

ou
) Dl“a Ugy

81‘1
e a derivada parcial de u,, em relagdo a x3 por

0%u

——, D3Dyu, Uy, .
83736371’ ’ s

Denotamos por Au o laplaciano de v em R", ou seja

Ag — Pu  Pu 0?u
U—a—x%—Fa—x%—F...—l—&—x%.

Segundo Evans [8], uma EDP € chamada linear se, dentre os termos da equacao, ndo
ocorre produto de u por uma de suas derivadas parciais ou pela préopria fungao. Caso ocorra,
€ chamada ndo-linear. A ordem de uma equacdo diferencial parcial é definida pelas derivadas
parciais de maior ordem que ocorrem na equacdo. Os termos de maior ordem consistem no que
€ chamado de parte principal da equacdo. Assim, se uma equagao nao-linear € linear na parte
principal, ela € chamada de semilinear. As equacdes podem ainda ser classificadas em quasili-
neares, quando os coeficientes da parte principal dependem apenas de u e de suas derivadas de

ordem inferior a k, e totalmente ndo-lineares, que sao equacdes que dependem de modo nao-

linear das derivadas de ordem k. Por exemplo, a forma geral de uma equagao diferencial parcial
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de segunda ordem ¢é

d%u

e a parte principal é Z a;;(x 8 3
z; 01

i,j=1

2.2 Superposicao de solucoes

Podemos associar a uma equacao linear de ordem k um operador ou transformagdo
L. Desenvolveremos as consideragdes seguintes com base em equagdes de ordem 2, mas sdo

vdlidas para equagdes de qualquer ordem (ver [5]). Temos entdo, associado a equagdo

n

> ay )5 ax] + Z by(x c(z)u = —d(z) 2.2)

1,j=1 i=1

um operador L dado por

Lu=f (2.3)
em que [ = —d(z). A equagio ndo-homogénea (2.2), podemos associar ainda a EDP linear
homogénea

Lu=0. 2.4)

Uma solugdo cldssica de uma equagdo diferencial parcial de ordem % ¢ uma funcdo
de classe C* que satisfaz a equacdo (2.1). Como o operador € linear, decorre que qualquer
combinacao linear finita de solucdes que satisfazem (2.2) (e, consequentemente, (2.3)) satisfaz
também a equacdo (2.2). Esse resultado € chamado de principio da superposi¢do na forma
finita. A proposicdo a seguir nos mostra que o principio da superposi¢do também é valido para

combinacdes lineares infinitas, mediante determinadas condicdes.

Proposicao 2.1 (Principio da superposicao). Seja L um operador diferencial parcial de ordem k
cujos coeficientes estdo definidos em um conjunto aberto ) C R". Seja {um} _, um conjunto
de fungdes de classe C* em () satisfazendo (2.4). Se {,,} >, é uma sequéncia de escalares

tal que a série
oo
= E QU ()
m=1

é convergente e k vezes diferencidvel termo a termo em ), entdo u satisfaz (2.4).
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Demonstracao: Demonstraremos o caso em que k = 2. Pelas propriedades de derivagao, temos

que
+00
u(x) = Z QU (T),
m=1
—+00
Diu(x) = Z am Dty (),
m=1

+o00
D;D;u(z) = Z D Dty ().
m=1

Dai, temos

n

(Lu)(x) = Z a;j(x) Z DDty () + Z bi(x) Z am Dy, (z) + c(x) Z QU ()

ij=1

= Z O, (Z @ijUm () + Z bty () + c(x)um(;p)>

i,j=1

=Y (Luy) =0.

m=1

2.3 Condicoes iniciais e de contorno

No estudo de equagdes diferenciais ordindrias (EDO’s) e equagdes diferenciais parci-
ais ha uma diferenca fundamental em relacio as informacdes necessdrias para a unicidade da
solugdo. No caso de uma EDO linear, aparecem uma ou mais constantes arbitrarias que podem
ser determinadas impondo valores da solucdo e de suas derivadas até certa ordem em um ponto.
No caso das EDP’s, a solu¢do geral, quando existe, envolve fungdes arbitrarias das varidveis in-
dependentes, que podem ser encontradas impondo condic¢des de contorno e condicdes iniciais.

Sao chamadas condicoes de contorno as condi¢des impostas sobre o bordo da regido

de interesse. O bordo (ou fronteira) de uma regido € dado por
OA={zeA:x¢intA},

sendo A o fecho de A e intA o interior de A. Quando sdo dadas apenas condi¢des de contorno,
o problema € chamado de problema de contorno.
Se o problema apresenta condi¢cdes em que se impde o valor da solucdo em uma curva

ou superficie inicial, este serd chamado problema de valor inicial ou problema de Cauchy.
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O problema pode também apresentar condigdes de contorno e iniciais. Neste caso, o
problema serd chamado misto. Se as condi¢cdes impostas ndo sdao independentes, o problema
possui uma condig¢do de compatibilidade.

Se um problema € constituido por uma EDP e condi¢des de contorno ou iniciais, dize-

mos que ele é bem-posto se satisfaz as condigdes:
1) o problema tem uma solugdo;
ii) a solugdo € unica;
iii) a solu¢do depende continuamente dos dados do problema.

Evans [8] enfatiza que a nogdo de dependéncia continua dos dados é particularmente
importante na solu¢do de problemas relacionados a fisica, pois ela implica que mudangas sufi-
cientemente pequenas nas condicoes iniciais resultem em mudangas suficientemente pequenas
na solucdo. Cunha [9] destaca que o conceito de problema bem-posto foi introduzido por Hada-
mard em 1902 e garante que o problema possui uma solugdo que ndo apresenta saltos bruscos

entre dados e resultados.

2.4 Classificacao de equacoes diferenciais parciais de 2?2 or-
dem semilineares com duas variaveis independentes e co-
eficientes reais

Uma forma de classificar as equagdes diferenciais parciais € a quantidade de curvas
caracteristicas, que sao muito uteis na resolu¢do de problemas por métodos numéricos. Curvas
caracteristicas para EDP’s de segunda ordem com duas varidveis independentes sdo curvas ao
longo das quais a equag@o contém apenas derivadas totais de u, € u,,.

Analisemos entdo a equagao
a(z, y) Uy + (2, y)uyy + c(z, y)uy, = f(z,y, u, ug, uy), (2.5)

cujo discriminante é

5(56,3/) = b2(£7y> - CL(.T},y)C(ZC,y).
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Vamos verificar que o sinal de § € invariante, dadas mudangas locais de coordenadas.!
Para tanto, consideremos as fun¢des £(z,y) e n(z,y), continuas e suficientemente derivaveis

em uma vizinhanga do ponto (o, 7o) de modo que o jacobiano

J(:L’, y) = f:vny - fynm

nunca se anule no ponto (zy, yo). Essa condi¢do indica, pelo Teorema da Fungdo Inversa, que
podemos resolver x = z(£,n) e y = y(&,n). Desse modo, podemos obter u(x,y) = v(§,n).

Pela Regra da Cadeia, temos

Uy = Ve€y + Vyla
Uy = Vey + Uy1ly
Ugy = U&&(f:v)Q + vean + Unn<77$>2 + Uplae + 20¢€ale
Uay = VeebaSy + Vebay + UnyTlatly + Unllay + Ven(Satly + &)

Uyy = U&&(gy)z + vebyy + Urm(ny)2 + Oyyy + 20§y Ny.-

Fazendo as substitui¢cdes em (2.5) e reorganizando os termos, obtemos

A<§7 77)“&& + 23(&7 77)“&77 + C<§7 ﬁ)vnn = F(U7 57 1, Ve, Un)u (26)

em que

A(&,m) = alz, y)(&)? + 2b(x, y)(E:5,) + c(z,y)(&,)°
B(&,n) = a(x,y)&an. + 0(z,y)(Eany + Eyna) + (@, y)Eymy

C(&,n) = alz,y)(n.)* + 2b(x, y) () + e, y)(1,)*.
Podemos assim calcular o discriminante da equagao (2.6)

Como sabemos que J(x, y) ndo se anula, o sinal de A(£,7) é o mesmo de 6(x, y). Isso
significa que as equagdes (2.5) e (2.6) sdo do mesmo tipo. O sinal de J(z,y) define o tipo da

equacgao (2.5). Assim
i) Se d(x,y) = 0, a equagdo é parabdlica no ponto (z,y) € €;

ii) Se o(z,y) > 0, a equagdo é hiperbdlica no ponto (z,y) € §2;

' As passagens omitidas podem ser verificadas no Apéndice (A).
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iii) Se d(z,y) < 0, aequagdo é eliptica no ponto (x,y) € €.

Vejamos entdo como identificar curvas caracteristicas para a equagao (2.5). Primeira-

mente, podemos escrevé-la como o sistema de primeira ordem:

a(z,y)ps + b(z, y)p, + c(z,y)q, = f(u,z,y,p,q).

Sabemos que u € de classe C?, logo podemos eliminar u da primeira e da segunda equagdes em

(2.7), POis py = Ugy € @y = Uy, 15t0 €

Py — Gz =0. (2.8)

Podemos multiplicar a equagdo (2.8) por uma fungdo arbitrdria A = A(z,y) # 0 e somar a

ultima equagdo do sistema, obtendo assim
apy + 2bp, + Apy, — Aqy + cq, = 0. (2.9

A derivada de uma fungdo w(z, y) em relacdo a = ao longo da curva y = y(z) no plano zy é

dada por

d dy

%(w(a:,y(:c))) :wx+wy%. (2.10)

Podemos reorganizar os termos da equacgao (2.9) na forma
20+ A c
a(pm—i— - py) —)\(qx—qu) —0. @.11)

Tomando entdo P(z) = p(x,y(x)) e Q(x) = q(z,y(x)), temos
Py
dr ~ Pe TPy

dQ dy
dv qx+qyd:c'

(2.12)

Comparando a equacdo (2.12) com a equacdo (2.11), obtemos

dy 2 + A

Dz +py% =P+ pr

v _ ¢
Qx qydﬂ? = (qz )\an
logo
dy 20+ X

¢
dx a '

(2.13)
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Portanto, \ deve satisfazer

A2 4+ 2\ + ac = 0. (2.14)
Se adotarmos
dy
— 2.15
/ M(l’, y)a ( )

podemos relacionar com (2.13) e obtemos

c c
w= _X = A= _p7
(2.16)
20+ A
= . A= ap— 2b,
a
concluindo que
ap — 2b = ——,
ou ainda,
ap? — 2bp + ¢ = 0. (2.17)

Vemos entdo que o sinal do discriminante § = b? — ac indica se existem duas, uma ou nenhuma
solugdo real u = p(x,y) que satisfaz (2.17). Se a equagdo (2.5) for do tipo hiperbdlico, existirdo
duas familias de curvas reais; se for do tipo parabdlico, existird uma familia de curvas reais e
se for do tipo elitico, ndo existirdo familias de curvas reais que satisfacam (2.17). As curvas

definidas dessa forma sdo as curvas caracteristicas da equacao (2.5).
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3 A equacao do calor

3.1 O fenomeno de conducao do calor

A seguir, discutiremos alguns aspectos fisicos envolvidos no fendmeno de condugdo
do calor, com base nas ideias de Incropera e DeWitt [10]. A conducdo do calor é um fendmeno
fisico que ocorre mediante atividade atdmica e molecular, de forma que, ao colidir com as
moléculas vizinhas, em movimento aleatdrio, ha a transferéncia de energia entre elas, das mais
energéticas para as de menor energia. E possivel quantificar a transferéncia de calor por meio das
equagoes das taxas de transferéncia de calor, utilizadas para calcular a quantidade de energia
transferida por unidade de tempo. No caso da condugdo de calor, a equagdo é conhecida como
lei de resfriamento de Fourier, uma lei empirica obtida por observagdo de fendmenos.

Consideremos o experimento de conducgdo de calor em uma barra homogénea de ma-
terial conhecido, com lateral isolada (evitando a perda de calor para o ambiente) e as faces
mantidas constantemente as temperaturas 77 e 75.

A lei de resfriamento de Fourier diz que, dadas duas placas de area A, de mesmo
material, mantidas constantemente as temperaturas 7} e 75, colocadas paralelamente a uma
distdncia Az, haverd transferéncia de calor de uma placa para a outra (ver [11]). No experi-
mento da barra, foi observado que a taxa de transferéncia de calor ¢, nesse caso € diretamente
proporcional a drea das sec¢des consideradas, a diferenca de temperatura AT = |17 — T|
e inversamente proporcional a distincia entre as secgoes Az. Além disso, mudando o mate-
rial da barra, observou-se que havia mudanga nessa quantidade, logo houve a necessidade da

introducdo de um coeficiente k, que depende do material. Foi obtida entdo a expressao

AT
_ kASS
G = AR

na qual k € a condutividade térmica do material da barra (ver [10]).

3.2 Conducao do calor em uma barra

A seguir, apresentaremos a deducdo da equagdo do calor conforme o texto de Figuei-

redo [11].
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Consideremos uma barra posicionada sobre o eixo das abscissas, com lateral isolada

termicamente e seccdo transversal de area A, como na Figura 3.1.

z

Figura 3.1 — Barra posicionada nos €ixos

Tomando as sec¢des transversais da barra em = e x + d, podemos analisar o fluxo de
calor através de uma sec¢do x num instante ¢. Denotando por u(x, t) a temperatura de um ponto
de abscissa x num instante ¢, podemos fazer 71 = u(z,t) e 7o = u(z + 0, t). O fluxo de calor ¢
serd uma func¢do de x e ¢. Considerando o sentido positivo do eixo x, utilizamos a lei de Fourier,
tomando o limite quando 6 — 0 para obter a expressao

q(z,t) = lim k:A%(x,t) = —kAu,(z,1). 3.1)

6—0

O sinal negativo na equagdo (3.1) € necessario porque o calor € transferido da secgdo
mais quente para a mais fria da barra. Se u(x, t) cresce com z, a variagdo em x de u € positiva e,
portanto, o fluxo de calor é negativo. Caso contrdrio, u, é negativo e, assim, ¢(z, t) é positivo.
Fixando uma secg¢do da barra localizada em z e outra localizada em xy + &, podemos
calcular o total de calor () que entra em um segmento fixo entre xy € xo+ 0 no periodo de tempo
entre tq e to + 7 utilizando o fluxo de calor ¢(x,t). @) é a diferenca entre o calor que entra na
seccdo em x( e o calor que sai pela sec¢do em xg + 0
to+T to+T
Q= /t q(xzo,t) dt — /t q(zo +6,1) dt,
0 0

ou ainda
to+T7
Q= [ alwt) ~ alan + 5.0t (32)
to

De (3.1) e (3.2), temos

to+71
Q= / —k[uy(zo,t) — up(xo + 0,1)] Adt. (3.3)
to
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Pelo Teorema Fundamental do Célculo, sabemos que
b
kA / o (2, 1) d = K A[un (b, 1) — s (a, 1)),

logo podemos substituir em (3.3) e obter

to+7 pxo+d
Q= / / Ugg (2, 1) da dE. (3.4)
to X0

O calor especifico de uma substancia, denotado por ¢, € a quantidade de calor ne-
cessdria para elevar em uma unidade a temperatura de uma unidade de massa da substincia.
Como a barra é homogénea, podemos expressar a massa de uma seccdo como m = p - A, em
que p € a densidade do material. Podemos calcular a quantidade de calor que entrou em uma

seccdo x em um instante ¢t por ¢ = ¢ - p - A - uy(x,t). Logo o valor de () também é dado por

xo+06 to+7
Q :/ (/ cug(x, t)pA dt) du. (3.5)
o to

Igualando as expressdes para () obtidas em (3.4) e (3.5), temos

to+7 prxo+d to+7  pwo+d
/ / kg, (x,t) dx dt = / / cpuy(x,t) dx dt. (3.6)
to o to zo

A expressdo (3.6) é valida para todo ty > 0, todo zy € (0, L) e todos 7 > 0e d > 0.
Assim, temos que

kg, (x,t) = cpuy(z, t),

ou ainda

up = Ky, (3.7

sendo K = Cﬁ o coeficiente de difusibilidade térmica. A equacao (3.7) € uma das formas da
equagao do cafor. Fisicamente, ela representa a variagdo da temperatura u(z, t) numa barra uni-
forme com a superficie lateral isolada termicamente, como destaca Figueiredo [11]. Ha outras
quantidades fisicas que também se difundem de acordo com essa mesma equagdo em situacoes
unidimensionais e, por esse motivo, a equagao (3.7) também € chamada de equacdo de difusdo.

Outras formas da equagdo do calor surgem de acordo com as propriedades fisicas do
problema. Destacaremos a seguir algumas dessas possibilidades.

No caso em que a condutividade térmica é uma func¢éo k(x) ndo constante, podemos

utilizar a lei de Fourier e o Teorema Fundamental do Calculo para obter

to+7  pro+o
Q= A/ / [k(z)uy], dx dt. (3.8)
to xo
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Pode ocorrer ainda que o calor especifico do material que constitui a barra varie com

x, bem como a sua densidade linear, logo

to+7 pro+d
Q=A / / (@) p(e)ur(z, t) da dt. (3.9)
to x0

Das equacdes (3.8) e (3.9), obtemos a equagao do calor

c(z)p(x)uy = [k(x)uyl,, (3.10)

também chamada de equacdo do calor na forma divergente.

H4 casos nos quais existe uma fonte interna de calor em regides da barra, devida a
reagdes quimicas, por exemplo. Desse modo, denotemos por ¢(x,t) a quantidade de calor ge-
rada por unidade de volume em uma unidade de tempo. Nessa situacao, devemos somar a quan-
tidade de calor que entra no segmento entre * = xg € * = o + J pela conducdo do calor no
periodo de ¢ até ty + 7 a quantidade de calor gerada internamente no segmento nesse periodo.

Pela defini¢do de ¢(z, t), o calor gerado internamente no segmento é dado por

to+1  pTo+o
/ / ¢(x,t)Adz dt.
to xo

Tem-se, portanto,

to+7  rmo+d to+7 w0+
/ / kg, (x,t) + ¢(x,t)] de dt = cp/ / u(x, t) dx dt
to xo to zo

e assim

ug(x,t) = Kugy(x,t) + o(x,t),

que € outra forma da equacgao do calor.
Se as situagdes mencionadas ocorrerem simultaneamente, a equagao completa que des-

creve o fendmeno €

A equacdo (3.7) possui infinitas solu¢cdes. Entretanto, em um problema fisico real, a
solucdo serd tnica. Figueiredo [11] aponta que o problema de conducao do calor em uma barra
€ descrito por meio de uma equacao diferencial parcial linear de segunda ordem cujas condi¢des
iniciais e de fronteira estdo ligadas diretamente ao fendmeno fisico representado.

A distribuicdo de temperaturas na barra com o passar do tempo deve depender da

temperatura inicial ao longo da barra, que serd a condicdo inicial do problema. Seja f(z) a
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funcdo que representa a temperatura inicial nas sec¢des da barra. Teremos entdo

u(z,0) = f(x).

Para encontrar a fun¢@o que descreve a distribuicdo de temperaturas na barra ao longo
do tempo, € importante saber o que acontece nas suas extremidades. Essa informacdo estard
representada pelas condigoes de fronteira. Por exemplo, consideremos uma barra cujas extre-

midades sdo mantidas a 0°C'. Teremos entdo as seguintes condicdes de fronteira:

u(0,t) =0,

u(L,t) =0.
As condigdes de fronteira podem ser de vérios tipos, como, por exemplo:

1) Condig¢des de Dirichlet, em que as extremidades sdo mantidas a temperaturas constantes

ou que variam com o tempo de acordo com func¢des conhecidas:

u(0,t) =Treu(L,t) =T,
ou

u(0,t) = gi1(t) e u(L,t) = ga(t);
ii) Condi¢des de Neumann, em que o fluxo de calor através das extremidades é conhecido:

uz(0,t) = u, (L, t) =0
ou

ug(0,t) = hy(t) e up(L,t) = ha(t);
iii) Condig¢des de Robin, em que ocorre uma combinagdo das condi¢des acima:

w(0,8) = T e uy(L, t) = h(t)

uz(0,t) = h(t) eu(L,t) =T.

Se o problema possui uma condi¢do inicial e uma condi¢do de fronteira, o problema

estd bem posto, admitindo solug¢do dnica.
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3.3 Unicidade da solucao da equacao do calor

Conforme ja mencionado, o problema da equacdo do calor possui solucdo unica, o
que pode ser demonstrado fazendo uso do principio do mdximo para a equagdo do calor, cuja
demonstracdo apresentaremos a seguir, conforme o texto de Iério [S5]. Para tanto, utilizaremos

o seguinte lema:

Lema 3.3.1. Sejam Q) C R? aberto e u € C?*(Q) tal que Lu > 0 em §). Entdo u ndo tem mdximo

local em Q2 ([5], p.221).

Demonstracao: Suponhamos que u possui um maximo local em €2, que ocorre no ponto (g, tg).
Sabemos que u(zg,to) = 0 € uz(xo,to) < 0, pois trata-se de um ponto de maximo. Dessa
forma, teriamos

Lu(zg, to) = Kty (zo, to) — wi(xo,t9) <0,
absurdo. ]

Consideremos o operador L tal que Lu = Ku,, — u;. Podemos enunciar o principio

do mdximo para o operador L da seguinte forma:

Teorema 3.3.1. Sejam Q2 = (a,b)x(0,7), [ = {(a,t) : 0 <t <T} Iy ={(2,0) : a <z < b},
Is = {(bt):0<t<T}ely, = {(z,T):a < <b}. Suponhamos que v : Q) — R seja
continua em seu dominio, seja de classe C* em Q) U l, e satisfaca Lu > 0 em Q U l,. Entdo o

mdximo de u em ) ocorre em l; Ul U [5.

At

la

l1 Q I3

a lo b =CC

Figura 3.2 — Retangulo €2 com lados I3, 5, I3 € [4.

Demonstracao: Seja m = max{u(z,t) : (z,t) € [ Uly Ul3} e suponhamos que o maximo

de u em Q ndo ocorra em [; U I U 3. Assim, temos M = max{u(z,t) : (z,t) € Q} tal que
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M > m e existe (xg,tg) € QU tal que u(xg,to) = M. Podemos definir as fungdes

w(z) = %(az —x0)?, 2 € [a,b],

v(x,t) = ul(x,t) + w(x), (x,t) € Q.

Sabemos que w € C%([a,b]) eu € C(Q)NC?(QULy), logov € C() N C?(2ULy), 0 que nos

possibilita encontrar as derivadas parciais de v em relacdo a x e a t. Temos que

M —
Lw:mem—wt:KJ>O
(b—a)?

e por hipétese
Lu > 0, (l’,t) € QU ly.
Logo, obtemos

M—-—m
(b—a)

em QQUl,. Pelo Lema 3.3.1, o maximo de u € atingido em [; Uly Ul3Uly. Se (z,t) € [ Uly Uls,

>0

Lv=Lu+Lw>Lw=K

por hipétese,
u(z,t) < m.
Temos ainda que

(r —x9) < (b—a),

logo obtemos
M—-m M+m
22

v(z,y) <m+ < M = v(xg, o).

O mdximo de v é atingido em um ponto (T, t) € l4 (que pode ser (zg, ty) se esse ponto pertencer

aly). Como (Z,t) € um ponto de maximo, temos

Kuvg,(T,t) <0
Ut (E, z) Z 0.
Podemos observar que

_ _ M-—m
Ut = UVt € Uggy = Ugg + (b—a)2 .

Logo, temos
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o que implica em

_u Mom
U{L’{L’ - K L2 Y
que € um absurdo pois v; > 0 e M > m. Concluimos assim que M = m (ver [5] e [11]). [

Podemos entao, a partir do Teorema 3.3.1, demonstrar a unicidade da solucdo do pro-

blema
u €C?((a,b) x (0,+00)) N C(la,b] x [0, +00)),

up = Kz, + ¢z, 1)

u(0,1) = A(t), (3.11)
u(L,t) = B(t),
u(z,0) = f(),

que é composto pela equacao do calor ndo-homogénea com condi¢des de fronteira nao-homogéneas.
Demonstrando a unicidade para este caso, podemos tomar ¢(z, t), A(t) e B(t) adequados e ob-

ter resultado andlogo para outras formas da equacdo do calor.

Teorema 3.3.2. Dados f € C([a,b]), A, B € C([0,+)) e ¢ € C*((a,b) x (0,+00)), existe
no mdximo uma solugdo para o problema representado por (3.11)(ver[5]).
Demonstracao: Sejam u e v solucdes do problema. Assim, elas satisfazem

u € C?*((a,b) x (0,4+00) N C([a,b] x [0, +00)),

Uy = Kua:a: + gb(l’,t),

u(a,t) = A(t), (3.12)
u(b, t) = B(t),
u(z,0) = f(z),

v € C%((a,b) x (0,+00) N C([a,d] x [0, +00)),

Uy = Kvxx + gb(l’,t),

v(a,t) = A(t), (3.13)
v(b,t) = B(t),
v(z,0) = f(x).

Logo, definindo w = u — v, temos

Wt = Ut — V¢ (314)
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Wy = Ugy — Uza, (315)
da qual obtemos

wy = kwgy, (3.16)

como ja era esperado, pois w € uma combinacdo linear de solu¢des do problema. Temos ainda

que

w(a,t) =u(0,t) —v(0,t) =0,
w(b,t) = u(L,t) —v(L,t) =0, (3.17)
w(z,0) = 0.

Pelo Teorema 3.3.1, dado 7' > 0, o mdximo e o minimo de w em [a,b] x [0,7] é

atingido em (a x [0, T])U([a, b] x 0)U(bx [0, T]). Para (z, t) nesse conjunto, tem-se w(x, t) = 0.

Como 7' € arbitrério, temos que w = 0. U



22

4 Métodos de resolucao da equacao do ca-

lor

4.1 Meétodo de separacao de variaveis

4.1.1 Conducao unidimensional em regime transiente

Jean-Baptiste Joseph Fourier, segundo I6rio [5], “foi o primeiro a estudar sistematica-
mente o problema de conducdo de calor e seu nome estd intrinsecamente ligado ao método de
separacdo de variaveis, conhecido como método de Fourier’(p. 94). Este método visa encontrar
solugdes para o problema da condugdo do calor e outros fendmenos de difusao.

O método de separacdo de varidveis € apresentado por I6rio [5] e por Figueiredo [11]
da seguinte forma.

Seja R a regido do plano (z,t) determinada por 0 < z < L et > 0 e R a unido de
R com sua fronteira. Para resolver o problema da condugao do calor, procuramos uma fungéo

u(z,t) definida em R que satisfaga o sistema

u = Ky,
u(0,t) = u(L,t) =0, (4.1)
u(z,0) = f(z).

O método de separacdo de varidveis consiste em procurar solu¢des da forma
u(z,t) = F(x)G(t). 4.2)

As fungdes encontradas serdo possiveis solucdes para o problema. Apds identifica-las,
€ possivel provar que elas sdo, de fato, solugdes do problema (4.1). Substituindo a equacao (4.2)
na equacao do calor, temos
F(z)G'(t) = KF"(z)G(1),
ou ainda
1G'(t)  F'(x)
K G({t)  F(z)’

Nesta tltima expressdo consideramos os pontos em que F'(z) e G(t) ndo se anulam.

Como a expressao do lado esquerdo depende apenas de ¢ e a do lado direito depende apenas de
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x, entdo ambas devem ser iguais a uma constante o. Temos assim as expressoes

F//(:C)

= 4.3

e

1 G'(t)

— =o. 4.4

kG 7 “44)

A equacdo (4.3) nos leva a seguinte equacao diferencial ordinéria
F'"(z) —oF(x) =0, 4.5)

que deve ser satisfeitaem 0 < x < L. Pela condi¢do de contorno, devemos ter

ou

para todo ¢ > 0. A segunda condicao nos daria © = 0 e, embora esta seja uma solucdo para a

equagdo do calor, ela s6 satisfaria a condigdo inicial se f(x) = 0. Assim, temos que
F(0)=F(L)=0. (4.6)
Temos, portanto, trés possibilidades para o

1) Se 0 > 0, teremos duas solugdes reais distintas para equacgdo caracteristica. A solucgio
geral de (4.5) serd
F(z) = ¢1eV7% + ce Vo0,

Para que F' satisfaca (4.6), as constantes c; e ¢y devem ser solugdo do sistema
Ccl+ Ccp = O,

4.7)
cle\/EL + 026_\/511 = 0.

Porém, a tinica solugdo desse sistema € ¢c; = co = 0, 0 que implica em F' = 0, que ndo

interessa.

ii) Se o0 = 0, a equagdo caracteristica de (4.5) terd duas raizes reais iguais. Logo, a solucdo
geral da EDO sera
F(x) = cix + o,

que deve satisfazer também



4.1 Método de separagdo de varidveis 24

co=0ec;L+cy=0.
Issoimplicac; =co =0¢e F = 0.
iii) Se o < 0, fazemos o = —\? e temos a solucdo geral da forma
F(z) = cicos(A\x) + casen(Ax),

que deve satisfazer ainda (4.6), ou seja,
c1 = 0ecasen(AL) = 0.

Se queremos que F' ndo seja identicamente nula, devemos ter ¢, # 0, o que implica
em
sen(AL) = 0.
Assim, AL = nm, em que n € um ndmero inteiro nao nulo. Portanto, obtemos fun¢des —o,, =

A2, que sdo da forma
2 n2m?
n - L2 .

Esses valores sdo chamados valores proprios ou autovalores do problema em (4.5) e

Fo(z) = sen<$)

sdo as fungodes prdprias ou autofuncoes do problema. Resolvemos assim a primeira equagdo

as fungdes

diferencial ordindria da separacdo de varidveis.

A equagdo em (4.4) tem como solucdo geral
G(t) = ce” 1,

Portanto, para cada valor de n, obtemos uma fun¢ao da forma

nmx nmx
Up(z,t) = e"Ktsen<T> = e"Q’TQKt/LQSen<T).

Podemos verificar que essa € uma solugdo da equagdo do calor. De fato,

2,2
n K 2.2 2 nmxr
U = — e n*m*Kt/L S€n< )7

L? L
. nm 7n27r2Kt/L2 nmwx
Uy = T@ CcOoS T s
TL27T2 2.2 2 nmwx
Kum = —76711 mKt/L S€n<T),

Uy = Kum
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Pela construc¢do da solugdo, sabemos que esta satisfaz as condicdes de fronteira. Porém,

u, deve satisfazer também as condicdes iniciais. Se

(2,0) nwx
Up(x,0) = sen| — |,
L

entdo u, so seria solug¢do do problema (4.1) se f(x) fosse da forma

f(z) = sen(nLLx).

Utilizando o principio da superposi¢@o, temos que a expressao

Z Cnlin (1), (4.8)

n=1
na qual os coeficientes ¢, s@o constantes, € também solucdo da equagao e satisfaz as condic¢des

de fronteira. Se a condicao inicial é da forma

Fla) = fj%%)

entdo a solucao do sistema (4.1) é

u(z,t) = Z cne"QWQKt/Lgsen<n—?). 4.9)

n=1

Devemos entdo procurar coeficientes ¢, de modo que

f(z) = gcnsen<$).

Pela teoria das séries de Fourier, vemos que os c,, devem ser os coeficientes de Fourier
da fun¢do f em [0, L], estendida para o resto de R de modo que seja impar e periddica de

periodo 2L. De fato, sendo f uma funcio impar, sua série de Fourier, dada por
1 o
§a0 + ; Q,COS (?) + bnsen(nLLx) ,
tera como coeficientes
2 [F nmT
,=0¢eb, =— — | dz.
a L/o f(:c)sen( 7 ) x
Podemos entdo verificar que (4.9) realmente satisfaz o problema.

Teorema 4.1.1. Seja f : [0, L] — R uma funcdo continua tal que f(0) = f(L) = 0 e tal que
sua derivada exista e seja de quadrado integrdvel. Entdo (4.9) é solugdo do problema (4.1) em

R
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Demonstracao: Primeiramente, sabemos que, se f’ é de quadrado integrdvel e f é continua e
periddica de periodo 2L, entdo ela converge para sua série de Fourier (ver [11]). Entdo analisa-
remos a expressao considerando a série de Fourier de f.

As séries

o
2.2 2 nmwx
° E cpe TR sen(T),

n=1

o0
2.2 2 nmTx
° E ne,e T EV E gon [ 2 ) e
L
n=1
it nmwT
2.2 2
. E n2c,e T KL sen(T)

n=1

sao majoradas pelas séries
o
2 2
° E cne T Ktl/L ,
n=1

o0
2 2
° E nepe m“Kt1/L e
n=1

o0
2 2
° E n26n€ T Ktl/L ,
n=1

[e.9]
z . _n2-2 2 nmwx . .
com 0 < t1 < t. A série E Cp€ n mKt/L S(ZTL(T) ¢ uniformemente Convergente, como

n=1
podemos verificar pelo teste M de Weierstrass, em sub-retangulos R, da forma

Rip={(z,t):0< 7 <ax <2, <L0<t <t<ty <o},
o que significa que a série Z Cn€
n=1

R = {(xz,t) e R?: 0 < x < L,t > 0}. Isso implica que essa expressio é solugio da equagio

22 2 nmx . . 1
n?n?Kt/L sen (T) € continua no conjunto

do calor em §/)‘\E

oo
nmx
Basta entdo provar que Z cne’"2”2K L% gen (T) € continua para t > 0. Para todo

n=1
[eS)

(z,t) € R, essa série é majorada por Z |en |, pois

n=1

—n27r2Kt/L2 o 1
€ o en?miKt/L? <1l

Lot nwT
) + E/o f’(x)cos(T) dr.

Dai, temos, integrando por partes,

2 [F nmwx 2 nmwx
Cp = z/o f(a:)sen(T) dx = —7cos (T)
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Considerando d,, como os coeficientes de Fourier de f'(x) estendida como uma funcao

o . L :
par e periddica de periodo 2L, temos ¢,, = —d,,. Assim, obtemos
nm

logo

Observamos que

Sl g >ty < M
n=1 o 27T2 n=1 n2 2 n=1 " L 0 .
Na ultima desigualdade, utilizamos a desigualdade de Bessel (ver [5] e [11]). Con-

cluimos entéo que a série > _ |¢,,| é convergente, o que implica na convergéncia da série
o

2.2 2 nmwx . ~ . w
2 : e KL g0 (T) , e sendo assim ela define uma fungdo continua em R. U

n=1

Com base no que foi exposto sobre o problema (4.1), podemos pensar em solucdes

para problemas com outros tipos de condicdes de contorno. Por exemplo, para o problema

Uy = Kuxxa
u(0,t) = A(t), (4.10)
u(L,t) = B(t),
u(x,0) = f(z),

podemos tentar reduzir o problema a outro com condi¢des de fronteira homogéneas. Isso pode

ser feito introduzindo uma mudanca de varidvel. Se for possivel encontrar uma fungio v(x, t),

v € C*(R) tal que
v(0,t) = A(t) e wv(L,t)= B(t),

entdo podemos considerar a fun¢do w = u — v e obter

Wyg = Uy — Vzz = Ugg = Wez + Vag
Wy = Uy — v = U = Wy + vy
w(0,t) = u(0,t) —v(0,t) = A(t) — A(t) =0 (4.11)
w(L,t) = u(L,t) — v(L,t) = B(t) — B(t) =0
w(z,0) = u(x,0) — v(z,0) = f(z) —v(z,0),
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0 que mostra que w € solucio do problema

Wy = wam + Kvxx — Ut
w(0,8) = w(L,t) =0 4.12)
w(z,0) = f(x) —v(x,0).

Se existir v tal que Kv,, = v;, entdo w € solucdo de um problema com condi¢des de

fronteira homogéneas, que pode ser resolvido utilizando o método de Fourier.

4.1.2 Conducao bidimensional em regime estacionario

Kreyszig [12] discute o caso da conducdo bidimensional do calor em uma placa retan-
gular fina, na qual a temperatura em um ponto (z,y) da placa independe do tempo. Represen-
tando-a em um sistema de coordenadas, suponhamos que a temperatura € mantida nula em trés
dos lados da placa, enquanto a temperatura nos pontos do lado restante é dada por uma funcao
f(z), conforme a Figura 4.1.

Yy
uy = f()

W

u1:O u3:0

UQZO L T

Figura 4.1 — Placa retangular posicionada nos eixos

Temos entao

u(z,0) =0, (4.13)
u(0,y) =0, (4.14)
w(L,y) =0, (4.15)
u(z, W) = f(). (4.16)

Para compreender a forma que a equacao do calor assume nesse caso, podemos analisar
o fendmeno fisico associado, conforme Incropera e DeWitt [10] o fazem. Denotando por ¢, g,
e . as taxas de calor perpendiculares as superficies de um volume de controle, Incropera e

DeWitt [10] destacam que, por meio de expansdes em séries de Taylor e desprezando termos de
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ordem superior, podemos calcular as taxas de transferéncia de calor nas superficies opostas de

um volume de controle como o representado na figura 4.2.

|
I
|
dz :_

Figura 4.2 — Volume de controle para andlise das taxas de transferéncia de calor.

Desse modo, as taxas de transferéncia de calor serdo dadas por

g

Gords = @o + = d, (4.17)
ox
dq

Qyrdy = Gy + a_yy dy, (4.18)
4.

Goras = @ + 2L dz. (4.19)
0z

Considerando que nao haja uma fonte de energia, temos, pela conservacdo de energia,
E, +E, =E, (4.20)

em que F, € a energia que entra no volume, /5 € a energia que sai do volume e £/, € a energia

que permanece no volume. A energia armazenada é

. ou
E, = pca. 4.21)

Substituindo as equagdes (4.17), (4.18), (4.19) e (4.21) na equagdo (4.20), obtemos

0q, 0 0q.,
Qe+ qy +q — qm+id:c+qy+&dy+qz+ a

du
= pc—. 422
ox y 0z dz pe (4.22)

ot

) ou . . .
Por hipétese, — = 0. Utilizando a lei de Fourier para escrever as taxas de condugao

ot
de calor, temos
4 = —kdydz @, (4.23)
ox
ou
qy = —kdrdz a—y, (4.24)
ou

q. = —kdrdy —. 4.25)
0z
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Por fim, substituindo as relagdes (4.23), (4.24) e (4.25) na equacdo (4.22), obtemos

0*u N 0*u N Pu 0
ox2 oy 022

Na placa, consideramos que a condug@o esta ocorrendo em duas dimensdes. Podemos

entdo representar o problema por
0%u N Pu
ox2  oy?

Nesse problema, € possivel também aplicar o método de separacdo de varidveis, con-

0. (4.26)

forme aponta Kreyszig [12]. Nesse caso, procuramos uma solu¢do da forma u(x, y) = F(z)G(y).

Substituindo essa solucdo em (4.26) , obtemos
F'G+FG" =0.

Dividindo as parcelas por F' - G temos

1 1

"= _——q"

F G

e, dessa forma, concluimos que
1 " 2
V2 F’ = )\?, 4.27)
1
—5(}” =\ (4.28)

sendo \? uma constante positiva.

Da equagdo (4.27), obtemos
F(z) = Cycos(Ax) + Cysen(Ax),

e da equacgdo (4.28), temos

G(y) = C3e™ + Cye™Y.

Logo,
u(z,y) = (Crcos(Ax) + Cysen(Ax))(Cse™ 4+ Cye™™).

Aplicando a condigdo de que u(0,y) = 0, obtemos C; = 0. Utilizando a condi¢do de que

u(z,0) = 0, concluimos que C3 = —Cy. Como u(L,y) = 0, temos
Cysen(AL)(Cse™ — Cye ™) = 0,

ou seja

CyCssen(AL)(eN — e™) = 0,
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o que nos leva a sen(AL) = 0. Concluimos assim que A = “F, com n € N. Temos entdo a
solucdo

nmwy nmwy

un(z,y) = C’nsen<n—zx> (et —e L),

sendo C}, uma constante que depende de n. Pelo principio da superposi¢do, tem-se

u(z,y) = Z Cysen (nLL:c) senh (?) :
n=1

Aplicando a dltima condi¢do de contorno, temos

w(z, W) = f(z) = i Cosen ("Lﬂ) senh(m;w) .

Utilizando novamente séries de Fourier, concluimos que
ntW
d, = Cnsenh< 7 )

sdo os coeficientes de Fourier de f(z). Portanto, temos a seguinte expressao como solugdo geral

do problema

u(ry) =3 %fff<x>sen<"—?>daen(w)mh(@).

“—~ L senh(25%) L L

4.2 Métodos numéricos

Outra forma de tratar o problema da equagao do calor € por meio dos métodos numéri-
cos, com 0s quais obtemos aproximagdes para a solu¢do da equacdo em pontos determinados.
Os métodos aqui apresentados sdo aplicdveis para equacdes parabdlicas.

Primeiramente, € necessdrio destacar alguns pontos em relacdo a discretizacdo do
dominio da solucdo. Esse processo consiste em definir uma malha de pontos igualmente es-
pacados, que serdo utilizados para obter aproximagdes da solugcdo. Podemos, por exemplo,
considerar um problema cuja solu¢do seja uma funcdo u(z,y), definida em um conjunto R.

Podemos entdo tomar uma malha descrita por

na qual (7,7) é um ponto de referéncia fixo e h e k sdo constantes positivas chamadas de passos
ou incrementos. Devemos, no entanto, tomar cuidado com essa malha, pois ela pode nao conter

os pontos do contorno da regido. Para resolver esse problema, podemos aproximar R de boa
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maneira por R, anexando ou desprezando pedacos de 12 de modo a definir o contorno de R

(ver [9]). A figura 4.3 mostra uma possivel discretizacdo de uma regido R representada no plano.

Y Y
s
\7’<

N

| "N

! N

N R
)—O—O—O—OL’
x x

Figura 4.3 — Discretiza¢do da Regido R

Outra forma de tratar o problema € incorporar as condi¢cdes de contorno aos pontos
de intersec¢do das retas paralelas aos eixos coordenados que passam pelos pontos de 1%, € o
contorno S de R. Obtemos assim uma malha de tamanho varidvel.

Podemos entdo aproximar uma fungdo e suas derivadas na equagdo diferencial estu-
dada. Para isso, utilizamos a série de Taylor que relaciona valores de uma funcao e suas deriva-
das em determinado ponto com valores da funcdo em uma vizinhanga. No caso de funcdes de

uma variavel y(z) de classe C"*1, temos

h? h"

n+1
o+ h) = y(o) + By () oy "(@) ooy @) (), (@29

(n+1)
onde r < £ < x + h. A ultima parcela em (4.29) representa o erro da aproximacao de y(z + h)
pelo polindmio na varidvel h de grau n (ver [13])

Pu(h) = (@) + hy/ (@) + o) -+ oy )

Dessa forma, podemos obter uma aproximagao para y’ pela relag@o
/ _y(l‘+h)—y($)_ﬁ,,
ylr +h) —y(x)

A expressao € chamada de formula progressiva (ou férmula avangada),
sendo Ay(x) = y(x + h) — y(z) a diferenga progressiva. Podemos também utilizar a diferenca
regressiva, dada por Vy(x) = y(x) — y(z — h) para obter a férmula regressiva (ou formula

atrasada)

y(z) = +5y"(6).

y(:E) — y(ZE — h) ﬁ "
h 2
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Paran = 2 em (4.29), para h e —h, temos

o+ h) = y(a) + hyle) + /(@) + y(e)

Yl B) = y(e) — hy(a) + (@)~ Lyt

Obtemos assim a férmula centrada

y/(x) _ y(l‘ + h)2_hy(x - h) . %y///(g).

Consideremos uma aproximacao da derivada de ordem ¢ de uma fungdo y(x) por

y'(x) = F(z,h) + (. h),

em que F(x,h) é uma formula de diferengas. Diz-se que F'(x,h) é de ordem p se c(x, h) =

R(z)h? e R(x) independe de h (ver [13]). Utilizamos a notag@o e(x, h) = O(hP). Isso significa

e(z,h)
I

que limy, . ¢ uma constante finita. Em outras palavras, existe uma constante C' tal que
le(z, h)| < C|hP|, para h suficientemente préximo de zero, ou seja, hd um controle do erro
mesmo quando refinamos a malha.

Utilizando as propriedades de derivadas parciais e as expressdes obtidas acima, pode-
mos generalizar para funcdes de mais de uma varidvel. Desenvolveremos para o caso de uma
funcdo u(x,t), que € um dos casos estudados neste trabalho. Consideremos uma malha dada
pelos pontos (z;,t;) = (zo + ih,ty + jk), na qual h e k sdo os incrementos escolhidos para as
varidveis = e t e (zo,ty) é o ponto de referéncia. As formulas progressiva e regressiva para w;
serdo dadas por

u(z, t+ k) —u(x,t) k

Ut =

u(z,t) — Z(x,t— k) i gutt(xv ¢), (t—k<(<t), (4.31)

Uy =
e as férmulas centrais para u,, € u; serdo dadas por

u(z + h,t) — 2u(x, t) +u(x — h,t h?

Uge (T, 1) =

u(z, t + k) — 2u(x, t) +u(z,t — k) k?
( : 5{;2 ) ( )—Eutttt(!E,C), (4.33)

U =
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ondex —h<é<x+het—k<(<t+ k(ver[13]).

Cuminato e Meneguette Junior [13] apontam alguns conceitos que podem ajudar a
verificar a eficdcia de uma aproximacao. Estes sdo estabilidade, convergéncia e consisténcia.

Um método numérico é considerado estdvel se leva a um acimulo controlado de erros,
ou seja, se fixado um ponto (z;,t;), aumentando o refinamento da malha, ndo ocorrerd um
descontrole dos erros dada a quantidade de passos necessdria para obter as aproximagdes para
a solugdo. Caso contrario, serd dito instdvel. Cuminato e Meneguette Junior [13] destacam que
estabilidade é importante em problemas nos quais hé a necessidade de aplicar o método muitas
vezes para obter a solucdo em um intervalo. Em geral, ndo é possivel prever quantos passos
serdo necessdrios para obten¢do de uma solucdo, logo o controle de erros é importante para
realizar corretamente a escolha do valor do incremento. Ainda segundo os autores, se 0 método
amplificar os erros ja presentes nos dados iniciais, entdo em pouco tempo o erro fard com
que a solugdo perca seu sentido. Se um método permite qualquer tamanho de passo, ele € dito
absolutamente estdvel (ou incondicionalmente estdvel); caso contrario, € dito condicionalmente
estdvel.

Para analisar a convergéncia de um método numérico, devemos considerar o erro glo-

bal no ponto (z;,t;), que é dado por
€ij = u(xi, tj) - Ui,j,

e U, ; € o valor aproximado da fungdo no ponto (z;, ;). Um método serd considerado conver-
gente se e,, converge para zero quando n tende para infinito de modo que o ponto x,, permaneca
fixo. Se x,, deve ser fixo, entdo h tende para zero, o que significa que a malha estd sendo refi-
nada.

A consisténcia € uma propriedade que relaciona a solu¢do da equacdo de diferencas
com a solucdo da equacgdo diferencial. A consisténcia de um método estd relacionada a ordem
da férmula de diferencas. Se um método tem ordem O(h?), ele é chamado de consistente de
ordem p. A ordem de consisténcia também € um indicativo do qudo rdpida € a convergéncia do
método. Em geral, um método de ordem O(h?) possui convergéncia mais rdpida do que outro

de ordem O(h). Para um estudo mais detalhado em relacéo a esses conceitos, ver [9] e [13].
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Seguindo essa ideia, consideremos o problema

w(0,1) = A(t), s
w(L,t) = B(t),
u(z,0) = f(x),

cujo método analitico de resolugao foi apresentado na sec¢do anterior. O dominio da fungdo u
¢ um conjunto R = {(x,t) : 0 <z < L;t > 0}. Para discretizar o dominio, devemos dividir o
intervalo [0, L] da varidvel x em N partes de passo h e a varidvel tempo com incremento k. Hé

varias formas de obter valores para U; ;. Exploraremos dois deles a seguir.

4.2.1 Meétodo explicito

O método explicito utiliza, para calcular o valor de u; 1 os valores de U;_ ;, U; j e
Uit1,;. Primeiramente, utilizando as diferencas progressivas no tempo, como em (4.30), obte-

mos uma aproximagao para u,

Uiji1 — Ui,
h )

e utilizamos as diferencas centradas, conforme visto em (4.32) para aproximar

(24, t;) =~

Uis1j —2Ui; + Ui
h? '

Podemos entdo substituir essas aproximagdes em (4.34) (ver [13])

Uy (T4, 1)

Uijr1 = Uiy _ - Ui — 2Ui5 + Uicayg

k h? ’
da qual obtemos

ak

Uijr1=U; + 32

(Ui-1j —2Uij + Uiy1). (4.35)

Uma molécula computacional é uma representacdo grafica que nos permite compreen-
der o procedimento realizado pelo método. Na figura 4.4, temos a molécula computacional que

representa a equacao (4.35).
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Ty tjta
it
k
® o
Ti1,t; Ty by Tiy1,tj
|
h

Ti—1 Z; Tip1

Figura 4.4 — Molécula computacional do método explicito

Cuminato e Meneguette Junior [13] destacam que o método explicito € convergente,

condicionalmente estavel e incondicionalmente consistente.

4.2.2 Meétodo implicito

O método implicito utiliza valores das linhas 7 — 1, j — 2, ... para aproximar um ou mais
valores na linha j. Segundo Cunha [9], o uso de diferengas finitas atrasadas para discretizar u,
nos proporciona um método incondicionalmente estavel. O método serd definido por

Uij —Uij . Ui — 2Uij + Ui
k h? ’

ou ainda

h? h?
O método implicito pode ser representado pela seguinte molécula computacional da

figura 4.5.

ak ak
<1 + 2—) Ui,j — (Uifl,j + Ui+1,j) = Um;l.
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Ti1,t; Tiytjta Tiv1,t;
® S
k
tj
Z;, tj
| p——
h
Ti—1 T; Tit1

Figura 4.5 — Molécula computacional do método implicito

ak [ C
Denotando por ¢ o valor de 72 podemos observar que o método implicito nos fornece
a relacdo

—UUZ',L]' + (1 + QU)UM - UUi+1,j = Ui,j+1-

Podemos expressar a relag@o entre os valores por um sistema de equacdes na forma

matricial
1+20 —o 0 e 0 Ui Ui j—1 ol
—0 1 + 20 —0 s 0 UQJ' Ug,j_l 0
0 s —o 1 + 20 —0 UN,QJ UN72,j71 0
0 e 0 —0 1 +2U UN—l,j UN—l,j—l O'UN’j
A matriz
1+ 20 —0 0 e 0
—0 1+20c —0 e 0
0 e —0 14+20 —0

0 0 —0 1+ 20
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¢ estritamente diagonalmente dominante, o que permite encontrar a solucdo do sistema, que é
tnica (ver [14]). Esse método é incondicionalmente consistente e incondicionalmente estavel

(ver [13]).

4.3 Exemplo

Vejamos entdo como podemos utilizar os métodos apresentados para resolver um pro-

blema com uma equagdo de difusao.
Exemplo 4.3.1. Calcule a primeira linha de solugcées do problema

Up = Ugy, 0<z<1,0<t <1,
u(z,0) = z(1 — z), 0<z<1, (4.36)

u(0,t) =0 =wu(1,t), 0<t<l,

ek =2, emquek é o passo na varidvel t.

como = = 5

1
6
Método de separacao de variaveis

Conforme visto, a solucio do problema ¢ dada por

o
2.2 2 nmwx
u(z,t) = E cpe” T KL sen<T),
n=1

em que os ¢, sdo os coeficientes de Fourier de f(z), ou seja,

Cp = %/OL f(:c)sen(?) dx.

No problema acima, temos que L = 1, k = 1 e f(z) = x(1 — z). Iniciamos entdo

calculando os coeficientes de Fourier de f(z)

2 [ '
Cph = I/ x(1— x)sen(?) dx = 2/ z(1 — z)sen(nnz) d.
0 0

Utilizando integrag@o por partes, obtemos

1

cp =2 {_37(1 — x)cos(nmx)

+ L /0 (1 = 20)cos(nme) dx} .

0 nm

Utilizando integracdo por partes novamente, temos

6 — 9 [—x(l — z)cos(nrz) |
nw

1 9 1
+— / sen(nmzx) d:L’H :
o nm g

1 {(1 — 92)sen(nrz)

nm nm

0
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Temos assim

1(1 —1)cos(nm)  0(1 —0)cos(0)

Cp =2 —
nm nm
n (1 —2)sen(nt) (1—0)sen(0) 2cos(nm) 2-1 4.37)
n?m? n2m?2 n3m3 n3m3
4
=53 (1 — cos(nm)).

Para n par, temos c,, = 0. Se n é impar, temos c,, = #. Logo, a solucdo do problema

¢ dada por

8 = sen((2n + 1)7x) —((@n+1)m)%
u(z,t) = — > i . (4.38)
n=1

Podemos ver na Figura 4.6 o grafico da solu¢@o obtida pelo método de separacdo de

varidveis em (z,t) € ([0, 1] x [0, 1]).

Figura 4.6 — Grafico da funcdo em (4.38)
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Método explicito

O enunciado pede que calculemos a primeira linha de solugdes, ou seja, as solucdes
para t;. Como temos 0 = %, a=1lek= 5i4, temos h = é Portanto, xg = 0, 1 = %, Ty = %
exs =1, =0, = 5%1, ty = 534 e assim sucessivamente. Na figura 4.7 vemos a malha de

discretizagcdo do problema.

Y

I

|

|

I
___.__________

|

|

|
___?__________

|

|
| - m——m e
—
=~

W=
w

Figura 4.7 — Discretizacdo do dominio do problema

Utilizando a condig¢ao inicial, temos

U(.To, to) = U(O, 0) =0= UO,O;

1 1 1 2
t — - = — ]_—— = — =
u(zq,to) u(3,0) 3( 3) 5 Ul o,
2 2 2 2
— — = — 1 — — = — =
u(xs, to) U(?),O) 3( 3) 9 Usp,

u(zs, to) = u(1,0) = 1(1 — 1) = 0 = Usy.
Pela condi¢do de contorno, temos que

u(xo,t1) = 0= Upy,
U(.Tg, tl) =0= U371.
Assim, precisamos dos valores de U, ; e U, ;. Utilizando o método explicito, temos
2 1 2 2 5
= -2 =—4+-10—-2-—4+ -] =—=0,185185
U1 =Uo+0Upo—2Us0 + Usp) 9 + 6( 9 + 9) 57 ;

2 1/2 2 5
U2,1 = U2,0 + O'(Ul,o - 2U270 + Ug,o) = § + 6 <§ —2- § + 0) = 2—7 = 0, 185185.
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Obtivemos assim a primeira linha de solu¢des da equacdo por meio do método explicito.
Método implicito

Utilizando os valores calculados anteriormente, temos

u(xo,to) = u(0,0) =0 = Uo.o,

u(zy, 1) :ue,o) _ %(1 _ %) _
w(zs, o) :u(;o) _ ;(1 _ ;) _

u(zs, to) = u(1,0) =1(1 — 1) =0 = Usy,

= Ul,Oa

Ol O N

= UQ,O?

u(zo,t1) =0="Upy,

U(.’E3,t1) 0 = Ug,l.

Temos as relagdes

Ul,O = — O'U071 + (1 + 20’)U171 — O'U271

U270 = — O'Ul,l + (1 + 20’)U271 - O'Ug,l.

Escrevendo o sistema na forma matricial

1+20 -0 Ui B Urp+oUp
-0 1420 Uz Uz +0Usy
ou seja,
4 1 2
5 76| (V) _ 5
14 2 |’
5 3/ \lu 5

da qual obtemos

4
U1 =U;; = — =0,190476.
1,1 21~ 57 5

Os resultados obtidos pela solugdo exata sdo u(z1,t) = 0,186102 e u(za,t1) =
0, 186102. Vemos entdo que, para a primeira linha de solugdes, os erros globais cometidos no

método explicito foram
e1n =ez1 = 0,185 - 0,186 = —0, 001,
e no método implicito foram

€11 = €31 = 0,190 — 0,186 = 0, 004.
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A tabela 4.1 apresenta os resultados obtidos por cada método.

Tabela 4.1 — Resultados obtidos

1 Ui U1

0.186102 | 0.186102
0.185185 | 0.185185
0.190476 | 0.190476

Solucoes obtidas
Solucdo exata
Método explicito
Método implicito

-

OOOS
OOOS

Obtivemos boas aproximagdes para os valores de u(x1,t;) e u(z,t1). No entanto, o
que nos permite avaliar o quanto esses métodos sdo vidveis sdo os conceitos de estabilidade,
convergencia e consisténcia.

Apresentamos um exemplo de resolucdo de um problema de conducdo unidimensio-
nal em regime transiente utilizando os métodos de separacao de varidveis, explicito e implicito,
porém existem outros métodos que podem ser utilizados para obter resolu¢cdes do mesmo pro-
blema, como o método de Crank-Nicolson. Outros métodos, como o método de aproximagoes
assimétricas € o método Hopscotch, sao muito utilizados para dimensdes mais altas (ver [13]).
Para obter solucdes para o problema de condu¢ao bidimensional em regime estaciondrio, Incro-
pera e DeWitt [10] destacam os métodos de diferencas finitas e o método grdfico, o que indica

que o método de resolucgao a ser utilizado em cada situagao depende das condi¢des do problema.
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S Consideracoes finais

Neste trabalho pudemos observar a relacio existente entre as equagdes diferenciais
parciais e a formacdo do professor. Essa relacdo tem como base a interdisciplinaridade, a mo-
delagem matemadtica e os conceitos utilizados no desenvolvimento da teoria que sdo ensinados
na educacao bdsica.

Nos conceitos basicos da teorias das EDP’s, pode-se verificar a importancia dos con-
ceitos de funcdo e variacdo. No decorrer do trabalho, a ideia de sistema de equacdes esteve
presente diversas vezes, pois os problemas estudados sdo compostos pela equacdo e condicdes
iniciais e de contorno relacionadas a ele.

Utilizando o modelo da equagdo do calor, os conceitos matematicos citados no pri-
meiro capitulo passam a assumir significado fisico, o que os torna mais acessiveis. Isso mos-
tra como a interdisciplinaridade e a modelagem auxiliam na compreensao e no ensino de ma-
tematica. Na formula¢do matemadtica do problema da conducdo do calor foram utilizados con-
ceitos fisicos que sdo representados matematicamente pelas condicdes que compdem o pro-
blema, evidenciando a relacdo intrinseca que hd entre a matematica e outras ciéncias.

A andlise dos métodos numéricos refor¢a a importancia dos diferentes modos de re-
solver um problema, além de evidenciar a representacdo griafica do mesmo como alternativa de
resolucdo.

O trabalho apresentou uma parte da teoria das equacOes diferenciais parciais € um
exemplo de aplicagdo da mesma buscando utilizar uma abordagem que pudesse despertar o
interesse de um professor em formacgao pelo estudo das EDP’s. Nao visamos esgotar o tema,
mas sim oferecer ferramentas bdsicas para o seu estudo e instigar o leitor a pesquisar sobre
outros tépicos da teoria.

Existem diversas possibilidades de prosseguimento dessa pesquisa. Deixamos como
sugestdo o estudo de outros modelos, como a equacdo da onda, e resolugdes para outras formas
da equagdo do calor. Outra abordagem possivel € a anélise experimental dos efeitos do estudo

de topicos de matemadtica aplicada na formacao de professores.
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A Invariancia do sinal do discriminante

A se¢do (2.4) traz a demonstracdo de que, em uma equacao da forma

a(z, y) gy + b(2, y)ugy + c(x, y)uyy = f(x,y, u, Uy, uy) (A.1)

2

o sinal de 6 = b° — ac é invariante dadas mudancas locais de varidveis. Analisemos essa

demonstragdo detalhadamente. Consideremos a Regra da Cadeia ja apresentada:

Uy = Uﬁgm + UpMz
Uy = Ve&y + VyTy

U55 (fzb)Q + Uégmm + U7777 (771>2 + Unn:m + 2U5n£x77:v

<

g

8
I

Ugy = Uggfxfy + Uﬁfzpy + Upy Ny + Upllzy + Uﬁﬁ(gmny + fynm)

Uyy = U&&(gy)Q + vebyy + Urm(ny)Q + Unllyy + 20enyy

Substituindo em (A.1), obtemos

a(x, y) (%5(596)2 + vﬁgm + Uppy (7796)2 + UyNaz + 2”6775967796)
+ 20(z, y) (veebaby + Veboy + Unn Ty + Unllay + U&n(gxny + &)

+ c(x, y)(“&ﬁ(&yﬁ + velyy + Uvm(ny)Q + Upllyy + 2”51753/771;) =g(v, & n, Vg, Un)-

Podemos escrever a equagdo acima na forma

A(€7 77)”55 + 23(57 77)”577 + 0(57 n)vnn = F(€7 777 Ua vf) UT])) (Az)

onde

A€, n) = a(&)? + 2b(&:8,) + (&)
B(&,n) = a(&na) + b(Eany + §yna) + c(§yny)

C(&n) = a(ne)? + 2b(nany) + c(ny)*.

A equacdo (A.2) é uma equagdo diferencial parcial semilinear de 2* ordem. Podemos

entdo calcular seu discriminante, que €
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A& n) = B(&,n)* — A& n)C(&n)
= (&) + b(Eany + &) + c(Eymy))
—[a(&:)? + 2b(&:&,) + c(&)?Ila(ne)? + 2b(1nany) + c(ny)]
= a®(&ma)” + b2 (Eamy)” + 26°(SamySym) + U7 (Eyma)” + (Eymy)°
+2ab((&)*nany + &€y (1)) + 2ac(EmaEyny)
+2bc(&,6,(1y)° + (&) 1.70y)
— a?(&m.)” — 2ab(&,)*nany — ac(Emy)’
— 208,y (112)% — A7 (Ea&yaty) — 2bcEay(ny)?
— ac(ne&y)” = 2be(&y) namy — (&)
= b*[(&my)? — 268y mamy + (§y2)?] — acl(&amy)? — 2606y mamy + (€4712)°]
= (0* — ac)[(&ny)* — 2(E&my€yn) + (£amy)?]
= 0(z,y)J (2, y)*.

Obtemos, assim, que o sinal de A(£,7n) é o mesmo sinal de §(z, y), pois o jacobiano

J(x,y) ndo se anula em uma vizinhanga de (zg, o).
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