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RESUMO 

 

Na Matemática as equações constituem um ramo de estudo teórico importante, desenvolvido 
historicamente e aplicado em várias situações práticas do cotidiano. Há vários tipos de 
equações, classificadas de acordo com a sua estrutura: exponenciais, polinomiais, irracionais, 
trigonométricas, etc. Nesta pesquisa, serão abordados alguns métodos não numéricos de 
resolução de equações a uma variável real, escolhidos e selecionados dentre outros e por 
fimlserão mostradas as suas aplicações, principalmente com alguns exemplos de classes de 
equaçõesasoluvéiskpelos métodos mostrados, com comentários sobre cada exemplo que será 
exposto e solucionável por um ou mais desses. 

Palavras-chaves: Equações, Métodos de resolução, Aplicações. 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  



 
 

 

 

SOME METHODS FOR RESOLUTION OF ONE-VARIABLE 

EQUATIONS AND ITS APPLICATIONS. 

 

ABSTRACT 

In Mathematics the equations constitute an important theoretical branch of study, developed 
historically and applied in several practical situations of daily life. There are several types of 
equations, classified according to their structure: exponential, polynomial, irrational, 
trigonometric, etc. In this research, some non-numerical methods of solving equations to a real 
variable will be approached, chosen and selected among others and finally their applications 
will be shown, mainly with some examples of classes of equations that can be solved by the 
methods shown, with comments on each example that will be exposed and solvable by one or 
more of these. 
 
Keywords: Equations, Methods of resolution, Applications 
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k kkkINTRODUÇÃO 
 

Estudar equações a uma variável real e a metodologia para encontrar suas soluções 

garantem que alguns fenômenos matemáticos, físicos ou outros que sejam quantitativos possam 

ser compreendidos. Essas equações podem aparecer no estudo ou modelagem de alguma 

situação problema. (ALVES, 2015, p. 08) 

A partir de Boyer (2010), Garbi (2009) e outros, percebemos que as equações 

algébricas1 de grau n foram tidas como principal objeto de estudo ao longo de vários anos. As 

raízes desse tipo de equações foram sendo determinadas, principalmente por obtenção de 

fórmulas reduzidas por radicais e operações básicas (soma, subtração, multiplicação) 

envolvendo seus coeficientes, que forneciam o valor de uma ou mais raízes. 

Observamos que na literatura existem artigos acadêmicos e dissertações que analisam 

as várias estratégias de resolução de equações algébricas de primeiro a quarto graus por meio 

da determinação de uma fórmula específica. Há outras metodologias expostas nesses artigos 

em que são fornecidas alternativas para obtenção de algumas raízes e através de alguns outros 

processos, embasados por teoremas, obtém-sekas demais. 

Como apresentado por Alves (2015), historicamente são encontrados vários métodos de 

se resolver as equações algébricas de terceiro ou de quarto graus. Várias estratégias foram 

usadas para se obter fórmulas ou raízes envolvendo processos diversosktais como manipulações 

algébricas e resultados de Geometria, alguns não previstos a serem abordados na Educação 

Básica. O autor desenvolve também as fórmulas obtidas historicamente por matemáticos, como 

GirolamokCardano (1501 – 1576) e FrançoiskViète (1540 – 1603), para resolver tipos 

específicos de equações algébricas. Por fim, a aplicação em algumas dessas mostra em seu 

trabalho que esses métodos históricos e outros construídos acarretam nas mesmas soluções. 

Fórmulas resolventes são utilizadas para se solucionar equações do segundo grau e 

algumas de terceiro e quarto graus. Na Educação Básica, as equações algébricas do segundo 

grau podem ser resolvidas por métodos não restritos somente na simples aplicação dos 

coeficientes na fórmula resolvente. Entretanto, há muitos modos de se encontrar uma raíz 

incógnita: estratégias diversas usando soma e produtos de raízes, identidades provenientes de 

                                                           
1 Grau de equação algébrica é o maior valor ao qual a variável x em polinômio está elevado ( Ver capítulo 
seguinte). 
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fatos geométricos e outros, que podem enriquecer a aula de um futuro docente que queira 

melhorar seus conhecimentos e a sua prática. (JUNIOR, 2013). 

Esse problema da falta de enriquecimento de informações no ensino de resolução de 

equações por múltiplos modos é também ressaltado por Valei(2013): 

 
[…] o ensino de vários métodos de resolução de equação além de tornar as aulas de 
matemática mais ricas de informações, tornando uma aula mais motivadora, facilita a 
aplicabilidade desse conteúdo em várias tarefas realizadas na vida escolar desse aluno, 
bem comokajuda o desenvolvimento do raciocínio lógico, fazendo com que esse aluno 
deixekter apenas aquela aula tradicional sobre equações do segundo grau onde é 
mostrado apenas uma maneira de sekresolver esse tipo de equação  sem dizer nem se 
quer como surgiu essa fórmula resolutiva. […] (VALE, 2013, p. 72)  

 

George Polya 2(1995) apresenta em seu livro um ou mais exemplos de equações e as 

tratam como problemas, redutíveis a problemas auxiliares. Descreve também a resolução de 

uma equação genérica como um processo redutor, partindo de um problema mais complexo 

para um outro mais simples e conhecido. A utilização de problemas auxiliares que tenham 

relação com o problema original é apresentada para se resolver o que chama de problema de 

determinação da incógnita que satisfaça alguma equação.  

Um professor terá segurança em sala de aula para lidar com elucidação de problemas, a 

incluir equações, algumas mais desafiadores ou difíceis? Ramosi(2013, p. 29) 3descreve uma 

situação de um professor que propõe inadequadamente a resolução da equação irracional (1) 

em sala de aula, e um de seus alunos a considera como um desafio sério. O aluno busca obter a 

solução dessa equação através de vários professores, incluindo o proponente de tal problema. 

Diante disso, esse professor não consegue explicar ao aluno uma forma analítica de resolução 

que fosse satisfatória ao aluno questionador. Apesar dele buscar ajuda de um outros 

profissionais e pesquisadores, incluindo um que utiliza fórmulas do Cálculo Numérico para 

resolvê-la, o problema não se torna  solúvel de modo satisfatório para o tal aluno.  

 

 
1
ݔ
൅ ට

ݔ
2
ൌ
ଶݔ

8
൅ ඨ

4
ଶݔ

య

 

 

(1) 

                                                           
2 George Polya (1887-1985) foi um professor de Matemática da Hungria, que estudou a resolução de problemas, 
passo a passo para investigá-los, entre outros. 
3 José Ivan da Silva Ramos é um professor doutor da UFAC (Universidade Federal do Acre) e foi orientador de 
um trabalho de conclusão de curso sobre a influência do conjunto solução de uma equação em seu processo de 
resolução, do autor Cléber Pereira Silva (RAMOS, 2013, p.33) 
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Da leitura de Ramos (2013), a equação (1) caiu no esquecimento diante do episódio 

gerado pela sua proposta em sala de aula. O professor proponente desse problema descobriu 

uma forma de encontrar uma de suas raízes através da tentativa própria de sugestão de resolução 

efetuada por ele mesmo em um escaninho de um de seus professores em Estruturas Algébricas 

de sua especialização (Mestrado), que conseguiu obter o valor de uma das raízes incógnitas de 

(1), se não houverem outros. 

Neste trabalho sentimo-nos motivados a ampliar a abordagem sobre metodologias para 

buscar o conjunto das raízes de certas classes de equações. As metodologias para se resolver 

tais equações utilizarão conceitos que serão expostos no início como noções preliminares, para 

garantirem a compreensão de qualquer leitor. 

Será que dispomos de recursos e conhecimentos suficientes para lidar com equações do 

tipo 2 ൅ 3௫ାଶ ൌ ݔ ൅ 9௫?kExistem outras formas alternativas de encontrar as raízes de 

ሺݔ ൅ 1ሻ଺ ൌ  ଺ sem partir para o trabalho braçal algébrico? Como o leitor lidaria com essesݔ

problemas com êxito se caso lhes fossem propostos? 
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1 kkkUM BREVE CONTEXTO HISTÓRICO 
 
 

A Matemática surgiu como instrumento de resolução de problemas que envolviam os 

números, seja em situações na vida prática e cotidiana, seja em situações mais complexas e 

abstratas. A Aritmética ao longo da história teve o seu papelkna solução de problemas mais 

simples, ligados à demanda numérica e quantitativa nas relações sociais. Porém, com a 

complexização dessas relações, essa ciência teve de evoluir na busca de elucidação para esses 

problemas cada vez mais complexos.  

Passou-se então a utilizar artifícios cada vez mais sofisticados para representar os 

componentes de um problema, incluindo o que não era conhecido, em termos numéricos. Fato 

é que a Álgebra surgiu por intermédio dos estudos geométricos e foi sendo criada e construída 

por diversas pessoas a partir de impasses que surgiam. Suas ideias foram sendo reescritas, 

experimentadas e aperfeiçoadas ao longo de vários anos. 

A evolução da Geometria garantiu o avanço dos estudos pioneiros em Álgebra. Os 

babilônios em 2000 a.C utilizaram de modo geométrico e discursivo o método de completar 

quadrados para resolver equações quadráticas, além de soluções de algumas equações cúbicas. 

(EVES, 2007, p. 61-62) 

Posteriormente, seguiram avanços na área da Álgebra na Grécia Antiga entre 500 a.C a 

300 a.C, vide os estudos de métodos geométricos desenvolvidos pelos gregos, como a solução 

geométrica de equações da forma ݔଶ െ ݔܽ ∓ ܾଶ ൌ 0. (EVES, 2004, p. 110-111). Por volta de 

250 d.C equações envolvendo soluções inteiras eram estudadas porkDiofanto de Alexandria 

(século IIIkd.C).iDiofanto foi um dos primeiros a tentar criar uma notação algébrica, assim 

como exposto por Boyer: 

 

[...] A expressão 2ݔସ ൅ ଷݔ3 െ ଶݔ4 ൅ ݔ5 െ 6, por exemplo, poderia aparecer numa 
forma equivalente a SS2 C3 x5 MS4 u6, onde as nossas letras S, C, x, M e u foram 
usadas para “quadrado”, “cubo”, a “incógnita”, “menos” e “unidade” e nossos 
numerais em lugar de notação grega alfabética que se usava no tempo de Diofante. 
[...] (BOYER, 2010, p. 123) 
 
 

Na Índia, em meados do século IV a V d.C, emergiram os primeiros investigadores mais 

marcantes no início da teoria das equações e em outros ramos da Matemática, um deles 

Varahamihira e Brahmagupta. (GARBI, 2009, p. 24-25). Brahmagupta propôs a equação ݔଶ ൌ
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1 ൅  ଶ para soluções inteiras, as quais foram estudadas posteriormente pelo hindu Bhaskaraݕ݌

(século XII d.C). (BOYER, 2010, p. 150-152). 

As equações quadráticas já seguiam em estudo na época de Bhaskara, quem em suas 

obras LilavatikekVija-Ganitakapresentou contribuições àksolucionar algumas equações, 

inclusive algébricas do segundo grau, mesmo não utilizandokos seus coeficientes. (EVES, 

2004, p. 251; BOYER, 2010, p. 152). 

No ano de 825 d.C em Bagdá, al-Khowarizmi (século VIII - IX d.C)jem seu livro Hisabal-

jabrw’al-muqabalah, traduzido por “Ciência da restauração e redução”, introduz o termo al-

jabr, variante latina do termo álgebra. Segundo Boyer (2010, p. 156), al-jabrisignifica muito 

equivalentemente ak“restauração” ou “completação”. 

O termo muqabalah pode ser interpretado como balanceio, equilíbrio, em que há uma 

igualdade em dois termos e mesmas quantidades podem ser subtraídas ou adicionadas em 

ambos, gerando o balanceamento (BOYER, 2010, p. 156). A Álgebra nesse livro começou a 

ser introduzida restritivamente para determinar e investigar as equações.  

Porém, tudo era descrito sem a utilização de simbologias como letras, isto é, 

restritivamente com o emprego de palavras, e na maioria dos casos eram problemas aliados à 

Aritmética e à Geometria. Somente 700 anos mais tarde que os matemáticos da Era Moderna 

passaram a desenvolver uma simbologia específica para a manipulação algébrica, e isso de 

modo muito lento. (MILIES, 2004, p. 6). 

Um dos protagonistas que podemos citar, além de outros, dessa transição foi o francês 

matemático FrançoislViètei(1540l-l1603),iquem desenvolveu em sua obra In 

ArtemkAnalyticamkIsagoge (1591) (Introdução à Arte Analítica) uma álgebra simbólica, 

introduzindo uma convenção de usar vogais para quantidades desconhecidas e consoantes para 

grandezas conhecidas. (BOYER, 2010, p. 207-209; MILIES, 2004, p. 7-8). Com base ainda 

nessas ideias, descreve Vale (2013): 

 

Em sua obra foi encontrada, pela primeira vez em Álgebra, uma diferença clara entre 
o conceito de parâmetro e a ideia de uma quantidade desconhecida que chamamos de 
incógnita. Viètekutilizou uma vogal para representar uma grandeza ou um número 
supostamente conhecido ou dado. Na época de Viète, a álgebra árabe já havia sido 
aperfeiçoada, tanto pelas resoluções das equações quadráticas, cúbicas e quárticas, 
como por um uso parcial de símbolos. (VALE, 2013, p. 32) 
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Françóis Viète em sua obrailZeteticorumlLibrikQuinquel(1593), resolve algumas 

equações do segundo grau por completamento de quadrados e ainda desenvolveu algumas 

identidades matemáticas como o cubo da somakሺݔ ൅ ሻଷݕ ൌ ଷݔ ൅ ݕଶݔ3 ൅ ଶݕݔ3 ൅

 .(MILIES, 2004, p. 9)	ଷ.ݕ

Ainda mais, F. Viète passou então a representar equações do primeiro grau como 

expressões generalizadas da forma ܽݔ ൅ ܾ ൌ 0.  Passou a utilizar uma vogal, por exemplo, A 

para incógnita, os símbolos +, െ e in para adição, subtração e multiplicação, respectivamente. 

(BOYER, 2010, p. 208). Veja a seguir como ele representava algumas igualdades: 

 
ݔ .1 ൅ 4 ൌ 6 െ era escrita como A ൅ ݔ 4 aequatur 6iെ A. 

ݔ3 .2  ൌ 5 representada por 3  .aequatur 5 ܣ݅݊݅

Na obra de Garbi (2009, p.101) inferimos que com somas de contribuições históricas, 

as palavras passaram a se tornar cada vez mais escassas na simbologia algébrica conforme 

pequenas contribuições. Uma notação mais sofisticada auxiliaria no estudo das equações. Os 

matemáticos Robert Record (1510l-l1558) e Thomas  Harriot (1560-1621), se propuseram a dar 

uma simbologia para a igualdade, utilizando o símbolo conhecido atualmente ሺൌሻ,kalém dos 

símbolos > e <  para desigualdades, porém não foi utilizado de modo imediato, dado que F.Viète 

ainda utilizava a abreviação da palavra latinakaequalis para a igualdade.  

A partir de Garbi (2009, p. 100-103) e  Milies (2004, p.5, p. 11), René Descartes (1596l-

l1650) em seus escritos representava potências na forma ܽܽ ൌ ܽଶ, ܽܽܽ ൌ ܽଷ, ܽܽܽܽ ൌ

	ܽସ,jܽ/ܾ como o quociente de ܽ por ܾ, a raiz quadrada delܽଶ ൅	ܾଶ por √ܽଶ ൅ ܾଶ , entre outros. 

Mais ainda, ele foi “ium dos primeiros a escrever as equações algébricas sob a forma de um 

polinômio igualado a zero. ” (GARBI, 2009, p. 101). 

Nos tempos modernos ainda surgiram variadas contribuições ao campo de estudo da 

álgebra e da resolução de equações. Conforme Milies (2004, p. 7) e ainda Boyer (2010, p. 219), 

o matemático belga Simon Stevinl (1548l-l1620) publicou em sua obra L’Arithmétiquei(1585) 

o conceito primitivo de polinômios, introduzido como os multinômios. Um polinômio passou 

a ser foco de pesquisa quanto as suas operações, as quais demonstraram serem análogas a 

tratamentos com números. 

Ainda deixa a entender Milies (2004, p. 08) que, mais tarde, a representação simbólica 

dos polinômios passou a ser utilizada a partir do matemático John Hudde (1633l-l1704), 

utilizando letras para representar quantidades variáveis nos multinômios. Boyer (2010, p. 256) 
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ainda ressalta a contribuição que John Hudde ofereceu no processo de consolidação de notações 

na teoria das equações, como ainda afirma: “[...] Esse passo final no processo de generalização 

das notações de Viète na teoria das equações foi feito numa obra de Hudde intitulada De 

reductionekaequationum [...]”. 

Paralelamente a esses avanços, a busca de fórmulas fixas resolutivas ou outros métodos 

de determinar todas as soluções de equações de terceiro grau teve início antes da Idade 

Moderna. Como exposto por Boyer (2010, p. 164-165), okárabe Omar Khayyami(cerca de 1048 

– 1131),  já utilizava métodos geométricos para solucionar algumas delas. Porém, esse 

desenvolvimento histórico não para por aí. 

Ao longo dos séculos XVI e XVII aparecem os estudos de Nicolo Fontana (1499-

1557),iLudovico Ferrari (1522 – 1565) e Albert Girard (1595 – 1632), e outros na Itália. 

Pesquisadores de Álgebra passaram a contribuir inicialmente para a obtenção de raízes 

incógnitas de polinômios de qualquer grau, incluindo determinação de fórmulas resolventes. 

EmkArs Magna (1545) do italiano GirolamolCardano são apresentadaskmetodologias para 

solucionar diversas equações algébricas de até quarto grau. (BOYER, 2010, p. 193-194). Albert 

Girard (1595 – 1632), grande contribuidor na área da Álgebra e Geometria, em sua obra 

Invention nouvelle enkl’algèbrel(1629), estabeleceu a sua descoberta da relação entre as raízes 

de uma equação algébrica e seus coeficientes. (BOYER, 2010, p. 209; EVES, 2004, p. 302-

305; KOERICH,i2000,ip. 4-6) 

Essas buscas por fórmulas para equações polinomiais seguiram-se durante os séculos 

XVII e XVIII. Um dos quebra-cabeças da Matemática da Era Moderna foi encontrar uma 

fórmula fixa para a equação quíntica (do 5º grau). Esse impasse durou aproximadamente 300 

anos. Paolo Ruffini (1765 – 1822) desenvolveu estudos na busca de uma fórmula para se 

resolver a equação do quinto grau e por consequência, provou a menos de um engano a 

impossibilidade de se encontrá-la. Na época esse fato era tratado como um contrassenso, e ainda 

assimkP.Ruffini tentou corrigir, sem sucesso, a sua demonstração. 

Ressalta Boyer (2010, p. 361-366) e Lobo (2017, p. 17) que o norueguês Niels Henrik 

Abel (1802 – 1829), inicialmente se enganou quando acreditou ter achado a fórmula específica 

em 1821 para a equação do quinto grau. Posteriormente em 1824 através de um artigo “Sobre 

a resolução algébrica de equações”, conseguiu provar pela primeira vez e publicar que essas 

não admitiam fórmulas resolventes.kMais tarde, ÉvaristelGalois (1811 – 1832) foi além, e 

provou essa impossibilidade para as de grau superior a cinco.  
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Paralelamente a essa busca por fórmulas que determinam as soluções das equações 

algébricas ao longo dos séculos da Era Moderna, um novo objeto matemático passou a surgir 

para a sua complementação: a ideia de função. Com os estudos pioneiros de Isaac Newton  

(1642 – 1727) e de Leibnizl (1646 – 1716) no cálculo diferencial e infinitesimal, surge a ideia 

de variável. Segundo Boyer (2010, p. 279): “[...] Leibniz não é responsável pela moderna 

notação para função, mas é a ele que se deve a palavra “função”, praticamente no mesmo 

sentido em que é usada hoje. ” 

Com o avanço nos procedimentos para se resolver problemas, a questão da notação 

sempre avançava paralelamente. Evidencia Milies (2004, p. 10) que Isaac Newton (1642l–

l1727) em uma carta dirigida ao secretário da então Royal Society em 1676, escreveu notações 

mais sofisticadas e simplificadoras, incluindo expoentes fracionários e negativos. 

Ainda segundo Boyer (2010, p. 279), Garbi (2009, p. 102) e também Eves (2004, p. 

472-473), Leibniz e Leonhard Euler (1707 – 1783)  contribuíram amplamente na Matemática 

para formular notações generalizadoras. Euler foi mais além, introduziu constantes notáveis, 

terminologias e várias ideias de caráter inéditos utilizados atualmente.kGarbi (2009, p. 102) 

destaca alguns símbolos empregados na linguagem atual: “[...]iFoi Euler quem criou o símbolo 

∑ para a somatória, a notação fሺxሻ para as funções, a representação ቀ
݉
݊ቁ para as combinações, 

etc. [...]” 

A ideia de função como transformação, em quekcada  elementokݔ é transformado em 

um outroiݕ	 ൌ ݂ሺݔሻ , passou a ser dada pelo britânico George Boole (1815 – 1864). Um outro 

matemático que passou a utilizar o conceito de função como o de aplicação entre dois conjuntos 

foi o alemão Richard Dedekind (1831 – 1916). Por fim, houve a definição dada pelo inglês 

George Harold iHardy (1877 – 1947) em que para cada elemento de um conjunto ܧ, 

corresponde um único elementok݂ሺݔሻ do conjunto ܨ (Contradomínio), sendo essa 

correspondência determinada por alguma lei, relação entre elementos ou expressão.i(SILVA e 

REZENDE, p. 29 -32). 

A Matemática a partir daí passa por um processo de estruturação e complexização de 

suas estruturas e conceitos. A busca por soluções de vários tipos de equações continuou devido 

a novas demandas e necessidades tecnológicas, ou ainda, aprofundamento teórico. Com tudo 

isso, a pesquisa provavelmente ainda continua. 
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2 kkkNOÇÕES PRELIMINARES 
 

 

Ao longo deste Capítulo, iremos relembrar algumas noções e conceitoskfundamentais 

para o desenvolvimento do nosso trabalhokem teoria das equações. 

Inicialmente um breve exposto sobre os números reais; partiremos depois para o 

entendimento das funções e equações reais a uma variável real. Noções sobre polinômios 

também serão abordadas.  

Iremos embasar os conceitos que serão apresentados neste capítulo principalmente nas 

fontes referenciais e bibliográficas a seguir: Lima (2006, p. 198-249), Caputi e Miranda (2017), 

Delfino (s.d.), Marques (1999, p. 34-38) e as duas obras de Gelson Iezzi e outros (2011a, 

2011b). 

 
2.1kkkNúmeros reais, potenciação e radiciação 
 
 

Neste trabalho, iremos utilizar o conjunto dos números reais, denotado por Թ, cujos 

elementos são números das formas ao lado: 

 

Iremos apresentar algumas noções de modo bem resumido e não detalhado sobre os 

números reais. Espera-se que o leitor tenha algum conhecimento basal sobre esse conjunto e 

seus elementos. 

 

Definição 2.1.1:kDado um conjunto ܣ, diz-se que ܤ é um subconjunto de ܣ, denotado por ܤ ⊂

ݔsek ,ܣ ∈ ܤ ⟹ ݔ ∈  .ܣ

 

Exemplos : 

ܣ	.1  ൌ ൛െ√6 ,1, 0,17ൟ ⊂ Թ tendo em vista que ݔ ∈ ሼെ√6 ,1, 0,17ሽ ⟹ ݔ ∈ Թ 

 2.	ℚ ⊂ Թ , pois  ݔ ∈ ℚ⟹ ݔ ∈ Թ; 

 

Há outros exemplos de subconjuntos, um de especial utilidade, denominados 

intervalos.iVeja a Definição 2.1.2 a seguir: 
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Definição 2.1.2: Um intervalo realaI é um subconjunto de Թ tal que dados ܽ,  reais, com ݔ	݁	ܾ

ݔ ∈  :então ,ܫ

ݔ .1  ∈ ܫ ൌ ሾܽ, ܾሿ ⟺ ܽ ൑ ݔ ൑ ݔ .5  .ܾ ∈ ܫ ൌ ሺܽ, ൅∞ሻ ⟺ ܽ ൏   ;ݔ
ݔ.2  ∈ ܫ ൌ ሺܽ, ܾሿ ⟺ ܽ ൏ ݔ ൑ ݔ .6 ;ܾ ∈ ܫ ൌ ሾܽ, ൅∞ሻ ⟺ ܽ ൑   ;ݔ

ݔ.3  ∈ ܫ ൌ ሾܽ, ܾሻ ⟺ ܽ ൑ ݔ ൏ ݔ .7 ;ܾ ∈ ܫ ൌ ሺെ∞, ܽሻ ⟺ ݔ ൏ ܽ;  
ݔ .4  ∈ ܫ ൌ ሺܽ, ܾሻ ⟺ ܽ ൏ ݔ ൏ ݔ .8 ;ܾ ∈ ܫ ൌ ሺെ∞, ܽሿ ⟺ ݔ ൑ ܽ;  

 

Potência de expoente inteiro 

Definição 2.1.3: Dado ܽ ∈ Թ, ܽ ് 0 e ݊ ∈ Ժj, definimos potência dejbasekܽke expoente ݊jo 

número realkܽ௡ assim definido:jܽ௡ ൌ ቐ

			1															para	݊ ൌ 0
ܽ ∙ 	ܽ௡ିଵ		para	݊ ൒ 1
ଵ

௔ష೙
											para	݊ ൏ 0

 

Observe que sendo ݉	݁	݊ inteiros, se cumpre: ܽ௠ା௡ ൌ ܽ௠ ∙ ܽ௡ 

 ሺܽ௠ሻ௡ ൌ ܽ௠∙௡. 

Potência com expoente racional 

Definição 2.1.4:kDado ܽ um número real e ݎ ൌ ݉
݊

,a݉ e ݊ inteiros, com ݊ ൐ 0, 

definimos:kܽ௥ ൌ ܽ
೘
೙ ൌ √ܽ௠

೙ . Algumas propriedades são listadas a seguir:  

 1. ܾ ൌ 	ܽ
భ
మ ൌ √ܽ é a raiz quadrada de ܽ, com ܽ ൒ 0 e sendo ܾ ൒ 0; 

 2. √ܽଶ ൌ ܽise ܽ ൐ 0 ek√ܽଶ ൌ െܽ , se ܽ ൏ 0; 
 3.√ܽ೙ ൌ ܾ ⟺ ܽ ൌ ܾ௡,isendokܽ ൐ 0; 
 4. √ܽ೙ ൌ ܾ ⟺ ܽ ൌ ܾ௡ ,isendokܽ ൏ 0ke ݊ ímpar; 

Observação: Sejܽ ൏ 0ke ݊ par, logo √ܽ೙ ∉ Թ. 
 
Potência com expoente real 

Definição 2.1.5:kDadoskܽ ൒ 0kekݎ um número real, o número ܽ௥ é a potência de ܽ݅com 

expoente em Թ. 

Veja que: 

 1. Se ܽ ൐ 0 ekݔ ൌ ܽ௥ ⟹ ݔ ∈ Թapara todo ݎ real; 
 2. Se ܽ ൌ 0 , então ݔ ൌ ܽ௥ ൌ 0 para qualquer ݎ real não nulo; 

 Observação: Se ܽ ൏ 0 , então existe ݎ real de modo quekݔ ൌ ܽ௥ ⇏ ݔ ∈ Թ	; 
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Dados ܽ e ܾ reais quaisquer. As seguintes igualdadesi(chamadas de identidades)iou 

implicações se cumprem em Թ :  

 1.ሺܽ ∓ ܾሻଶ ൌ ܽଶ ∓ 2ܾܽ ൅ ܾଶ; 
 2. ሺܽ െ ܾሻሺܽ ൅ ܾሻ ൌ ܽଶ െ ܾଶ; 
 3. ሺܽ ∓ ܾሻଷ ൌ ܽଷ ∓ ܾଷ ∓ 3ܾܽሺܽ ∓ ܾሻ; 
 4.݅ܽ௡ െ ܾ௡ ൌ ሺܽ െ ܾሻሺܽ௡ିଵ ൅ ܽ௡ିଶܾ ൅ ⋯൅ ܾܽ௡ିଶ ൅ ܾ௡ିଵ), sendo ݊ natural; 
 5. ܽ ൌ ܾ ⟺ ܽ௡ ൌ ܾ௡kse ݊ é ímpar; 
 6. ܽ ൌ ܾ ⟹ ܽ௡ ൌ ܾ௡kse ݊ é par; 

Observação: Para ݊ par, ܽ௡ ൌ ܾ௡ ⟹ ܽ ൌ ܾ nem sempre é verdadeira. Vejamos um 
exemplo: ሺെ2ሻସ ൌ ሺ൅2ሻସ ⇏ െ2 ൌ ൅2. 
 

kkkkkkRacionalização 

Um número fracionário, em alguns casos com denominador irracional, pode ser 

representado por uma forma fracionária equivalente de denominador em ℚ, pelo processo de 

racionalização de denominadores. 4 

Exemplo 2.1.1:aRacionalizar o número real ݕ ൌ  
ଵ

ଷି√ଷ
 

Como (3 ൅ √3ሻ ∙ ሺ3 െ √3ሻ ∈ ℚ, basta multiplicar o numerador e o denominador de ݕ 

por 3 ൅ √3 :  

ݕ ൌ 	
1

3 െ √3
ൌ 	

3 ൅ √3

൫3 െ √3൯൫3 ൅ √3൯
ൌ 	

3 ൅ √3

3ଶ െ ൫√3൯
ଶ ൌ

3 ൅ √3
6

 

2.2kkkFunções a uma variável real a valores em Թ  
 
Definiçãol2.2.1:aSejam os conjuntos ܣ e ܤ não vazios. Define-se como função de ܣ emlܤ, 

denotada por ݂ : ܣ → a uma relação que associa a cada elementolܽ ܤ ∈  la um único y elementoܣ

de B, chamado de imagemkdelܽ pela ݂, e indicado porkݕ ൌ ݂ሺܽሻ. 

O conjunto ܣ é o domínio da ݂, que será denotado por ܦሺ݂ሻ e o conjunto ܤ	é o 

contradomínio dak݂, que será denotado por ܦܥሺ݂ሻ. 

 

                                                           
4 Nessa técnica, basta multiplicar o denominador por um outro número de modo que o denominador 
transformado seja um número racional. Consideremos casos em que o fator dessa transformação não seja o 
inverso multiplicativo do irracional dado no denominador. Isso exclui exemplos de tentar racionalizar, por 

exemplo, o denominador da fração 
ଵ

గ
 . 
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Definiçãol2.2.2:aSejai݂ uma função de ܣ em ܤ, isto é, ݂: ܣ →  Definimos como conjunto	.ܤ

imagem dak݂ o conjunto denotado por ݉ܫሺ݂ሻ tal que ݉ܫሺ݂ሻ = {ݕ ∈ :ܤ 	ݕ ൌ ݂ሺݔሻ para algum 

ݔ ∈  .{ܣ

 

Definiçãol2.2.3:aSejamkܣ elܤ conjuntos tais que ܣ ⊂ Թleaܤ ⊂ Թ. Define-seipor função de 

uma variável real a valores reais (ou simplesmente por função)ia função delܣ no conjunto ܤ, 

ou seja, dado ܽ ∈ lum número real, ݂ሺܽሻܣ ∈  .é um número real ܤ

 

Funções em Թ podem, em alguns casos, ser descritas com uma lei de formação 

relacionando a variável independente	ݔ e a variável dependente ݕ ൌ ݂ሺݔሻ. 

Exemplos : 

 1.kݕ ൌ ݂ሺݔሻ ൌ ଶݔ√	 ൅ 1; 
 

2.kݕ ൌ ݂ሺݔሻ ൌ 	 ൜
ݔ݇݁ݏ	1 ൐ 0;
െ1	ݔ݇݁ݏ ൑ 0; 

 

Definiçãol2.2.4:aSejamil݂ ∶ ܣ →  e ℘ o conjunto de pares ordenados de números reais. O ܤ

conjunto ܩ௙ tal que ܩ௙ ൌ{൫ݔ, ݂ሺݔሻ൯ ∈ ݔ :℘ ∈  .݂ é denominado gráfico de {ܣ

Exemplos : 

 

Figura 2.1: Gráfico da função 	ࢌሺ࢞ሻ ൌ
૚ା࢞

૚ି૛࢞
 

Fonte: elaborada pelo autor (2017) 
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Definiçãol2.2.5:aUma função ݂ é dita contínua em ݔ ൌ ܽ, ܽ ∈ Թ, se satisfaz as condições a 

seguir : 

 1. ݂	está definida para ݔ ൌ ܽ, isto é, ܽ ∈  ;ሺ݂ሻܦ

 2.lDadokߝ ൐ 0	qualquer, existe ߜ ൐ 0 tal que ݔ ∈ ሺܽ െ ,ߜ ܽ ൅  ⟹ ሻߜ

i	݂ሺݔሻ ∈ ሺ݂ሺܽሻ െ ,ߝ ݂ሺܽሻ ൅  .ሻߝ

 

Definiçãol2.2.6:aUma função ݂ é dita contínua no subconjunto ܺ ⊂  ݂ ,ሺ݂ሻ se, e somente seܦ

é contínua para todo ݔ ∈ ܺ. 

 

A Definição 2.2.6kde continuidade pode ser interpretada de forma intuitiva como ser 

possível traçar o gráfico da função dada sem tirar o lápis do papel, ao longo do domínio 

especificado5. 

 

Exemplol2.2.1:aA função ݂ሺݔሻ ൌ ݔ3 െ 2 é contínua em Թ, por outro ladok 

݃ሺݔሻ ൌ 	 ൜
ݔ݆ െ 1		, ݔ	݁ݏ݆ ൑ 1
,݇݇݇ݔ3݆ ݔ	݁ݏ݆ ൐ 1knão é contínua em ݔ ൌ 1. 

 

 

                                                           
5 Essa ideia teve como fonte o que se encontra disponível no endereço abaixo: 
<http://www.uff.br/webmat/Calc1_LivroOnLine/Cap06_Calc1.html>. Acesso em 23/08/17. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

Figura 2.2: Gráfico de	ࢌሺ࢞ሻ ൌ  ૜࢞

Fonte: elaborada pelo autor (2017) 
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Figura 2.3: Gráfico da função  ࢍሺ࢞ሻ ൌ 	 ൜
࢞࢐ െ ૚		, ࢞	ࢋ࢙࢐ ൑ ૚
,࢑࢑࢑࢞૜࢐ ࢞	ࢋ࢙࢐ ൐ ૚ 

Fonte: elaborada pelo autor (2017) 
 

Definiçãol2.2.7:aSejamkasifunçõesk݂: ܣ → ܥ	:ek݃ ܤ → ሺ݂ሻ݉ܫ com ,ܦ ⊂  A função݇݇ .ܥ

݃ ∘ ݂ ∶ ܣ → ሻ൯ݔké definida como a composta de ݃ em ݂ e é indicada por ݃൫݂ሺܦ ൌ ሺ݃ ∘ ݂ሻሺݔሻ 

para todo ݔ ∈  .ܣ

 

Exemplos : 

 1. ݂ሺݔሻ ൌ ݔ√	 ൅ 1 ݁	݃ሺݔሻ ൌ 1 െ ሻ൯ݔlogo ݃൫݂ሺ ,ݔ2 ൌ 1 െ 2݂ሺݔሻ ൌ 1 െ ݔ√2 ൅ 1 
para todo ݔ ൒ െ1. 

 2.j݂ሺݔሻ ൌ 1 െ 3√3 െ ሻ൯ݔentãok݂൫݂ሺ ,ݔ ൌ 1 െ 3ඥ3 െ ݂ሺݔሻ ൌ 1 െ 3ඥ2 ൅ 3√3 െ  ݔ
para todo ݔ ൑	3. 

 
3.j݂ሺݔሻ ൌ entãok݂ ,ݔ√ ቀ݂൫݂ሺݔሻ൯ቁ ൌ ටඥ݂ሺݔሻ ൌ ඥ݂ሺݔሻర ൌ ඥ√ݔ

ర
ൌ 	 ݔ√

ఴ 	 para todo 

ݔ ൒ 0. 
 

 

Monotonia de funções reais 
 
Definiçãol2.2.8:aUmajfunçãol݂: A → ଶݔଵ elݔ quando para todo ܣ é constante em ܤ ∈ -tem ,ܣ

se quejݔଵ ൑ ଶݔ ⟹ ݂ሺݔଵሻ ൌ ݂ሺݔଶሻ. 
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Definiçãol2.2.9:aUmajfunçãol݂: A →  quando ela não é	ܣ é crescente (decrescente) em ܤ

constante em ܣ e para todo ݔଵ elݔଶ ∈ ଵݔtem-se quej ,ܣ ൏ ଶݔ ⟹ ݂ሺݔଵሻ ൑ ݂ሺݔଶሻ݅ሺݔଵ ൏ ଶݔ ⟹

݂ሺݔଵሻ ൒ ݂ሺݔଶሻሻ. 

 

Definiçãol2.2.10:aUmaifunçãoa݂: ܣ →  quando ܣ é estritamente crescente (decrescente) em ܤ

quando ela não é constante em ܣ e para todo ݔଵ ejݔଶ ∈ A, tem-se que	ݔଵ ൏ ଶݔ ⟹ ݂ሺݔଵሻ ൏

݂ሺݔଶሻ݅ሺݔଵ ൏ ଶݔ ⟹ ݂ሺݔଵሻ ൐ ݂ሺݔଶሻሻ. 

 

Definiçãol2.2.11:aUmaifunçãol݂: A → ܫ é (estritamente) monótonalem um intervalo ܤ ⊂  ,ܣ

quando para todo ݔଵlelݔଶ ∈  .a função é (estritamente) crescente ou (estritamente) decrescente ,ܫ

 

A função ݂ሺݔሻ ൌ 	1 െ 2௫lé estritamente decrescente em Թ.iPor outro lado, em [1,൅∞ሻ 

݂ሺݔሻ ൌ ଷݔ െ  ké estritamente crescente e em (െ∞,െ1ሿ é estritamente decrescente, comoݔ

elucidam as Figuras 2.4 e 2.5 a seguir: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 2.4: Esboço do gráfico de ࢌሺ࢞ሻ ൌ ૚ െ ૛࢞	 

Fonte: elaborada pelo autor (2017) 
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Figura 2.5: Gráfico de ࢌሺ࢞ሻ ൌ ૜࢞ െ  	࢞

Fonte: elaborada pelo autor (2017) 
 

Proposiçãol2.2.1:aConsidere a função exponencialk݂:Թ → Թldada por ݂ሺݔሻ ൌ ܽ௫ com 

ܽ ൐ 0kekܽ ് 1.lSegue que ݂ሺݔሻ ൐ 0 para todo ݔ real e que se 0 ൏ ܽ ൏ 1, ݂ é monótona 

estritamente decrescente e se ܽ ൐ 1, ݂ é monótona estritamente crescente.6 

  

Proposiçãol2.2.2:aA função ݂ሺݔሻ ൌ ඥ݃ሺݔሻ೙ , com ݂ሺݔሻ, ݃ሺݔሻ ൐ 0, ݊ natural, para algum 

intervalo real	ܫ, é monótona crescente se, e somente se, ݃ሺݔሻ é monótona crescente em ܫ. 

Demonstração: Supondo, sem perda de generalidade, que ܽ, ܾ ∈ jcomjܽܫ ൏ ܾ, das hipóteses 

tomadas, segue que i݂ሺܽሻ ൑ ݂ሺܾሻ 	⟹ ඥ݃ሺܽሻ೙ ൑ ඥ݃ሺܾሻ೙ ⟹	 ඥ݃ሺܾሻ೙ െ	 ඥ݃ሺܽሻ೙ ൒ 0.kLogo,  

݃ሺܾሻ െ 	݃ሺܽሻ ൌ ቀඥ݃ሺܾሻ೙ െ	 ඥ݃ሺܽሻ೙ ቁ ∙ ቆට൫݃ሺܾሻ൯
௡ିଵ೙

൅	…൅	 ට൫݃ሺܽሻ൯
௡ିଵ೙

ቇ ൒ 0 

devido ao fato do segundo termo do produto acima ser positivo, por isso ݃ሺܽሻ ൑ ݃ሺܾሻ. O caso 

recíproco é análogo. 

Coroláriol2.2.1:aAjfunção ݂ሺݔሻ ൌ ඥ݃ሺݔሻ, com ݂ሺݔሻ, ݃ሺݔሻ ൐ 0 para algum intervalo real	ܫ, é 

monótona crescente se, e somente se, ݃ሺݔሻ é monótona crescente em ܫ. 

 
                                                           
6 Esse resultado não será demonstrado em nosso trabalho devido a sua complexidade.  Por outro lado, 
indicaremos uma referência como sugestão ao leitor para a constatação dessa proposição: O livro Fundamentos 
de Análise II (2013), do autor Paulo Cupertino de Lima, disponível em: 
<http://www.mat.ufmg.br/ead/acervo/livros/Fundamentos_de_Analise_II.pdf.>. Acesso em 03/11/2017. 
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2.3kkkEquações a uma variável real 
 
 
Definiçãol2.3.1:aUma equação a uma variável real em Թ é uma sentença aberta do tipo ݂ ሺݔሻ ൌ

0, sendo ݂kuma função de uma variável real a valores em Թ. 

 

Definiçãol2.3.2:aTodokx୭ ∈ com D ,ܦ ⊂ Թkque verifica ݂ ሺx୭ሻ ൌ 0 denomina-se raiz, zero ou 

solução da equaçãokemkܦ. Oiconjuntokdas raízes de ݂, chamado de conjunto solução ou 

conjunto verdade de ݂,ié dado poraܵ ൌ ሼݔ ∈ ሻݔሺ݂ :ܦ ൌ 0ሽ. 

 

A partir da Definição 2.3.1, iremos nos referir a equações a uma variável real 

simplesmente como equações. 

Se ݂ሺݔሻ ൌ ݃ሺݔሻ െ ݄ሺݔሻ para algum par de funções no domínio considerado, então a 

equação ݂ሺݔሻ ൌ 0	pode ser reescrita como ݃ሺݔሻ ൌ ݄ሺݔሻ. 

Considerando a equação 2xଶ െ 3x ൅ 1 ൌ 0, segue que 2xଶ, െ3x	e	1isão os seus termos 

e os lados direito e esquerdo da igualdade são os seus membros.  

Ainda assim, segue da Definição 2.3.2 que as raízes de uma equação ݂ሺݔሻ ൌ 0 são 

determinadas dentro de um conjunto, denominado universo ou domínio de validade, que será 

denotado por ܦ, subconjunto dos números reais. O conjuntoiܦ pode ser considerado como o 

domínio da função ݂, ou seja, ܦ ൌ  .ሺ݂ሻܦ

 
Definiçãol2.3.3:aSeja a equaçãop݂ሺݔሻ ൌ 0 no domínio de validade ܦ. Logo, o conjunto 

solução ܵ deve verificar ܵ ⊂  .ܦ

Resolver a equação no conjunto ܦ será encontrar todos os ݔ ∈ ሻݔtais que ݂ሺ ܦ ൌ 0jseja 

verdadeira. 

Exemplos : 

 1.j2xଶ െ 3x ൅ 1 ൌ 0 no domínio de validade Ժ ⟹ ܵ ൌ ሼ1ሽ. 

 2.j2xଶ െ 3x ൅ 1 ൌ 0 no domínio de validade Թ⟹ ܵ ൌ ቄଵ
ଶ
, 1ቅ. 

 3.j2xଶ െ 3x ൅ 1 ൌ 0 no domínio de validade Թ\ℚ⟹ ܵ ൌ ∅. 
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Definiçãol2.3.4:j(DELFINO, s.d., p. 04) Sejam ଵܵke ܵଶ os conjuntos soluções de ݂ሺݔሻ ൌ

0iei݃ሺݔሻ ൌ 0,irespectivamente. Se ଵܵ ⊂ ܵଶ,kentãok݃ሺݔሻ ൌ 0 é dita equação consequente de 

݂ሺݔሻ ൌ 0.  

 

Exemplol2.3.1:kConsiderando Թ como domínio de validade, segue que : 

ݔ  ൌ √2x ൅ 15 ⟹ ଵܵ ൌ ሼ5ሽ. (1) 
 

ଶݔ	 ൌ ݔ2 ൅ 15 ⟹ ܵଶ ൌ ሼെ3,5ሽ. 
 

(2) 

∴ A equação (2) é consequente da equação (1).  

 

Definiçãol2.3.5:aSejak݂ሺݔሻ ൌ 0 de conjunto soluçãok ଵܵ e ݃ሺݔሻ ൌ 0kde conjunto solução 

ܵଶkno domínio de validade ܦ. Se ଵܵ ൌ ܵଶ,jentãok݂ሺݔሻ ൌ 0 e ݃ሺݔሻ ൌ 0 são equações 

equivalentes em ܦ. Indicaremos por ݂ሺݔሻ ൌ 0 ⟺ ݃ሺݔሻ ൌ 0. 

 

Exemplol2.3.2:kConsiderandokԺ como domínio de validade, segue que : 

 ሺݔ ൅ 3ሻ√6 െ ݔ2 ൌ 0 ⟹ ଵܵ ൌ ሼെ3,3ሽ (1) 
 

	xସ െ 17xଶ ൅ 72 ൌ 0 ⟹ ܵଶ ൌ ሼെ3,3ሽ (2) 

∴ (1) e (2) são equivalentes, ou seja, (1) ⟺ (2). 
 

Definiçãol2.3.5:aUma equação produto no domínio de validade ܦjé uma sentença aberta 

dakformaj ଵ݂ሺݔሻ ∙ ଶ݂ሺݔሻ ∙ ଷ݂ሺݔሻ ∙ … ∙ ௡݂ሺݔሻ ൌ 0 para algum natural ݊ ൒ 2. Se ݔ଴ ∈  pertence ܦ

ao conjunto solução dessa equação, então  ௞݂ሺݔ଴ሻ ൌ 0 para algum 1 ൑ ݇ ൑ ݊. 

 

Exemplos: 

 1. ሺݔ െ 1ሻ ∙ ሺݔ ൅ 2ሻ ൌ 0 no domínio dos reais tem conjunto solução ܵ ൌ ሼെ2,1ሽ. 

 2.j൫√ݔଶ ൅ ݔ4 ൅ 3൯ ∙ ሺݔଶ ൅ 1ሻ ൌ 0, no domínio de validade dos reais, admite raízes 

emkܵ ൌ ሼെ3,െ1ሽ. 

3.Sej൫√2ݔଶ ൅ 9൯ ∙ ሺݔଶ െ 1ሻ ∙ ቀ
଼ିଶೣ

௫ିଵ
ቁ ൌ 0 tem domínio de validade Թ\ሼ1ሽ, então 

kܵ ൌ ሼെ1,3ሽ. 
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2.3kkkPolinômios a uma variável real e equações algébricas 
 
 
Definiçãol2.4.1:aAkexpressãokܽ௡ݔ௡ ൅ ܽ௡ିଵݔ௡ିଵ ൅ ⋯൅	ܽଵݔ ൅ ܽ଴ para ܽ௜ ∈ Թhsendo ݅ 

natural de 1 a ݊ é chamada de polinômio a uma variável real de coeficientes reais, sendo 

indicado por ܲሺݔሻ. 

 
Os valores reais ܽ௜ são chamados de coeficientes do polinômio ܲሺݔሻ, ܽ଴ é chamado de 

termo independente e, quando ܽ௡ é diferente de zero, o natural ݊ é chamado de grau do 

polinômio, com ܽ௡ dito coeficiente dominante de ܲሺݔሻ. 

O polinômiokidenticamente nulo é tal que ܽ௜ ൌ 0 para todo ݅ natural. Seu grau é 

indefinido.  

Para a ciência do leitor, a partir da Definição 2.4.1, iremos nos referir a polinômios a 

uma variável real simplesmente como polinômios. 

 

Definiçãol2.4.2:aOkvalorlܲሺߚሻ ൌ ܽ௡ߚ௡ ൅ ܽ௡ିଵߚ௡ିଵ ൅ ⋯൅ ܽଶߚଶ ൅ ܽଵߚ ൅ ܽ଴, tal que ߚ ∈

Թké dito valor numérico do polinômio para ݔ ൌ  .ߚ

 

Note que ܲ ሺ0ሻ ൌ ܽ଴ é o coeficiente independente e que ܲ ሺ1ሻ ൌ ܽ௡ ൅ ܽ௡ିଵ ൅ ⋯൅ ܽଶ ൅

ܽଵ ൅ ܽ଴ representa a soma dos coeficientes reais de	ܲሺݔሻ. 

 

Definiçãol2.4.3:kSejakܲሺݔሻ um polinômio não identicamente nulo e ߙ ∈ Թ tal que ܲሺߙሻ ൌ 0. 

Diz-se que ߙlé uma raiz real de ܲሺݔሻ. 

Exemplos : 

 1.jߙ ൌ √3 é raiz real de ܲሺݔሻ ൌ ସݔ െ 9  pois ܲ൫√3൯ ൌ 0; 

 2.jߙ ൌ 1 não é raíz real de ܲሺݔሻ ൌ ସݔ െ ଷݔ ൅ ଶݔ െ ݔ െ 4  pois ܲሺ1ሻ ൌ െ4; 

 

Definiçãol2.4.4:aA função ݂ ∶ ܣ → Թ,lܣ ⊂ Թ,ktal que ݂ሺݔሻ ൌ ܽ௡ݔ௡ ൅	ܽ௡ିଵݔ௡ିଵ ൅ ⋯൅

ܽଶݔଶ ൅ ܽଵݔ ൅ ܽ଴, com ܽ௡ ് 0 , é definida como função polinomial de grau ݊ sobre Թ. 

 

Definiçãol2.4.5:aDados	ܲieiܳkpolinômios distintos como a seguir, podemos definir operações 

fundamentais entre seus termos. Retiramos algumas definições a seguir de Marques (1999, 

p.34-37): 
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  ܲሺݔሻ ൌ ܽ௡ݔ௡ ൅ ܽ௡ିଵݔ௡ିଵ ൅ ⋯ ൅ ܽ଴ 

ܳሺݔሻ ൌ ܾ௠ݔ௠ ൅ ܾ௠ିଵݔ௠ିଵ ൅ ⋯ ൅ ܾ଴.  

1.m(Soma)lܲሺݔሻ ൅ ܳሺݔሻ ൌ ൫ܽ௣ ൅ ܾ௣ሻݔ௣ ൅ ሺܽ௣ିଵ ൅ ܾ௣ିଵሻݔ௣ିଵ ൅	…൅ ሺܽ଴ ൅ ܾ଴൯ 

onde ܽ୧ ൌ 0 para todo ݅ ൐ e  ܾ୧  ݌ ൌ 0 se ݅ ൐ ݉. 

2.m(Multiplicação)lܲሺݔሻ ∙ ܳሺݔሻ =kܿ௠ା௡ݔ௠ା௡ ൅	ܿ௠ା௡ିଵݔ௠ା௡ିଵ ൅	…൅	ܿ଴ 

tal que ௝ܿ ൌ ௝ܾܽ଴ ൅ ௝ܽିଵܾଵ ൅ ௝ܽିଶܾଶ ൅ ⋯൅ ܽ଴ ௝ܾ, para todo	݆ ൌ 0,1,2, . . . , ݉ ൅ ݊. 

 

Exemplol2.4.1:aConsideremoskܲሺݔሻ ൌ ଷݔ	 െ ݔ ൅ 1pe 	ܳሺݔሻ ൌ ଶݔ	 ൅ ݔ ൅ 1, então: 

 ܲሺݔሻ ൅ ܳሺݔሻ ൌ ଷݔ ൅ ଶݔ ൅ 2 

	

 

ܲሺݔሻ ∙ ܳሺݔሻ ൌ ሺݔଷ െ ݔ ൅ 1ሻ ∙ ሺݔଶ ൅ ݔ ൅ 1ሻ ൌ 

ൌ	ݔହ ൅ ସݔ ൅ ଷݔ െ ଷݔ െ ଶݔ െ ݔ ൅ ଶݔ ൅ ݔ ൅ 1 ൌ 

 ൌ	ݔହ ൅ ସݔ ൅ 1 

 

3.m(Divisão)lDividir o polinômio ܲሺݔሻ pelo polinômio não nulo ܦሺݔሻ, significa obter 

polinômios ܳሺݔሻ e ܴሺݔሻ tais que ܲሺݔሻ ൌ ܳሺݔሻ ∙ ሻݔሺܦ ൅ ܴሺݔሻ .  

Sehܴሺݔሻ é o polinômio identicamente nulo,ientão dizemos que ܲሺݔሻ é divisível por 

 ሻݔሻ é considerado como o resto da divisão de ܲሺݔሻ  não é identicamente nulo, ܴሺݔሻ. Se ܴሺݔሺܦ

por ܦሺݔሻ e seu grau será menor que o grau do polinômio ܦሺݔሻ. 

Para a divisão de um polinômio ܲሺݔሻ por um outro polinômio ܦሺݔሻ não identicamente 

nulo, iremos recorrer ao algoritmo da chave, também utilizado na divisão entre números 

inteiros. Os passos desse algoritmo são: 

1º) Dividir o termo de maior grau de ܲሺݔሻ pelo termo de maior grau de ܦሺݔሻ. 

2º) Multiplicar o resultado parcial pelo divisor ܦሺݔሻke depois subtrair o resultado 

encontrado de ܲሺݔሻ, e obter um novo dividendo, chamado de resto parcial. 

3º) Dividir o termo de maior grau do resto parcial pelo termo de maior grau de ܦሺݔሻ e 

repetir o processo do 2ª passo, obter um segundo resto parcial de grau menor que o primeiro 

resto parcial. 

4º) Continuar tal procedimento até obter o resto parcial ܴሺݔሻ identicamente nulo ou de 

grau menor que o dividendo ܦሺݔሻ. Nessas condições, a divisão estará acabada.  

A divisão pelo algoritmo da chave dekܲሺݔሻ ൌ ସݔ െ ଷݔ3	 ൅ 	4 porhܦሺݔሻ ൌ ݔ െ 2, 

resulta emjܳሺݔሻ ൌ ଷݔ	 െ ଶݔ െ ݔ2	 െ 4	kekܴሺݔሻ ൌ െ4. 
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Figura 2.6: Algoritmo da chave para ࡼሺ࢞ሻ e ࡰሺ࢞ሻ 

Fonte: Adaptado de LOBO, F.C.G.D. (2017, p. 40). 
 

Teoremal2.4.1:aSejapܽ ∈ Թfe seja ܲሺݔሻ um polinômio em Թ.	O resto da divisão de ܲሺݔሻ 

porkݔ െ ܽné igual a ܲሺܽሻ. 

Demonstração:kDada a divisão de ܲሺݔሻ porkݔ െ ܽ, temos que ܴሺݔሻ é identicamente nulo ou 

o grau deaܴሺݔሻ é menor do que 1, ou seja, ܴሺݔሻ ൌ ଴ݎ ଴ para algumݎ ∈ Թ. De fato, 

sendonܲሺݔሻ ൌ ሺݔ െ ܽሻܳሺݔሻ ൅ ܴሺݔሻ , temos que ܲሺܽሻ ൌ ሺܽ െ ܽሻ ∙ ܳሺܽሻ ൅ ܴሺܽሻ ൌ ܴሺܽሻ. 

 

Teoremal2.4.2:l(D’Alembert)aSejafܽpuma constante real. O polinômio ܲሺݔሻ é divisível 

porfݔ െ ܽkse, e somente se, ܽ é raiz de ܲሺݔሻ. 

Demonstração: Senܲሺݔሻ é divisível porkݔ െ ܽ ⟹ ܲሺݔሻ ൌ ሺݔ െ ܽሻܳሺݔሻ ⟹ ܲሺܽሻ ൌ ሺܽ െ

ܽሻܳሺܽሻ ൌ 0.iReciprocamente, se ܽ é uma raiz de ܲሺݔሻ, entãonܲሺܽሻ ൌ 0, o que pelo Teorema 

2.4.1	⟹ ܴሺݔሻ ൌ 0 na divisão por ݔ െ ܽ ⟹ ܲሺݔሻ é divisível por ݔ െ ܽ. 

 

Teorema 2.4.3 (Fundamental da Álgebra): Uma equação polinomial é uma igualdade da 

formak݂ሺݔ଴ሻ ൌ 0k, sendo ݂ uma função polinomial sobre um conjunto ܣ. Se ܣ ൌ ԧ݅, 

talkequaçãokadmite pelo menos uma raiz complexai7. 

Demonstração: Será omitida neste trabalho devido à sua complexidade, mas será utilizado em 

alguns resultados a seguir. 

                                                           
7Raiz complexa é uma raiz da forma ݔ	 ൌ 	ܽ ൅ ܾ݅, sendo ܽ, ܾ números reais e ݅ um número denominado unidade 
imaginária tal que ݅ଶ ൌ െ1. Equações podem admitir raízes complexas. O Teorema 2.4.3 pode ser reescrito 
assim : Toda equação polinomial de grau n, ܲሺݔሻ ൌ 0 , admite no máximo n raízes reais, não necessariamente 
distintas entre si 
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Teorema 2.4.4: (Decomposição):nTodo polinômio de grau ݊ ൒ 1kpode ser fatorado na 

formanܲሺݔሻ ൌ ܽ௡ሺݔ െ ݇௡ሻሺݔ െ ݇௡ିଵሻ ∙ … ∙ ሺݔ െ ݇ଵሻ,	sendok݇௜kas raízes complexas de ܲሺݔሻ. 

Demonstração: Pelo Teorema 2.4.3, ܲሺݔሻ admite uma raiz complexa ݇ଵ, e vide o Teorema 

2.4.2, ܲሺݔሻ = ሺݔ െ ݇ଵሻ ∙ ܳଵሺݔሻ sendo ܳଵሺݔሻ de grau ݊ െ 1. Por outro lado, ܳଵሺݔሻ admite uma 

raiz complexa ݇ଶ pelo Teorema 2.4.3 supondo ݊ െ 1 ൒ 1, portanto ܳଵሺݔሻ = ሺݔ െ ݇ଶሻ ∙ ܳଶሺݔሻ, 

assim obtendo ܲሺݔሻ ൌ ሺݔ െ ݇ଵሻ ∙ ሺݔ െ ݇ଶሻ ∙ ܳଶሺݔሻ. Esse procedimento pode ser repetido até 

que o grau de ܳ௡ሺݔሻ seja zero, isto é, ܳ௡ሺݔሻ é uma constante, obtendo ܲሺݔሻ = 

ሺݔ െ ݇ଵሻሺݔ െ ݇ଶሻ ∙ … ∙ ሺݔ െ ݇௡ିଵሻሺݔ െ ݇௡ሻ ∙ ܳ௡ሺݔሻ. Por identidade de polinômios, obtemos 

ܳ௡ሺݔሻ ൌ ܽ௡ e provamos tal resultado.  

 

Coroláriol2.4.1:aUma equação polinomial de grau ݊ admite exatamente ݊ raízes complexas, 

não necessariamente distintas entre si. 

Demonstração: Pelo Teorema 2.4.4, podemos tomar a equação ܲሺݔሻ 	ൌ 0 reescrita da forma 

ܲሺݔሻ ൌ ܽ௡ሺݔ െ ݇௡ሻሺݔ െ ݇௡ିଵሻሺݔ െ ݇௡ିଶሻ ∙ … ∙ ሺݔ െ ݇ଵሻ ൌ 0.	 Daí, ܲሺ݇௜ሻ ൌ	0 para todo 

݅	natural de 1 a ݊. Então, o número de raízes complexas delܲሺݔሻ ൌ 0 é igual a ݊. 

 

Exemplol2.4.2:nSekܲሺݔሻ ൌ ସݔ െ ଷݔ2 ൅ ଶݔ െ ݔ8 െ 12 ൌ 0, então as raízes de ܲሺݔሻ 

pertencem ao conjunto ሼെ1,3,2݅, െ2݅ሽ,i por isso ܲሺݔሻ ൌ ሺݔ ൅ 1ሻሺݔ െ 3ሻሺݔ െ 2݅ሻሺݔ ൅ 2݅ሻ, 

sendo ݅ a unidade imaginária tal que ݅ଶ ൌ െ1. 

 

Exemplol2.4.3:nConsiderekܲሺݔሻ ൌ ହݔ െ ସݔ3 ൅ 	ଷݔ6 െ ଶݔ10 ൅ ݔ9 െ 3 ൌ 0.j Como 

ܲሺ1ሻ ൌ 0,, então ݔ െ 1kdivide ܲሺݔሻ e obtemoskܳሺݔሻ ൌ ସݔ െ 	ଷݔ2 ൅ ଶݔ4 െ ݔ6 ൅ 3. De modo 

análogo, ܳሺ1ሻ ൌ 0ke assim sucessivamente, até obtermos ܲሺݔሻ ൌ ሺݔ െ 1ሻଷ	ሺݔଶ ൅ 3ሻ ൌ

ൌ ሺݔ െ 1ሻଷሺݔ െ 3݅ሻሺݔ ൅ 3݅ሻ. 
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3 KKALGUNS MÉTODOS DE RESOLUÇÃO DE EQUAÇÕES  
 
 

Para que vários métodos de se resolver equações? Por que há uma coleção de métodos 

para se resolver, por exemplo, uma somente? Bernard e Cohen (1994, p. 111) afirma:  

 

[...] Como as equações desempenham um papel tão importante na matemática e em 
muitas de suas aplicações, não é de surpreender que o aprendizado da resolução de 
equações ainda seja um elemento essencial no estudo da álgebra. [...] (BERNARD e 
COHEN, 1994, p. 111)  
 

Cabe ao leitor ter ciência de que existem outros métodos não explicitados neste trabalho, 

ou ainda, que nem todos os métodos aqui apresentados garantem que toda e qualquer equação 

seja resolvida. 

Alguns métodos analíticos a serem utilizados foram baseados no livro russo Métodos no 

estandáres para lakresolución de ecuaciones ykdesigualdadesi(2009), do autor V.P. Suprún, 

traduzido em espanhol, presente nas referências deste trabalho. As equações dadas em alguns 

exemplos foram adaptadas, selecionadas ou criadas a partir dessa obra. 

Em referência a alguns métodos presentes na sua obra, Suprún (2009) declara: 

[...] A aplicação desses métodos exige que os estudantes raciocinem de maneira não 
padrão e seu desconhecimento e incompreensão diminuem consideravelmente o 
conjunto de problemas que podem ser resolvidos com êxito. (SUPRÚN, 2009, p. 04, 
tradução nossa)8 

 
Dos métodos nessa obra, foram selecionados alguns que serão apresentados ao longo 

desse Capítulo. Houve muito mais variedades de metodologias para solucionar uma equação 

do que será mostrado ao leitor, por isso que o autor selecionou os métodos que julgou parecer 

semelhantes de modo que simplificam e deduzem classes de equações estruturalmente parecidas 

entre si. 

Nem todas equações podem ser solucionadas através de processos simplificadores 

elementares e puramente algébricos. Isso envolve o uso de operações fundamentais como soma, 

subtração, multiplicação, potenciação inteira e radiciação em seus termos, ou ainda o uso de 

definições mais diretas, como nas equações exponenciais do tipok2௫ ൌ 8. 

                                                           
8 Trecho no livro: [...] “La aplicación de estos métodos exige de los estudiantes razonar de maneira no estándar y 
su desconocimiento e incomprensión disminuyen considerablemente el conjunto de problemas que pueden ser 
resueltos con éxito.” (SUPRÚN,i2009, p. 04) 
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Para certas equações, os métodos puramente algébricos mais tradicionais não se 

aplicam, e as pessoas propõem o problema de se resolver uma equação desse tipo, sentindo 

relativa insegurança e incômodo ao apelar para os métodos de aproximação numéricos. Existe 

um determinado condicionamento a preferir métodos que envolvem artifícios algébricos, como 

fórmulas resolventes ou artifícios diversos. (LIMA,1991, p. 177). 

Por outro lado, algumas equações são bem complexas ou impossíveis de serem 

redutíveis a uma equivalência mais simples. Logo, a manipulação analítica redutora da equação 

não se torna possível e o método numérico por aproximações se torna o mais apropriado.  

Iremos com cada método apresentado resolver uma classe de problemas equacionais, os 

quais não incluem trigonométricas, logarítmicas, modulares, etc. Cada método tem suas 

vantagens e desvantagens e a proposta desse capítulo é apresentá-los para o leitor, com alguns 

exemplos para cada um deles. 

 

3.1kkkMétodo das equações equivalentes 
 

Sek݂ሺݔሻ ൌ 0ie ݃ሺݔሻ ൌ 0isão equivalentes em ܦ,  logo ଵܵ ൌ ܵଶi,  com ଵܵ e ܵଶ conjunto 

solução de ݂ሺݔሻ ൌ 0iek݃ሺݔሻ ൌ 0, respectivamente. De fato, ݂ሺݔሻ ൌ 0 ⟺ ݃ሺݔሻ ൌ 0. 

SegundokPolya (1995, p. 121), se a solução é tida como um problema matemático de 

determinação, segue que dois problemas são equivalentes quando a solução de um desses 

implica na solução do outro problema. Isso pode ser generalizável para uma série de problemas 

equivalentes, e o raciocício será reduzir o problema original a um equivalente mais simples, 

assim como descreve Polya: 

 
Cadeias de problemas auxiliares equivalentes são frequentes no raciocínio 
matemático. Temos a resolver o problema A e não sabemos como, mas podemos achar 
que A é equivalente a um outro problema B. Ao examinarmos B, podemos encontrar 
um terceiro problema C, equivalente a B. Procedendo da mesma maneira, reduzimos 
C a D, e assim por diante, até chegarmoska um último problema, L, cuja resolução é 
conhecida ou imediata. Como cada um desses problemas é equivalente ao que o 
precede; o último problema L, deve ser igual ao problema original A.  Ficamos, assim, 
capazes de deduzir a resolução do problema original A a partir do problema L, ao qual 
chegamos com o último elo de uma cadeia de problemas auxiliares. (POLYA, 1995, 
p. 121). 
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Descrição do método: 

 

1. Seja uma equação ݂ሺݔሻ ൌ 0 na variável ݔ. Através de procedimentos analíticos embasados 

em propriedades que possam serem verificadas e demonstradas a serem verdadeiras para todos 

os valores do domínio considerado, encontrar uma equação ݃ሺݔሻ ൌ 0 equivalente a ݂ሺݔሻ ൌ 0. 

2. O objetivo é sequenciar várias equações equivalentes à equação original, de modo akobter 

uma mais simples, a qual resolvida, garante o problema original. 

 

Observaçãoi1i:kNem sempre as equivalências serão encontradas facilmente; 

Observaçãoi2i:kAlguns dos procedimentos ditos acima são : somar ou subtrair um mesmo 

número a ambos os termos da equação, potenciação inteira de ambos os membros ou radiciação, 

entre outros. 

 

Esse método está presente nos livros ou obras de V.P. Suprún (SUPRÚN, 

2009),iDelfinoi(DELFINO, s.d.), Elon Lages Lima (LIMA,1991), Gelson Iezzi  (IEZZI et al, 

2011), Caputi e Mirandai(CAPUTI e MIRANDA, 2017), entre outras fontes. 

 

Exemplo 3.1.1:i(POLYA, p.122, adaptado) Resolverkݔସ െ ଶݔ13 ൅ 36 ൌ 0	ሺ1ሻ. 

Resolução:  

Multiplicando os termos de (1) por 4, iremos obter uma outra equação equivalente (2), 

que será simplificada nas passagens de (2) a (6), segundo o raciocínio de Polya: 

 

 4xସ െ 52xଶ ൅ 144 ൌ 0 ⟺	 (2) 
 	  
 ⟺ ሺ2xଶሻଶ െ 2ሺ2ݔଶሻ ∙ 13 ൅ 144 ൌ 0 ⟺	 (3) 
 		⟺ ሺ2xଶሻଶ െ 2ሺ2ݔଶሻ ∙ 13 ൅ 169 ൌ 25 ⟺	 (4) 

 ⟺ ሺ2xଶ െ 13ሻଶ ൌ 25 ⟺	 (5) 
 ⟺ 2xଶ െ 13 ൌ ∓5 ⟹	 (6) 
 ⟹ 2xଶ ൌ 18kou݇2xଶ ൌ 8 ⟹	  
 ⟹ ݔ ∈ ሼെ2, 2, െ3, 3ሽ	  
  

∴ ܵ ൌ ሼെ3,െ2, 2, 3ሽ 
 

 

Muitas vezes uma equação será transformada em uma nova equação consequente da 

primeira por alguma operação ou manipulação analítica. 
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As operações de equilíbrio podem ser utilizadas de modo a submeter os termos e os 

membros de uma equação de modo que as suas soluções não se percam no processo, ou ainda, 

não sejam introduzidas falsas raízes nesse, uma preservação de seu conjunto solução. 

(BERNARD e COHEN, 1994, p. 123) 

Elevar os dois termos de uma equação ao quadrado não necessariamente preserva o 

conjunto solução. Isso ocorre muito na resolução de equações irracionaisf (que possuem 

radicais em algum termo com variável). Vejamos a proposição a seguir: 

 

Proposição 3.1.1: A implicação ݂ሺݔሻ ൌ ݃ሺݔሻ ⇒ ൫݂ሺݔሻ൯
ଶ
ൌ ൫݃ሺݔሻ൯

ଶ
 é verdadeira, e sua 

recíproca nem sempre é verdadeira. 

Demonstração:  De fato,  ݂ሺݔሻ ൌ ݃ሺݔሻ ⇒ ൫݂ሺݔሻ൯
ଶ
െ ൫݃ሺݔሻ൯

ଶ
ൌ  

  ൌ ൫݂ሺݔሻ െ ݃ሺݔሻ൯ሺ݂ሺݔሻ ൅ ݃ሺݔሻሻ ൌ 0  

 Por outro lado, ൫݂ሺݔሻ൯
ଶ
െ ൫݃ሺݔሻ൯

ଶ
ൌ 0 ⇒  

  ⇒ ൫݂ሺݔሻ െ ݃ሺݔሻ൯൫݂ሺݔሻ ൅ ݃ሺݔሻ൯ ൌ 0  
  ⇒ ݂ሺݔሻ ൌ ݃ሺݔሻkou  ݂ሺݔሻ ൌ െ݃ሺݔሻ.  

 

A proposição acima é um subcaso particular do problema de equivalência em elevar a 

potências pares, assim como expõe Caputi e Miranda (2017):  “[...] se na resolução de uma 

equação elevarmos ambos os lados da equação a uma potência par devemos verificar se as 

soluções que obtivemos são realmente soluções do problema original.” (CAPUTIke 

MIRANDA, p. 320, 2017). 

 

Exemplo 3.1.2:kResolverkno conjunto dos reais :  √4ݔ ൅ 5	 ൌ  (i(1)ݔ

Resolução:       Dado que o  domíniokܦ de (1) ékܦ ൌ ሼݔ ∈ Թ ; ݔ ൒ 0ሽ,  temos que :  

ݔ4√  ൅ 5 ൌ ݔ ⟹ ݔ4 ൅ 5 ൌ ଶݔ ⟺  

 ⟺ ଶݔ െ ݔ4 െ 5 ൌ 0 ⟺ (2) 

 ⟺ ݔ ൌ െ1koukݔ ൌ 5  

 Pelo domínio da equação, segue que  ݔ ൌ 5.  

  

∴ ܵ ൌ ሼ5ሽ 
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É possível perceberkque ݔ ൌ െ1 satisfazk(2) mas não satisfaz à equação (1). Notemos 

que ሺ1ሻ ⟹ ሺ2ሻ, mas ሺ2ሻ ⇏ ሺ1ሻ para ݔ ൌ െ1. Essa solução obtida, muitas vezes, é chamada de 

falsa raíz. 

O aparecimento da falsa raiz se relaciona com a transformação que foi realizada em sua 

resolução, que estendeu o domínio da equação consequente obtida. (DELFINO, s.d., p. 06). 

 

Exemplo 3.1.3:kDeterminekݔ ∈ Թ tal quef√3ݔ ൅ 1 ൅ ݔ√ െ 1	 ൌ 2a(1)) 

Resolução:  Para ݔ ൒ 1, elevando ambos os membros ao quadrado, segue:  

 ൫√3ݔ ൅ 1 ൅ ݔ√ െ 1 ൯
ଶ
ൌ 4 ⟺a (2) 

 ⟺ ݔ4 ൅ 2ඥሺ3ݔ ൅ 1ሻሺݔ െ 1ሻ ൌ 4 ⟺ (3) 

 ⟺ඥሺ3ݔ ൅ 1ሻሺݔ െ 1ሻ ൌ 2 െ  (4) ݔ2

Elevando (4) novamente ao quadrado, segue: 

 ሺ3ݔ ൅ 1ሻሺݔ െ 1ሻ ൌ ଶݔ4 െ ݔ8 ൅ 4 ⟺ (5) 
 ⟺ ଶݔ െ ݔ6 ൅ 5 ൌ 0 ⟺ ݔ ൌ 1koukݔ ൌ 5  

Por outro lado, é possível verificar ݔ ൌ 5 não é solução de (1), sendo uma falsa raiz 

que apareceu no processo de resolução. Veja que ሺ4ሻ ⟹ ሺ5ሻ, mas ሺ5ሻ ⇏ ሺ4ሻ. 

  

∴ ܵ ൌ ሼ1ሽ 
 

 

Delfino (s.d., p. 08) em seu trabalho indicajtransformaçõesfno processo de resolver 

equações que restringem (estreitam) ou ampliam o domínio das novas equações obtidas durante 

esse último. Iremos ilustrar um caso desse acontecimento com o próximo exemplo: 

 

Exemplo 3.1.4: Tentativa de resoluçãokdeaሺ1 െ ଶݔଶሻሺݔ െ ݔ2 ൅ 3ሻ ൌ 0 (1) 

Resolução:  Considerando o domínio de (1) como ܦ ൌ Թ\ሼെ1,1ሽ, vem:  

ሺ1 െ ଶݔଶሻሺݔ െ ݔ2 ൅ 3ሻ ൌ 0 ⟺ ଶሺ1ݔ െ ଶሻݔ ൅ ሺെ2ݔ ൅ 3ሻሺ1 െ ଶሻݔ ൌ 0	 ⟺ 
 ⟺ ଶሺ1ݔ െ ଶሻݔ ൌ ሺ2ݔ െ 3ሻሺ1 െ ଶሻݔ ⟹	  

 
⟹

ݔ2 െ 3
ଶݔ

ൌ 1  
 

 
(2) 

 Porém, o domínio def(2) é ܦ∗ = Թ\ሼെ1,0,1ሽ, com ܦ∗ ⊂  .ܦ
 

 

 

O cuidado para evitar ifalsas raízes ocorre frequentemente em equações icomi radicais,  
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assim como destaca Caputi e Miranda: “ Em geral ao resolvermos uma equação envolvendo 

raízes temos que elevar ambos lados da equação a uma potência. Se essa potência for par ao 

realizarmos esse procedimento podemos ter introduzido falsas raízes. ” (CAPUTI e 

MIRANDA, p. 319, 2017). 

Para equações do tipo irracional, algumas equivalências básicas dificultam o 

aparecimento de falsas raízes, por isso iremos apresentá-las como segue: 

 

Algumas equivalências utilizadas em equações irracionais  
 
  

1.ඥ݂ሺݔሻ ൌ ݃ሺݔሻ ⟺ ൜
݂ሺݔሻ ൌ ሾ݃ሺݔሻሿଶ

݃ሺݔሻ ൒ 0
 

2.ඥ݂ሺݔሻ ൌ ඥ݃ሺݔሻ ⟺ ൜
݂ሺݔሻ ൒ 0		݁	݃ሺݔሻ ൒ 0	

݂ሺݔሻ ൌ 	݃ሺݔሻ
 

3. ඥሺ݂ሺݔሻሻଶ ൌ ݃ሺݔሻ ⟺ ൜
	݂ሺݔሻ ൌ ݃ሺݔሻ	ݑ݋	݂ሺݔሻ ൌ െ݃ሺݔሻ	

݃ሺݔሻ ൒ 0
 

4. ඥ݂ሺݔሻ 	൅ ඥ݃ሺݔሻ 	ൌ ඥ݄ሺݔሻ ⟺

	ቐ
݂ሺݔሻ ൒ 0, ݃ሺݔሻ ൒ 0

݄ሺݔሻ ൒ 0

2ඥ݂ሺݔሻ ∙ ݃ሺݔሻ ൌ ݄ሺݔሻ െ ݂ሺݔሻ െ ݃ሺݔሻ
 

 
 
Definição 3.1.1: Sejam ܲሺݔሻ ekܳሺݔሻ polinômios de uma variável real, sendo ܳሺݔሻknão 

identicamente nulo. O quociente a seguir é chamado fração algébrica nos reais: 

Pሺxሻ	
Qሺxሻ

 

 

Duas frações algébricas são idênticas quando parakQሺxሻke Sሺxሻ não identicamente 

nulos verificam akexpressão : 

Pሺxሻ	
Qሺxሻ

ൌ
Rሺxሻ	
Sሺxሻ

⟺ Pሺxሻ ∙ Sሺxሻ ൌ Qሺxሻ ∙ Rሺxሻ	 

 

Proposição 3.1.2: Sejam os polinômios ܲሺݔሻ ൌ ܲ, ܴሺݔሻ ൌ ܴ, ܳሺݔሻ ൌ ܳ	݁	ܵሺݔሻ ൌ ܵ, distintos 

entre si, sendo ܳ e ܵ polinômios não identicamente nulos. Então, podemos afirmar que: 
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 ୔

୕
ൌ ୖ

ୗ
⇔ ୔ା୕

୔ ି ୕
ൌ ୖା ୗ

ୖି ୗ
. (1) 

 

Demonstração:  

 Como ܲ, ܴ, ܳ	݁	ܵ são distintos entre si, obtemos: 
 

 

 P
Q
ൌ
R
S
⟺ ܲܵ ൌ ܴܳ ⟺ 

 

(2) 

 ⟺െܲܵ ൌ െܴܳ ⟺ െܲܵ െ ܳܵ ൌ െܴܳ െ ܳܵ ⟺  
 ⟺െܲܵ െ ܳܵ ൅ ܴܲ ൌ െܴܳ െ ܳܵ ൅ ܴܲ ⟺  
 ⟺െܲܵ െ ܳܵ ൅ ܴܲ ൅ ܴܳ ൌ െܴܳ െ ܳܵ ൅ ܴܲ ൅ ܴܳ	 ⟺ (3) 
 ⟺ ܲሺܴ െ ܵሻ ൅ ܳሺܴ െ ܵሻ ൌ ܲሺܴ ൅ ܵሻ െ ܳሺܴ ൅ ܵሻ ⟺  
 ⟺ ሺܲ ൅ ܳሻሺܴ െ ܵሻ ൌ ሺܲ െ ܳሻሺܴ ൅ ܵሻ ⟺ (4) 

 
⟺

P൅Q
Pെ Q

ൌ
R൅ S
R െ S

 
(5) 

 
Reciprocamente, temos:  

 P ൅ Q
P െ Q

ൌ
R ൅ S
R െ S

⟺ 
 

 ⟺ ሺܲ൅ܳሻሺܴ െ ܵሻ ൌ ሺܲ െ ܳሻሺܴ ൅ ܵሻ ⟺  

 ⟺ ܴܲെܲܵ ൅ ܴܳെܳܵ ൌ ܴܲ൅ ܲܵ െ ܴܳെܳܵ ⟺  

 ⟺ܴܳെܲܵ ൌ ܲܵ െ ܴܳ ⇔ ܴܳ ൌ ܲܵ ⟺  

 
⟺
P
Q ൌ

R
S 

 

A Proposição 3.1.2 pode ser generalizável se ܲ , ܴ,  contém expressões algébricas ܵ	ݑ݋	ܳ

com radicais. Iremos a seguir ilustrar esse fato: 

 

Exemplo 3.1.5: (SUPRÚN, p. 205, modificado)kResolva a seguinte equação em Թ: 

 xଶ ൅ √5x െ 6

xଶ െ √5x െ 6
ൌ
x ൅ 1
x െ 1

 
 

(1) 

Resolução:  

Considerando o domínio ܦ de (1) como ܦ ൌ ቄݔ ∈ Թ ∶ ݔ	 ൐ ଺

ହ
ቅ, da proposição anterior, 

temoskque: 
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 xଶ	 ൅ √5x െ 6

xଶ െ √5x െ 6
ൌ
x ൅ 1
x െ 1

⟺ 
(1) 

  
	⟺

xଶ

√5x െ 6
ൌ

x
1
⟺ ଶݔ ൌ ݔ5√ݔ െ 6 ⟺ 

 

  ⟺ ଶݔ െ ݔ5√ݔ െ 6 ൌ 0  (2) 

  ⟺ ݔ൫ݔ െ ݔ5√ െ 6൯ ൌ 0 (3) 

Da última equação em (3) e como ݔ ് 0 devido à restrição do domínio ܦ, podemos 

dizer que (3) é equivalente a : 

ݔ  ൌ ݔ5√ െ 6 (4) 

 Basta solucionarmos (4), logo:  

 
ݔ ൌ ݔ5√ െ 6 ⟹ ଶݔ െ ݔ5 ൅ 6 ൌ 0 ⟺ 

 

 ⟺ ݔ ൌ 3kou ݔ ൌ 2 
 

(5) 

 Por verificação, vejamos que os valores em (5) solucionam (4), portanto:  
  

∴ ܵ ൌ ሼ2,3ሽ 
 

 

 
3.2kkkMétodo por mudança de variável 

 
 

Também é chamado de método da desconhecida auxiliar ou método da substituição. 

Trata-se da substituição da variávelkde ݂ሺݔሻ ൌ 0 por uma outra, resultando em uma 

novakequaçãok݃ሺݕሻ ൌ 0.kPolya (1995, p. 120) enfatiza que o novo problema a ser obtido será 

auxiliar, e no caso em particular das equações, a incógnita ݕ será chamada de incógnita auxiliar. 

Segundo Delfino (s.d., p. 20), o método pode ser aplicável a um tipo de equação mais 

complicada, e que o uso da troca da troca da variável pela auxiliar revele uma equação mais 

simples, se baseando na original.  

Polya (1995, p. 120) descreve a mudança de variável como uma forma de simplificar o 

problema dado, tornando-o mais simples ou ainda, sendo esperado que o novo seja instrutivo 

para se resolver o original.kO problema auxiliar servirá de base para o original, mais complexo. 

Podemos considerar a substituição de variável inteligente como uma redução do 

problema inicial a um conversível, o qual segundo George Polya: 

 
[…] As reduções conversíveis são, sob um certo aspecto, mais importantes e mais 
convenientes do que outras maneiras de introduzir problemas auxiliares, mas mesmo 
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quando estes não são equivalentes aos problemas originais, podem, assim mesmo, ser 
muito úteis […] (POLYA, 1995, p. 121)  
 

 
 
Exemplo 3.2.1: (POLYA,1995, p.120) Exemplo. Calcular x, que satisfaça a equação: 
 

xସ െ 13xଶ ൅ 36 ൌ 0 
 

 
Se observarmos que xସ ൌ ሺxଶሻଶ, poderemos ver a vantagem de introduzir y ൌ 	xଶ. 
Obtemos assim um novo problema: calcular y que satisfaça a equação ݕଶ െ ݕ13 ൅
36 ൌ 0. (POLYA ,1995, p.120, adaptado) 

 
Resolução:  Pela substituição dada por y ൌ xଶ, segue que:  

ଶݕ  െ ݕ13 ൅ 36 ൌ 0 ⟺a (1) 

 ⟺ ݕ ൌ 4koukݕ ൌ 9 (2) 

 Dado que y ൌ xଶ, logo temos que :  

ଶݔ  ൌ 4kou݇ݔଶ ൌ 9 ⟺ (4) 

 ⟺ ݔ	 ൌ െ2 oufݔ ൌ 2 ou ݔ ൌ െ3 ou ݔ ൌ 3.  

  

∴ ܵ ൌ ሼെ3,െ2,2,3ሽ 
 

 
Gelson Iezzi (2011b,ip.i149) descreve o processo de substituição como uma 

transformação. Em particular, ao analisar as equações algébricas, define: 
 

Transformação de uma equação algébrica ଵܲሺݔሻ ൌ 	0 é toda operação com a qual se 
obtém uma nova equação ଶܲሺݕሻ ൌ 	0  cujas raízes estejam relacionadas com as raízes 
da equação inicial através de uma lei conhecida ݕ ൌ ݂ሺݔሻ.	[…] A equaçãoj ଵܲሺݔሻ ൌ
	0 é chamada equação primitiva; a equação ଶܲሺݕሻ ൌ 	0 é chamada equação 
transformada e a relação ݕ ൌ ݂ሺݔሻ é chamada relação de transformação.  (IEZZI, 
2011b, p. 149) 

 
 
Esse método é contemplado em diversas obras e artigos de Matemática em teoria das 

equações. Destacamos alguns deles: G.Polya (1995), V.P.Suprún (2009, p.5-46), E.L.Lima 

(1991) e G. Iezzi et al (2011a, 2011b). 

 

Descrição do método: 

1. Seja ݂ሺݔሻ ൌ 0 na variável ݔ. Substituindo um de seus termos, suponhamosf݃ሺݔሻ, por uma 

nova variável ݕ	 ൌ ݃ሺݔሻ ,transformar ݂ሺݔሻ ൌ 0 em outra equação da forma ݄ሺݕሻ ൌ 0. 
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2. Resolver ݄ሺݕሻ ൌ 0, caso possível, encontrando suas soluções. Como ݄൫݃ሺݔሻ൯ ൌ ݂ሺݔሻ ൌ 0, 

basta resolver a equação ݕ	 ൌ ݃ሺݔሻ com cada valor de ݕ solução de ݄ሺݕሻ ൌ 0.  

 

Observaçãoi1i:kA substituição ݕ	 ൌ ݃ሺݔሻ deverá ser escolhida de maneira razoável, para 

reduzir a equação original a uma mais simples e conhecida.  Essa substituição nem sempre será 

fácil de ser determinada, como cita V.P. Súprun (2009): 

 

A dificuldade principal da solução de problemas com ajuda do método de substituição 
funcional consiste em que, frequentemente, resulta difícil encontrar uma substituição 
apropriada e determinar o tipo de equações (ou desigualdades)knas que é possível 
utilizar-la […] (SUPRÚN, 2009, p. 05, tradução nossa).9 
 

Observaçãoi2i:kCaso a nova equação transformada ݄ሺݕሻ ൌ 0knão seja auxiliar, o processo 

pode ser repetido, isto é, adotar uma nova variável auxiliar, por exemplo, ݐ	 ൌ ݇ሺݕሻ, e 

transformar a equação em uma outra na variável ݐ, isto é, ݍሺݐሻ ൌ 0, e assim sucessivamente. 

 
Exemplo 3.2.2:k(POLYA,1995,ip. 105, adaptado) Determinar o valor de ݔkno domínio dos 

reais que satisfaça a equação: 

 
 8ሺ4୶ ൅ 4ି୶ሻ െ 54ሺ2୶ ൅ 2ି୶ሻ ൅ 101 ൌ 0 (1) 

 
Resolução: Segue que substituindo ݕ ൌ 2୶,itemoskݕଶ ൌ 4୶ e portanto (1) pode ser reescrita 

como: 

 8 ቀݕଶ ൅ ଵ

௬మ
ቁ െ 54 ቀݕ ൅ ଵ

௬
ቁ ൅ 101 ൌ 0a  

(2) 

 Tomando ݖ ൌ ݕ ൅ ଵ

௬
, logo temos que :  

 

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ ݖ ൌ ݕ ൅

1
ݕ

e

ଶݖ ൌ ଶݕ ൅
1
ଶݕ

൅ 2

 

 

 

 Em (2),ipela substituição em ݖ,iteremos 8ݖଶ െ ݖ54 ൅ 85 ൌ 0.  

   

                                                           
9 Trecho no livro: [...] “La dificultad principal de la solución de problemas con ayuda del método de sustitución 
funcional consiste en que, a menudo, resulta difícil encontrar una sustitución apropiada y determinar el tipo de 
ecuaciones (o desigualdades) en las que es posible utilizarla. [...] ” (SUPRÚN,i2009, p. 04) 



Capítulo 3 – Alguns métodos de resolução de equações                                                                        49 

 

 
 

As raízes de 8ݖଶ െ ݖ54 ൅ 85 ൌ 0 sãokݖ ൌ 5
2
fou ݖ ൌ 17

4
 . Por isso nosso 

problema será agora na resolução de (4) e (5) a seguir:  

 
ݕ ൅

1
ݕ
ൌ
5
2

 

 

 
(4) 

ݕ ൅
1
ݕ
ൌ
17
4

 
 
(5) 

Por (4),kobtemosk2ݕଶ െ ݕ5 ൅ 2 ൌ 0 ⟺ ݕ ൌ 1
2
kou ݕ ൌ 2. 

 

Solucionando (5), segue quek4ݕଶ െ ݕ17 ൅ 4 ൌ 0 ⟺ ݕ ൌ 1
4
kou ݕ ൌ 4. 

 

 
Logo, 2௫ ൌ 1

2
 ouk2௫ ൌ 2 ⟹ ݔ ൌ െ1 ou ݔ ൌ 1. 

E ainda 2௫ ൌ 1
4
 ouk2௫ ൌ 4 ⟹ ݔ ൌ െ2 ou ݔ ൌ 2. 

 

  

∴ ܵ ൌ ሼെ2,െ1,1,2ሽ 
 

 

Exemplo 3.2.3:k(DELFINO, s.d., modificado, p. 20) Determine todas as soluções reais de 
 
 2ሺxଷ െ 1ሻ ൅ ඥxଷ െ 1 ൌ 0 

 
(6) 

Resolução: Seja ݕ ൌ 	√xଷ െ 1, logo substituindo em (6), definida para ݔ ൒ 1,vem :  

 2yଶ ൅ y ൌ 0 ⟺  

 
⟺ ݕ ൌ 0kou ݕ ൌ െ ଵ

ଶ
. 

 
 

Comokݕ ൒ 0, temos que √xଷ െ 1 = 0 ⟺ xଷ െ 1 ൌ 0.  

De fato, xଷ െ 1 ൌ ሺx െ 1ሻሺxଶ ൅ x ൅ 1ሻ ൌ 0 ⟺ x ൌ 1 oukxଶ ൅ x ൅ 1 ൌ 0.  

Mas, xଶ ൅ x ൅ 1 ൌ 0 não admite raízes reais pois ∆൏ 0, logo concluimos queiiii  

ݔ ൌ 1	é a única solução real de (6). 

  ∴ ܵ ൌ ሼ1ሽ  
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3.3kkkMétodo da parametrização 
 
 

Uma equação literal ou paramétrica possui pelo menos uma variável, distinta da 

incógnita, denominada parâmetro, que representa um número real qualquer. Uma equação pode 

ser literal de parâmetro único. 

A solução de equações dessa forma depende ou não do parâmetro dado. Esses 

parâmetros podem desempenhar várias funções: generaliza a resolução de algumas equações, 

podem substituir números em seus termos e tornar possível encontrar uma novakequação 

auxiliar, além de outros.  

 

Exemplos: 

 1. 2௧ାଶ ൌ െ7 ∙ 4௫ ൅ 2௫ାଵ tem parâmetro ݐ; 

 2.j1 െ ሺݔ ൅ ሻଶݐ ൌ 2ሺݐ ൅ ݐ ktem parâmetrosݔሻݑ ݁  ;ݑ

Nesses casos, basta tratar os parâmetros dados como constantes quaisquer e prosseguir 

normalmente com algum método conhecido para resolver a nova equação. 

Exemplo 3.3.1:kResolverkxଶ	 െ 4t	x ൅ 3tଶ ൌ 0kno parâmetro real ݐ.  

Resolução: iPela fórmula resolvente de equaçõesi de segundo grau, com coeficientes  
ܽ ൌ 1,	ܾ ൌ െ4ݐ e ܿ ൌ  :ଶ, segueݐ3

 
x ൌ 	

4t േ ඥሺെ4tሻଶ െ 4.1. 3tଶ

2
⟺ 

 

 
⟺ ݔ ൌ

4t േ √4tଶ

2
ൌ 2t േ t ⟺ 

⟺ ݔ ൌ ݔkoukݐ ൌ  ݐ3

 
 

 
 
 
 

  
∴ ܵ ൌ ሼݐ, ,ሽݐ3 ݐ݅ ∈ Թ		 

 

 

Note quekxଶ െ 4tx ൅ 3tଶ ൌ 0 é algébrica de segundo grau em relação à variável ݔ e em 

relação ao parâmetro ݐ, se tomarmos ele como variável e ݔ como parâmetro. 

 

Exemplo 3.3.2:kResolverkሺݔ െ 2ሻሺݔଶ ൅ tx ൅ ଶሻݐ ൌ 0kno parâmetro real ݐ.  

Resolução: iComo ݔଶ ൅ tx ൅ ଶݐ ൌ 0 é tal que ∆ ൌ ଶݐ െ ଶݐ4 ൌ െ3ݐଶ ൑ 0 , então para 

ݐ  ൌ 0, temos a equação (1): 

ݔଶሺݔ  െ 2ሻ ൌ 0 (1) 
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cujas soluções são ݔ ൌ 0 ou ݔ ൌ 2. 
 

Se ݐ ് 0, logo ሺݔ െ 2ሻሺݔଶ ൅ tx ൅ ଶሻݐ ൌ 0 independe do parâmetro considerando o 

universo dos reais. A solução de todas equações nessas condições será ݔ ൌ 2. 

 
 
 
 

 
∴ ܵ ൌ ൜

݆ሼ0,2ሽ	, ݐ	݁ݏ݆ ൌ 0
݆ሼ2ሽ	, ݐ	݁ݏ݆݆ ് 0

	 
 

 

Exemplo 3.3.3:kResolverk2௧ାଵ ൌ 4௫ ൅ 2௫ሺ1 െ 2௧ାଵሻkno parâmetro real ݐ.  

Resolução: Podemos utilizar akmudançakde variávelkݕ ൌ 2௫.iSubstituindo, temos: 

 

 

 2௧ାଵ ൌ ଶݕ ൅ ሺ1 െ 2௧ାଵሻݕ ⟺ ଶݕ ൅ ሺ1 െ 2௧ାଵሻݕ െ 2௧ାଵ ൌ 0	 ⟺  

 
⟺ ݕ ൌ

ሺ2௧ାଵ െ 1ሻ േ ඥሺ1 െ 2௧ାଵሻଶ ൅ 4 ∙ 2௧ାଵ

2
ൌ	 

 
 

ൌ
ሺ2௧ାଵ െ 1ሻ േ ඥሺ1 ൅ 2௧ାଵሻଶ

2
⟺ 

 
⟺ ݕ ൌ െ1koukݕ ൌ 2௧ାଵ  

 O segundo caso é conveniente, poisiݕ ൐ 0, logo:  

 
2௫ ൌ 2௧ାଵ ⟺ ݔ ൌ ݐ ൅ 1  

  
∴ ܵ ൌ ሼݐ ൅ 1ሽ, ݐ ∈ Թ.	 

 

 

Exemplo 3.3.4:aAchar todas as soluções da família de equações algébricas paramétricas da 

forma: 

ଷݔݐ  ൅ ଶݔଶݐ െ ݔݐ െ ଶݐ ൌ 0 ሺݐ ് 0ሻ (1) 

Resolução: Reorganizando termos convenientemente, podemos encontrar:  
 

 

 t xଷ ൅ tଶxଶ െ tx െ tଶ ൌ 0 ⟺  

 ⟺ t xଷ – tx ൅ tଶxଶ െ tଶ ൌ 0 ⟺  
 ⟺ txሺxଶ െ 1ሻ ൅ tଶሺxଶ െ 1ሻ ൌ 0 

 ⟺ ሺtx ൅ tଶሻሺxଶ െ 1ሻ ൌ 0 (2) 
 

A partir de (2), obtemos: ൝
xଶ ൌ 1
ou

ktx ൅ tଶ ൌ 0.
 

(3) 
 

(4) 

Vemos que a partir de (3), a equação (1) sempre terá ݔ ൌ െ1 oukݔ ൌ 1 como 

raízes. Por outro lado, (4) nos indica que: 

 

ݔ  ൅ ݐ ൌ 0 ⟺ x ൌ െt 
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 ∴ ܵ ൌ ሼെ1,1, െݐሽ, ݐ ∈ Թ.  
 

Para ilustrar, suponha ݐ	 ൌ െ2. Teremoskassimk2xଷ	 െ 4xଶ െ 2x ൅ 4 ൌ 0, cujo 

conjunto solução será ܵ ൌ ሼെ1,1,2ሽ. 

No exemplo a seguir, vamos resolver uma equação inicialmente sem parâmetros, e 

utilizar pelo menos um deles, para obtermos um problema auxiliar, com o qual segundo as 

ideias de Polya (1995, p.120), podemos obter pistas para a equação original: 

 

Exemplo 3.3.5:i(SUPRÚN, 2009, p. 190) Determine as raízes reais de: 

 	xଷ	– ൫√2 ൅ 1൯xଶ ൅ 2 ൌ 0 (1) 

. 

Resolução: Poderemos utilizar a parametrização em (1), obtemos: 

 xଷ – ሺt ൅ 1ሻxଶ ൅ tଶ ൌ 0 ⟺  

 ⟺ tଶ– xଶt ൅ ሺxଷ െ xଶሻ ൌ 0 ⟺  
 

⟺ t ൌ	
xଶ േ ඥሺxଶሻଶ െ 4 ∙ ሺxଷ െ xଶሻ

2
⟺ 

 

⟺ t ൌ	
xଶ േ ඥxଶሺx െ 2ሻଶ

2
ൌ
xଶ േ xሺx െ 2ሻ

2
 

 

Portanto, t ൌ xଶ െ xiou t ൌ x. Como ݐ ൌ √2, vem:kxଶ െ x െ √2 ൌ 0kou  ݔ ൌ √2. 

Aplicando a fórmula resolvente em xଶ െ x െ √2 ൌ 0, obtemos:  ݔ ൌa
ଵାඥଵାସ√ଶ

ଶ
kou 

ݔ ൌ 1െඥ1൅4√2
2

, o completa a nossa resolução. 

  

∴ ܵ ൌ ൝
1 െ ඥ1 ൅ 4√2

2
, √2,

1 ൅ ඥ1 ൅ 4√2
2

, ൡ.	 

 

O método a seguir foi baseado e selecionado para a abordagem por intermédio das obras 

de V.P. Suprún (SUPRÚN, 2009, p. 190-195), Elon Lages Lima (LIMA, 1991) e Gelson Iezzi 

(IEZZI et al, 2011a, 2011b). 
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Descrição do método: 

1.fSejak݂ሺݔሻ ൌ 0 paramétrica. Basta resolvê-la analiticamente, considerando os parâmetros 

como constantes quaisquer. 

2. Sek݂ሺݔሻ ൌ 0 não tem parâmetros e for vantajoso introduzir um parâmetro ݐ ൌ ݇, k real, para 

algum número em sua expressão, transformar ݂ሺݔሻ ൌ 0 em ݃ሺݐሻ ൌ 0, tomandokݔ como 

parâmetro. 

3. Ao resolver ݃ሺݐሻ ൌ 0,icaso possível, obteremos uma ou mais equações da forma ݐ ൌ ݄ሺݔሻ . 

4. Com base no valor do parâmetro ݐ já determinado inicialmente, basta resolver todas as 

equações obtidas do passo 2 da forma ݄ሺݔሻ ൌ ݐ ൌ ݇, a partir do passo 3. 

 

Observaçãoi1i:kÉ recomendado verificar se todas as soluções das equações encontradas no 

passo 4  irão satisfazer a ݂ሺݔሻ ൌ 0 para evitar encontrar falsas raízes. 

Observaçãoi2i:kSendof݂ሺݔሻ ൌ 0	e ݃ሺݐሻ ൌ 0 parakݐ ൌ ݇ segue que ݂ሺݔሻ ൌ ݃ሺ݄ሺݔሻሻ ൌ 0. 

Observaçãoi3i:kCuidado com os valores dos parâmetros assumidos e os respectivos conjuntos 

soluções das equações obtidas, como no Exemplo 3.3.2. 

 

Esse método oferece uma solução de uma família de equações por um ou mais 

parâmetros em seus coeficientes. Uma desvantagem do método é quefem alguns casos esse é 

desnecessário oukainda torna o nosso problema ainda mais trabalhoso do que lidar com a 

equação inalterada. 

 
3.4kkkMétodo por monotonia de funções 

 

Algumas classes de equações podem ser escritas da forma ݂ሺݔሻ ൌ ݃ሺݔሻ sendoa݂ 

contínua e estritamente crescente em dado intervalo ܽ ൑ ݔ ൑ ܾ e ݃ contínua e estritamente 

decrescente nesse mesmo intervaloi(ou vice versa).  

Nesses casos, investigamos a monotonia das funções ݂ ea݃, as quais sendo contínuas 

em dado intervalo real I e se ocorrer o caso de uma ser estritamente crescente e a outra 

estritamente decrescente em I, ݂ሺݔሻ ൌ ݃ሺݔሻ irákadmitir,ino máximo, uma única raíz nesse 

intervalo.  

Nos casos em que ݂ሺܽሻ ൏ ݃ሺܽሻ ea݂ሺܾሻ ൐ ݃ሺܾሻ, o teorema a seguir garante a existência 

de pelo menos uma raiz em I : 
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Teorema 3.4.1: i(Bolzano)fSejaa݂kuma função contínua emkܫ	 ൌ ሾܽ, ܾሿ.fSe ݂ሺܽሻ ∙ ݂ሺܾሻ ൏ 0, 

então existirá pelo menos umiܿ ∈ Թ,  com ܿ ∈ tal que ݂ሺܿሻ ,ܫ ൌ 0. 

 

 

Figura 3.1: Ilustração do Teorema 3.4.1 - gráfico  

Fonte: elaborada pelo autor (2017) 
 

O Teorema 3.4.1 não será demonstrado em nosso trabalho devido ao uso de conceitos 

que fogem da meta dessa pesquisa.  

 

Corolário 3.4.1:aSejaa߮ uma função contínua e estritamente monótona emkܫ	 ൌ ሾܽ, ܾሿ. Se 

߮ሺܽሻ ∙ 	߮ሺܾሻ ൏ 0, então existirá um único real ܿ ∈ ktal que ߮ሺܿሻܫ ൌ 0. 

Demonstração:aSuponha, sem perda de generalidade, que existam ܿଵ, ܿଶ ∈ Թ com  

ܽ ൑ ܿଵ ൏ ܿଶ ൑ ܾktais que ߮ ሺܿଵሻ ൌ 0 e ߮ ሺܿଶሻ ൌ 0.iDa hipótese de ߮  ser estritamente monótona 

em ܫ	 ൌ ሾܽ, ܾሿ, suponhamos que ߮ é estritamente crescente com ߮ሺܽሻ ൐ 0 . Dessas hipóteses, 

temos que se ߮ሺܿଵሻ ൌ 0		݁	ܿଵ ൏ ܿଶ, então ߮ሺܿଶሻ ൐ ߮ሺܿଵሻ ൌ 0,io que contradiz o fato de que 

߮ሺܿଶሻ ൌ 0. Logo, temos quekܿଵ ൌ ܿଶ. As outras suposições nos levam a um resultado análogo. 

 

Coroláriol3.4.2:kSejak݂kestritamente crescente emkܫ	 ൌ ሾܽ, ܾሿ e seja	݃ estritamente 

decrescente em ܫ. Se ݂ሺܽሻ ൏ ݃ሺܽሻke ݃ሺܾሻ ൏ ݂ሺܾሻ, a equação ݂ሺݔሻ ൌ ݃ሺݔሻkadmiteksolução 

única emkܫ. 

Demonstração: Considere a função ߮ሺxሻ ൌ ݂ሺݔሻ െ ݃ሺݔሻ. Das hipóteses, temos quek݂ሺܽሻ ൏

݃ሺܽሻ ea݃ሺܾሻ ൏ ݂ሺܾሻ. De fato, ߮ሺܽሻ ൌ 	݂ሺܽሻ െ ݃ሺܽሻ ൏ 0ae ߮ሺܾሻ ൌ ݂ሺܾሻ െ ݃ሺܾሻ ൐ 0.iPelo 
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Corolário 3.4.1, existe um ܿ real único, com ܽ ൑ ܿ ൑ ܾ, tal que ߮ሺܿሻ ൌ ݂ሺܿሻ െ ݃ሺܿሻ ൌ 0 ⟹

݂ሺܿሻ ൌ ݃ሺܿሻ. 

 

 
Figura 3.2: Gráfico de uma função hipotética para ilustrar o Corolário 3.4.1 

Fonte: elaborada pelo autor (2017) 
 

Coroláriol3.4.3:aSejai݂ estritamente crescente em ܫ	 ൌ ሾܽ, ܾሿicom ݂ሺݔሻ ൌ ݇, ݇ ∈ Թ e ݂ሺܽሻ ൏

݇ ൏ ݂ሺܾሻ.  A equação ݂ሺݔሻ ൌ ݇ admite uma única raiz nesse intervalo. Sei݂ é estritamente 

decrescente em ܫ	 ൌ ሾܽ, ܾሿi, ݂ሺݔሻ ൌ ݇ e ݂ሺܾሻ ൏ ݇ ൏ ݂ሺܽሻ, ݂ሺݔሻ ൌ ݇ também admite solução 

única. 

Demonstração:kConsideremos a função ߮ሺݔሻ ൌ ݂ሺݔሻ െ ݇ e suponhamos que ݂ seja 

estritamente crescente em ܫ ൌ 	 ሾܽ, ܾሿ. Note que ߮ serákestritamente crescente nesse mesmo 

intervalo. Por isso, ߮ሺܽሻ ൌ ݂ሺܽሻ െ ݇ ek߮ሺܾሻ ൌ ݂ሺܾሻ െ ݇. Da monotonia da ݂ e com base nas 

hipóteses anteriores, podemos dizer que ݂ሺܽሻ ൏ ݇ ൏ ݂ሺܾሻ ⟺ ߮ሺܽሻ ൏ 0 ൏ ߮ሺܾሻ. Pelo 

Corolário 3.4.1, existe um único ܿ real com ܽ ൑ ܿ ൑ ܾ, tal que ߮ሺܿሻ ൌ 0, ou seja, ݂ሺܿሻ ൌ ݇. O 

caso para ݂ estritamente decrescente é análogo. 
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Figura 3.3: Gráfico de uma função hipotética para ilustrar o Corolário 3.4.3 

Fonte: elaborada pelo autor (2017) 
 

Coroláriol3.4.4:aSejam as funções contínuas ݕ ൌ ݂ሺݔሻ estritamente crescentekemkܫ	 ൌ ሾܽ, ܾሿ 

e ݕ ൌ ݃ሺݔሻkestritamente decrescente nesse mesmo intervalo. Se ݂ሺܽሻ ൐ ݃ሺܽሻ ou ݃ሺܾሻ ൐

݂ሺܾሻ, então ݂ሺݔሻ ൌ ݃ሺݔሻknão tem soluçãokem ܫ.  

Demonstração:kConsideremos a função ߮ሺݔሻ ൌ ݂ሺݔሻ െ ݃ሺݔሻ. Se existe ܿ ∈ Թ tal que 

ܽ ൏ ܿ ൏ ܾ ek߮ሺܿሻ ൌ ݂ሺܿሻ െ ݃ሺܿሻ ൌ 0, aplicando as hipóteses nas monotonias de ݂ ek݃, 

temos: ݂ሺܿሻ ൐ ݂ሺܽሻ e ݃ሺܽሻ ൐ ݃ሺܿሻ. Supondo inicialmente ݂ሺܽሻ ൐ ݃ሺܽሻ, segue que ݂ሺܿሻ ൐

݃ሺܿሻ ⟹ ߮ሺܿሻ ൐ 0, uma contradição. Logo ݂ሺݔሻ ൌ ݃ሺݔሻ não tem solução em ܫ. Do mesmo 

modo, ݂ሺܾሻ ൐ ݂ሺܿሻ e ݃ሺܿሻ ൐ ݃ሺܾሻ e supondo que ݃ሺܾሻ ൐ ݂ሺܾሻ, temos ݃ሺܿሻ ൐ ݃ሺܾሻ ൐

݂ሺܾሻ ൐ ݂ሺܿሻ ⟹ ߮ሺܿሻ ൏ 0, uma contradição novamente, por isso ݂ሺݔሻ ൌ ݃ሺݔሻ também não 

admite solução em ܫ. 

 

Iremos focalizar em funções estritamente monótonas em intervalos específicos, para 

mostrarmos a unicidade de sua solução, e ser possível a sua determinação. Para a simplificação 

desse método neste trabalho, serão considerados casos em que as soluções são números fáceis, 

sem a abordagem de aproximações. 

Ambas as referências sobre V.P. Suprún (SUPRÚN, 2009, p. 128-142) e Delfinoj(s.d.) 

contém abordagens sobre esse método. 
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Descrição do método: 

1.kSeja uma equação na forma ݃ሺݔሻ ൌ ݄ሺݔሻ de modo que ݃ seja monótona estritamente 

crescente (decrescente) ei ݄kestritamente decrescente (crescente) em algum intervalo. Os 

Corolários 3.4.2 ou 3.4.4 garantem que ela admite no máximo uma única solução real nesse 

intervalo.  

2. kTal solução pode ser determinada por tentativa e erro (Considere isso nos casos restritos de 

alguns problemas, incluindo os que serão abordados nessa pesquisa). 

 

Observaçãoi1i:kNem sempre será possível evitar o uso de métodos que utilizam aproximações 

para a solução da equação dada. 

Observaçãoi2i:kSe escrita na forma ݂ሺݔሻ ൌ 0, em alguns casos, é possível reescrevê-la na 

forma equivalente ݃ሺݔሻ ൌ ݄ሺݔሻ , que satisfaz o Corolário 3.4.2. 

Observaçãoi3i:kAlgumas funções serão mais fáceis de serem determinadas quanto à sua 

monotonia em intervalos considerados. Outras não serão elementares nesse sentido. 

 

Exemplo 3.4.1: (SUPRÚN, 2009, p. 128-129, modificado) Determine todas as soluções reais 

de: 

k√ݔ െ 1	൅ ݔ√ ൅ 6య 	ൌ 3 

Resolução: A função ݂ሺݔሻ ൌ ݔ√ െ 1 ൅ ݔ√ ൅ 6య  ié estritamente crescente em ܫ ൌ ሺ1,൅∞ሻ 

(especificamente o seu domínio de validade). Como ݃ሺݔሻ ൌ 3 emkܫ,ilogoi݂ሺݔሻ ൌ ݃ሺݔሻ  

admite uma única solução, pois ݂ሺ1ሻ ൏ 3, e por exemplo, ݂ሺ10ሻ ൐ 3. 

É possível verificar que ݔ ൌ 2iverificai݂ሺ2ሻ ൌ ݃ሺ2ሻ. 

  
∴ ܵ ൌ ሼ2ሽ	 

 

Exemplo 3.4.2:aResolva no conjuntos dos reais : 

ݔ4√  ൅ 5 ൅ ݔ√2 ൌ 6 െ ݔ2√ െ 1 

 

(1) 

Resolução: É possível verificar que o domínio de validade de (1)aékܦ ൌ ቄݔ ∈ Թ ∶ ݔ ൒ ଵ

ଶ
ቅ. 
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Exemplo 3.4.3:k(SUPRÚN,i2009,ip. 134, modificado) Determine todos os valores reais de ݔ 

que verificam a 3௫ ൅ 4௫ ൌ 5௫. 

Resolução: Se considerarmos ݂ሺݔሻ ൌ 3௫ ൅ 4௫ ea݃ሺݔሻ ൌ 5௫ para o uso do método em  

particular, teremos duas funções estritamente crescentes em Թ. Por isso, dividiremos ambos 

os membros de ݂ሺݔሻ ൌ ݃ሺݔሻ pork5௫: 

Note que 3௫ ൅ 4௫ ൌ 5௫ ⟺	ቀଷ
ହ
ቁ
௫
൅ ቀସ

ହ
ቁ
௫
ൌ 1. 

Como ݄ሺݔሻ ൌ ቀଷ
ହ
ቁ
௫
൅ ቀସ

ହ
ቁ
௫
 é estritamente decrescente em Թ e, por exemplo,  ݄ሺ3ሻ ൏

1 ൏ 	݄ሺ0ሻ . Pelo Corolário 3.4.3, ݄ሺݔሻ ൌ 1 tem solução única.10 De fato, ݔ ൌ 2. 

  ∴ ܵ ൌ ሼ2ሽ 
 
3.5kkkMétodos utilizando equação funcional 
 

Uma equação funcional é um tipo de equação cuja incógnita a ser determinada será uma 

função. Podemos tomar como exemplo, a equação funcional ሺ݂ሺݔሻሻଶ ൌ ݂ሺݔଶሻ. Note que a 

função dada por ݂ሺݔሻ ൌ ሻሻଶݔଶ é uma de suas raízes (pode não ser a única) visto que ሺ݂ሺݔ ൌ

ሺݔଶሻଶ ൌ  .ସݔ = ଶሻଶݔଶሻ = ሺݔସ e ݂ሺݔ

O método e as idéias a seguir que serão apresentadas foram baseadas e retiradas do livro 

de V.P. Suprún (SUPRÚN, 2009, p. 143). 

 

Caso 1 :kPara alguma função ݂kestritamente crescente em dado intervalo, equações da forma  

 ݂ ቀ݂൫… ൫݂ሺݔሻ൯… ൯ቁ ൌ  ݔ

 

(1) 

                                                           
10 Ao analisar a equação na forma 3௫ ൅	4௫ ൌ 5௫ por mais que a sua raiz possa ser  determinada sem resolução 
analítica, o que ocorre é a incerteza da quantidade de soluções reais que ela admite. Ao reescrevê-la em outra 
forma, auxiliar, é possível mostrar que essa solução é única. 
 

Como em ܦ,k݂ሺݔሻ ൌ ݔ4√ ൅ 5 ൅ ሻݔké estritamente crescente e ݃ሺݔ√2 ൌ 6 െ

ݔ2√ െ 1  é estritamente decrescente, portanto ݂ሺݔሻ ൌ ݃ሺݔሻ, que representa (1), admite uma 

única solução nesse intervalo, pois, em particular, 	݂ ቀଵ
ଶ
ቁ ൏ ݃ ቀଵ

ଶ
ቁ e 	݂ሺ5ሻ ൐ ݃ሺ5ሻ. É possível 

verificar que ݔ ൌ 1jé solução. 

  ∴ ܵ ൌ ሼ1ሽ 

n vezes
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Teorema 3.5.1 : Se ݕ ൌ ݂ሺݔሻ  é estritamente crescente em ܫ ൌ ሾܽ, ܾሿ, com ݂ሺݔሻ ∈  então para ,ܫ

ݔ ∈ ሻݔa equação (1) é equivalente à  ݂ሺ ,ܫ ൌ  .ݔ

Demonstração:aSejakݔ଴ uma solução de ݂ ሺݔሻ ൌ ܽ  com ݔ ൑ ଴ݔ ൑ ܾ. Portanto, podemos dizer 

que ݂ሺݔ଴ሻ ൌ ଴ሻሻݔ଴.jAplicandok݂ em ambos os membros, obtemos ݂ሺ݂ሺݔ ൌ ݂ሺݔ଴ሻ ൌ  .଴ݔ

Aplicandoj݂ sucessivas vezes obtemos que ݂ ቀ݂൫… ൫݂ሺݔ଴ሻ൯… ൯ቁ ൌ  ଴j(2)ݔ

 

Reciprocamente, seja ݔ଴ uma solução de (1). Suponha que ݔ଴ não satisfaça ݂ሺݔሻ ൌ  ,ݔ

isto é, ݂ሺݔ଴ሻ ് ଴ሻݔ଴. Vamos considerar, sem perda de generalidade, que ݂ሺݔ ൐  ଴.jComok݂ éݔ

crescente em ܽ ൑ ݔ ൑ ܾ, escreveremos: 

 ܽ ൑ ଴ݔ ൏ ݂ሺݔ଴ሻ ൏ ݂ሺ݂ሺݔ଴ሻሻ ൏ ⋯ ൏ ݂ ቀ݂൫… ൫݂ሺݔ଴ሻ൯… ൯ቁ ൑ ܾ (3)  

 

Por outro lado, como ݔ଴ é solução de (1), obtemos ݔ଴ ൏  .଴ a partir de (3), um absurdoݔ

O outro caso é análogo. Portanto, concluímos que ݂ሺݔ଴ሻ ൌ  .଴ݔ

 

Corolário 3.5.1 : Seja ݕ ൌ ݂ሺݔሻ estritamente crescente em todo o seu domíniokܦ. Então, as 

equaçõesk(1)ke ݂ሺݔሻ ൌ  .ܦ são equivalentes em ݔ

 

Exemplo 3.5.1:kResolver a equação ටඥ√ݔ ൅ 1 ൅ 1 ൅ 1 ൌ  .no conjunto dos reais ݔ

Resolução: Como ݂ ሺݔሻ ൌ ݔ√ ൅ 1 é estritamente crescente em ሺെ1,൅∞ሻ, para ݔ ൒ 1, logo:

݂ሺ݂ሺ݂ሺݔሻሻሻ ൌ ඨට√ݔ ൅ 1 ൅ 1 ൅ 1 ൌ ݔ ݔ√	⟺ ൅ 1 ൌ  ݔ

Resolvendoj√ݔ ൅ 1 ൌ ݔ obtemos , ݔ ൌ ඥ5൅1
2

 

  
∴ ܵ ൌ ቊ

√5 ൅ 1
2

ቋ 

 

 

Exemplo 3.5.2:aDetermine todos os reais que satisfazem a  ඥ3 ൅ 2√3 ൅ ݔ2 ൌ   .ݔ

n vezes 

n vezes 
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Resolução: Como ݂ሺݔሻ ൌ √3 ൅ ié estritamente crescente em ሺെ ݔ2 ଷ

ଶ
, ൅∞ሻ, portanto: 

ට3 ൅ 2√3 ൅ ݔ2 ൌ ݔ ⟺ √3 ൅ ݔ2 ൌ  ݔ

 Por isso,  

√3 ൅ ݔ2 ൌ ݔ ⟺ ଶݔ െ ݔ2 െ 3 ൌ 0	 ⟺ 

⟺ ݔ ൌ 3koukݔ ൌ െ1 

Como ݔ ൐ 0, logokݔ ൌ 3. 

  ∴ ܵ ൌ ሼ3ሽ 
 

Caso 2 : Equações da forma ݂ሺ݃ሺݔሻሻ ൌ ݂ሺ݄ሺݔሻሻ, sendo ݂ estritamente monótona com ܦሺ݂ሻ ⊂

ሺ݃ሻ݉ܫ ∩  .ሺ݄ሻ݉ܫ

 

Teorema 3.5.2 : A equação ݂ሺ݃ሺݔሻሻ ൌ ݂ሺ݄ሺݔሻሻ é equivalente à ݃ሺݔሻ ൌ ݄ሺݔሻ para ݕ ൌ

݂ሺݔሻkestritamente monótona em algum subconjunto dos reais ܻ ⊂ ሺ݃ሻ݉ܫ ∩  .ሺ݄ሻ݉ܫ

Demonstração : Seja ݔ଴ uma solução de ݂ሺ݃ሺݔሻሻ ൌ ݂ሺ݄ሺݔሻሻ,jou seja, ݂ሺ݃ሺݔ଴ሻሻ ൌ 	݂ሺ݄ሺݔ଴ሻሻ, 

com ݔ଴ ∈ ሺ݃ሻܦ ∩ ݕ ሺ݄ሻ. Suponha queܦ ൌ ݂ሺݔሻ sejakestritamente crescente ejquek݃ሺݔ଴ሻ ൏

݄ሺݔ଴ሻ. Portanto, ݂൫݃ሺݔ଴ሻ൯<	݂൫݄ሺݔ଴ሻ൯, contradizendo a hipótese. Analogamente caso ݂ seja 

estritamente decrescente. Concluímos, então que ݃ሺݔ଴ሻ ൌ ݄ሺݔ଴ሻ. 

Reciprocamente, j݃ሺݔ଴ሻ ൌ ݄ሺݔ଴ሻ ⟹ ݂൫݃ሺݔ଴ሻ൯ ൌj݂ሺ݄ሺݔ଴ሻሻ,klogo ݔ଴ké solução de 

݂൫݃ሺݔሻ൯ ൌ 	݂ሺ݄ሺݔሻሻ.  

 

Exemplo 3.5.3:kResolva a equação ඥݔ ൅	√ݔ െ 1 ൌ 	ඥ3ݔ െ 2 ൅	√3ݔ െ 3 para ݔ real.  

Resolução: 
Para ݕ ൒ 3, consideremos ݂ ሺݕሻ ൌ ටݕ െ 2 ൅ ඥݕ െ 3.kPara ݔ ൒ 1, temos que 

݃ሺݔሻ ൌ ݔ ൅ 2 ൒ 3 e ݄ሺݔሻ ൌ ݔ3 ൒ 3. Por isso, f é estritamente monótona na 

imagem das funções ݄	e ݃. Dado isso, nosso problema é equivalente a: 

 ݂ሺݔ ൅ 2ሻ ൌ ݂ሺ3ݔሻ ⟺ ݔ ൅ 2 ൌ  ݔ3

⟺ ݔ ൌ 1 

  ∴ ܵ ൌ ሼ1ሽ 
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Exemplo 3.5.4:kEncontre todas as raízes reais dej2ି௫ െ ݔ ൌ 2௫ିଶ െ 1. 

Resolução: Multiplicando os dois membros de tal equação por 2, seguem as manipulações 

abaixo:  

2ି௫ െ ݔ ൌ 2௫ିଶ െ 1 ⟺ 2ଵି௫ െ ݔ2 ൌ 2௫ିଵ െ 2 ⟺	 

⟺ 2ଵି௫ ൅ 2 ൌ ݔ2 ൅ 2௫ିଵ ⟺ 

⟺ 2ଵି௫ ൅ ሺ1 െ ሻݔ ൌ ሺݔ െ 1ሻ ൅ 2௫ିଵ 

Considerandok݂ሺݔሻ ൌ ݔ ൅ 2௫kestritamente monótona emfԹ , segue: 

݂ሺ1 െ ሻݔ ൌ ݂ሺݔ െ 1ሻ ⟺ 

⟺ 1െ ݔ ൌ ݔ െ 1 ⟺ ݔ ൌ 1 

  ∴ ܵ ൌ ሼ1ሽ 
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4 KKAPLICAÇÕES DOS MÉTODOS 
 

Neste capítulo, iremos apresentar aplicações para os métodos apresentados no capítulo 

anterior, através de exemplos selecionados. 

As equações presentes neste capítulo foram, em grande parte, elaboradas pelo autor, 

mas derivaram das ideias presentes em artigos como “Propostas de métodos para resolução de 

equações irracionais” de Bartolomeu Chindumbo Delfinoi(DELFINO, s.d.) ouklivros como o 

do autor V.P. Suprúnk(SUPRÚN, 2009) , presente nas referências do final deste trabalho. 

Este capítulo está subdividido em três seções: Na primeira, apresentaremos uma breve 

parte sobre as equações algébricas do segundo e terceiro graus. Existe uma forma alternativa 

de resolver uma equação quadrática sem a sua fórmula resolvente? O que é preciso deduzir para 

encontrar a fórmula das equações do terceiro grau? 

Na segunda seção, uma bateria de alguns exemplos serão selecionados para serem 

resolvidos pelos métodos apresentados no Capítulo 3. Comentários sobre cada equação irão 

acompanhar a resolução de cada uma.  

Na terceira, iremos discorrer sobre os problemas e limites dos métodos utilizados nessa 

pesquisa. É possível resolver qualquer equação sob qualquer condição? Todas as soluções 

podem ser encontradas? Que dificuldades e limitações esses métodos podem trazer? 

 

4.1kkkEquações algébricas do segundo e terceiro graus 
 

Na Revista do Professor de Matemática (RPM) número 13, se encontra um artigo sobre 

um método, exposto por João Tomas do Amaral, de se determinar as raízes da equação algébrica 

de segundo grau sem a utilização de sua fórmula resolvente.  

Esse método particular também foi apresentado e demonstrado em diversos livros e 

artigos da literatura matemática, alguns deles: Gilberto Garbi (GARBI, 2009) e Elon Lages 

Lima (LIMA, 1991). Pelo seu valor histórico, iremos apresentá-lo neste Capítulo da mesma 

forma. 

Consideremos a forma geral da equação ܽݔଶ ൅ ݔܾ ൅ ܿ ൌ 0kcomjܽ ് 0. Pela 

substituição-kݔ ൌ ݑ ൅   :obtemos as seguintes equivalências ,ݒ

 ܽሺݑ ൅ ሻଶݒ ൅ ܾሺݑ ൅ ሻݒ ൅ ܿ ൌ 0 ⟺  

 ⟺ ଶݑܽ ൅ ሺ2ܽݒ ൅ ܾሻݑ ൅ ሺܽݒଶ ൅ ݒܾ ൅ ܿሻ ൌ 0  
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Pela substituição	ݒ ൌ െ ܾ
2ܽ

kanulamos o coeficiente de u, e obteremos:  

 
ଶݑܽ ൅ ܽ ൬െ

ܾ
2ܽ
൰
ଶ

൅ ܾ ൬െ
ܾ
2ܽ
൰ ൅ ܿ ൌ 0 

 
(1) 

Basta simplificarmos (1), logo:  

 4ܽଷݑଶ ൅ ܾܽଶ െ 2ܾܽଶ ൅ 4ܽଶܿ ൌ 0 ⟺  

 
⟺ ଶݑ ൌ

ܾܽଶ െ 4ܽଶܿ
4ܽଷ

 
 

(2) 

Se o segundo termo de (2) for positivo, logokݑ ∈ Թ, o que implica ݔ ∈ Թ. 

 

Exemplo 4.1.1:k(AMARAL, 1988))Determine as raízes dekݔଶ െ ݔ7 ൅ 6	 ൌ 0. 

Resolução: Façamos  ݔ	 ൌ ݑ ൅  :na equação considerada e obtemos ݒ

ሺݑ ൅ ሻଶݒ െ 7ሺݑ ൅ ሻݒ ൅ 6 ൌ 0 ⟺ 

⟺ ଶݑ ൅ ሺ2ݒ െ 7ሻݑ ൅ ሺݒଶ െ ݒ7 ൅ 6ሻ ൌ 0. 

Tomamos ݒ ൌ 7
2
kpara anularmos o termo central em ݑ, por isso: 

ଶݑ ൅
49
4
െ
49
2
൅ 6 ൌ 0 ⟺ ଶݑ ൌ

25
4

 

 Logo, obtemos que  ݑ ൌ 5
2
koukݑ ൌ െ5

2
 . Calculando ݔ ൌ ݑ ൅  :segue ,ݒ

	

 
ݔ ൌ ݑ ൅ ݒ ൌ

5
2
൅
7
2
ൌ 6 

ݔ ൌ ݑ ൅ ݒ ൌ െ
5
2
൅
7
2
ൌ 1 

  ∴ ܵ ൌ ሼ1,6ሽ 
 

As substituições nesse caso foram auxiliares para se determinar as raízes de uma 

equação quadrática, sem recorrer à fórmula resolvente, segundo o exposto por Vale (2013, p. 

32-34). 

 
Como exposto por Lima (1991, p. 18) e Garbi (2009, p. 33-41), para ݌, ݍ ∈ Թ, considere 

a equação algébrica do terceiro grau: 

ଷݔ  ൅ ݔ݌ ൅ ݍ ൌ 0 (1) 
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Façamos ݔ ൌ ݑ ൅    :em (1) e desenvolvendo a nova equação obtida, segue ݒ

 ሺݑ ൅ ሻଷݒ ൅ ݑሺ݌ ൅ ሻݒ ൅ ݍ ൌ 0 ⟺ 

⟺ ଷݑ ൅ ݒଶݑ3 ൅ ଶݒݑ3 ൅ ଷݒ ൅ ݑ݌ ൅ ݒ݌ ൅ ݍ ൌ 0 ⟺ 

⟺ ଷݑ ൅ ଷݒ ൅ ݑሺݒݑ3 ൅ ሻݒ ൅ ݑሺ݌ ൅ ሻݒ ൅ ݍ ൌ 0 ⟺ 

⟺ ଷݑ ൅	ݒଷ ൅ ሺ3ݒݑ ൅ ݑሻሺ݌ ൅ ሻݒ ൅ ݍ ൌ 0 

 
 
 
 

(3) 

 Da substituição	ݒ ൌ െ ݌
ݑ3

kem (3), com ݑ ് 0, temos:  

 
ଷݑ ൅ ቀ–

݌
ݑ3
ቁ
ଷ
൅ ݍ ൌ 0 ⟺ 

⟺ ଷݑ െ
ଷ݌

ଷݑ27
൅ ݍ ൌ 0	 ⟺ ଺ݑ27 ൅ ଷݑݍ27 െ ଷ݌ ൌ 0 ⟺ 

⟺ ଺ݑ ൅ ଷݑݍ െ
ଷ݌

27
ൌ 0 

 
 

 
 
 
 
(4) 

  

Por uma nova mudança de variável ݕ ൌ   :ଷ na última equação de (4), vemݑ

 

 ⟺ ଶݕ ൅ ݕݍ െ
ଷ݌

27
ൌ 0 

 
(5) 

 Pela fórmula resolvente em (5), vem:   

 
ݕ ൌ െ

ݍ
2
∓ ඨ

ଶݍ

4
൅
ଷ݌

27
 

 
(6) 

logo  

 

ݑ ൌ ඩെ
ݍ
2
∓ ඨ

ଶݍ

4
൅
ଷ݌

27

య

 

 
 

(7) 

 Fixemos ݓ ൌ ටݍ
2

4
൅ 3݌

27
 e supondo ݑ ൌ ටെݍ

2
െ ݓ

3 , vejamos que :  

ݒ  ൌ െ
݌
ݑ3

ൌ
െ݌

3 ൬ටെ
௤

ଶ
െ ݓ

య
൰
ൌ  
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Exemplo 4.1.2:kDetermineitodas as raízes de ݔଷ െ ݔ3 െ 2 ൌ 0. 

Resolução: Fazendo  ݔ	 ൌ ݑ ൅   :na equação considerada obtemos ݒ

ሺݑ ൅ ሻଷݒ െ 3ሺݑ ൅ ሻݒ െ 2 ൌ 0 ⟺ 

ଷݑ ൅ ݒଶݑ3	 ൅ ଶݒݑ3 ൅ ଷݒ െ ݑ3 െ ݒ3 െ 2 ൌ 0	 ⟺ 

⟺ ଷݑ ൅ ଷݒ ൅ ݑሺݒݑ3	 ൅ ሻݒ െ 	3ሺݑ ൅ ሻݒ െ 2 ൌ 0	 ⟺ 

⟺ ଷݑ ൅ ଷݒ ൅ 3ሺݒݑ െ 1ሻሺݑ ൅ ሻݒ െ 2 ൌ 0 

 
 

Substituindo ݒ ൌ 1
ݑ
, com ݑ ് 0kna igualdade anterior e simplificando, segue: 

଺ݑ  െ ଷݑ2 ൅ 1 ൌ 0  (1) 

Da substituição ݕ ൌ ଶݕଷ,kobtemoskݑ	 െ ݕ2 ൅ 1 ൌ 0 ⟺ ݕ ൌ 1. Por isso,  

ଷݑ ൌ 1	 ⟺ ݑ ൌ 1 ⟹ ݒ ൌ 1. 

 

Como ݔ	 ൌ ݑ ൅ ݔ segue que ,ݒ ൌ 1 ൅ 1 ൌ 2. 

As outras raízes podem ser encontradas ao dividir ܲሺݔሻ ൌ ଷݔ െ ݔ3 െ 2 porkݔ െ 2 , 

obtendo ܲሺݔሻ ൌ ሺݔ െ 2ሻሺݔ ൅ 1ሻଶ. 

Concluimos que ܲሺݔሻ ൌ 0 ⟺ ݔ ൌ െ1 oukݔ ൌ 2. 

  ∴ ܵ ൌ ሼെ1,2ሽ 
 

E no caso da equaçãokܽݔଷ ൅ ଶݔܾ ൅ ݔܿ ൅ ݀ ൌ 0 com ܽ ് 0?  Ainda segundo Garbi ( 

2009, p.38-39), veja que pela mudança de variávelkݔ ൌ ݑ ൅݉, obtemos: 

 ܽሺݑ ൅ ݉ሻଷ ൅ ܾሺݑ ൅ ݉ሻଶ ൅ ܿሺݑ ൅ ݉ሻ ൅ ݀ ൌ 0 ⟺ 

⟺ ܽሺݑଷ ൅ ଶ݉ݑ3 ൅ ଶ݉ݑ3 ൅݉ଷሻ ൅ ܾሺݑଶ ൅ ݉ݑ2 ൅݉ଶሻ ൅ ݑܿ ൅ ܿ݉ ൅ ݀ ൌ 0 

 

 

ൌ	
െ݌ ൬ටെ

௤

ଶ
൅ ݓ

య
൰

3 ቆටቀെ ௤

ଶ
ቁ
ଶ
െ ଶݓ

య
ቇ

ൌ
െ݌ ൬ටെ

௤

ଶ
൅ ݓ

య
൰

3 ቆටቀି௣
ଷ
ቁ
ଷయ
ቇ

ൌ 

 

 ൌ ටെ
௤

ଶ
൅ ݓ

య
. 

Por isso, obteremos a seguinte igualdade:  

 

 

ݔ ൌ ݑ ൅ ݒ ൌ 	 ඩെ
ݍ
2
െ ඨ

ଶݍ

4
൅
ଷ݌

27

య

൅ ඩെ
ݍ
2
൅ ඨ

ଶݍ

4
൅
ଷ݌

27

య

 

A igualdade (9) acima é conhecida como fórmula de Cardano. 

 
 
(9) 
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ou ainda,   

ଷݑܽ ൅ ଶሺܾݑ ൅ 3ܽ݉ሻ ൅ ሺ3ܽ݉ଶݑ ൅ 2ܾ݉ ൅ ܿሻ ൅ ሺ݉ଷܽ ൅ ܾ݉ଶ ൅ ܿ݉ ൅ ݀ሻ ൌ 0 
 

Ao considerarmos a substituição ݉ ൌ 
ି௕

ଷ௔
 na igualdade acima, teremos: 

 

ଷݑܽ ൅ ݑ ቆ3ܽ ൬
െܾ
3ܽ
൰
ଶ

൅ 2ܾ ൬
െܾ
3ܽ
൰ ൅ ܿቇ ൅ ቆܽ ൬

െܾ
3ܽ
൰
ଷ

൅ ܾ ൬
െܾ
3ܽ
൰
ଶ

൅ ܿ ൬
െܾ
3ܽ
൰ ൅ ݀ቇ ൌ 0 

 

 Desenvolvendo algebricamente os termos e simplificando, obtemos:  

ଷݑܽ  ൅ ቆ
3ܽܿ െ ܾଶ

3ܽ	
ቇ ݑ ൅ ቆ

2ܾଷ െ 9ܾܽܿ ൅ 27ܽଶ݀
27ܽଶ

ቇ ൌ 0 
 

(5) 

 

Basta resolver a equação (5) em ݑ, utilizando a fórmula de Cardano (9) após dividir 

todos os coeficientes por  ܽ ് 0. 

 

Exemplo 4.1.3:kDetermine as raízes reais de ݔଷ െ ଶݔ3 ൅ ݔ3 ൅ 7 ൌ 0.

Resolução: Substituindo  ݔ	 ൌ ݑ ൅ 1kem ܲሺݔሻ ൌ ଷݔ െ ଶݔ3 ൅ ݔ3 ൅ 7 ൌ 0, segue que: 

 ሺݑ ൅ 1ሻଷ െ 3ሺݑ ൅ 1ሻଶ ൅ 3ሺݑ ൅ 1ሻ ൅ 7 ൌ 0 ⟺ 

⟺ ଷݑ ൅ 8 ൌ 0 ⟺ 

⟺ ݑ ൌ െ2 ⟹ ݔ ൌ െ1 

 
 

Comokܲሺെ1ሻ ൌ 0,iܲሺݔሻ é divisível por ݔ ൅ 1. Por isso,  

ܲሺݔሻ ൌ ሺݔ ൅ 1ሻሺݔଶ െ ݔ4 ൅ 7ሻ 

Note quei݂ሺݔሻ ൌ ଶݔ	 െ ݔ4 ൅ 7 não admite raízes reais, pois ∆൏ 0. Portanto, nesse 

caso a únicakraíz real é ݔ ൌ െ1. 

  ∴ ܵ ൌ ሼെ1ሽ 
 

 
4.2kkkAplicações dos métodos para resolução de certas equações 

 

Nessa seção, utilizaremos os métodos do Capítulo anterior em exemplos selecionados, 

elaborados a partir das obras mencionadas para cada um. Cada exemplo será comentado 

principalmente pelo autor e apresentado com a sua respectiva resolução. 

Exemplo 4.2.1:k(SUPRÚN, p. 31, modificado) Resolva no conjunto dos reais: 
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 3
భ

ೣశమ െ 3
ೣశభ
ೣశమ ൌ 2 (1) 

 

Comentários: Considerando (1), qual dos métodos nos daria pistas para resolvê-la?  

Por sua característica, os métodos de mudança de variável ou equação funcional 

parecem ser mais apropriados. Seria difícil também encontrar uma função ݂ que verifica as 

condições desses métodos e fosse aplicável a este problema. 

Não seria fácil também manipulá-la através de operações algébricas que auxiliariam 

a resolução, principalmente pela diferença de exponenciais. O método da monotonia não seria 

conveniente, pois uma investigação do comportamento dek݂ሺݔሻ ൌ 3
భ

ೣశమ െ 3
ೣశభ
ೣశమ seria 

trabalhosa e inviável segundo o escopo desse trabalho. 

Iremos recorrer à substituição de variáveis e, se for possível, tentar reduzir (1): 

 

Resolução: No domínio de validade ܦ ൌ Թ\ሼെ2ሽipela mudança de variável 

ݕ ൌ
ݔ ൅ 1
ݔ ൅ 2

 
(1) 

ipoderemos escrever que: 1	– 	ݕ ൌ 1
൅2ݔ

ke, portanto:   

3
భ

ೣశమ െ 3
ೣశభ
ೣశమ ൌ 2 ⟹ 3ଵି௬ െ 3௬ ൌ 2 (2) 

Por uma nova mudança de variávelkݖ ൌ 3௬femf3ଵି௬ െ 3௬ ൌ 2kcom ݖ ൐ 0, segue:  

3
ݖ
െ ݖ ൌ 2 

(3) 

Os valores que verificam (3) sãokݖ ൌ െ3 oukݖ ൌ 1. Como ݖ ൐ 0	,itemos que ݖ ൌ 1, 

portanto: 3௬ ൌ 1	 ⟺ ݕ ൌ 0. 

Obtido o valor de ݕ, basta utilizar em (1) e encontramos:  

ݔ ൅ 1
ݔ ൅ 2

ൌ 0 ⟺ ݔ ൌ െ1 
 

 ∴ ܵ ൌ ሼെ1ሽ  

Exemplo 4.2.2: (SUPRÚN, p. 164, modificado)fiDetermineiktodos os reais que iverificami ai 

i2 ൅ 3௫ାଶ ൌ ݔ ൅ 9௫. 
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Comentários:  

Operando algebricamente, incluindo utilizando equivalências, buscar parametrizações 

ou alguma substituição de variável, iremos recair em sentenças abertas cada vez mais 

inconclusivas.  

Por isso restam os métodos da monotonia e o da equação funcional para teste. 

Considerando nosso problema como 9௫ െ 3௫ାଶ ൌ 2 െ ሻݔiteremosi݂ሺ, ݔ 	ൌ 9௫ െ 3௫ାଶ e  

݃ሺݔሻ ൌ 2 െ ,de monotonias distintas em cada um dos intervalosiሺ2 ,ݔ ൅∞ሻ e ሺെ∞, 2ሻ. Disso 

segue que em cada um dos intervalos ሺ2, ൅∞ሻ e ሺെ∞, 2ሻ essa equação não terá raiz, pois 

݂ሺݔሻ ∙ ݃ሺݔሻ ൏ 0. Testando para ݔ ൌ 2 , segue que é a única solução dessa equação na reta 

real. 

Iremos empregar o método da equação funcional na resolução desse problema, veja a 

seguir: 

 

Resolução: No domínio de validade ܦ ൌ Թ, considere 2 ൅ 3௫ାଶ ൌ ݔ ൅ 3ଶ௫. Somando ݔ a 

ambos os membros, temos: 

ሺݔ ൅ 2ሻ ൅ 3௫ାଶ ൌ ݔ2 ൅ 3ଶ௫ (1) 

Pelo método da equação funcional em (1), podemoskconsiderarf݂ሺݔሻ ൌ ݔ ൅ 3௫, 

݃ሺݔሻ ൌ ݔ ൅ 2 ek݄ሺݔሻ ൌ  :Como ݂ é estritamente monótona emfԹ, então .ݔ2

݂ሺ݃ሺݔሻሻ ൌ ݂ሺ݄ሺݔሻሻ ⟺ 	݂ሺݔ ൅ 2ሻ ൌ ݂ሺ2ݔሻ ⟺ ݔ ൅ 2 ൌ ݔ2 ⟺ 

⟺ ݔ ൌ 2 

 

 ∴ ܵ ൌ ሼ2ሽ  

 

Exemplo 4.2.3:DEncontre o conjunto solução em Թkde : 

ଶݔ  ൅ ݔ ൅ 7
ݔ2 ൅ 7

ൌ
ଶݔ3 ൅ ݔ ൅ 3
ଶݔ2 ൅ ݔ2 ൅ 3

 
 

(1) 

 

Comentários:  

Nesse caso, é possível utilizar mudança de variáveis, mas é desnecessário, pois (1) se 

torna mais dificultosa. Além disso, procurar uma mudança de variável a qual reduz (1) para 

um problema mais simples seria dispendioso e difícil. 
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Os outros métodos apresentados, com exceção do uso de equivalências, seriam 

desnecessários, sendo a maioria deles inconclusivos para (1). 

Resolução: Consideremoskܲ ൌ ܲሺݔሻ ൌ ଶݔ ൅ ݔ ൅ 7 ,kܳ ൌ ܳሺݔሻ ൌ ݔ2 ൅ 7,kܴ ൌ ܴሺݔሻ ൌ 

ଶݔ3 ൅ ݔ ൅ 3݇e ܵ ൌ ܵሺݔሻ ൌ ଶݔ2 ൅ ݔ2 ൅ 3. Sendo ܳሺݔሻ ് 0 e ܵሺݔሻ ് 0 não identicamente 

nulos, podemos utilizar a seguinte equivalência: 

 

P
Q
ൌ 	
R
S
⟺ PS ൌ RQ ⟺ PሺR െ Sሻ ൌ RሺP െ Qሻ 

(2) 

 

A partir de (2) em (1), segue que: 

ሺݔଶ ൅ ݔ ൅ 7ሻሺݔଶ െ ሻݔ ൌ ሺ3ݔଶ ൅ ݔ ൅ 3ሻሺݔଶ െ  ሻ (3)ݔ

Por (1), temos que ݔ ∈ ݔse 2 (domínio de (1)) ܦ ൅ 7 ് 0 e 2ݔଶ ൅ ݔ2 ൅ 3 ് 0.  

De (3), se ݔଶ െ ݔ ൌ 0 ⟹ ݔ ൌ 0	ou ݔ ൌ 1, que por verificação satisfazem ak(1)ke 

ݔ ∈  .ܦ

Sekݔଶ െ ݔ ് 0, temos que vide (3): 

ଶݔ ൅ ݔ ൅ 7 ൌ ଶݔ3	 ൅ ݔ ൅ 3 ⟺ ݔ ൌ െ√2koukݔ ൌ √2 

ambas satisfazem ai2ݔ ൅ 7 ് 0 e 2ݔଶ ൅ ݔ2 ൅ 3 ് 0, por isso: 

 ∴ ܵ ൌ ሼെ√2, 0,1, √2ሽ  

 

Exemplo 4.2.4:kDeterminekas raízes reais de ݔ଺ െ ହݔ െ ସݔ ൅ ଷݔ2 െ ଶݔ െ ݔ ൅ 1 ൌ 0 

Comentários:  

Esse tipo de equação algébrica apresenta uma simetria na disposição de seus 

coeficientes. Veja que ݔ ൌ 0knão é solução dessa equação. 

Nenhum caminho de resolução pelos métodos apresentados, exceto pela mudança de 

variável específica para esse tipo de equação, levaria facilmente a uma simplificação.  

A mudança de variável específica será dada por 
x

xy
1

 . Veja que dado isso: 

 

ଶݕ െ 2 ൌ ଶݔ ൅
1
ଶݔ

 
(1) 
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ଷݕ െ ݕ3 ൌ ଷݔ ൅
1
ଷݔ

 
 

(2) 

Resolução: Dividindo todos os membros de ݔ଺ െ ହݔ െ ସݔ ൅ ଷݔ2 െ ଶݔ െ ݔ ൅ 1 ൌ 0 ( a 

qual chamaremos de (3)) porkݔଷ, pois ݔ ് 0, obtemos: 

ଷݔ െ ଶݔ െ ݔ ൅ 2 െ
1
ݔ
െ
1
ଶݔ

൅
1
ଷݔ

ൌ 0 
(4) 

iou ainda,  

൬ݔଷ ൅
1
ଷݔ
൰ െ ൬ݔଶ ൅

1
ଶݔ
൰ – ൬ݔ ൅

1
ݔ
൰ ൅ 2 ൌ 0  

 
(5) 

Substituindo (1) e (2) em (5), vem:  

ሺݕଷ െ 3yሻ െ ሺݕଶ െ 2ሻ െ ݕ ൅ 2 ൌ 0 ⟺ 

⟺ ܲሺݕሻ ൌ ଷݕ െ ଶݕ െ ݕ4 ൅ 4 ൌ 0 

 

(6) 

Como por (6) ܲሺ1ሻ ൌ 0, então ܲሺݕሻfé divisível por ݕ െ 1. Fatorando (6), segue 

abaixo: 

ሺݕ െ 2ሻሺݕ ൅ 2ሻሺݕ െ 1ሻ ൌ 0 ⟺ ݕ ൌ 1kou ݕ ൌ െ2 oukݕ ൌ 2 

Voltando à mudança de variável 
x

xy
1

 , teremos que resolver três novas equações:  

ݔ  ൅
1
ݔ
ൌ 1 

ݔ ൅
1
ݔ
ൌ 2 

ݔ ൅
1
ݔ
ൌ െ2 

(6) 

 
(7) 

 
 
(8) 
 

De (6), obtemos: iݔଶ െ ݔ ൅ 1 ൌ 0 ⟹ ݔ ∉ Թ 

De (7), vem: kݔଶ െ ݔ2 ൅ 1 ൌ 0 ⟺ ݔ ൌ 1 

De (8), segue: kݔଶ ൅ ݔ2 ൅ 1 ൌ 0 ⟺ ݔ ൌ െ1 

Por verificação, vemos que ݔ ൌ െ1 e ݔ ൌ 1 são as raízes reais dessa equação.  

 

 ∴ ܵ ൌ ሼെ1,1ሽ  
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Exemplo 4.2.5:kNa Revista do Professor de Matemática número 84, entre as páginas 58 e 59, 

segue uma dúvida de um de seus leitores, sobre se existe uma solução analítica para a 

equaçãokabaixo: 

 ඥ2௫ାଵ ൅ ඥ3௫ାଵ ൌ √4 (1) 

 

Comentários:  

Ao leitor foi respondido que a equação (1) não apresenta uma solução analítica, mas 

pode ser resolvida. 

O método a ser utilizado é a da monotonia. Muitas classes de equações, de acordo com 

a sua forma e estrutura, podem ser solucionáveis por tal método, principalmente se ajustar à 

forma ݂ሺݔሻ ൌ ݇, com ݂ estritamente monótona em dado intervalo e	݇ constante. Nesse caso 

(1) se encaixa. 

Resolução: Notemoskquek݂ሺݔሻ ൌ √2௫ାଵ ൅ √3௫ାଵkékestritamentekcrescentekemkԹ  e  

݃ሺݔሻ ൌ √4 ൌ 2 é constante nesse intervalo. Como ݂ሺെ2ሻ ൏ 2 ൏ ݂ሺ3ሻ, então ݂ሺݔሻ ൌ ݃ሺݔሻ 

admite solução única nos reais. 

Em particular para esse Exemplo, se √2௫ାଵ ൌ √3௫ାଵ ൌ 1, teremos quek2௫ାଵ ൌ

3௫ାଵ ൌ 1, o que implica ݔ ൅ 1 ൌ 0 ⟺ ݔ ൌ െ1. 

 ∴ ܵ ൌ ሼെ1ሽ 

 

Exemplo 4.2.6:kAchar todos os valores reais que cumprem a sentença aberta a seguir: 

 
ݔ ൅ ට3 ൅ ݔ√ ൌ 3 (1) 

 

Comentários:  

Essa equação é interessante (para o autor), pois poderá ser resolvida utilizando a 

maioria dos métodos presentes no Capítulo anterior. 

Okuso das equivalências para se resolver equações com radicais tornaria o problema 

difícil e o método da equação funcional seria útil se consideramos a situação abaixo: 	

3 ൅ ට3 ൅ ݔ√ ൌ ݔ
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De tal modo, temos que  ݂ሺݔሻ ൌ 3 ൅ ሻ൯ݔke ݂൫݂ሺݔ√ ൌ ሻ൯ݔvisto que ݂൫݂ሺ , ݔ ൌ 3 ൅

ඥ3 ൅ ݔ√ ൌ  .Porém, isso diverge de (1) .ݔ

	

Resolução: Iremos utilizar inicialmente o método da mudança de variáveis. Para ݔ ൒ 0, 

considere ݕ ൌ 3 ൅ ݕ ,que chamaremos de (2). Teremos que por (2) ,ݔ√ ൒ 3. 

Portanto, (1) se torna ݔ ൅ ඥݕ 	ൌ 3. Substituindo (1) em (2), obtemos: 

ݕ ൌ 3 ൅ ݔ√ ⟺ ݕ ൌ ሺݔ ൅ ඥݕሻ ൅ ݔ√ ⟺ 

⟺ ݕ ൌ 	ݔ ൅ ඥݕ	൅ ݔ√ ⟺ 

⟺ െݕ ݔ ൌ ඥݕ	൅ ݔ√ ⟺ 

⟺ ൫ඥݕ	൅ ݕ൯൫ඥݔ√ െ ൯ݔ√ ൌ ඥݕ	൅ ݔ√ ⟺ 

⟺ ൫ඥݕ	൅ ݕ൯൫ඥݔ√ െ ݔ√ െ 1൯ ൌ 0. 

Como ඥݕ	൅ ݔ√ ൐ 0 parakݔ ൐ 0 e ݕ ൒ 3, logo: 

ඥݕ െ ݔ√ െ 1 ൌ 0 ⟺ 

⟺ ൫ඥݕ൯
ଶ
ൌ ൫1 ൅ ൯ݔ√

ଶ
⟺ ݕ ൌ 1 ൅ ݔ ൅  .ݔ√2

 

Como ݕ ൌ 3 ൅ ݕ logo substituindo em ,ݔ√ ൌ 1 ൅ ݔ ൅  :segue que , ݔ√2

3 ൅ ݔ√ ൌ 1 ൅ ݔ ൅  (3) ݔ√2

Simplificando (3), obtemos ݔ ൅ ݔ√ ൌ 2, que se verifica para ݔ ൌ 1.iComo 

ඥ3 ൅ ݔ√ ൌ 3 െ ݔ ⟹ 3 െ ݔ ൒ 0 ⟺ 0 ൑ ݔ ൑ 3, logo ݔ ൌ 1 é a única solução de (1). 

  ∴ ܵ ൌ ሼ1ሽ 

Poderemos utilizar, nesse caso, parametrização, para 0 ൑ ݔ ൑ 3.kSendo ݐ ൌ 3 

em (1), escrevemos: ݔ ൅	ඥݐ ൅ ݔ√ ൌ  :ilogo, ݐ

ݔ ൅	ටݐ ൅ ݔ√ ൌ ݐ ⟺ ݐ െ ݔ ൌ ටݐ ൅ ݔ√ ⟺ 
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⟺ ሺݐ െ ሻଶݔ ൌ ݐ ൅ ݔ√ ⟺ ଶݐ െ ݔݐ2 ൅ ଶݔ െ ݐ െ ݔ√ ൌ 0		 ⟺ 
 

⟺ ଶݐ െ ሺ1 ൅ ݐሻݔ2 ൅ ଶݔ െ ݔ√ ൌ 0 (2) 

Utilizando a fórmula resolvente para algébricas do segundo grau em ݐ para (2) 

segue: 

ݐ ൌ 	
ሺ1 ൅ ሻݔ2 	∓ ටሺ2√ݔ ൅ 1ሻଶ

2
⟺ 

⟺ ݐ ൌ	
ሺ1 ൅ ሻݔ2 ∓ ሺ2√ݔ ൅ 1ሻ

2
 

Na volta da substituição ݐ ൌ 3 em (3) para os dois casos possíveis, obtemos após 

simplificações :  

 

 

 

 

(3) 

	

 

ݔ ൅ ݔ√ ൌ 2 ⟺ ݔ ൌ 1 

ݔ െ ݔ√ ൌ 3 ⟺ ݔ ൌ
7 ൅ √13

2
 

 

 

Devido ao domínio de validade def(1) (que é ܦ ൌ ሾ0,3ሿሻ, segue que ݔ ൌ 1. 

Veja que um método não é incoerente com o outro, isto é, ao resolver (1) por dois 

métodos distintos, ambos chegaram às mesmas conclusões quanto à solução da equação. 

Utilizando a monotonia, sejamk݂ሺݔሻ ൌ ඥ3 ൅ ሻݔke ݃ሺݔ√ ൌ 3 െ ሻݔTeremosk݂ሺ .ݔ ൌ

݃ሺݔሻkcom ݂ monótona estritamente crescente em [0,+∞ሾ e ݃ é monótona estritamente 

decrescente nesse mesmo intervalo.  

Como visto no Capítulo 3, ݂ሺݔሻ ൌ ݃ሺݔሻ admite uma única raiz pois ݂ሺ0ሻ ൏ ݃ሺ0ሻ e 

݃ሺ2ሻ ൏ ݂ሺ2ሻ. Notemos que ݔ ൌ 1 éksua raiz e a única que satisfaz esse problema. 

 

 

 

 

Exemplo 4.2.7:kDetermine todos os reais tais que 2௫ ൅ 3௫ ൌ 5௫. 



74                                                                                                     Capítulo 4 – Aplicações dos métodos                                
 

 
Comentários:  

Muito dificilmente o problema será resolvido por equivalência ou operações 

algébricas que geram implicações instrutivas. Do mesmo modo, parametrização é inviável.  

2௫ ൅ 3௫ ൌ 5௫kpela sua estrutura pode ser rapidamente resolvida pela monotonia, 

como no Exemplo 3.4.3 do Capítulo anterior.  

Resolução: Dividindo todos os termos por 3௫, vem que ቀଶ
ଷ
ቁ
௫
൅ 1 ൌ ቀହ

ଷ
ቁ
௫
. 

Sejam ݂ሺݔሻ ൌ ቀଶ
ଷ
ቁ
௫
൅ 1kek݃ሺݔሻ ൌ ቀହ

ଷ
ቁ
௫
. Com efeito, ݂ é monótona estritamente 

decrescente e ݃ é monótona estritamente crescente em Թ, e mais ainda, ݃ሺ0ሻ ൏ ݂ሺ0ሻ e 

݂ሺ2ሻ ൏ ݃ሺ2ሻ, por isso ݂ሺݔሻ ൌ ݃ሺݔሻ admite somente uma raiz em ሾ0,2ሿ.	 Nesse caso e das 

hipóteses anteriores, sua determinação é ݔ ൌ 1, de modo único na reta real. 

 ∴ ܵ ൌ ሼ1ሽ 

 

Exemplo 4.2.8:kDetermine todas as raízes reais de ݔଽ െ ݔ ൌ 0. 

Comentários:  

Com base em nossos métodos, esse problema admite duas resoluções muito 

interessantes: a mais comum é fatorar e utilizarkequivalências, se possível. O método da 

equação funcional irá resolver esse mesmo problema de outra forma igualmente interessante 

( para o autor), vejamos: 

Resolução: Fatorando algebricamente, temos:  

ଽݔ െ ݔ ൌ ଼ݔሺݔ െ 1ሻ ൌ  

ൌ ସݔሺݔ ൅ 1ሻሺݔସ െ 1ሻ ൌ 

ଶݔሺݔ	= െ 1ሻሺݔଶ ൅ 1ሻሺݔସ ൅ 1ሻ ൌ 

ൌ ݔሺݔ െ 1ሻሺݔ ൅ 1ሻሺݔଶ ൅ 1ሻሺݔସ ൅ 1ሻ ൌ 0 

 
 
 

 

(1) 

Da última equação produto em Թ, segue que ݔ ൌ ݔ ,0 ൌ െ1 ou ݔ ൌ 1 são raízes dessa 

equação. 

Vamos utilizar o método da equação funcional e obter os mesmos resultados. 

Sejakݔଽ ൌ ሻݔek݂ሺ ݔ ൌ ሻሻݔ Dado isso, temos a equação funcional ݂ሺ݂ሺ	ଷ.ݔ ൌ  que será ݔ

equivalente a ݔଽ െ ݔ ൌ 0.kComo ݂ é estritamente crescente em Թ, teremos a equivalência 
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ଷݔ ൌ ሻݔPor fim, fatorando o polinômio ܲሺ .ݔ ൌ ଷݔ െ ݔ obteremos ,ݔ ൌ ݔ ,0 ൌ െ1	ou ݔ ൌ 1 

como raízes reais. 

 ∴ ܵ ൌ ሼെ1,0,1ሽ 

 

Exemplo 4.2.9: Encontre todos os valores reais de ݔ que verificam a 

 √x െ 1 ൅ √x ൅ 1
2

ൌ
ሺx ൅ 1ሻ ൅ √xଶ െ 1

3
 

(1) 

Comentários:  

Não que seja o método mais rápido ou apropriado, mas mudar variáveis nesse 

problema evitaria lidar com equações algébricas do quarto grau. Seus termos são favoráveis 

a uma mudança por duas novas variáveis específicas, ou ainda por uma somente, desde que 

escolhida convenientemente.  

O uso da parametrização se torna possível parai ݐ	 ൌ 	1, porém pode tornar as 

sentenças obtidas cada vez mais complicadas visto possivelmente a utilização de equações 

algébricas do quarto grau em ݐ. Por isso, não seria recomendado. 

Resolução: Façamos a dupla mudança de variáveis ݑ ൌ ݔ ൅ 1kekݒ ൌ ݔ െ 1kcom ݔ ൒ 1. 

Nosso problema se transformará em resolver para ݑ ekݒ: 

3൫√ݑ ൅ ൯ݒ√ ൌ 2൫ݑ ൅  ൯ݒݑ√

Elevando ambos os membros ao quadrado de (3), obtemos: 

9൫ݑ ൅ ݒ ൅ ൯ݒݑ√2 ൌ ݑ൫ݑ4 ൅ ݒ ൅  ൯ݒݑ√2

൫ݑ ൅ ݒ ൅ ݑ൯ሺ4ݒݑ√2 െ 9ሻ ൌ 0 

Visto que ݑ ൐ 0 ekݒ ൐ 0, segue a partir de (4) :f4ݑ ൌ 9 ⟺ ݑ ൌ 9
4
. 

Por isso, ݔ ൌ ݑ െ 1 ൌ 	94െ
4
4 ൌ

5
4. 

De um modo alternativo, consideremos ݕ ൌ ݔ√ െ 1 ൅ ݔ√ ൅ 1  para ݔ ൒ 1. 

 
 
 

(3) 
 
 
 
 

(4) 
 
 
 
 

Veja quekݕଶ ൌ ݔ2 ൅ ଶݔ√2 െ 1 ⟺ ଶݕ ൅ 2 ൌ 2൫ݔ ൅ 1 ൅ ଶݔ√ െ 1൯. Reescrevendo 

(1), segue: 

√x െ 1	൅ √x ൅ 1
2

ൌ
ሺx ൅ 1ሻ ൅ √xଶ െ 1

3
⟺ 
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⟺ 3൫√x െ 1	൅	√x ൅ 1൯ ൌ 2ሺሺx ൅ 1ሻ ൅ ඥxଶ െ 1ሻ (5) 
 

Substituindofݕ em (5), temos: 

ݕ3 ൌ ଶݕ ൅ 2 ⟺

⟺ ଶݕ െ ݕ3 ൅ 2 ൌ 0	 ⟺	

⟺ ݕ ൌ 1kou ݕ ൌ 2. 

Por isso, seguem dois casos a analisar: 

	

 

 

ݔ√ െ 1 ൅ ݔ√ ൅ 1 ൌ ݕ ൌ 1

ou 

ݔ√ െ 1 ൅ ݔ√ ൅ 1 ൌ ݕ ൌ 2 

(6) 
 
 
(7) 

Primeiramente, resolvendo (6), temos:  

൫√ݔ െ 1 ൅ ݔ√ ൅ 1൯
ଶ
ൌ 1	 ⟹ ݔ2	 ൅ 2ඥݔଶ െ 1 ൌ 1 ⟺ 

⟺ ݔ2 െ 1 ൌ െ2ඥݔଶ െ 1 ⟹ ሺ2x െ 1ሻଶ ൌ 4ሺݔଶ െ 1ሻ ⟺ 

⟺ ଶݔ4 െ ݔ4 ൅ 1 ൌ ଶݔ4 െ 4 ⟺ ݔ ൌ
5
4

 

 

Notemos que ݔ ൌ  
ହ

ସ
  não é solução de (6), pois o domínio de 2ݔ െ 1 ൌ െ2√ݔଶ െ 1 

é ܦ ൌ ሺെ∞, ଵ
ଶ
	ሿ. 

Analogamente para (7), segue: 

൫√ݔ െ 1 ൅ ݔ√ ൅ 1൯
ଶ
ൌ 4 ⟹ ݔ2 ൅ 2ඥݔଶ െ 1 ൌ 4 ⟺ 

⟺ ݔ െ 2 ൌ െඥݔଶ െ 	1 ⟹ ሺݔ െ 2ሻଶ ൌ ଶݔ െ 1 ⟺ 

⟺ ଶݔ െ 4x ൅ 4 ൌ ଶݔ െ 1	 ⟺ 

⟺ ݔ4 ൌ 5 ⟹ ݔ ൌ
5
4

 

 

 
∴ ܵ ൌ ሼ

5
4
ሽ 

Exemplo 4.2.10:kDeterminar todos os reaiskݔ ൐ 0 que verificam a √ݔ ൌ 1 ൅ ඥ1 ൅ రݔ√  

Comentários:  
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Dada essa equação, notemos que elevando ela ao quadrado, temos um novo problema 

que não se torna simples, veja a seguir: 

൫√ݔ൯
ଶ
ൌ ቆ1 ൅ ට1 ൅ రݔ√ ቇ

ଶ

⟺ ݔ ൌ 2	 ൅ రݔ√ 		൅ 	2ට1 ൅ రݔ√  

É possível que chegamos a uma equação algébrica de grau superior a 16 caso elevamos 

ݔ ൌ 2	 ൅ రݔ√ 		൅ 	2ඥ1 ൅ రݔ√   várias vezes a potências inteiras de modo a eliminar os radicais. 

Isso tornará o trabalho de resolução de equações muito dificultoso e lento. 

Resolução:  

Pela substituição de variáveis ݕ ൌ ݔ√ em ݔ√ ൌ 1 ൅ ඥ1 ൅ రݔ√  , obtemos a nova 

equação ݕ ൌ 1 ൅ ට1 ൅ ඥݕ, para ݕ ൒ 0, a qual chamaremos de (1). 

Consideremos ݂ሺݕሻ ൌ 1 ൅ ඥݕ , monótona estritamente crescente para ݕ ൒ 0.  Por 

isso, (1) poderá ser reescrita da forma ݂൫݂ሺݕሻ൯ ൌ  Das hipóteses existentes, temos que .ݕ

݂൫݂ሺݕሻ൯ ൌ 	ݕ ⟺ ݂ሺݕሻ ൌ  :Dessa equivalência, obtemos .	ݕ

1 ൅ ඥݕ ൌ 		ݕ ⟹ ଶݕ െ ݕ2 ൅ 1 ൌ ݕ ⟺ 

ଶݕ	⟺ െ ݕ3 ൅ 1 ൌ 0	 ⟺ 

⟺ ݕ ൌ 
ଷି√ହ

ଶ
 ou ݕ ൌ 

ଷା√ହ

ଶ
 

Notemos que 1 ൅ ඥݕ ൌ 	ݕ ⟺ ଶݕ െ ݕ2 ൅ 1 ൌ  é uma equivalência válida na ݕ

restrição ݕ ൒ 1, pois 1 ൅ ඥݕ ൌ 	ݕ ⟺	ඥݕ ൌ ݕ െ 1. Logo temos que  ݕ ൌ 
ଷି√ହ

ଶ
  não é válida  

pois nesse caso ݕ ൏ 1. Devido a isso e como √ݔ ൌ ݔ temos que ,ݕ ൌ  :ଶ comݕ

ݔ ൌ ቀ
ଷା√ହ

ଶ
ቁ
ଶ
ൌ ଻ାଷ√ହ

ଶ
  

 
∴ ܵ ൌ ቊ

7 ൅ 3√5
2

	ቋ 

Exemplo 4.2.11: Mostre que emlԹkexiste um único ݔ tal quek2௫ ൅ 2ଷ௫ ൌ 3௫ ൅ 3ଷ௫. 

Comentários:  

No exemplo acima, pode ser obtida a solução ݔ ൌ 0 por verificação. Resolveu o 

problema todo? Como mostrar que será a única solução? 
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Nesse caso analisar a monotonia não é uma boa pedida, mas ainda traria boas 

conclusões sobre a unicidade da raiz. De fato, 2௫ ൅ 2ଷ௫ ൌ 3௫ ൅ 3ଷ௫ ⟺ 2௫ െ 3௫ ൌ 3ଷ௫ െ

2ଷ௫. Similarmente ao Exemplo 4.2.2, temos que	݂ሺݔሻ ൌ 2௫ െ 3௫ke ݃ሺݔሻ ൌ 3ଷ௫ െ 2ଷ௫ são 

tais que  ݂ሺݔሻ ∙ ݃ሺݔሻ ൏ 0 em cada um dos intervalos ሺെ∞, 0ሻ e ሺ0, ൅∞ሻ. Esse fato mostra a 

unicidade.  

O método da equação funcional irá confirmar essas análises: 

Resolução:  

Dado ݂ሺݔሻ ൌ ଷݔ ൅ devemos resolver ݂ሺ2௫ሻ ,ݔ ൌ ݂ሺ3௫ሻ com 2௫, i3௫ ൐ 0. 

Para ݔ ൐ 0,i݂ é monótona estritamente crescente. Portanto, pode-se concluir que 

 2௫ ൌ 3௫ ⇔ ݔ ൌ 0. 

 ∴ ܵ ൌ ሼ0ሽ 

4.3kkkLimites de alguns métodos apresentados 
 

Apesar dos métodos apresentados terem o potencial de resolver inúmeras classes de 

equações, é relevante a ciência do leitor quanto aos limites de alguns métodos que foram 

apresentados no Capítulo 3. 

Iremos apresentar algumas dessas limitações, como por exemplo, não ser possível a 

determinação de todas as soluções de uma equação dada, ou existir condições especiais em que 

se aplica o método, entre outros. 

 

Exemplo 4.3.1:k(RAMOS,i2013i, adaptado) Determine as soluções reais de: 

 
1
ݔ
൅ ට

ݔ
2
ൌ
ଶݔ

8
൅ ඨ

4
ଶݔ

య

 

 

(1) 

 

Comentários: Veja que (1) admite uma expressão de raiz cúbica em um de seus termos, com 

raíz quadrada em outro. Será dificultoso demais lidar com operações algébricas obtidas por 

uso de potenciação inteira em ambos os membros.   

O uso da monotonia será provavelmente inconclusivo, pois a função poderá não ser 

adaptável para que possamos ajustá-la e que ainda satisfaça o método da monotonia. Se 

possível por equações funcionais, em particular, não será trivial devido à diferença estrutural 

dos termos, um dentro de uma raiz quadrada e o outro em uma raiz cúbica. 
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Portanto, iremos por tentativa utilizar o método da mudança de variáveis: 

Resolução: Para ܦ ൌ ሼݔ ∈ Թ ∶ ݔ ൐ 0ሽ, pela mudança de variáveljݖ଺ ൌ ݔ
2
iem (1), temos: 

1
଺ݖ2

൅ ଷݖ ൌ
ଵଶݖ

2
൅
1
ସݖ

⟺ 
 

⟺ ଵ଼ݖ െ ଽݖ2 ൅ ଶݖ2 െ 1 ൌ 0 
 

(2) 

Como ܲሺݖሻ ൌ ଵ଼ݖ െ ଽݖ2 ൅ ଶݖ2 െ 1 é tal que ܲሺ1ሻ ൌ 0, logo ݖ ൌ 1	 ⟹	 ݔ
2
ൌ1⟹

ݔ ൌ 2. 

Na divisão de ܲሺݖሻ	por ݖ െ 1 , temos como quociente: 

ܳሺݖሻ ൌ ଵ଻ݖ ൅ ଵ଺ݖ ൅ ⋯൅ ଽݖ െ ଼ݖ െ ଻ݖ െ⋯െ ଶݖ ൅ ݖ ൅ 1 (3) 

RAMOS (2013, p. 31) destaca que a raiz ݔ ൌ 2 foi obtida de tal equação anos depois 

de ter proposto inicialmente em sala de aula para os seus alunos e ter tido insucesso na sua 

determinação por um método que não envolvesse aproximação ou tentativas numéricas.  

Uma das raízes a ser encontrada, no caso ݔ ൌ 2, somente ocorreu a partir de uma 

resolução advinda de um professor pesquisador em Álgebra, que utilizou métodos analíticos 

não numéricos para deduzir uma das raízes de tal equação (RAMOS, 2013, p. 31) Contudo, 

e se o problema for achar todas as possibilidades de solução? Como encontrar todas as 

possibilidades para o polinômio (3), que pode ter até 17 raízes reais distintas? 

 

Exemplo 4.3.2:i(IME, 2001) Resolva a equação ඥ5 െ √5 െ ݔ ൌ ݔ ksabendo-se queݔ ൐ 0. 11 

Comentários:  

O método da equação funcional para ݂ estritamente crescente não irá funcionar aqui, 

pois ݂ ൌ ݂ሺݔሻ ൌ √5 െ ܦ ké estritamente decrescente emݔ ൌ ሼݔ ∈ Թ: 0 ൏ ݔ ൑ 5ሽ. 

Ainda assim, segue que ݄ሺݔሻ ൌ ඥ5 െ √5 െ  e como ,ܦ kéiestritamente  crescente emݔ

݃ሺݔሻ ൌ  também o é, o estudo da monotonia restrito aos casos analisados nesse trabalho não ݔ

é convenientekpara determinar sua raiz. 

                                                           
11 Sigla IME utilizada no Exemplo 4.3.2 = Instituto Militar de Engenharia. 
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llResolução:kPoderemos tentar a resolução ao usar o parâmetro ݐ ൌ 5. Elevando ao quadrado 

a equação transformada, veja que: 

ටݐ െ ݐ√ െ ݔ ൌ 	ݔ ⟹	ቆටݐ െ ݐ√ െ ቇݔ
ଶ

ൌ ଶݔ ⟹ 

⟹ ∓൫ݐ െ ݐ√ െ ൯ݔ ൌ   ଶݔ

A partir daí, temos dois casos a analisar. O primeiro caso será a equação paramétrica 

ݐ െ ݐ√ െ ݔ ൌ ݐ√ ଶ  e o segundo caso seráݔ	 െ ݔ െ ݐ ൌ   .ଶݔ	

Manipulando o primeiro caso, teremos √ݐ െ ݔ ൌ 	 ݐ െ  ଶ , e de modo análogo para oݔ

segundo caso, √ݐ െ ݔ ൌ ݐ ൅  .ଶݔ

Consideremos o primeiro caso e obteremos as seguintes implicações: 

ݐ√ െ ݔ ൌ 	 ݐ െ ଶݔ 	⟹ ൫√ݐ െ ൯	ݔ
ଶ
ൌ ሺݐ െ ଶሻଶݔ ⟹  ∓ሺݐ െ ሻݔ ൌ ሺݐ െ  ଶሻଶݔ

Analogamente em termos de raciocínio para o segundo: 

ݐ√ െ ݔ ൌ 	 ݐ ൅ ଶݔ 	⟹ ൫√ݐ െ ൯	ݔ
ଶ
ൌ ሺݐ ൅ ଶሻଶݔ ⟹  ∓ሺݐ െ ሻݔ ൌ ሺݐ ൅  ଶሻଶݔ

Para a análise de todos os casos possíveis, teremos que analisar as quatro equações a 

seguir: 

 

ሺݐ െ ሻݔ ൌ ሺݐ െ  ଶሻଶݔ

െሺݐ െ ሻݔ ൌ ሺݐ െ  ଶሻଶݔ

ሺݐ െ ሻݔ ൌ ሺݐ ൅  ଶሻଶݔ

െሺݐ െ ሻݔ ൌ ሺݐ ൅  ଶሻଶݔ

 

 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

Analisemos a primeira equação da lista acima (equação (1)):  

ሺݐ െ ଶሻଶݔ ൌ ݐ െ ݔ ⟺ 

 

⟺ ଶݐ ൅ ሺെ1 െ ݐଶሻݔ2 ൅ ሺݔସ ൅ ሻݔ ൌ 0 (5) 

Pela fórmula resolvente em (5), segue: 

ݐ ൌ 	
ଶݔ2 ൅ 1 ∓	ඥሺെ1 െ ଶሻଶݔ2 െ 4ሺݔସ ൅ ሻݔ

2
⟺ 

⟺ ݐ	 ൌ 	
ଶݔ2 ൅ 1 ∓ ଶݔ4√ െ ݔ4 ൅ 1

2
⟺ 
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⟺ ݐ ൌ
ଶݔ2 ൅ 1 ∓ ඥሺ2ݔ െ 1ሻଶ

2
 

Portanto, para 2ݔ െ 1 ൒ 0, segue que ඥሺ2ݔ െ 1ሻଶ ൌ ݔ2 െ 1, logo: 

ݐ ൌ 	
ଶݔ2 ൅ 1 ൅ ሺ2ݔ െ 1ሻ

2
 

De outra forma, para  2ݔ െ 1 ൏ 0,firemos concluir que: 	

ݐ ൌ 	
ଶݔ2 ൅ 1 െ ሺ2ݔ െ 1ሻ

2
 

Após simplificarmos, temos para ݐ ൌ 5 os dois casos a seguir : 

ଶݔ  ൅ ݔ ൌ 5 

ଶݔ െ ݔ ൅ 1 ൌ 5 

 

(6) 

(7) 

com (6) válida para 2ݔ െ 1 ൒ 0 e (7) válida segundo a condição 2ݔ െ 1 ൏ 0. Ao 

resolver os dois casos anteriores, com base nas restrições,iseguem as possibilidades: 

x ∈ ቊ
െ1 ൅ √21

2
,
1 െ √17

2
ቋ 

Como ainda, 0 ൏ ݔ ൑ 5, temos que ݔ ൌ 
ିଵା√ଶଵ

ଶ
.  

 

Vejamos o dimensionamento desse problema para a equação (3):  

ሺݐ ൅ ଶሻଶݔ ൌ ݐ െ ݔ ⟺ 

⟺ ଶݐ ൅ ሺ2ݔଶ െ 1ሻݐ ൅ ሺݔସ ൅ ሻݔ ൌ 0 ⟺ 

⟺ ݐ	 ൌ 	
െ2ݔଶ ൅ 1 ∓ ඥሺെ1 ൅ ଶሻଶݔ2 െ 4ሺݔସ ൅ ሻݔ

2
⟺ 

⟺ ݐ	 ൌ 	
െ2ݔଶ ൅ 1 ∓ √െ4ݔଶ െ ݔ4 ൅ 1

2
 

Para ݐ ൌ 5, temos: 2ݔଶ ൅ 9 ൌ ∓√െ4ݔଶ െ ݔ4 ൅ 1	, equações muito trabalhosas. 

O Método do parâmetro nesse caso tornou o problema mais complicado, 

expandiu sua dimensionalidade. Esse método pode resolver esse problema de 

determinação, mas segundo uma linha analítica completa, a um alto custo. 
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A abordagem do primeiro método também será exaustiva, por análise de até 

quatro casos, porém após alguns passos em sua utilização, equações algébricas não 

triviais aparecem. Vejamos um subcaso da resolução pelo método de equivalências ou 

implicações lógicas:	

ට5 െ √5 െ ݔ ൌ 	ݔ ⟹ ሺ5 െ ଶሻଶݔ ൌ 5 െ 	ݔ ⟺ 

⟺ ସݔ െ ଶݔ10 ൅ ݔ ൅ 20 ൌ 0 

A menos que a última equação do quarto grau fosse resolvida, teríamos um novo 

problema talvez mais complexo que o original, dificultando a nossa resolução. 

 

Exemplo 4.3.3:kDetermine todas as raízes reais de ሺݔ ൅ 1ሻ଺ ൌ  .଺ݔ
 
Comentários:kSegundo a expressão analítica de ሺݔ ൅ 1ሻ଺ ൌ   ,଺,kque chamaremos de (1)ݔ

teremos duas metodologias que possam ser aplicadas : utilizar as equações funcionais ou  

equivalências. 

 
Resolução: 

Iremos fatorar (1) para tentar obtermos conclusões sobre o caso: 

ሺݔ ൅ 1ሻ଺ ൌ ଺ݔ ⟺ ሺݔ ൅ 1ሻ଺ െ ଺ݔ ൌ 0	 ⟺ 

⟺ ሺሺݔ ൅ 1ሻଷሻଶ െ ሺݔଷሻଶ ൌ 0 ⟺

⟺ ሺሺݔ ൅ 1ሻଷ െ ݔଷሻሺሺݔ ൅ 1ሻଷ ൅ ଷሻݔ ൌ 0  

Tendo em vista que: 

ሺݔ ൅ 1ሻଷ െ ଷݔ ൌ ሺሺݔ ൅ 1ሻ െ ݔሻሺሺݔ ൅ 1ሻଶ ൅ ݔሺݔ ൅ 1ሻ ൅ ଶሻݔ ൌ 

(2) 

 

ൌ ଶݔ3 ൅ ݔ3 ൅ 1 (3)

ሺݔ ൅ 1ሻଷ ൅ ଷݔ ൌ ሺሺݔ ൅ 1ሻ ൅ ݔሻሺሺݔ ൅ 1ሻଶ െ ݔሺݔ ൅ 1ሻ ൅ ଶሻݔ ൌ  

ൌ ሺ2ݔ ൅ 1ሻሺݔଶ ൅ ݔ ൅ 1ሻ (4)

Por isso, obtemos por (2),(3) e (4) que (1) pode ser expressa pela fatoração:  

 

Llሺ2ݔ ൅ 1ሻሺ3ݔଶ ൅ ݔ3 ൅ 1ሻሺݔଶ ൅ ݔ ൅ 1ሻ ൌ 0 
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Como ∆൏ 0kpara os polinomiosk3ݔଶ ൅ ݔ3 ൅ 1ke ݔଶ ൅ ݔ ൅ 10k(ou seja, eles não 

têm raízes reais), concluímos que ሺݔ ൅ 1ሻ଺ ൌ ⟹଺kݔ ݔ ൌ െ1
2. 

Por outro lado, esse mesmo caso pode ser expresso como ݂ሺݔ ൅ 1ሻ ൌ ݂ሺݔሻ 

parak݂ሺݔሻ ൌ ݔ ଺. Logo, obtemos a equivalênciaݔ ൅ 1 ൌ  ksem solução nos reais. Houve,ݔ

uma contradição? 

Com efeito, isso ocorreu pois ݂ não é estritamente monótona em Թ. Por isso, 

verifiquemos quais dos intervalos o resultado vale. Veja que para ݔ ൐ 0ka interseção da 

imagem dek݃ሺݔሻ ൌ ሻݔe ݄ሺ ݔ ൌ ݔ ൅ 1ké o intervalo ሺ1, ൅∞ሻ e para ݔ ൏ െ1, o intervalo 

ሺെ∞,െ1ሻ. Nesses intervalos, ݂ é monótona nas imagens de ambas funçõeske vale a 

equivalência que nos leva a sentença aberta ݔ ൅ 1 ൌ  .sem validade para qualquer real ݔ

No intervalo ሾെ1,0ሿ o resultado não será válido em particular pois a interseção das 

imagens da ݃  e da ݄  é o conjunto ሼ0ሽ. Por isso, por verificação, é possível encontrar ݂ ሺെ ଵ

ଶ
ሻ 	ൌ

	݂ሺ	ଵ
ଶ
	ሻ para ݔ ൌ െ ଵ

ଶ
. 

Pelo uso da monotonia, é possível mostrar a unicidade dessa raiz, devido ao fato de 

ሻݔሺݑ ൌ ሺݔ ൅ 1ሻ଺kser estritamente crescentere ݒሺݔሻ ൌ  ଺ ser estritamente decrescenteݔ

emkሾെ1,0ሿ com ݑሺെ1ሻ ൏ ሺ0ሻݑ ሺെ1ሻ eݒ ൐  ሻ são estritamenteݔሺݒ ሻ eݔሺݑ ,ሺ0ሻ. Mais aindaݒ

crescentes em ሺ0, ൅∞ሻ com ݑሺ0ሻ ൐  ሻ são ambasݔሺݒ ሻ eݔሺݑ ,ሺ0ሻ. De modo similarݒ

estritamente decrescentes em ሺെ∞,െ1ሻ com ݑሺെ1ሻ ൏  .ሺെ1ሻݒ

 
Exemplo 4.3.4:k(POSSANI, 1990) Determine as soluções reais de √2ݔ െ 1య ൅ ݔ√ െ 1య ൌ 1. 
 

Comentários: Esse exemplo está presente no artigo da Revista do professor de Matemática 

número 19. Iremos ressaltar a solução efetuada pelo professor Sidney Luiz Cavallanti 

akCláudio Possani. 

Basicamente na solução do professor Sidney foi utilizada a equivalência ݔ௡ ൌ ௡ݕ ⟺

ݔ ൌ  parak݊ ímpar. A equação foi elevada a potências ímpares e obteve-se no final uma falsa ݕ

raiz, que surpreendeu os solucionadores. Um processo ilícito foi realizado nas passagens da 

resolução dessa equaçãoi (POSSANI,i1990).  
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Resolução: 

Eleva-se a equação ao cubo e obtemos: 

ݔ2 െ 1 ൅ ݔ√3 െ 1య ∙ ൫√2ݔ െ 1య ൯
ଶ
൅ 3൫√ݔ െ 1య ൯

ଶ
∙ ݔ2√ െ 1య ൅ ݔ െ 1 ൌ 1 ⟺ 

⟺ 3െ ݔ3 ൌ ݔ√3 െ 1య ∙ ൫√2ݔ െ 1య ൯
ଶ
൅ 3൫√ݔ െ 1య ൯

ଶ
∙ ݔ2√ െ 1య ⟺	 

⟺ 3െ ݔ3 ൌ ݔ√3 െ 1య ∙ ݔ2√ െ 1య 	 ∙ ሺ√2ݔ െ 1య ൅ ݔ√ െ 1య ሻ	 

 

Substituindo √2ݔ െ 1య ൅ ݔ√ െ 1య ൌ 1 em (3) e simplificando, segue que : 

1 െ ݔ ൌ ݔ√ െ 1య ∙ ݔ2√ െ 1య 	⟺	 

⟺ ሺ1 െ ሻଷݔ ൌ ሺݔ െ 1ሻሺ2ݔ െ 1ሻ ⟺ 

⟺ 1െ ଷݔ ൅ ଶݔ3 െ ݔ3 ൌ ଶݔ2 െ ݔ3 ൅ 1 ⟺ 

⟺ ଷݔ െ ଶݔ ൌ 0 

(1) 
 

(2) 
 

(3) 
 
 
 
 
 

 

 

(4) 

Ou seja, as raízes de (4) são ݔ ൌ 0 oukݔ ൌ 1. Por outro lado, como citado por 

Possanii(1990), e possível de ser verificado, √2ݔ െ 1య ൅ ݔ√ െ 1య ൌ 1 não tem ݔ ൌ 0 como 

solução. 

Possanii(1990) enfatiza no seu artigo que o processo de resolução de uma equação 

pode incluir essas falsas raízes de acordo com o procedimento adotado. De fato, a passagem 

de (3) para (4) não gera uma equivalência, isto é, ሺ3ሻ ⟹ ሺ4ሻ, mas não vale a recíproca. Isso 

complementa a definição de Delfino de equações consequentes, presente no Capítulo 3. 

Possani (1990) ainda evidencia em seu artigo o cuidado que se deve obter no processo 

de resolução de equações, segundo o uso de processos analíticos que não geram equivalências, 

como a seguir: 

 

 

 

2 ൌ  ݔ
e	
ݔ ൌ 2 

∴ ݔ ൌ ݔ
 

Substituir 2 ൌ ݔemk ݔ ൌ 2 gerou a sentença aberta ݔ ൌ  kválida para qualquer,ݔ

número real, gerando um problema de equivalência lógica entre as sentenças. Segundo 

Possanii (1990): “Assim, o aparecimento de uma raiz falsa não está ligado ao fato de a equação 

ser irracional nem às potências que tomamos, e sim ao procedimento da resolução. ” 
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Exemplo 4.3.5:kQual número real x que garante a igualdade (1) abaixo? 
 
 

ඨ2ට2ඥ2௫ାଵ ൅ 3 ൅ 3 ൅ 3 ൌ 2௫ 

 

 

(1) 

Comentários:  

Nesse exemplo mostraremos como o método pode ser ampliado, no sentido de incluir 

logaritmos, tema abordado na Educação Básica. 

De outro modo, esse exemplo foi criado pelo autor para simplesmente impressionar o 

leitor, se for possível. Além disso, é mais um exemplo que utiliza um ou mais dos métodos 

expostos ao longo da trajetória de nosso trabalho.  

Fato é que em alguns tipos de equações, digamos as mais complicadas, um ou mais 

métodos podem ser utilizados para extrair suas raízes. Para o autor, encontrar esse método que 

venha elucidar nosso problema é gratificante.  

 
Resolução :kFaçamos a substituição ݕ ൌ 2௫, e reescreveremos (1) como: 
 
 

ඨ2ට2ඥ2ݕ ൅ 3 ൅ 3 ൅ 3 ൌ  ݕ

 

(2) 

 

Considerek݂ሺݕሻ ൌ 	ඥ2ݕ ൅ 3 estritamente crescente em Թkcom domínioiݕ ൒ െ ଷ

ଶ
. 

Utilizando equações funcionais e seu método, poderemos escrever que: 

 ݂ ቀ݂൫݂ሺݕሻ൯ቁ ൌ ݕ ⟺ ݂ሺݕሻ ൌ  (3) ݕ

 

   Por isso, basta resolvermos:  
  =ඥ2ݕ ൅ 3 ൌ ݕ ⟺ ଶݕ ൌ ݕ2 ൅ 3 ⟺ ݕ ൌ 3 ou ݕ ൌ െ1  

   

Como ݕ ൐ 0, seguekque: 

 

  2௫ ൌ 3  
 

(4) 

Observe que para (4) temos que ݔ ൌ logଶ 3. 

   ∴ ܵ ൌ 	 ሼ	logଶ 3ሽ  
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4 KKCONSIDERAÇÕES FINAIS 
 

Apresentamos nessa pesquisa alguns métodos para a resolução de certas equações. Esses 

foram selecionados, de modo cauteloso, para que garantam um recorte das possíveis classes de 

equações que podemos resolver com eles. Não iremos lograr com qualquer tipo de problema de 

determinação de incógnita com os métodos mostrados. 

Por outro lado, trabalhamos ao longo da trajetória desse trabalho com a dimensão das 

possibilidades resolutivas que esses métodos podem trazer. Mais precisamente, quais tipos e 

estilos de equações serão abrangidas pelos métodos mencionados. 

De fato, utilizamos esses métodos, com discussão e comentários sobre cada um deles, 

na sequenciação do trabalho em que envolve a parte dos exemplos. Sejam das obras 

consultadas, sejam de autoria, ou de reelaboração por alguma fonte, procuramos mostrar a 

multiplicidade de se resolver algumas equações, independentemente da dificuldade, por uma 

variedade de métodos, acarretando nas mesmas soluções quando aplicados segundo as 

particularidades de cada um. 

O desenvolvimento histórico na resolução de equações, principalmente no enfoque das 

algébricas, não pode ser ignorado. Esses métodos, assim como as equações, têm o seu valor 

histórico. Não somente circunscritos pela analiticidade na busca de raízes das equações 

algébricas, como também desenvolvidos para outras de estruturas e naturezas diferentes. 

Na introdução de nossa temática, expomos o questionamento referente ao leitor ou um 

profissional da Educação, de ter ferramentas para resolver problemas do tipo 2 ൅ 3௫ାଶ ൌ ݔ ൅

9௫. Procuramos de certa forma, apresentar algumas saídas para esse impasse que possa 

acontecer, seja a partir de uma reflexão individual, seja a partir da dúvida de um aluno 

questionador, entre outros. 

 Ramos (2013) foi quem descreveu um professor que propôs uma equação em sala de 

aula, a qual não conseguiria resolver, inclusive diante das dificuldades e dos esforços que seriam 

empreendidos para solucioná-la. O professor não previamente quantificou o esforço que seria 

utilizado para resolver aquela equação, e se vê diante de um impasse conforme a dúvida de um 

de seus alunos questionadores. 

Uma das motivações deste trabalho foi o estudo de equações de uma variável real e de 

métodos para buscar resolvê-las por diversas formas ou estratégias envolvendo análise 
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matemática. Para a decolagem desse trabalho, principalmente o livro do V.P. Suprún (2009) e 

seu método por equaçõeskfuncionais, assim como o artigo do Ramosi(2013). 

Procuramos buscar suprir a carência de pesquisas, artigos acadêmicos e trabalhos 

acadêmicos que tangenciam o tema abordado de modo mais amplo. É preciso, segundo o autor, 

dispor de mais material em termos acadêmicos que tratam de temas da Matemática que suscitam 

nos leitores a curiosidade, a descoberta e a motivação. 

Esperamos que o conhecimento desenvolvido por esse tema possa servir de base para 

pesquisas futuras neste campo, além da elaboração de novos materiais que visam buscar outras 

formas alternativas de se resolver equações diversas, possibilitando uma melhor investigação e 

detalhamento sobre esse fantástico e relevante objeto matemático. 

Reconhecemos, em certo sentido, de que talvez uma abordagem mais ampla, com mais 

exemplos das equações a serem resolvidas pelos métodos expostos, ou ainda, com mais 

estratégias, sejam algébricas, sejam gráficas ou geométricas na determinação das raízes 

incógnitas de tipos de equações não elementares e os quais suscitem espanto e curiosidade.  

Mais ainda, acreditamos que é possível uma extensão do estudo desenvolvido ao longo 

desse trabalho quanto a esse objeto de pesquisa em outras oportunidades no futuro. Isso se trata 

de uma sugestão.  

Para finalizar, esse tema foi desenvolvido por muito interesse do autor em ampliar esse 

campo de estudo na teoria sobre equações. A elaboração desse Trabalho de Conclusão de Curso 

(TCC) contou com muita colaboração, do orientador, do orientando, e de muitas outras pessoasi 

(amigos, professores, bibliografia recomendada). Houve desafios e dificuldades ao longo do 

processo de elaboração desse trabalho de conclusão, por outro lado, o que importa é que nosso 

objetivo seja cumprido com êxito. 
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