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RESUMO

Tendo em vista as diversas aplicacdes do Minimo Multiplo Comum (MMC) e do
Méaximo Divisor Comum (MDC) na Teoria dos Numeros, buscamos com este
trabalho verificar quais abordagens sobre estes assuntos s&o utilizadas na
Educacédo Béasica. Dessa forma, este trabalho tem como objetivo principal analisar o
tratamento dado ao MMC e MDC nos Ensinos Fundamental 1l e Médio, além de
propor atividades que complementem os assuntos na formacdo basica dos
estudantes. Para a elaboracdo do presente trabalho, foi realizada uma pesquisa
bibliografica em diversos livros didaticos dos Ensinos Fundamental Il, Médio e
Superior, comparando o enfoque dado aos temas estudados, além da pesquisa de
publicacdes na area de Educacdo Matematica em busca de métodos e jogos que
poderiam ser aplicados aos alunos dessas modalidades de ensino. Para
fundamentar nosso trabalho, utilizamos as reflexdes sobre o ensino da Matematica
defendidas por Sfard (1991), que define uma estrutura didatica para o ensino de
conteudos ligados a Matematica e propde mecanismos que possibilitem a
aprendizagem dos alunos. Constatou-se, ao final, que muitos recursos poderiam ser
aproveitados e que as abordagens realizadas até mesmo no Ensino Superior, como
as Equacdes Diofantinas, poderiam ser ensinadas aos estudantes dos Ensinos

Fundamental Il e Médio com a intencao de relacionar e aplicar contetdos.

Palavras-chave: Minimo Mdultiplo Comum, Méaximo Divisor Comum, Teoria dos

Numeros, Equacdes Diofantinas, Ensino da Matematica.






THE TEACHING OF LEAST COMMON MULTIPLE AND GREATEST COMMON
DIVISOR IN THE MATHEMATICS: A STUDY OF METHODS AND POSSIBLE
APPLICATIONS IN THE CLASSROOM

ABSTRACT

Given the various applications of the Least Common Multiple (LCM) and the Greatest
Common Divisor (GCD) in the Theory of Numbers, we seek in this monograph to
verify which approaches toward these subjects are used in Basic Education.
Therefore, this monograph mainly aims to analyze the focus given to LCM and GCD
in Middle School and High School, and suggest activities that would complement the
student’s basic formation. For the preparation of this monograph, a bibliography
research was conducted of the many books used in Middle School, High School and
College Education to compare the focus given to the mentioned themes, and also a
research of the publications in the field of Mathematics in search for methods and
activities that could be applied to the students. The base of this research is the
reflections about the teaching of Mathematics defends by Sfard (1991), who defines
a didactic structure to the teaching of contents related to Mathematics and proposes
mechanisms that promote the learning by students. Finally, it was found out that
many of resources could be seized and that the approaches that take place in the
College Education — such as Diophantine Equation — could be taught to Middle

School and High School with the intention to relate and apply the contents.

Keywords: Least Common Multiple, Greatest Common Divisor, Theory of Numbers,

Diophantine Equations, Teaching of Mathematics.
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1 INTRODUCAO

A ideia principal deste trabalho é pesquisar o tratamento que € dado ao Minimo
Multiplo Comum (MMC) e ao Maximo Divisor Comum (MDC) e investigar novas

perspectivas que poderiam ser incorporadas ao ensino na Educacao Basica.

Assim, este trabalho tem como objetivo principal analisar e propor aplicacbes e
abordagens para o Minimo Multiplo Comum (MMC) e o Maximo Divisor Comum
(MDC) na Educacéo Basica. O trabalho apresenta também os seguintes objetivos

especificos:

e descrever e analisar as abordagens propostas nos livros didaticos do Ensino
Fundamental ou Médio para MMC e MDC,;

e verificar o contexto histérico envolvendo MMC e MDC, destacando problemas
e aplicacbes na Mateméatica como no teorema de Bezout e na resolucédo de

equacdes diofantinas;

e verificar como esses conceitos (MMC e MDC) sédo apresentados nos livros

universitarios, destacando os teoremas que os utilizam;

e destacar a caracterizacdo dos objetos MMC e MDC nos livros universitarios e
possiveis relacdes ou discrepancias com as abordagens propostas nos livros
didaticos da Educacao Basica, além dos subsidios para a prética profissional

do professor sobre os objetos em questéao.

Este tema surgiu no quarto semestre do curso de Licenciatura em Matemética, no
qual foi constatado que o MMC e o MDC tém varias aplicacdes em alguns ramos da

Teoria dos NUmeros, mas que no Ensino Basico tal assunto € pouco explorado,

geralmente visto apenas como um topico do assunto de divisores e multiplos.

Desde entdo, a ideia permaneceu presente, servindo como inspiragdo para a
escolha do tema de trabalho de conclusédo do curso, onde é possivel confirmar ou
refutar a impressédo levantada ha alguns semestres e, como complementagéo,

abordar possiveis métodos que possibilitem um melhor aproveitamento do estudante
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referente ao assunto. Naturalmente, o trabalho também busca motivar futuros
interessados no tema, que pretendam diversificar os conhecimentos dos topicos aqui

estudados.

Neste trabalho abordamos as seguintes definicbes, adaptadas de Milies e Coelho
(2001): o Minimo Mudltiplo Comum entre dois numeros inteiros a € b € 0o menor
elemento positivo do conjunto dos divisores de a e b, e serd denotado por
mmec(a,b). O Maximo Divisor Comum entre dois nimeros inteiros a e b, em que pelo
menos um deles néo é zero, € 0 maior elemento do conjunto dos divisores de a e b,

e sera denotado por mdc(a, b).

Com essas definicdes, inicialmente é feita uma discussao histérica, com enfoque em
aspectos educacionais sobre o assunto. Como consequéncia, sdo destacados
detalhes referentes a Teoria dos NUmeros, realizando articulacdes sobre o que é

ensinado no Ensino Fundamental (e, possivelmente, no Ensino Médio).

Para isso é realizada uma pesquisa bibliogréfica sobre o assunto, com onze livros
didaticos de Ensino Fundamental Il e do Ensino Médio, além de apostilas, livros de
Historia da Matematica e artigos cientificos no ambito da Educacdo Matematica. A
intencdo é verificar como o0 assunto € explorado e como é feita essa abordagem.
Analisamos também possibilidades de complementacdes sobre o tema, e as
possiveis vantagens ou entraves que tais abordagens podem causar ha
aprendizagem, servindo até mesmo como motivacdo para o ensino de outros

tépicos, possivelmente nem relacionados diretamente com a Teoria dos NUmeros.

A abordagem sobre problemas e métodos envolvendo os conceitos sobre o Minimo
Multiplo Comum (MMC) e o Maximo Divisor Comum (MDC) sdo presentes em
diferentes abordagens académicas. Por exemplo, Ryndack, Lacerda e Valverde
(2011) propdem a elaboracao e aplicagdo de atividades sobre o MMC e MDC, além
de reflexdes acerca das contribuigcbes desse assunto. Em outro artigo, tratando de
jogos, Rodrigues e Silva (2004) abordam as vantagens desse tipo de metodologia

para a formacédo de conceitos por parte dos alunos.
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Além desses, tratando sobre o ensino e aprendizagem de Matemética, temos o
artigo (que também é utilizado como referencial teorico) “On the dual nature of
mathematical conceptions: Reflections on process and objects as different sides of
the same coin”, de Anna Sfard. Para a coleta de dados, também utilizamos as
abordagens presentes em varios livros didaticos que envolvem o assunto, além da
analise de livros didaticos do Ensino Superior, como a obra Numeros: Uma
introducdo a Matematica, de César Polcino Milies e Sonia Pitta Coelho, e de artigos,

como os encontrados na RPM, revista dedicada aos professores de Matematica.

Baseamos a metodologia deste trabalho em uma pesquisa bibliografica, na qual é
possivel a coleta e andlise de dados referentes aos assuntos aqui trabalhados, além
de abordagens e contextos histéricos. A partir disso, é feito um levantamento sobre
todos os materiais, propondo métodos e aplicacfes. Ressalta-se que o instrumento
de pesquisa se baseia em informacdes e dados presentes na literatura, tendo como
intencdo comprovar ou contrapor tais abordagens, aprimorando-as de forma a atingir

0s objetivos esperados por esta pesquisa.

Este trabalho estrutura-se da seguinte forma: no Capitulo 2, é feito um resumo sobre
as ideias defendidas por Anna Sfard em seu artigo sobre concep¢fes matematicas.
Ainda no mesmo capitulo, fazemos uma comparacdo com os conceitos do MMC e
MDC. Com as primeiras consideracdes realizadas, no Capitulo 3 abordamos alguns
fatos ligados ao contexto histérico dos assuntos estudados, ao ensino de
Matematica na sociedade e nas primeiras definicdes e propriedades sobre os temas.
No Capitulo 4, apresentamos uma andlise sobre as abordagens e métodos utilizados
no Ensino Fundamental, no Ensino Médio e no Ensino Superior envolvendo o MMC
e o MDC. Tais comparacdes sdo utilizadas como base para o Capitulo 5, que
discute alguns métodos e jogos que poderiam ser propostos aos estudantes na
Educacao Basica. Por fim, no Capitulo 6 temos as conclusdes, elaboradas a partir
de todo o trabalho realizado, sendo feitas também algumas ponderacdes finais.
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2 FUNDAMENTOS TEORICOS

Com o objetivo de sistematizar algumas das ideias defendidas neste trabalho,
utilizamos as reflexbes apresentadas por Anna Sfard em seu artigo “On the dual
nature of mathematical conceptions: reflections on process and objects as different
sides of the same coin”, publicado em 1991. Para complementar as noc¢des
debatidas por Sfard, utilizamos o artigo escrito por Vidigal (2007), que também

aborda o texto de Anna Sfard.

Em linhas gerais, Sfard (1991) apresenta uma estrutura tedrica para investigar o
papel do algoritmo matemético na Educacdo, e conclui que a utilizacdo desses
algoritmos pode ser concebida de duas maneiras fundamentalmente diferentes:
estruturalmente como objeto, e operacionalmente como processo. Sfard (1991)
afirma também que essas duas formas ndo devem acontecer isoladamente, e que

na verdade, sdo faces de uma mesma moeda.

Como a intencdo deste trabalho é perceber a importancia do MMC e MDC e ampliar
0s conhecimentos sobre esse assunto na formacdo béasica do estudante, as
reflexbes de Sfard (1991) sdo bastante relevantes para o0 nosso estudo,
possibilitando que temas matematicos possam ser mais bem compreendidos e
possivelmente se tornem mais significativos para os alunos, com atividades que
permitam a acao e reflexdo sobre o objeto matematico estudado, tanto por meio de

conceitos e defini¢cdes, quanto por aplicacdes sobre os temas.
2.1. Asideias de Anna Sfard

Para Sfard (1991) séo tdo enigméticas quanto visiveis a complexidade do raciocinio
matematico, a dificuldade presenciada por quem aprende e o0 constante fracasso no
ensino. Devido a isso, ela investiga, por meio de uma reflexdo das construcdes
matematicas, as particularidades do raciocinio matematico. Inicialmente, a autora
define conceito como uma ideia matematica idealizada na sua forma pura — como
uma construcao tedrica dentro do universo formal do conhecimento ideal. E também
define concepgéo como a contrapartida do conceito — o conjunto das representagcoes

e das associagdes internas atribuidas ao conceito.



28

Segundo a autora, para manipularmos as entidades abstratas dentro da Matematica,
utilizamos diversas representacfes. Mas isso ndo é necessario para objetos
concretos. Para o matematico, o que importa € conhecer as regras e as leis pelas
guais elas devem ser combinadas, além de ser capaz de ver esses objetos
invisiveis. A falta dessa capacidade pode ser uma das maiores razdes pelas quais a

Matematica parece praticamente impenetravel.

Da mesma forma, para Sfard (1991, apud VIDIGAL, 2007), perceber uma entidade
matematica como objeto representa referir a ela como uma coisa real, existindo em
algum lugar. Assim, a concepc¢do estrutural de uma nocdo matematica acontece
guando o estudante se torna capaz de tratar tal nocdo como objeto, sem se prender
a detalhes que envolvem o conceito. Por sua vez, a concepc¢do operacional
acontece no desempenho da nocdo como processo, tratando mais como um

potencial de um encadeamento de acdes do que como um verdadeiro ente.

7z

Vidigal (2007) observa que é impossivel definir conceitos matematicos utilizando
exclusivamente raciocinios operacionais ou estruturais de uma forma dual. A
concepcao estrutural € mais abstrata e menos detalhada que a operacional. Devido
a isso, concepcgdes operacionais e estruturais da mesma no¢do matematica ndo sao
particulares e sim complementares. Vidigal sustenta também que a natureza dual
das noc¢bes pode ser contemplada por meio de representacdes simbdlicas, como

gréaficos, expressodes algébricas e até programas de computador.

Esclarece Sfard (1991) que o seu artigo discorre sobre a dualidade das concepcdes
estruturais e operacionais, e que tal dualidade é justificada por ela ao nao dividir as
duas concepcdes, mas trata-las de forma complementar. Embora sejam totalmente
diferentes, elas se referem a facetas inseparaveis da mesma coisa, da mesma
moeda. Como percebe Vidigal (2007), ndo cabem discussbes sobre Matematica
Algoritmica versus Matematica Abstrata, uma vez que Sfard sugere uma abordagem
complementar entre esses aspectos matematicos. Ambas sdo duplamente

necessarias e mutuamente condicionadas.
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Sfard (1991) afirma que os conceitos matematicos referem-se a concepcao
estrutural e que alguns tipos de representagbes parecem ser mais adequados a um
tipo de concepcado do que a outro. Vidigal (2007) também apresenta que no contexto
psicolégico deve-se levar em conta a seguinte ordem no momento do ensino:

operacional antes do estrutural.

Vidigal (2007) afirma que a abstracdo matematica ndo decorre do objeto sobre o
qgual se atua, mas da acéo. Ela observa que esse fendbmeno € hierarquico, ou seja, 0
gue é concebido de forma puramente operacional num primeiro momento devera ser
concebido estruturalmente num plano mais alto. Além disso, tal fenbmeno contém
trés estagios, correspondentes a trés niveis de estruturacdo, os quais a autora

chamou de interiorizacédo, condensacao e reificacao:

e a interiorizacdo refere-se ao estdgio em que o aluno se adapta com
processos que poderdo originar um NOVO conceito. Tais processos S&o
destacados em objetos matematicos de graus de dificuldades inferiores ao do

novo conceito que podera ser formado;

e a condensacao refere-se ao estagio em que reune longas sequéncias de
operacdes em unidades mais manipulaveis. Esse € 0 momento no qual nasce
oficialmente um novo conceito. Com esse nivel de estruturacdo torna-se mais
facil fazer comparacdes e generalizacbes, assim como a possibilidade em
alternar entre diferentes representacfes do conceito; e

¢ a reificacdo refere-se ao momento de insight no qual se torna possivel ver a
entidade como um objeto. De forma ciclica, um novo desenvolvimento

conceitual pode acontecer a partir do objeto reificado.

Assim, novos objetos podem ser construidos a partir do atual, seguindo as etapas
definidas acima. A Figura 2.1 representa como aconteceria a introdu¢édo de novos

conceitos nesses estagios.
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OBIETO PROCESSANDOD
COMNCRETO NOVOS
COMHECIMENTOS

=

INTERIORIZACAD

COMDENSACAD

NOVO OBIETO PROCESSANDO
COMCRETO A NOVOS
CONHECIMENTOS

INTERIORIZACAD

p

CONDENSACAD

NOVO OBIETO | | PROCESSANDO
CONCRETO B NOVOS

CONHECIMENTOS

Figura 2.1 — Est4gios da formac&o de conceitos concretos.
Fonte: Adaptado de Sfard (1991, p. 22).

Por fim, Sfard (1991) alerta sobre a importancia da reificacdo, pois considera essa
etapa a mais decisiva para a concreta formacéo de conceitos. Por isso, 0 momento
de insight que requer a reificacdo ndo ocorrerd apenas como fruto de destreza de
processos da condensacdo. Isso reforca a necessidade de que os trés estagios se

desenvolvam de forma dependente e ciclica.
2.2. A dualidade do MMC e do MDC

Como visto anteriormente, ndo deve haver discussbes sobre a Matematica
Algoritmica versus Matematica Abstrata, uma vez que ambas sdo duplamente
necessarias e dependentes. Além disso, no ato de ensinar, conteddos devem ser
realizados operacionalmente e em seguida estruturalmente. Isso devido ao fato de
gue a abstracdo matematica deriva da propria acdo, sendo esse fendmeno

hierarquico.
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Os conceitos matematicos ndo podem ser somente ensinados estruturalmente ou
operacionalmente, sendo necessario um elo que ligue essas duas faces, ou seja,
devem ser abordados de forma complementar. O MMC e MDC néo séo excecdes a
esse fato, e aborda-los de uma forma simples, somente por meio de algoritmos pode
acarretar na transmissdao de um contetdo sem significado ao aluno, sem a
compreensao desses nas relagbes que tais assuntos causam. Da mesma forma,
trata-los simplesmente estruturalmente, vendo e revendo conceitos e propriedades

sem uma aplicacao direta, pode acarretar no mesmo dilema.

Os Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Fundamental (PCN, 1998) expdem
uma das existentes defasagens nesse assunto que € a aplicacdo de métodos sem
explicitar relacdes que possibilitem ampliar a compreensao dos alunos acerca dos
nlimeros naturais e, posteriormente, dos nimeros inteiros. E necessario buscar
meios que liguem os tépicos do MMC e MDC ao operacional (através de algoritmos
e mecanismos para a obtencdo desses numeros) e estrutural (tratando dos
conceitos e definicbes). Mas, para que esse processo aconteca, Sfard (1991) afirma

gue sao necessarios trés estagios: a interiorizacao, a condensacao e a reificacao.

No nosso estudo, a interiorizacdo se refere ao primeiro momento do aluno com um
novo conhecimento, por meio de operacdes e mecanismos com as quais o aluno ira
se familiarizando com os novos processos. Além disso, esses processos partem de
conhecimentos anteriores, dos quais os alunos ja tenham certo dominio. No caso, 0s
assuntos do MMC e MDC serao introduzidos como complementos aos assuntos de
multiplicidade e divisibilidade de um numero, tpicos ja trabalhados pelos alunos

anteriormente.

Sera apenas na condensagdo que o0 aluno conseguira desenvolver longas
sequéncias de raciocinio e conhecimentos e transforma-los em objetos
manipulaveis. E nesse nivel que comecam as generalizacdes e comparacdes. Nos
assuntos do MMC e MDC, refere-se ao estagio em que, ap0s operacdes e métodos
ja terem sido ensinados, os alunos obsevam os padrdes e generalizam os resultados

obtidos, construindo defini¢ces e propriedades.
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E no dltimo estdgio (da reificacdo), o aluno, ja familiarizado com as defini¢cbes,
conceitos e operacgbes, consegue ampliar a sua bagagem, analisando e verificando
possiveis aplicagdes dos assuntos estudados. E nesse estagio que o aluno, ao
trabalhar com algumas aplicacbes, atividades e jogos, percebe a influéncia e
importancia dos topicos estudados tanto para a Matematica, quanto para sua

formacgéo académica.

Como a autora conclui, é a reificacdo o estagio mais importante, onde ocorre uma
significativa compreensdo dos assuntos. Isso ndo representa, porém, que 0S outros
estagios possam ser ignorados, ja que a aquisicdo desses conhecimentos ocorre
sempre de forma continua e ciclica. Devido a isso, o professor deve desenvolver

mecanismos e recursos gque alcancem os trés estagios.

Dessa forma, podemos perceber que no ensino do MMC e MDC é equivocado supor
gue para a melhor compreensdo do assunto o0 correto seria tomarmos uma
abordagem superficial, pressupondo que o aluno seja incapaz de assimilar novos
conhecimentos. Ao contrério, o trabalho sistematico desses conceitos possibilita o

melhor aproveitamento de novos conteldos e para a compreensao dos ja obtidos.

Com essas primeiras consideracdes realizadas sobre a importancia de um ensino
“completo” sobre o MMC e o MDC, podemos introduzir no préximo capitulo algumas
reflexdes sobre a Educagdo Matematica, além de vermos alguns contextos
historicos sobre a Teoria dos NUmeros e as primeiras definicdbes e propriedades
sobre o MMC e o MDC.
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3 A TEORIA DOS NUMEROS

A Teoria dos Numeros, por trabalhar com a estrutura dos nameros, é considerada
como um dos ramos mais puros da Matematica, sendo considerado um dos pilares
para a mesma. Talvez por causa disso algumas pessoas a considerem tdo complexa
e abstrata. Contudo, esse campo do conhecimento pode ser bem aproveitado se
cuidadosamente explorado na Educacdo Bésica, servindo até mesmo para a

compreensao de assuntos ligados a outras areas da Matematica.
3.1. Notas historicas

Segundo Dantzig (1970), a Aritmética, além de ser a base de toda a Matematica, é
uma das mais Uteis das ciéncias. Em contrapartida, para o autor, a Teoria dos
NUumeros € o ramo da Matematica que encontrou 0 menor numero de aplicacoes,

ligadas ao cotidiano do aluno.

O autor alerta que tal interpretacdo pode levar a errbnea conclusdo de que a
Aritmética precedeu a Teoria dos Numeros. Entretanto, a Teoria dos Numeros
Inteiros € um dos mais antigos ramos matematicos, enquanto que a Aritmética
moderna tem apenas alguns séculos de idade. Na verdade, até o século XVII, a
palavra arithmetica era a Teoria dos NUmeros e o que atualmente chamamos de
Aritmética era logistica para os gregos, chamada posteriormente de algorismo na
Idade Média.

Dantzig (1970) afirma também que a vida do homem é apenas uma sucessao de
esperanca e temores que encontram sua expressao hum misticismo religioso vago e
intangivel. Objetos simples, em tempos primitivos, tomavam formas mais concretas.
Estrelas e pedras, animais e plantas, palavras e nUmeros, eram associados como
agentes do destino humano. A génese de toda a ciéncia pode remontar a
contemplacdo dessas influéncias ocultas, na qual a Teoria dos NUmeros teve seu
precursor numa espécie de numerologia que até hoje persiste em augurios e

supersticdes que de outra maneira seriam inexplicaveis.
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Quanto a adoracdo dos numeros, para Dantzig (1970) ela encontrou sua devocao
extrema na filosofia pitagorica. Nela, os nameros tinham diversas representacoes.
Por exemplo, 0os numeros pares eram encarados como soluveis, femininos,
pertencentes a terra, enquanto os numeros impares eram indissolUveis, masculinos,
partiihando a natureza celestial. O autor argumenta que provavelmente foi nessa

época que ocorreram 0s primeiros grandes desenvolvimentos na Aritmética.

Nesse contexto, sdo poucos os relatos histéricos sobre o Minimo Mdltiplo Comum
(MMC) e o Maximo Divisor Comum (MDC). Um dos mais antigos relatos € o de
Euclides, em seus Elementos, no qual apresenta em seu sétimo livro (dedicado a
Teoria dos Numeros), o processo hoje conhecido como algoritmo euclidiano para
achar o Maximo Divisor Comum de dois ou mais numeros inteiros. Algumas fontes,
como Milies e Coelho (2001), acreditam que esse algoritmo ja era conhecido antes

de Euclides.

Segundo Boyer (2012), pouco se sabe sobre a vida de Euclides e, embora se
desconheca até mesmo a data em que viveu, ha a estimativa que tenha vivido cerca
de 300 antes de Cristo. Euclides escreveu cerca de uma duzia de tratados, cobrindo
topicos desde Oética e astronomia até musica e mecéanica, mas 0 que mais se
destacou na historia foram os Elementos. Em resumo, a obra se compde de
centenas de proposicfes distribuidas em treze livros ou capitulos, dos quais tratam
sobre Geometria Plana Elementar, Teoria dos NUmeros, Incomensuraveis e

Geometria Espacial.

Como afirma Groenwald, Sauer e Franke (2005), outros mateméaticos gregos
também estudaram problemas relacionados com a Teoria dos Nimeros, mas 0 mais
importante foi sem dudvida Diofanto. Embora desde a antiguidade ja seja possivel
perceber a utilizacdo do conceito de MMC e MDC, apenas no século XVI tal assunto

tomou forte repercusséo, principalmente devido a Bezout e Fermat.

Hoje em dia, é tdo evidente quanto necessaria a utilizacdo do MMC e do MDC para
essa area, com especial énfase as equacdes diofantinas. Segundo Milies e Coelho
(2001), mesmo tendo esse nome em homenagem a Diofanto que procurava obter as

solugdes racionais dessas equacdes, seria mais adequado atribui-las a Pierre de
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Fermat, que foi quem estudou as solugdes inteiras desse tipo de equacdes. Nesses
séculos, muitos outros matematicos procuraram desenvolver a Teoria dos NUmeros.
Segundo Groenwald, Sauer e Franke (2005), foi Euler quem popularizou a Teoria
dos Numeros, mas o desenvolvimento sistematico da Teoria dos NUmeros somente
iniciou com Gauss, por meio de uma obra dedicada ao assunto e publicada em
1801. Foi a partir desses mateméticos que grande parte dessa ciéncia progrediu
nesses ultimos séculos, ndo s6 favorecendo a propria area, mas influenciando

fortemente a Matematica e a Educacdo Matematica.
3.2. Algumas reflexBes acerca do ensino da Matematica

Segundo o Programa Nacional do Livro Didatico (PNLD, 2010), a Matematica &
concebida como uma fonte de modelos para descrever ou explicar fenbmenos das
mais diversas areas do conhecimento. Esses modelos podem ser construidos com
diversos niveis de abrangéncia e de sistematizacdo. Modelos mais particulares
podem constituir modelos matematicos mais amplos que, por sua vez, podem
constituir teorias abstratas para varios campos do saber. Como exemplos, o texto

cita a geometria euclidiana, as estruturas algébricas e a teoria das probabilidades.

7z

Da mesma forma, também é comum partir de um ente mateméatico e procurar
relagdes com o mundo fisico. Nesse caso, tal objeto é chamado de modelo concreto
do ente matematico e, como exemplo, tém-se os desenhos que, além de formarem
uma classe significativa de representacfes de objetos matematicos, cumprem papel

importante como recurso didatico.

Outro ponto debatido pelo PNLD 2011 (2010), voltado a Educacdo Matematica, €
que, nos ultimos anos, acumulou-se um enorme estoque de conhecimento sobre
processos de aquisicdo de conceitos e métodos matematicos, correspondentes ao
ensino e aprendizagem. Nesse ambito, € consensualmente defendido que ensinar
Matematica ndo se refere somente a transmissédo de informacdes e que na verdade
esse processo envolve a construcdo de varias aptidées cognitivas e, para tanto, é

necessario o favorecimento da participagéo ativa do aluno nessa construcao.
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Afirma o PNLD 2011 (2010) que néo é injustificado que a Matemética ja tenha sido
definida como a arte de resolver problemas. Para explicar esse comentario, o PNLD
2011 (2010) ressalta dois pontos: o primeiro € que a Matematica lida com problemas
e, consequentemente, ndo € um campo de conhecimentos mortos. Em segundo,
esses saberes tém um componente criativo grande, e ndo serve apenas como um
estoque de procedimentos prontos a serem aplicados em situagOes rotineiras e

repetitivas.

Nesse sentido, o ensino da Matematica prioriza a utilizacdo de diversos tipos de
articulagbes. A primeira delas, como ja mencionado, € que o0s conteldos
matematicos ndo devem ser isolados em campos autossuficientes. Uma segunda

articulacéo é entre os varios enfoques de um mesmo conteudo.

Com a intencdo de favorecer a atribuicdo de significados aos conteudos
matematicos, dois topicos tém ganhado grande destague nas Ultimas décadas: o da
interdisciplinaridade, ligada as inter-relagfes entre a Matematica e as outras areas
do conhecimento; e o da contextualizacdo, articulada com as varias praticas e
necessidades sociais. Entretanto, convém observar que as “contextualizagdes
superficiais”, em que uma situacado apresentada serve apenas como pretexto para a
obtencdo de dados numéricos, sao insuficientes e ineficazes. Da mesma forma,
também é desaconselhavel a contextualizagdo baseada no cotidiano, que apresente

dados totalmente irreais.

Por fim, outro ponto debatido no PNLD 2011 (2010) é sobre o papel do ensino da
Matematica para a formacdo integral do aluno como cidaddo da sociedade atual —
sociedade na qual a convivéncia se torna cada vez mais complexa e marcada por
tensdes sociais. Nesse sentido, 0 ensino da Matematica pode contribuir para a
formacdo de cidaddos responsaveis e criticos. Para tanto, € preciso que o ensino
considere todo aluno como sujeito ativo de seu processo de aprendizagem, que
reconheca e incentive 0s seus conhecimentos e que auxilie o aluno a compreender

guestdes sociais relacionadas a sua comunidade e a sociedade.

Feitas essas consideracbes sobre alguns fatos histéricos ligados a Teoria dos

Numeros e aos conceitos de MMC e MDC, além de um apanhado de ideias
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relacionadas ao ensino da Matematica, iremos introduzir algumas propriedades
ligadas aos topicos tratados neste trabalho, de forma a facilitar a compreenséo de

algumas ponderac0des realizadas nos proximos capitulos.
3.3. Defini¢cbes e propriedades do MMC e do MDC

Faz-se necesséario esclarecer os assuntos tratados neste trabalho, explicitando
algumas defini¢cbes, extraidas de Milies e Coelho (2001).

Definicdo 1 (Maximo Divisor Comum): Dados dois numeros inteiros ndo nulos a e

b, chama-se Maximo Divisor Comum o maior de seus divisores comuns:
mdc(a,b) = max D(a, b)
Propriedades: Sejam a, b e c inteiros. Verificam-se as seguintes afirmacoes:
1. mdc(a,1) =1,
2. mdc(a,b) = mdc(b,a);
3. mdc(a,a) = |a|;
4. Se b divide a,entio mdc(b,a) = |b|;
5. mdc(—a,b) = mdc(a,—b) = mdc(a, b).

Definicdo 2 (Minimo Multiplo Comum): Chama-se Minimo Mdltiplo Comum de a e

b o menor dos seus multiplos positivos comuns, isto é:
mmc(a,b) = min M(a, b)

Teorema 01: Sejam a, b inteiros e m um inteiro positivo. Entdo m = mmc(a, b) se e

somente se m verifica:
1. alme b|m;

2. Sea|m’ e b|m’, entdo m|m’.
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Teorema 02: Dados a e b inteiros, d = mdc(a,b) e m = mmc(a, b). Entéo:
m-d=|a-b|

N&o serdo demonstradas aqui as propriedades ou teoremas anunciados. Caso o
leitor se interesse em compreender o0s raciocinios aqui mostrados, recomendamos
Milies e Coelho (2001) ou Fonseca (2011).

Com essas primeiras ponderacdes realizadas, podemos partir para 0 proximo
capitulo, em que discutiremos as analises realizadas nos livros de Ensino

Fundamental, Médio e Superior.
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4 O MMC E O MDC NA EDUCACAO

E impressionante como um assunto que apresenta tantas aplicagdes importantes na
Teoria dos Numeros, acaba sendo tdo pouco visto no Ensino Fundamental. No
Ensino Médio, a ndo ser a critério de revisdo para o vestibular, praticamente é

ignorado.

Um aluno, que ndo vé esse assunto desde sua primeira vez, no 6° ano, dificilmente
se lembrara, alguns anos depois, como se calcula o MDC de dois ou mais niumeros.
O MMC, embora ndo esteja em melhor situacdo, € mais priorizado, jA que 0sS
professores usam muito o método de obtencao para realizar operacdes de soma ou
subtracdo com fragBes. Mesmo assim, o MMC ¢é visto geralmente apenas como
tendo essa funcdo, e outras aplicacfes sdo desprezadas. Nesses pontos, ja se é

possivel levantar algumas questées:

1. serd que o assunto ndo poderia ser melhor abordado? Isso realmente
prejudicaria outros assuntos ou atrapalharia o progresso do ano letivo?

2. a abordagem do MMC e do MDC néo poderia contribuir para o entendimento
de tdpicos relacionados ou de assuntos posteriores? Como exemplo, talvez o
contetido de equacdes se tornasse mais facil se esses assuntos fossem mais

bem estudados.

3. em sequéncia, sera que os tépicos do MMC e MDC nao poderiam talvez ser
trabalhados em outras séries do Ensino Fundamental, para explicar ou

comentar algum assunto?

4. e essa abordagem, apresentada nas revisbes de alguns cursinhos, nao
poderia ter uma articulagdo com alguns dos assuntos estudados no Ensino

Médio?

Para responder a essas questfes, faremos uma andlise de alguns dos livros
utilizados no Ensino Fundamental, Médio e Superior e veremos quais sdo as
metodologias utilizadas para o desenvolvimento do assunto. Para tanto, serdo

analisados sete livros didaticos do Ensino Fundamental Il e quatro livros didaticos de
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Ensino Médio, alguns desses selecionados a partir da lista do PNLD (Parametros
Nacionais do Livro Didatico) de 2010 e 2011, elaborados, respectivamente, para 0s
anos de 2011 e 2012. Serao verificadas também algumas apostilas utilizadas em
escolas particulares, como a apostila Pitagoras, para o Ensino Fundamental, e a
apostila Anglo, para o Ensino Médio. Por fim, também serdo analisados trés livros do

Ensino Superior, utilizados em cursos de graduagdo de Matemética.
4.1. Conteudos vistos no Ensino Fundamental

Segundo os Parametros Curriculares Nacionais (PCN, 1998) do 6° ao 9° ano do
Ensino Fundamental, alguns aspectos dados ao estudo dos numeros naturais, e
desenvolvidos nos ciclos finais do Ensino Fundamental, comprometem a
aprendizagem, como a auséncia de certas situacdes-problema e, com especial
enfoque ao nosso trabalho, como o excesso de calculos para a obtencdo do MMC e
do MDC sem a compreensao de conceitos e relagdes que possibilitem ampliar o

entendimento acerca dos nimeros.

Diante desses problemas, conclui o PCN (1998) que para ser possivel consolidar a
aprendizagem € necessario desenvolver, ao longo dos ciclos finais do Ensino
Fundamental, um trabalho sistematico dos numeros naturais e, assim, possa
analisar diferentes ordens de grandeza e posicéo e interpretar suas variadas formas

de representagéo.

Essas reflexdes séo faceis de verificar ao se analisar alguns dos livros utilizados nas
escolas publicas e particulares. Bom ressaltar que em nenhum momento este
trabalho tem a intencéo de criticar negativamente algum dos livros estudados, e sim

refletir sobre a estrutura utilizada pelos mesmos.

Em resumo, a abordagem do assunto do MMC e MDC no Ensino Fundamental
consiste basicamente em uma complementagédo ao assunto de multiplos e divisores
de um numero natural. Geralmente, € dedicado um capitulo ou unidade a esse
tema, onde usualmente € discutido e definido a decomposi¢cédo de um numero, sobre

multiplos e divisores desse numero, a caracterizacdo de numeros primos e a
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fatoracdo de um numero. No decorrer desses topicos, sdo incluidas as no¢des de

Maximo Divisor Comum e de Minimo Multiplo Comum de dois ou mais nameros.

Devido a apenas ser uma complementacdo e também por precisar tratar de outros
assuntos posteriores, poucos exercicios e métodos sédo tratados. No¢Bes mais
detalhadas ou implicagbes do assunto geralmente ndo sé&o abordadas. Outro fato
observado foi na quantidade de exercicios que tratam apenas em obter o MMC e
MDC, sem nenhum contexto que ajude o aluno a compreender a importancia e

utilidade desses temas.

Na Tabela 4.1 é possivel reparar alguns dos pontos mencionados. No livro de
Barbosa, Lima e Tinano (2012), o assunto de MMC e MDC é visto basicamente
como uma conclusdo ao primeiro capitulo, intitulado “Divisores e multiplos de um
numero natural”. Poucos exercicios sdo apresentados, além de tratar apenas com
nocdes intuitivas sobre os tdpicos. Seguindo as ideias de Sfard (1991), essa
abordagem operacional pode dificultar uma completa compreensao sobre 0s topicos
estudados. Em contrapartida, o livro menciona brevemente algumas definicdes e no
final do capitulo referencia o teorema que afirma que o valor absoluto da
multiplicacéo de dois numeros inteiros é equivalente a multiplicacdo do MMC e MDC

entre esses mesmos NUMeros.

Tabela 4.1 — Ponderacg@es acerca do livro Matematica 01, da colecéo Pitagoras.

TiTUuLO MATEMATICA 6° ANO - LIVRO 01 - COLECAO PITAGORAS
LAUREN NOGUEIRA BARBOSA

AUTORES MARIA CRISTINA PONCIANO DE LIMA

MARILENE TURIBIA DE REZENDE TINANO
ANO/EDITORA |[2012, Editora Educacional

Decomposi¢cdo de um numero natural

Fatores e divisores de um numero natural

TOPICOS NUmeros primos e nUmeros compostos

Multiplos e o Minimo Mdltiplo Comum

Divisores e 0 Maximo Divisor Comum

Trata o assunto através de diagramas

OBSERVACOES | Trabalha poucos exercicios sobre o assunto (14 Questdes)
Trata alguns aspectos de aritmética
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Nos livros de Bianchini (2002) e Dante (2004), vemos novamente que poucos
exercicios sdo tratados com o aluno. Além disso, enquanto o primeiro abaixo
(Tabela 4.2) trata da definicdo de uma forma mais ampla, o segundo (Tabela 4.3)
apenas aborda nocOes intuitivas. Da mesma forma, € apenas no segundo que
vemos um tratamento geométrico sobre o assunto, que se bem trabalhado pelo
professor, poderd favorecer a compreensdo dos temas estudados. Percebemos
assim certa divergéncia sobre a metodologia entre esses livros, pois enquanto
Bianchini (2002) explora aspectos estruturais sobre o assunto, Dante (2004)
favorece nog¢des operacionais. Porém, como afirma Sfard (1991), a ndo ser que
contemple os dois aspectos de formas complementares, dificultara a formacédo de

conceitos concretos para o aluno.

Tabela 4.2 — Ponderacgbes acerca do livro Matematica, de E. Bianchini.

TITULO MATEMATICA - 52 SERIE

AUTORES EDWALDO BIANCHINI
ANO/EDITORA [2002, Editora Moderna
Multiplos e divisores e critérios de divisibilidade
TOPICOS Méaximo Divisor Comum e Minimo Multiplo Comum
Numeros Primos
Trabalha com a definicdo de MMC e MDC
OBSERVACOES |Resolve MMC e MDC por fatoracéo
Trabalha poucos exercicios sobre o assunto (9 Questdes)

Tabela 4.3 — Ponderacg@es acerca do livro Tudo € Matemética, de L. R. Dante.

TiTuLO TUDO E MATEMATICA - 52 SERIE
AUTORES LUIZ ROBERTO DANTE
ANO/EDITORA | 2004, Editora Atica
Multiplos e o Minimo Mdltiplo Comum
Divisores e geometria
Maximo Divisor Comum
NuUmeros primos
Trata apenas nog¢des intuitivas de MMC e MDC
OBSERVACOES | Envolve um pouco de geometria ao assunto

TOPICOS

Trabalha poucos exercicios sobre o assunto (11 Questdes)
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Interessante notar que, embora os livros sigam certo caminho para abordar os
conteudos vistos no Ensino Fundamental Il, os autores tém a autonomia de mudar,
incrementar ou reduzir algum tépico. Infelizmente, até mesmo um conteddo pode
acabar sendo suprimido dessa relacdo. Como visto na Tabela 4.4 e na Tabela 4.5,
embora o segundo desses aborde varios exercicios sobre o tema do MMC, tanto
Tosato, Peracchi e Stephan (2005) quanto Cavalcante et al (2006) omitem sobre o

Méaximo Divisor Comum, impedindo assim qualquer aprimoramento desse assunto.

Tabela 4.4 — Ponderacgdes acerca do livro Matematica: Ideias e Relacdes.

TITULO MATEMATICA 52 SERIE - IDEIAS E RELACOES

CLAUDIO MIRIAM TOSATO
AUTORES EDILAINE DO PILAR F. PERACCHI
VIOLETA M. STEPHAN

ANO/EDITORA | 2005, Editora Positivo

Multiplos e divisores de um numero

TOPICOS Multiplos comuns e o Minimo Mdltiplo Comum
Numeros Primos

N&o trabalha com o MDC

OBSERVACOES | Trata exemplos de MMC sem usar a definicao.
Poucos exercicios sobre o assunto (5 Questdes)

Tabela 4.5 — PonderacgBes acerca do livro Para Saber Matematica.

TITULO PARA SABER MATEMATICA - 52 SERIE - 6° ANO
LUIZ G. CAVALCANTE
JULIANA SOSSO
AUTORES | F4B10 VIEIRA
EDNEIA POLI

ANO/EDITORA |2006, Editora Saraiva

Numeros Primos

TOPICOS Decomposicdo de um nimero em fatores primos
Multiplos, divisores e o Minimo Multiplo Comum

N&o trata sobre MDC

OBSERVACOES | Trata apenas uma nocao intuitiva sobre MMC

Trabalha um numero razoavel de exercicios (16 Questdes)
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E facil perceber que se um assunto ndo é tratado nem estrutural nem
operacionalmente com o aluno, a ndo ser que o professor utilize outros meios, 0
estudante ndo sera capaz de formar certos conceitos matematicos. Por outro lado,
alguns livros, mesmo que tratem noc¢des intuitivas e optem por ndo se aprofundar
muito 0 assunto, tratam varias questdes sobre o tema, permitindo que o professor

escolha quais exercicios abordar sem necessitar da utilizacdo de outros materiais.

Como exemplo, temos o livro de Giovanni, Castrucci e Giovanni Junior (2002) e o de
lezzi, Dolce e Machado (2009), listados respectivamente nas Tabelas 4.6 e 4.7.
Esses livros facilitam a abordagem operacional do MMC e MDC e, caso o professor
busque recursos que complementem 0s aspectos estruturais, permitira que o0s

alunos construam significativamente novos objetos matematicos.

Tabela 4.6 — Ponderac¢bes acerca do livro A conquista da Matematica.

TITULO A CONQUISTA DA MATEMATICA 5

JOSE RUY GIOVANNI
AUTORES BENEDITO CASTRUCCI
JOSE RUY GIOVANNI JUNIOR

ANO/EDITORA 2002, FTD

Nocdes sobre divisibilidade

TOPICOS Divisores, fatores e multiplos de um nimero
Decomposi¢do de um nimero em fatores primos
Trabalha com a definicdo de MMC e MDC

Trabalha varios exercicios sobre o assunto (32 Questdes)

OBSERVACOES

Tabela 4.7 — Ponderagfes acerca do livro Matemética e Realidade.

TITULO MATEMATICA E REALIDADE 6° ANO

GELSON IEZZI
AUTORES OSVALDO DOLCE
ANTONIO MACHADO

ANO/EDITORA 2009, Atual Editora

Divisibilidade e NUmeros primos

TOPICOS Decomposicao em fatores primos

Divisores de um numero e Maximo Divisor Comum
Aborda diversos exercicios sobre o assunto (33 Questdes)
Trata pouco sobre as definicdes

OBSERVACOES
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Naturalmente, € de se esperar que ao analisar varios livros, acabe encontrando
algum que va além da abordagem casual e aborde mais do que simplesmente
nocdes e conceitos. Como vemos na tabela 4.8, a edicdo do IBEP (Instituto
Brasileiro de Edicbes Pedagodgicas) de Matsubara e Zaniratto (2005) resolve avancar
no tema e aborda a obtencdo do MDC de dois numeros através do algoritmo de
Euclides, mecanismo que utiliza divisdes para calcular o MDC. Além disso, trata
varios exercicios sobre esses conteudos, abordando algumas aplicacbes, como na
utiizacdo do MMC em fracdes. Ao utilizar recursos que tratam concepcoes
estruturais e operacionais do mesmo assunto, possibilita ao aluno alcancar os trés
estagios de formacao de conceitos, definidos por Sfard (1991) como essenciais para

a aprendizagem e formacéao do aluno.

Tabela 4.8 — Ponderacgbes acerca do livro Matematica — Escola e Realidade.

TITULO MATEMATICA - ESCOLA E REALIDADE 52 SERIE

ROBERTO MATSUBARA
ARIOVALDO ANTONIO ZANIRATTO

ANO/EDITORA | 2005, IBEP

FracOes

Multiplos e divisores

Minimo Multiplo Comum - conjuntos e fracées

Maximo Divisor Comum - conjunto e fracdes

N&o trata de definicbes, mas utiliza conjuntos e fracbes
OBSERVACOES | Calcula MMC por fatoracéo e MDC pelo algoritmo de Euclides
Trabalha varios exercicios sobre o assunto (30 Questdes)

AUTORES

TOPICOS

Nesse ponto, sdo necessarias algumas ressalvas. No Estado de Sao Paulo, o
governo adotou desde 2009 uma apostila, denominada Caderno do Aluno, que é
distribuida para os estudantes das escolas publicas estaduais. Esse caderno
consiste em exercicios sobre os tdpicos previstos no Ensino Fundamental Il e
Ensino Médio, e além dos que sao distribuidos aos alunos, existe também o

Caderno do Professor, com orientacdes e resolucdes para 0s exercicios propostos.

Os tépicos do MMC e MDC séo abordados, nesse contexto, no volume 1 do 6° ano

do Ensino Fundamental. Além desses tOpicos, esse volume também aborda
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divisores e multiplos de um namero e sobre 0s numeros primos. Porém, o tratamento
dado a esses assuntos é muito superficial, e salvo o MMC, sobre o qual a apostila
oferece trés exercicios contextualizados, a abordagem ao MMC e MDC é feita
exclusivamente considerando os divisores de varios numeros. Outras formas de
abordagem nao sao exploradas, deixando ao professor a funcédo de buscar outros
materiais de apoio para o caderno (que, paradoxalmente, serviria como apoio ao

professor).

Uma segunda ressalva é sobre as recomendaces do PNLD 2011 (2010), dedicado
a analise dos livros didaticos do Ensino Fundamental. Em linhas gerais, o PNLD
2011 (2010) reflete sobre o papel da Matematica e da Educacdo Matemética na
sociedade, revé competéncias necessarias para os alunos e avalia os livros
didaticos desse periodo da Educacéo Basica. Para essa andlise, conta com diversos
critérios e parametros’ com os quais avalia os livros e, para os aprovados,

disponibiliza resenhas informativas as escolas que participam desse programa.

Desses livros sugeridos pelo PNLD 2011 (2010), alguns ja foram analisados aqui,
sendo eles: A conquista da Matemética, Matematica e Realidade, Matemética: Ideias
e Relacbes e Tudo é Matematica. Pelo levantamento dos dados, percebeu-se que a
abordagem desses livros ao assunto € defasada em alguns pontos, j& mencionados

anteriormente.
4.2. Conteudos vistos no Ensino Médio

Embora o assunto aqui analisado néo seja participante do curriculo planejado para o
Ensino Médio, resolvemos também verificar, caso exista, a abordagem do MMC e
MDC nesses anos finais da Educacdo Basica. Realmente, na maioria dos livros
didaticos, assim como nas obras recomendadas pelo PNLD 2012 (2011), dedicado
exclusivamente para a analise de livros desses anos citados, o assunto ndo é
abordado. Conexdes com a Matematica, de J. M. Barroso, Matematica — Contexto e
Aplicacdes, de L. R. Dante, Matematica - Paiva, de M. Paiva e Matematica Ensino

Médio de M. I. Diniz e K. S. Smole séo alguns desses livros.

! Ver Apéndice A.
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O mesmo fato ndo acontece em algumas apostilas, utilizadas principalmente por
escolas da rede privada. Nesse campo, mencionamos a apostila Anglo, e mais
especificamente, o material didatico dedicado ao 2° ano do Ensino Médio, na qual
em um dos capitulos, sdo abordados alguns conceitos envolvendo a aritmética dos
nameros inteiros. Como nesses anos 0 aluno j4 esta mais preparado para se
aprofundar em novos conceitos e abordagens, a apostila aborda alguns topicos

envolvendo MMC e MDC relacionados a Teoria dos Nimeros.

Dessa forma, além de rever alguns conceitos, como multiplos, fatores e divisores,
MMC e MDC, enunciam alguns teoremas e aplicam os conceitos de MDC para
resolucdo de exercicios sobre outros campos da Matematica, como no célculo de
areas e comprimentos, introduzindo Geometria ao assunto. Outro ponto
interessante é a complementacdo do assunto com exercicios, alguns extraidos de
vestibulares famosos, como o da USP (Universidade de Sao Paulo) e da UNICAMP
(Universidade de Campinas), ja que o assunto acaba sendo exigido pelos mesmos.

Tal fato reforca a importancia desse assunto na formacdo basica do aluno,
justificando sua complementacdo nos topicos estudados no Ensino Médio. Ao aplicar
exercicios, definicdes e propriedades, consegue desenvolver tanto conceitos
estruturais quanto operacionais, permitindo o alcance dos trés estagios necessarios

para a aquisicao do conhecimento.
4.3. Conteudos vistos no Ensino Superior

N&o ha dadvidas que o MMC e MDC tém grande importancia na Matematica do
ensino Superior. Isso porque 0 assunto é muito visto na Teoria dos NUmeros, com
especial énfase ao teorema de Bezout e, por consequéncia, as Equacdes
Diofantinas. Vale ressaltar que, normalmente, por se tratar do Ensino Superior, 0s
livros dedicam um grande enfoque aos aspectos operacionais e estruturais,
permitindo a todo 0 momento criar novos objetos e assim atingir repetitivamente e de
forma ciclica os estagios da interiorizacdo, da condensacdo e da reificacéo.
Realmente, percebemos esse fato nos livros de Fonseca (2011) e Milies e Coelho

(2001). Entretanto, Landau (2002) resolve tratar, quase que exclusivamente,
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conceitos e teoremas, podendo ocasionar ao estudante, mesmo de nivel superior,

dificil compreenséo sobre os tdpicos vistos.

Veremos a seguir as abordagens usuais vistas nesse ramo, extraidas aqui da
analise das obras de Fonseca (2011), Milies e Coelho (2001) e Landau (2002).
Inicialmente, o Maximo Divisor Comum é definido junto com as no¢fes de multiplos
e divisores de um numero. Pode parecer bem semelhante ao que acontece no
Ensino Fundamental, mas além das definicdes séo introduzidos também teoremas e
propriedades, de forma a ampliar os conhecimentos adquiridos pelo estudante.
Como define Fonseca (2011), considerando a e b dois inteiros diferentes de zero,
chama-se divisor comum de a e b todo inteiro x tal que x divide a e também x divide
b. O conjunto de todos os divisores comuns de a e b indica-se por D(a,b) € 0 maior
elemento positivo desse conjunto (denominado de Maximo Divisor Comum de a € b)

sera denominado por d = mdc(a, b).

Da definicdo de divisores de um numero, temos como principal consequéncia 0s
nameros primos, definidos como sendo aqueles niameros que tém como divisores
comuns apenas o numero 1 e o proprio numero. Dessa definicdo, temos também a

de nameros primos entre si, que é quando o MDC de dois numeros € igual a 1.

Logo em seguida, temos o teorema de Bezout. Essa propriedade do MDC,
exatamente por ser uma das propriedades mais importantes na Teoria dos Numeros,

alguns autores a denominam de Teorema Fundamental da Teoria dos NUmeros.

Teorema 03 (de Bezout): Sejam a e b inteiros (ndo conjuntamente nulos). Entédo
existe e é Unico d = mdc(a,b). Além disso, existem inteiros x e y, tal que € possivel

escrever:
d = ax + by

Note ainda que d € combinacéo linear de a e b. Além disso, tal representacdo néo é

Unica, ja que podemos ter, para qualquer inteiro t:

d =a(x + bt) + b(y — at)
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Por exemplo, considere os inteiros a = 6 e b = 27. Temos para qualquer t inteiro,
d =mdc(a,b) =3 =6(—4+27t) + 27(1 — 61)

Para que seja possivel achar o MDC de dois niumeros e até mesmo auxiliar no
calculo do teorema de Bezout, podemos utilizar um dos métodos mais antigos ainda
em uso na aritmética, que é o Algoritmo de Euclides. Ele é de grande importancia na
Teoria dos Numeros, e poderia ser implantado no Ensino Fundamental, podendo
também fazer referéncia a histéria do algoritmo ou mencionando sua utilizacéo
matematica. A justificativa da eficiéncia desse método baseia-se no seguinte lema,
extraido de Milies e Coelho (2001):

Lema (Algoritmo de Euclides): Sejam a e b inteiros, com b # 0, e sejam q e r
respectivamente o quociente e o resto da divisdo de a por b. Entdo D(a,b) = D(b, 7).

Além disso, temos também que mdc(a, b) = mdc (b,7).

O Algoritmo de Euclides resume-se em fazer sucessivas divisbes. Devido a isso,
existe um mecanismo pratico para a obtencdo do MDC. Inicialmente, pegamos 0s
valores absolutos dos dois nimeros para 0s quais pretendemos encontrar o MDC e
dividimos o maior deles pelo menor. Com o resto encontrado, dividimos o divisor
utilizado na primeira divisdo e iremos encontrar um segundo resto. Repetindo esse
processo até encontrar um resto igual a zero, teremos que o ultimo divisor utilizado
sera o MDC dos numeros utilizados. De forma pratica podemos utilizar o0 mecanismo

apresentado na Figura 4.1, onde se obtém o MDC entre 18 e 273:

15 1 5
273 18 15
3 3 0

Figura 4.1 — Algoritmo de Euclides para a obtencdo do MDC.

Note que na primeira linha colocamos sempre o quociente e na ultima, os restos
obtidos. Logo o mdc(18,273) = 3. Observe também que o algoritmo de Euclides é
atil para aplicarmos o teorema de Bezout. Para tanto, utilizamos a ideia do algoritmo

das divisdes sucessivas e também a nocdo da divisdo euclidiana, que em poucas
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palavras, consiste em reescrever a divisdo de a porb comoa = b-q+r, sendo g e

r 0 quociente e o resto da divisdo de a por b, respectivamente.

A partir dessas nocoes, escrevemos explicitamente as divisées dos numeros dados.
Como exemplo, Milies e Coelho aplicam o teorema de Bezout ao MDC de 1128 e
336, ou seja, pretendem encontrar inteiros x e y tais que satisfacam a expresséo

d = ax + by. Escrevendo as divisdes sucessivas, temos:

1128 = 3-336 + 120
336 =2-120+ 96
120 =1-96 + 24

96 = 4-24

As contas acima resultam num sistema de equacbfes, em que a intencdo é
encontrarmos, a partir de substituicdes, uma expressdo que contenha o niamero 24,

que é 0 mdc(336,1128), e os numeros 336 e 1128. Tal problema resulta em:
24 =3-1128-10-336

Em seguida a explicacdo desse algoritmo e de suas aplicacdes, usualmente é
introduzida a definicdo do MMC. Como define Fonseca (2011), considere a e b dois
inteiros diferentes de zero. Chama-se multiplo comum de a e b todo inteiro x tal que
a divide x e também b divide x. O conjunto de todos os multiplos comuns de a e b
indica-se por M(a,b) e 0 menor elemento positivo desse conjunto (denominado de

Minimo Multiplo Comum de a e b) serd denominado por m = mmc(a, b).

Um dos métodos mais praticos para a obtencdo do MMC entre dois nimeros é
através da fatoracdo mutua desses numeros. Para melhor esclarecimento, temos
como exemplo a Figura 4.2, representando a obtencdo do MMC entre 0s numeros

12 e 75, no caso igual a 300.
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12. 72 | 2
G, TS 2
3, TH 3
1. 25 o
1. 5 ]
1.1 2r2XIRDRD=300

Figura 4.2 — Fatoracao mutua para obtencao do MMC.

Da fatoracdo de um numero, que consiste em pegar um numero e transforma-lo em
uma multiplicacdo de outros dois numeros (exemplo: 6 = 3 x 2), temos o Teorema
Fundamental da Aritmética. O Teorema afirma que todos 0s numeros inteiros
positivos maiores que 1 podem ser decompostos hum produto de nameros primos,
sendo essa decomposicdo Unica. Como exemplo, o numero 60 pode ser

decomposto em 60 = 22-3 - 5.

Depois de feito um bom desenvolvimento sobre esses assuntos e abordado outros
tdpicos, como congruéncia e ideais, sdo ensinadas as equacdes diofantinas. Este é
o ramo da Teoria dos Numeros que analisa as solucbes inteiras de equacdes
polinomiais, e que apresenta diversas aplicacdes no cotidiano. Considere, por
exemplo, que certo comerciante dispondo de determinada quantia de dinheiro,
deseja verificar quantos pacotes da mercadoria A ou B pode comprar com o
dinheiro. Perceba que temos aqui um problema com as bases das equacdes
diofantinas, ja que buscamos apenas solucdes inteiras e mais especificamente,

positivas. Alguns outros exemplos desse tipo de equacdes séo:

1. x* +y* = z%, chamados ternos pitagéricos. Tem referéncia com o teorema de

Pitagoras e possui infinitas solucdes;

2. x"+y™=2z" paran > 2. Generalizacdo do caso anterior e apresenta como
solugcdo Unica a terna ordenada (0,0,0). Teve grande repercussdo com

Fermat e foi intitulado de o “Ultimo Teorema de Fermat”.
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Entretanto, as equacdes mais simples desse tipo sdo as equacodes diofantinas
lineares com duas incognitas da forma: ax + by = ¢, em que a, b e ¢ sS40 numeros
inteiros dados. Note que nesse ramo nem todas as equacdes tem solucéo inteira.
Por exemplo, no caso 2x + 4y =7 = 2-(x + 2y) = 7 néo tera solugao inteira como
é facil de se verificar. Para garantir a existéncia de solucdo, temos o0 seguinte

teorema:

Teorema 04: A equacao diofantina linear ax + by = ¢ tem solugao se, e somente se,
d = mdc(a, b) divide c.

De onde resulta o préximo teorema:

Teorema 05: Sejam a, b e c inteiros tais que d = mdc(a, b) divide c. Escrevendo d
na forma d = ua + vb, com u e v também inteiros, temos que uma das solucdes da

equacdo diofantina ax + by = ¢ é dada por:
Cc Cc
xo:u'a, YO:U'E

E qualquer outra solucéo, para um t inteiro, seré da forma:

Q| o
QU Q

Para vermos a aplicacéo desse teorema, Milies e Coelho (2001) resolvem a equagéao
diofantina 56X + 72Y = 40. Para verificarmos se tal equacdo possui solucao,
calculamos o mdc(56,72) =8, no qual percebemos que 8 divide 40, de onde
concluimos que a equacdo possui solucbes inteiras. Em seguida, aplicando o
algoritmo de Euclides para encontrar nUmeros inteiros u e v tais que 56u + 72v = 8,
obtém-se u = 4 e v = —3, de onde multiplicando os valores obtidos por 5, quociente
da divisdo de c por d, obtemos X, =20 e Y, =—15, solugBes particulares da
equacdo em questdo. Com isso, aplicando as férmulas acima para encontrar

qgualquer outra solucao dessa equacgao, obtemos, para um t inteiro,

X =20+ 09¢, Y=-15-7t
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As nocodes, as definicbes e os algoritmos vistos nessa secado Sd0 apenas uma
abordagem superficial quanto a disciplina de Teoria dos NUmeros ministrada em
cursos de graduacdo, a exemplo do curso de Licenciatura em Matematica do

Instituto Federal de Educacéo, Ciéncia e Tecnologia de Sao Paulo (IFSP).

Muitos outros teoremas e conceitos sdo vistos e demonstrados. Sendo assim, 0s
topicos vistos aqui tem a intengcdo de comprovar que essa abordagem pode ser
aplicada ao Ensino Fundamental e ao Ensino Médio, de acordo com o grau de
maturidade dos alunos. Devido a isso, temos a seguir algumas aplicacdes que

poderiam ser estendidas a Educacéo Bésica.
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5 APLICACOES E POSSIBILIDADES

Pretendemos neste capitulo responder as questfes levantadas no capitulo anterior.
Obviamente, o professor pode buscar, tanto a partir dos livros didaticos, mas
também por meio de jogos, materiais extras e programas, recursos que aperfeicoem
0 ensino desses assuntos. Os temas do MMC e MDC tém a intengcéo de ajudar e
preparar o aluno ndo s6 nesse ramo, mas também em outros, como multiplos,

divisores, numeros primos e, mais para frente, em fracdes e até mesmo equacdes.

Claro que em nenhum momento queremos afirmar que 0S mesmos assuntos
tratados no Ensino Superior também devam ser aplicados, de forma integral, aos
alunos do 6° ano devido principalmente a maturidade dos mesmos. Contudo,
reafirmamos que certos recursos podem ser incorporados e, nos anos seguintes do
Ensino Fundamental, abordagens complementares podem ser incluidas, para que se

adquiram novos conhecimentos e retomem conceitos e definigdes ja vistos.

Mais que isso, assuntos ligados ao Ensino Superior podem até mesmo ser
incorporados, de forma simples, aos anos do Ensino Médio. Como exemplo, na
OBM (Olimpiada Brasileira de Matematica), existem questdes que exploram a Teoria
dos Numeros. Por isso, temas como equacdes diofantinas, e, mais especificamente,
as lineares, acabam sendo uma Otima possibilidade para a articulacdo com as

equacdes lineares do primeiro grau, ja que partem do mesmo tipo de equacoes.

Para reforcar tais reflexdes, discutiremos a seguir algumas ideias propostas por
outros pesquisadores que poderiam ser aplicadas no Ensino Fundamental ou no
Ensino Médio, de acordo com a complexidade dos assuntos abordados. Além disso,
como defendido neste trabalho, buscamos meios com os quais o professor consiga
desenvolver com o aluno tanto as nocfes estruturais quanto as operacionais sobre o

MMC e o MDC, complementando a compreensao desses temas.
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5.1. Resolucao de problemas por MMC e MDC

No relato de Ryndack, Lacerda e Valverde (2011), alunos integrantes de um grupo
do PIBID*Matematica da Universidade Federal do Parana (UFPR) discutem o
projeto de rever os conceitos do MMC e MDC por meio da resolucdo de problemas.
Em seu artigo, os estudantes debatem a elaboracdo e aplicacdo de atividades
relacionadas aos dois assuntos abordados. A preparacao da atividade foi elaborada
a partir da resolucéo de problemas visando a ligacéo entre o cotidiano e o contetudo
a ser ensinado. Embora tenham sido aplicadas em turmas do 8° ano (buscando a
compreensao de relagfes ja estudadas nos anos anteriores), tais atividades também
poderiam ser abordadas no 6° ano, no qual os alunos veem esses conhecimentos

pela primeira vez, servindo para uma melhor compreenséo sobre os temas.

Foi entdo elaborada uma apostila abordando os conceitos sobre divisibilidade e
multiplicidade, numeros primos, fatoracdo, MMC e MDC. Com o0s exercicios
aplicados, os estudantes do PIBID perceberam o crescente interesse dos alunos na
resolucdo das questdes. Em um dos enunciados®, aparecia “Sempre que uma
pessoa anda 650cm, 800cm e 1000cm, ela d4 um nimero exato de passos. Qual é o
maior comprimento possivel de cada passo dado por uma pessoa?” (RYNDACK;
LACERDA; VALVERDE, 2011, p.6).

Os alunos perceberam que para a resolugcdo dos problemas, nocgles intuitivas
poderiam ser tomadas, mas que algumas dessas poderiam levar um tempo muito
grande para a obtencao das respostas dos exercicios. Os alunos notaram também
gue existiam propriedades por tras dos problemas e das soluc¢des. Dessa forma, foi
possivel construir os conceitos de MMC e MDC, relembrando os métodos para sua

obtencéo.

Os autores perceberam que, embora os alunos apresentassem certo dominio na
aritmética quanto a realizar operagfes e conceitos, tinham grande dificuldade em

aplicar tais conhecimentos em problemas que exigiam interpretacdo. Também

% Programa Institucional de Bolsa de Iniciagcdo & Docéncia

® Para ver outros enunciados presentes no texto de Ryndack, Lacerda e Valverde (2011), consulte o
apéndice B.
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notaram que escrever os conteudos de forma clara permitiu o aprofundamento nas
ideias envolvidas nos conceitos e na percepcao das dificuldades na aprendizagem
da Matematica. Isso reforca a necessidade da complementacdo de aspectos

estruturais para a compreensao dos temas trabalhados.
5.2. O tratamento geométrico ao MDC e MMC

Uma das primeiras aplicagbes, embora ndo muito vista, mas que remete
imediatamente aos conceitos de MMC e MDC é a abordagem geométrica que pode
ser feita ao assunto. Para tanto, utilizaremos os artigos escritos por Oliveira (1995),
Cardoso e Goncalves (2004), e Polezzi (2004) em que abordam e discutem

atividades que podem ser adaptadas para alunos do 6° ano.

No primeiro deles, escrito por Oliveira (1995), o autor nota em um simples problema
sobre MDC, que poderia aplica-lo geometricamente. O problema em questao é: “Um
terreno retangular de 221m por 117m sera cercado. Em toda a volta desse cercado,
serdo plantadas arvores igualmente espacadas. Qual o maior espago possivel?”
(OLIVEIRA, 1995, p. 24). Para tanto, resolveu o problema através de um retangulo,

dividindo-o em quadrados, como mostra a Figura 5.1:

&*
113

F

117
104

L 3

ry

221

Figura 5.1 — Representacéo geométrica para o mdc(117,221).
Fonte: Adaptado de Oliveira (1995).

Com isso feito, o autor buscou enunciar o método que tinha deduzido. Notou que

tinha acabado de encontrar uma forma de ilustrar um procedimento aritmético
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usando areas. Mais especificamente, o que o autor fez foi encontrar uma
representacdo geomeétrica para o algoritmo de Euclides. Isso refor¢a a importancia
de diversos assuntos da Matematica relacionando-os a um mesmo contetdo. No
caso, a visualizagdo matematica € um meétodo simples para que os alunos das
séries iniciais do Ensino Fundamental Il possam compreender melhor as situacdes

gue lhe sé&o apresentadas.

Esse artigo escrito por Oliveira despertou o interesse de outros autores, e no texto
de Cardoso e Gongalves (2004), estes tentam aproveitar as ideias propostas por
Oliveira e aplica-las para a obtencdo do MMC. No método criado por eles,
considera-se um retangulo com dimensées m e n, e divididos em m X n quadrados

unitarios.

Escolhendo um dos vértices do retangulo ao acaso, sao tracadas as diagonais do
guadrado, sempre seguindo em linha reta até encontrar um dos lados do retangulo.
Quando isso acontece, a linha é rebatida, sempre cortando as diagonais dos
quadrados até chegar a outro dos vértices do retangulo. Como ilustracdo, temos o
seguinte retangulo de dimensfes 3 x 6 (veja Figura 5.2). Note que as diagonais

cortaram 6 quadrados, sendo exatamente o mmc(3,6).

Figura 5.2 — Representacao geométrica para o mmc(3,6).
Fonte: Adaptado de Cardoso e Gongalves (2004).

Segundo os autores, a explicacdo € bem simples: ao partir de um dos vértices e
chegarmos a outro veértice, é tracado um numero de quadrados multiplo de m e n, e,

parando no primeiro vértice que se depare, encontramos 0 minimo desses multiplos.
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Na mesma obra em que publicaram Cardoso e Gongalves, ha também o artigo de
Polezzi (2004). Nesse texto, o autor aproveita a abordagem geométrica e apresenta

um novo método, que serve para calcular tanto o MMC quanto o MDC.

Esse método novamente consiste em construir um retangulo de dimensdes m e n,
divididos em m x n quadrados unitarios. A partir de um dos vértices do retangulo, é
tracada uma diagonal, cruzando o vértice oposto desse retangulo. Sdo marcados
entdo todos os vértices dos quadrados no qual a diagonal cruze, e a partir desses
pontos, sdo tracadas retas que subdividem o retadngulo inicial. O numero dos
retdngulos formados ser4d o MDC dos numeros dados e, num dos novos retangulos
formados, o nimero de quadrados contidos sera 0 MMC desses. Como exemplo,

temos (Figura 5.3):

21

Figura 5.3 — Representacao geométrica do mmc(12,21) e do mdc(12,21).
Fonte: Polezzi (2004, p. 88).

Notamos facilmente que o mmc(12,21) = 84 e que 0 mdc(12,21) = 3. A justificativa
é simples e se baseia no teorema que afirma que mmc(a, b) - mdc(a,b) = |ab|, onde

uma das condicdes é de que o lado de cada um dos retangulos tenha coordenadas
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cartesianas inteiras. Vale ressaltar que esse método, por ser mais detalhista que os
anteriores, necessita de um trabalho mais minucioso em sala de aula. Modelos
prontos, nos quais os alunos percebem e calculam o MMC e MDC de dois nimeros
através de retangulos ja construidos, evitam possiveis erros que as construcdes

geométricas podem causar.

Em todos os artigos debatidos nesta se¢do, nota-se a utilizacdo de representacdes

dos objetos matematicos para facilitar a compreensédo dos temas pelos alunos.
5.3. Equacdes diofantinas no Ensino Médio

Uma das questdes levantadas no inicio deste capitulo foi se os assuntos de MMC e
MDC nédo poderiam também ser utilizados no Ensino Médio e, ao longo das
pesquisas sobre esses assuntos, encontramos a dissertacdo de mestrado de
Guilnerme F. Monteiro, na qual defende a aplicacdo das equacfes diofantinas
lineares no Ensino Médio. Como o tema recorre muitas vezes ao conceito do MDC, o

autor defende também a revisdo e ampliacdo desse ramo da Teoria dos NUmeros.

Com o objetivo de abordar as equac¢des diofantinas lineares, o autor realizou uma
oficina com cinco encontros reunindo alunos advindos dos trés anos do Ensino
Médio. Segundo Monteiro (2010), um dos motivos de estudar esse conceito em
particular € que a sua resolucéo envolve conteudos vistos no 6° ano, e sendo assim,
essa € uma oportunidade de resgatar o que foi estudado, além de possibilitar aos

alunos a percepcao das relacdes existentes na Matematica.

Nos encontros realizados, o autor teve o cuidado de abordar o conceito e as
propriedades referentes ao MDC, além de tratd-lo com maior precisdo matematica.
Para suprir certas necessidades, novos procedimentos foram ensinados como o

Algoritmo de Euclides.

Ao concluir o seu trabalho, o autor discute sobre a abordagem da aritmética escolar,
e afirma que essa abordagem prioriza as técnicas de calculo, deixando de fora uma
reflexdo sobre a légica das operacdes dependentes do uso do calculo. Afirma

também que tanto a educacao aritmética tem sido ineficiente em relacdo ao alcance,
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quanto a educacdo algébrica em relagdo aos objetivos e afirma que é necessario
repensarmos os significados que uma abordagem pode trazer ao aluno, e nao

apenas a transmissao de técnicas e conteudos.

Sobre o préprio trabalho, o autor conclui que um dos pontos mais importantes foi a
retomada dos conceitos aprendidos anteriormente pelos alunos, com destaque ao
MDC, ja que esse tema € fundamental para se encontrar as solugdes inteiras de
uma equacao diofantina linear. O autor nota também que o método de fatoracéo
para a obtencdo do MDC, embora prético, pode se tornar dificil quando tratamos de

nameros muito altos. Nesse sentido, o Algoritmo de Euclides seria mais eficaz.

Por fim, o autor reflete também sobre as equacdes diofantinas lineares. O trabalho
realizado mostrou que a maioria dos alunos compreendeu o método utilizado para a
obtencdo das solucfes inteiras desse tipo de equacdes, percebendo assim que o
assunto é totalmente viavel para alunos do Ensino Médio, sendo até mesmo um
gancho para outros assuntos, como as fun¢gbes de primeiro grau. Tal trabalho
também mostrou a capacidade dos alunos em refletirem sobre a generalizacdo de
guestdes matematicas que surgem cotidianamente, além de expandir o poder

argumentativo deles.
5.4. 0Ojogo do NIM

Mesmo que o jogo do NIM néo tenha, em sua aplicacao, relacdo direta com o ensino
do MMC e MDC, é possivel analisar matematicamente o que acontece “por detras
do jogo”. Esse jogo, embora utilizado desde a antiguidade, teve uma andlise mais
detalhada apenas em 1901 por Charles L. Bouton em seu artigo “NIM, A game with

a complete mathematical theory”.

O jogo NIM é considerado como um jogo imparcial de estratégia, sem interferéncia
do acaso e com numero finito de movimentos. Tais caracteristicas garantem que um
dos participantes possa elaborar uma estratégia de vitoria. A partir do jogo, que
consiste em jogadas seguindo determinadas regras, existem também adaptacbes

para o jogo, como em uma versao semelhante ao jogo de xadrez.
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Para estudar a aplicacdo dos conceitos de MMC e MDC, Rodrigues e Silva (2004)
debatem algumas variacbes do jogo, fazendo posteriormente um mapeamento da
estratégia de vitoria. A andlise é realizada em cima do jogo das torres, uma das
versodes classicas do jogo do NIM. Nesse estilo do jogo, dois participantes jogam
com varias pecas distribuidas em torres. Cada jogador pode retirar no minimo uma
peca e no maximo toda a torre, ndo sendo permitido retirar pegas de torres distintas
em uma mesma jogada. A derrota € dada aquele participante que nao puder retirar

mais pecas. A Figura 5.4 mostra uma das distribuicdes possiveis para o jogo.

]

HEEEE

Figura 5.4 — Exemplo do jogo das torres.
Fonte: Adaptado de Rodrigues e Silva (2004).

Especificamente, os autores determinam o uso de 13 pecas, distribuidas em 4
torres. Lembrando-se das regras do jogo, é facil notar que ele tem um nuamero
minimo de jogadas igual a 4 e maxima de 13. Para ganhar o jogo, um dos
participantes tera feito n jogadas, enquanto que seu adversario tera feito (n—1)
jogadas, ou seja, sempre tera um numero par e impar de jogadas. Utilizando a
técnica de decomposicdo em fatores primos, processo utilizado para a obtencéo do

MMC de dois numeros, obtém o seguinte (Figura 5.5):

nn—1 n
1.n—1 n—1

1, 1] n(n—1)

Figura 5.5 — Obtencdo do MMC aplicado ao jogo do NIM.
Fonte: Rodrigues e Silva (2004, p. 11).

Percebemos que o MMC entre n e n — 1 € dado por n(n — 1). Isso mostra que num

jogo onde o participante vitorioso realiza seis jogadas, o perdedor tera realizado
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cinco jogadas e o0 mmc(6,5) = 30. Interpretando esse resultado ao jogo, nota-se que
seriam necessarias 30 jogadas distintas para se repetirem as mesmas jogadas
feitas. Como os autores concluem, tais no¢des também estariam ligadas ao calculo
de possibilidades (andlise combinatoria). Aléem do MMC, podemos utilizar o algoritmo

de Euclides para calcular o MDC aplicado ao jogo, de onde obtemos (Figura 5.6):

1 n—1
n n—1 1
1 0

Figura 5.6 — Algoritmo de Euclides aplicado ao jogo do NIM.
Fonte: Rodrigues e Silva (2004, p. 11).

E vemos que o mdc(n,n— 1) = 1. Aplicando o resultado ao jogo, existira apenas
uma jogada (em comum) utilizada para se ganhar o jogo. Por fim, os autores
comentam sobre a utilizacdo do jogo para um melhor rendimento nos topicos vistos
na Matemética escolar e afirmam que, embora as andlises do MMC e MDC foram

feitas ao jogo das torres, a abordagem € andloga as outras varia¢cdes do jogo NIM.

Os exemplos vistos acima servem para responder a algumas das questdes
levantadas no quarto capitulo. Ao longo dos ultimos dois capitulos, foram discutidos
diversos pontos referentes a abordagem usual dos assuntos nas diferentes etapas
da Educacdo Béasica e no Ensino Superior. Além disso, vimos abordagens que
poderiam facilmente ser trabalhadas ao longo dos anos tanto no Ensino

Fundamental quanto no Ensino Médio.

Tais aplicacdes fazem referéncias a diversos assuntos, como area de figura, no¢des
de geometria plana e equacfes. Esse fato responde as questdes sobre a
possibilidade de abordar os assuntos do MMC e MDC para complementar outros
assuntos, tanto para compreender melhor os temas em questdo, quanto para ajudar
no aprofundamento de outros temas da Matematica. Por fim, vemos também que
aplicacbes sobre esses topicos podem ser implantadas no Ensino Médio, para
complementar os proprios conteudos estudados nesse periodo, e também servindo

para contextualizar problemas e situacfes encontradas no cotidiano.
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6 CONCLUSOES

.Percebemos que o MMC e o MDC podem ser facilmente incorporados em varias
aplicacoes, por exemplo, na geometria. Notamos também que os temas ajudam na
compreensdao de outros assuntos, como 0 de equagbes ou de célculo de
possibilidades. Resta somente fazermos algumas conclusbes, decorrentes da
elaboracdo deste trabalho. Além disso, propositalmente, uma das questfes
levantadas no quarto capitulo ndo foi respondida, referente a se a utilizacédo de jogos

e atividades néo atrapalharia o curriculo previsto para os anos letivos em questao.

Mesmo que para a aplicagcdo desses recursos necessite-se de um tempo maior
dedicado ao assunto de divisores e multiplos, os beneficios dessa complementacdo
sao evidentes. Como afirma o PCN (1998), a utilizacado de conceitos e noc¢des que
liguem os assuntos de MMC e MDC a situacfes cotidianas ajudam na compreensao
das relagcbes existentes na Mateméatica e, mais especificamente, no conjunto dos

ndmeros naturais.

Como defendido por Sfard (1991), todo conteudo deve ser visto seguindo um
caminho, formando novos conhecimentos concretos, e, para tanto, processos
estruturais e operacionais devem ser unidos para garantir tal agcdo. Por causa disso,
mesmo que alunos de 6° ano ainda n&o tenham conhecimentos suficientes para ver
demonstracdes ou resolver complexos problemas, ja € possivel nessa idade
contextualizar os assuntos, seja por meio de notas histéricas ou problemas textuais,

seja por jogos e atividades.

A autora defende ainda que, para formacdo de conceitos, 0os assuntos devem ser
tratados primeiro operacionalmente e em seguida, estruturalmente. Para que iSso
ocorra, 0S estagios para aquisicdo e formacdo de novos conceitos devem ser
alcancados, com especial destaque a reificacdo, pois é nesse estagio que, através
de aplicacbes e jogos, o aluno consegue criar ferramentas concretas para

desenvolver ndo somente esses topicos, mas também assuntos posteriores.

Como visto em nossa analise, geralmente a abordagem realizada ao MMC e MDC é

bastante superficial, tratando apenas de operacdes e célculos. Além disso, o
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assunto estd presente apenas no 6° ano do Ensino Fundamental Il, ndo sendo
novamente abordado nos anos seguintes e nem no Ensino Médio, salvo algumas
excecbes. Por causa disso, a escolha de recursos que complementem o
aprendizado do aluno nesses pontos deve ser orientada de forma a suprir essa

defasagem. Devido a isso, € importante questionar quais abordagens podem ser

realizadas.

Entretanto, € necessario possuir um bom planejamento quanto aos recursos que
podem ser trabalhados com os alunos. A utilizacdo de meios para se ensinar certo
topico, mas que escape totalmente da realidade do aluno, ao invés de ajuda-lo,
podera atrapalhar seu aprendizado, podendo até mesmo fazer com que o aluno
tenha receio da Matematica, considerando-a estranha e impossivel. Assim, no
préprio ano letivo onde sao vistos pela primeira vez esses topicos, 0s alunos ainda
ndo estdo familiarizados com a utilizagdo de incognitas nem de propriedades
generalizadas, por isso é importante que o0s recursos utilizados pelo professor

também nao saiam desse nivel.

A resolucdo de problemas, como elaborado pelo grupo de alunos do PIBID-UFPR
(RYNDACK; LACERDA; VALVERDE, 2011), permitem aos alunos estabelecer
relacdbes com outros assuntos, até mesmo ligados ao seu cotidiano, ajudando-os a
compreender melhor os tépicos vistos. Outro recurso € a utilizacéo de figuras, como
o tratamento geométrico dado ao MMC e ao MDC propostos por Oliveira (1995),
Cardoso e Goncalves (2004), e Polezzi (2004). A utilizacdo desse tipo de recursos,
em que os alunos possam ver e até mesmo tocar, é altamente eficiente ndo s6 para
o MMC e o MDC, mas também a Geometria, treinando os alunos para a

compreensao de contetdos através de figuras e representacdes graficas.

Vale ressaltar que a resolucao de problemas envolvendo MMC e MDC pode voltar a
ser trabalhada nos anos seguintes do Ensino Fundamental. Tratar problemas que se
relacionem ndo s6 com os temas previstos no curriculo escolar, mas que também
revejam topicos ja aprendidos anteriormente disponibiliza uma série de recursos,

possibilitando que um mesmo assunto seja abordado por diferentes aspectos.
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Chegando ao Ensino Médio, o aluno traz habilidades e competéncias adquiridas e
desenvolvidas no Ensino Fundamental. Devido a isso, ja € capaz de compreender
conceitos e definicbes através de generalizacbes. Ainda assim, sempre que
possivel, também é importante continuar a procurar relacbes com a éarea da
Matematica e com o cotidiano vivido pelo aluno. Um dos tépicos que consegue fazer
essa ligacdo € o das equacdes diofantinas, pois ao mesmo tempo em que
representa equacdes vistas pelo aluno no inicio do Ensino Médio, tém diversas
aplicacoes ligadas a problemas contidos na sociedade. Vale notar ainda que, devido
as equacdes diofantinas buscarem apenas solugdes inteiras, sdo aplicadas em
situacdes que busquem esse tipo de resposta e, mais especificamente, também séo
aplicadas em exercicios que busquem valores positivos. Além disso, ajuda aos
alunos construirem conceitos estruturais em relacdo ao assunto de equacbes

polinomiais do primeiro grau, tema presente no curriculo escolar do Ensino Médio.

Aprofundando ainda mais, o MMC e MDC sao usados também para justificar
algumas contas, como no calculo de possibilidades, ligado a Analise Combinatoria.
Como visto em Rodrigues e Silva (2004), a utilizacdo de jogos na Educacao Basica,
além de possibilitar aos alunos trabalhar sobre regras e convengdes, proporciona
aproximacdes com possiveis teorizacfes. No caso, sdo utilizados os algoritmos de
obtencdo do MMC e MDC para compreender, por meio da Matematica,

caracteristicas do jogo, e até estabelecer condi¢cbes para a vitdria neste jogo.

Por fim, atendendo aos objetivos deste trabalho, buscamos por meio da abordagem
e caracterizacao de temas realizada no Ensino Superior, aplicacdes e atividades que
poderiam ser trabalhadas na Educacdo Basica, fornecendo assim subsidios para a
pratica profissional do professor sobre os objetos em questdo. Nesse sentido, o
ensino da Matematica alcanca sua principal meta, a de contribuir para a formacao de
cidadaos responsaveis e criticos, reconhecendo e incentivando seus conhecimentos

e auxiliando na compreensao de questdes relacionadas a sociedade.
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APENDICE A - CRITERIOS UTILIZADOS PELO PNLD 2011 (2010)

Para a selecdo de livros recomendados pelo PNLD, sdo necessarios que os livros
atendam uma série de critérios. Mostraremos abaixo tais critérios, extraidos os
principais pontos do PNLD 2011 (2010):

Critérios eliminatérios comuns a todas as areas

Os critérios eliminatérios comuns a serem observados na apreciacdo de todas as

colecBes submetidas ao PNLD 2011 séo os seguintes:
e respeito a legislacao, as diretrizes e as normas oficiais relativas ao ensino;

e observancia de principios éticos necessarios a construcao da cidadania e ao

convivio social republicano;

e coeréncia e adequacdo da abordagem tedrico-metodoldgica assumida pela
colecdo, no que diz respeito a proposta didatico-pedagogica explicitada e aos

objetivos visados;
e correcao e atualizacao de conceitos, informacdes e procedimentos;

e observancia das caracteristicas e finalidades especificas do manual do

professor e adequacao da colecao a linha pedagdgica nele apresentada;

e adequacao da estrutura editorial e do projeto grafico aos objetivos didatico

pedagdgicos da colecéo.

O nado atendimento de qualquer um desses critérios resulta em uma proposta
pedagogica incompativel com o0s objetivos e justifica sua exclusdo do PNLD 2011

(2010). O edital detalha ainda critérios especificos de cada componente curricular.
Critérios eliminatorios especificos

Além dos critérios eliminatérios comuns, para o componente curricular Matematica

sera excluida a colecéo que:
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apresentar erro ou indu¢cdo a erro em conceitos, argumentacdo e
procedimentos matematicos, no livro do aluno, no manual do professor e,

guando houver, no glossario;

deixar de incluir um dos campos da Matematica escolar, a saber, numeros e
operacOes, algebra, geometria, grandezas e medidas e tratamento da

informacgéo;

der atencdo apenas ao trabalho mecéanico com procedimentos, em detrimento
da exploracdo dos conceitos matematicos e de sua utilidade para resolver

problemas;

apresentar os conceitos com erro de encadeamento logico, tais como:
recorrer a conceitos ainda nao definidos para introduzir outro conceito,
utilizar-se de definicdes circulares, confundir tese com hipotese em

demonstracdes matematicas;

deixar de propiciar o desenvolvimento, pelo aluno, de competéncias
cognitivas basicas, como: observacdo, compreensdo, argumentacao,
organizacdo, andlise, sintese, comunicacdo de ideias matematicas,

memorizacao; supervalorizar o trabalho individual,

apresentar publicidade de produtos ou empresas.

Além disso, o Manual do Professor devera:

apresentar orientacbes metodolégicas para o trabalho do ensino-

aprendizagem da Matematica,

contribuir com reflexdes sobre o processo de avaliagdo da aprendizagem de

Matematica;

apresentar orientacdes para a conducao de atividades propostas.
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APENDICE B — EXERCICIOS ENVOLVENDO MMC E MDC

Na experiéncia realizada pelos estudantes do PIBID da Universidade Federal do
Parand e analisada na Secdo 4.2 desse trabalho, h4 a abordagem de alguns

exercicios contextualizados, presentes abaixo.

01 (RYNDACK; LACERDA; VALVERDE, 2011, p. 6) — Numa linha de producéo,
certo tipo de manutencéo é feita na maquina A, a cada 3 dias, na maquina B, a cada
4 dias, e na maquina C, a cada 6 dias. Se no dia 2 de dezembro foi feita a
manutencdo nas trés maquinas, ap0s quantos dias as maquinas receberdo

manutengao no mesmo dia?

02 (RYNDACK; LACERDA; VALVERDE, 2011, p. 6) — Sempre que uma pessoa
anda 650cm, 800cm e 1000cm, ela d4 um numero exato de passos. Qual o maior

comprimento possivel de cada passo dado por essa pessoa?

03 (COTIDIANO (2011) apud RYNDACK; LACERDA; VALVERDE, 2011, p. 7) -
Seja P o Unico ponto de passageiros que € comum nas duas linhas circulares de
onibus. Dois ©6nibus, A e B, com velocidades médias iguais, circulam
ininterruptamente. O percurso feito pelo 6nibus A tem 6km de extensdo, enquanto
gue o percurso feito pelo 6nibus B tem 15 km. Se eles partirem ao mesmo tempo do
ponto P, a proxima oportunidade de se encontrarem novamente no ponto P sera

depois que o 6nibus A tiver completado quantas voltas?

04 (COTIDIANO (2011) apud RYNDACK; LACERDA; VALVERDE, 2011, p. 7) - Na
fila da bilheteria de um teatro hd menos de 50 pessoas. Contando essas pessoas de
6 em 6 sobram 5. Contando de 7 em 7 também sobram 5. Quantas pessoas estédo

na fila nesse momento?




