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o passo
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nhecimento matemático. Sou grato pela diversidade de experiências e contribuições
que recebi. Em especial agradeço aos colegas de classe: Alex, Jessica, Lucas, Ra-
mon, Michele e, principalmente, a João Victor Gonçalves pelas inquietações filosóficas
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poucos apontamentos aqui levantados e, se possı́vel, discutam, corrijam e até refor-
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Resumo

Este trabalho é um estudo dos pontos crı́ticos de funções de duas variáveis sob o
ponto de vista da Geometria Diferencial de Curvas e Superfı́cies. Busca-se compre-
ender a classificação desses pontos em máximo, mı́nimo ou sela por meio de um
efeito geométrico da Curvatura de Gauss nas superfı́cies descritas por essas funções,
relacionando os resultados da Geometria Diferencial com os do Cálculo Diferencial
de Funções de Várias Variáveis. Trata-se de uma pesquisa bibliográfica de caráter
exploratório e que segue de perto as contribuições de outros autores a respeito da
Geometria Diferencial. Como resultado obteve-se uma justificativa matemática que
reforça os aspectos visuais e geométricos dessas classificações.

Palavras-chaves: Classificação de Pontos Crı́ticos; Funções de Duas Variáveis; Ge-
ometria Diferencial; Curvatura de Gauss; Teste do Hessiano.





Abstract

This research deals with a study of the critical points of two-variable function based
on Differential Geometry of Curves and Surfaces. The aim is to understand the clas-
sification of these points as maximum, minimum or saddle by means of a geometric
effect of the Gauss Curvature on the surfaces described by these functions, relating
the results of Differential Geometry with Calculus of Several Variables. This is an ex-
ploratory bibliographic research that closely follows the contributions of other authors
regarding Differential Geometry. As a result, a mathematical justification was found
that reinforces the visual and geometric aspects of these classifications.

Key Words: Critical Points Rating; Two-Variable Function; Differential Geometry; Gauss
Curvature; Hessian Test.
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1 Introdução

O estudo das funções de duas ou mais variáveis nas disciplinas de Cálculo
dos cursos de Licenciauras e Bacharelados, por vezes, desperta inquietações a cerca
de alguns resultados que, durante o curso, não podem ser demonstrados, ora por
apresentar demasiada complexidade ora por inexperiência, por parte do aluno, na
compreensão de uma demonstração.

No entanto,

Para o matemático profissional, a demonstração não é apenas um meio
de verificação de um resultado já descoberto, mas também muitas ve-
zes um processo de explorar, analisar, descobrir e inventar novos re-
sultados (VILLIERS, 2001, p.33).

Ademais, Alves (2011, p. 209) faz uma crı́tica ao discutir o papel da visualização
na validação do pensamento matemático, porém, o mesmo adverte que “a compre-
ensão intuitiva ensejada pela visualização é necessária à compreensão, mas não é
suficiente para a evolução de um raciocı́nio conceitual posterior relacionado ao mesmo
objeto matemático”(ALVES, 2011, p. 51).

Ancorado na perspectiva dos múltiplos papéis da demonstração na matemática,
tal como o papel de explicação, este trabalho apresenta uma alternativa às justificati-
vas do Teste do Hessiano presentes nos livros didáticos, por meio de conceitos relaci-
onados à Geometria Diferencial, apresentando-se como uma alternativa à explicação
desses mesmos conceitos, mas com ênfase nos aspectos visuais.

1.1 Um breve panorama histórico

Determinar o marco inicial de uma teoria matemática é uma tarefa complexa,
pois trata-se de uma produção social e histórica e, como tal, pode apresentar múltiplas
origens e desenvolvimentos. O mesmo pode ser dito a respeito do surgimento da
geometria, ressalta-se que

não existe um consenso entre os historiadores no que se refere a
um marco inicial da geometria como área de estudos, entretanto, é
inegável que boa parte de suas raı́zes encontram-se no antigo Egito e
na Babilônia (COIMBRA, 2008, p. 3).

Pode-se afirmar também que os registros para essas civilizações “foram apa-
rentemente motivados por problemas práticos de agrimensura” (GORODSKI, 2009, p.
14)1. Além disso, “formas primitivas de geometria são encontradas também entre os
1 A palavra geometria derivada do grego e significa medir a terra.
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hindus, chineses e japoneses” (GORODSKI, 2009, p. 14). Ainda em Gorodski (2009,
p. 14) é possı́vel destacar que nesse perı́odo de surgimento a geometria era tida como
um conjunto de regras empı́ricas.

No entanto, é preciso ressaltar um importante passo para o estabelecimento da
geometria como é conhecida hoje. Com Euclides (365 a.C - 265 a.C) boa parte do sa-
ber da área foi compilado na obra “Os Elementos”. Ainda, o mérito de Euclides não se
resume apenas a um processo de compilação, “mas também à introdução do método
lógico-dedutivo no desenvolvimento de uma teoria, isto é, do método axiomático tão
conhecido na atual matemática” (COIMBRA, 2008, p. 3).

O desenvolvimento da geometria com o passar dos anos a enquadrou como um
dos mais significativos ramos da matemática. Nas décadas iniciais do século XVIII, a
partir das aplicações do cálculo diferencial e integral na geometria analı́tica, surge um
campo denominado Geometria Diferencial.

Segundo Eves (2004), a geometria diferencial é o estudo de objetos geométricos
por meio das técnicas do cálculo diferencial e integral. Entretanto, é preciso diferenciar
as contribuições dessa área dos processos infinitesimais que aparecem nas obras de
Apolônio e Arquimedes, por exemplo. Coolidge (2013) comenta sobre uma distinção
entre métodos infinitesimais na geometria e a geometria diferencial propriamente dita;
para ele é mais natural incluir teoremas geométricos deduzidos do estudo de figuras
evanescentes como parte de uma geometria infinitesimal (como o princı́pio de Cava-
lieri, o trabalho de Arquimedes sobre áreas e volumes e o tratamento de cônicas de
Apolônio), enquanto a Geometria Diferencial faz uso de métodos analı́ticos, excluindo
o estudo de propriedades algebricamente invariantes e tornando, assim, os métodos
anteriores obsoletos devido ao uso do cálculo.

No entanto, ainda no século XVII, ou seja, antes mesmo do advento do cálculo
diferencial e integral, encontra-se um dos primeiros registros de um dos conceitos mais
fundamentais da área: o conceito de curvatura de uma curva plana.

O cientista holandês Christiann Huygens (1629-1695) demasiadamente conhe-
cido pelas suas contribuções à ondulatória da luz, pela observação dos anéis de
Saturno e pela invenção real do relógio de pêndulo, fez uma grande contribuição a
este ramo da geometria: o conceito de raio de curvatura, estimulado por problemas
práticos.

Logo após o advento do cálculo infinitesimal por Gottfried Leibniz (1646-1716) e
Isaac Newton (1649-1727) destaca-se ainda o francês Aléxis Clairaut que estudou as
curvas no espaço tridimensional, mas “limitou-se às propriedades de primeira ordem,
primando-se pelas derivadas primeiras e fazendo um interessante estudo sobre retas
tangentes” (COIMBRA, 2008).
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Porém para além dessas constatações é imprescindı́vel comentar a respeito de
Gaspard Monge (1746-1819) que é considerado um dos expoentes do progresso ma-
temático na época da Revolução Francesa ao lado de nomes como Lagrange, Laplace,
Legendre, Carnot e Condorcut, “talvez o mais influente professor de matemática desde
os dias de Euclides” (BOYER, 1974, p. 345). No que tange à Geometria Diferencial
propriamente dita “Monge vai mais longe e discute os conceitos de curvatura e torção
de uma curva no espaço” (GORODSKI, 2009, p. 16). Além de seus esforços como
acadêmico suas contribuições à área como professor são também fundamentais,

O ressurgimento da geometria no espaço portanto deveu-se em parte
às atividades matemáticas e revolucionárias de Gaspard Monge. Se
ele não fosse politicamente ativo a Ècole Polytechnique talvez não ti-
vesse sido fundada; se não fosse professor notável, talvez esse res-
surgimento não tivesse lugar (BOYER, 1974, p. 350).

Boyer (1974) destaca ainda que na École Polytechnique Monge ministrou também
um curso sobre “aplicação da análise à geometria”. Muito embora o tı́tulo abreviado
“geometria diferencial” não existisse na época, o curso dado por Monge era essenci-
almente uma introdução a esse campo.

Monge também se destaca como um dos primeiros a incluir um estudo analı́tico
de superfı́cies. Quanto a isso, pode-se dizer que o estudo da Geometria Diferencial
de Superfı́cies foi inicialmente norteado pelos problemas relacionados a curvas sobre
superfı́cies, ressaltando-se os problemas relacionados à geodésica, uma vez que

a principal propriedade da recta é minimizar a distância entre quaisquer
dois dos seus pontos, podemos substituir o conceito de recta pelo con-
ceito de geodésica, definida como uma curva ao longo da superfı́cie
que minimiza a distância (medida sobre a superfı́cie) entre quaisquer
dois dos seus pontos (NATÁRIO, 2009, p. 41).

Dessa forma, os matemáticos do século XVIII debruçaram-se a fim de deter-
minar as caracterı́sticas geométricas das geodésicas. Vale destacar as resoluções
de Johannes Bernoulli (1667-1748), bem como os trabalhos de seu célebre aluno: o
matemático suı́ço Leonhard Euler (1707-1783). Euler contribuiu para a àrea quando
escreveu “sobre o problema da determinação de quando uma superfı́cie pode ser de-
senvolvida isometricamente, isto é, sem distorcer-se, sobre um plano, como é o caso
do cilindro e do cone, o que requer que a superfı́cie seja ’folheada’ por retas” (COIM-
BRA, 2008, p. 7).

Vale destacar que atribui-se a Euler “o reconhecimento do fato das coordena-
das (𝑥, 𝑦, 𝑧) dos pontos de uma superfı́cie serem funções de duas variáveis indepen-
dentes” (GORODSKI, 2009, p. 16). Entretanto, Euler levanta esse ponto como uma
mera observação, visto que não chegou a trabalhar com superfı́cies dessa maneira.
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Quem utilizou a representação de superfı́cie como função de duas coordenadas
independentes sistematicamente foi o matemático alemão Carl Friedrich Gauss (1777-
1855). Pode-se afirmar que

por volta de 1820, Gauss foi chamado pelo governo de Hanover para
supervisionar um levantamento topográfico do reino, e vários aspec-
tos dessa tarefa, incluindo exaustivo trabalho de campo e tediosas
triangulações, ocuparam-no por vários anos, mas propriciaram o estı́mulo
que o conduziu às ideias de sua obra Disquisitiones generales circa su-
perficies curvas (1817) (GORODSKI, 2009, p. 16)

Dessa maneira, assim como os demais campos da geometria, o desenvolvi-
mento da geometria diferencial de superfı́cies foi motivado pela demarcação de ter-
ras, pela agrimensura e pelo mapeamento de determinadas regiões. Algumas dessas
regiões exigiam um mapeamento diferente do feito na terraplanagem, isto é, indicavam
certas saliências e comportamentos distintos de um plano. Com base nisso, surge a
necessidade de se definir a curvatura de superfı́cie.

A partir disso, Gauss introduz a Primeira Forma Fundamental que permite ex-
primir justamente a distância sobre as superfı́cies em termos de funções 𝐸, 𝐹 e 𝐺.

Gauss também introduziu uma outra forma diferencial quadrática, conhecida
como Segunda Forma Fundamental que, por meio de uma representação ao estu
das superfı́cies (Aplicação Normal de Gauss) possibilita analisar a curvatura de suas
seções normais, levando-o a definir a curvatura total da superfı́cie em um ponto, co-
nhecida como Curvatura de Gauss. Assim, pode-se confirmar que Gauss elevou o co-
mentário de Euler a uma teoria consistente que estuda a curvatura de uma superfı́cie
por meio de curvas sobre ela.

Uma das mais impressionantes descobertas de Gauss sobre o tema consiste
em mostrar que a curvatura gauss de uma superfı́cie é uma propriedade absoluta da
superfı́cie, ou seja, não depende da forma com a qual ela está imersa no espaço. Em
outras palavras, é possı́vel calcular a mesma curvatura utilizando apenas os coefici-
entes da Primeira Forma Fundamental.

1.2 Organização do trabalho e Objetivos

Este trabalho estrutura-se de forma semelhante ao desenvolvimento histórico
do conceito de curvatura de superfı́cies, de modo a compreender a classificação dos
pontos crı́ticos de uma função de duas variáveis sob o ponto de vista da Geometria
Diferencial de Curvas e Superfı́cies.

Contudo, vale destacar que ele não pretende realizar uma análise dos livros de
cálculo que tratam da classificação de pontos crı́ticos de funções de duas variáveis
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(como é feito em Alves (2011)), mas sim discutir e explorar os aspectos matemáticos
que justificam essa classificação.

No que se refere à coleta de dados e a escolha dos conteúdos presentes nos
capı́tulos posteriores, o estudo recorreu a livros didáticos, artigos cientı́ficos, bem
como também a dissertações de mestrado e teses de doutorado sobre o tema. Mais
precisamente, nas demonstrações dos resultados fundamentais da Geometria Dife-
rencial seguiu-se de perto as contribuições de Carmo (2004), Picado (2006), Araújo
(1998) e Tenenblat (2008). E, especificamente, para a composição do Capı́tulo 4
recorreu-se aos apontamentos e observações de Kaplan (1972), Guidorizzi (1986) e
Stewart (2004). Caracterı́sticas estas de uma pesquisa bibliográfica, uma vez que “foi
desenvolvida a partir de material já elaborado, constituı́do principalmente de livros e
de artigos cientı́ficos”(GIL, 2008, p. 50).

Entretanto, ao buscar alternativas para a compreenção de resultados da Ma-
temática, este trabalho, acaba por configurar-se como uma pesquisa exploratória, visto
que os estudos exploratórios “têm como principal finalidade desenvolver, esclarecer e
modificar conceitos e ideias, tendo em vista a formulação de problemas mais precisos
ou hipóteses pesquisáveis para estudos posteriores” (GIL, 2008, p. 27). Em con-
cordância a isso, acrescenta-se que “o produto final deste processo passa a ser um
problema mais esclarecido” (GIL, 2008, p. 27).

Em suma, o presente estudo caracteriza-se como uma pesquisa bibliográfica
de caráter exploratório, uma vez que “oferece meios para definir, resolver, não somente
problemas já conhecidos, como também explorar novas áreas onde os problemas não
se cristalizaram suficientemente” (MANZO, 1973 apud LAKATOS; MARCONI, 2003,
p. 183).

Para tanto, tem-se como objetivo geral deste trabalho compreender a classificação
de pontos crı́ticos de funções de duas variáveis. Este, por sua vez, ramifica-se nos
seguintes objetivos especı́ficos:

∙ introduzir os conceitos de Curvatura Normal e de Gauss com base nos resulta-
dos preliminares da Geometria Diferencial;

∙ discutir o efeito geométrico da Curvatura de Gauss em superfı́cie imersas no R3;

∙ relacionar a classificação de pontos crı́ticos de funções de duas variáveis com a
Curvatura de Gauss da superfı́cie descrita pelo gráfico dessas funções.

Para isso, o Capı́tulo 2 apresenta e discute as noções preliminares da Geome-
tria Diferencial de Superfı́cies.
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Utilizando-se dessas noções, o Capı́tulo 3 consolida os conceitos de Curvatura
Normal e de Gauss.

Por fim, o Capı́tulo 4 relaciona o problema de classificar a natureza de um ponto
crı́tico com o estudo das curvaturas.
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2 Conceitos Teóricos Preliminares

Neste capı́tulo apresenta-se os conceitos da geometria diferencial necessários
para a discussão dos resultados do Cálculo Diferencial de Funções de Várias Variáveis
(CVV ) e do Cálculo de Funções de Uma Variável (CUV ) presentes no capı́tulo poste-
rior.

Embora o estudo do CVV tenha sua fundamentação formal em R𝑛 e seja explo-
rado frequentemente em R3, “a percepção e o entendimento a partir da visualização,
desses objetos conceituais, pode atuar no sentido de proporcionar uma transição in-
terna do CUV para o CVV, de modo adequado” (ALVES, 2012, p. 7). Ou seja, da
mesma forma que convencionalmente os livros de CVV estudam as funções de duas
variáveis a partir do que se sabe sobre as funções de uma variável, neste capı́tulo
estuda-se os conceitos que permeiam o estudo de superfı́cies por meio de alguns
elementos do estudo de curvas planas.

Sendo assim, considera-se que um “conceito matemático não é um objeto mo-
nolı́tico. Um simples conceito pode ser compreendido a partir de vários pontos de vista
e pode apresentar diversas representações, adaptando-se ao local onde o conceito é
utilizado”(DOUADY, 1984 apud ALVES, 2011, p.51).

Assim, prezando pela visualização de conceitos e pela percepção de elemen-
tos comuns entre o CUV e o CVV, apresenta-se aqui uma gama de concepções da
geometria diferencial para que posteriormente seja possı́vel ressignificar conclusões
do CUV e do CVV a partir deles.

2.1 Superfı́cie Parametrizada Regular

Nesta seção define-se superfı́cie parametrizada regular localmente e investiga-
se algumas de suas propriedades no espaço euclidiano R3. O conceito de superfı́cie
parametrizada se assemelha ao conceito de curva parametrizada.

Tanto Carmo (2004) quanto Picado (2006) entendem uma superfı́cie regular
em R3 como um subconjunto não vazio do R3 formado por abertos do R2 deformados
e colados entre si por meio de aplicações denominadas parametrizações locais, de tal
modo que a figura obtida não apresente autointerseções ou vértices.

No entanto, nesses mesmos trabalhos o conceito de curva é definido não como
conjunto, mas sim como uma aplicação. Em Carmo (2004) é ressaltado que as cur-
vas também podem ser entendidas como subconjuntos de R3 (ou R2) e, de modo
análogo, tanto superfı́cies regulares quanto curvas regulares podem ser tratadas como
aplicações, desde que sejam consideradas somente propriedades locais.
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Assim, a fim de introduzir uma propriedade local de superfı́cies regulares (mais
precisamente o conceito de curvatura) e entendendo que a ideia de superfı́cie é uma
extensão bidimensional daquilo que se compreende como curva, define-se aqui uma
superfı́cie parametrizada regular como uma aplicação e não um subconjunto do R3 1.

Dispondo de um sistema de coordenadas cartesianas do R3 e considerando
a aplicação 𝑋(𝑢, 𝑣) = (𝑥(𝑢, 𝑣), 𝑦(𝑢, 𝑣), 𝑧(𝑢, 𝑣)) de duas variáveis independentes 𝑢 e 𝑣

que variam em um subconjunto 𝑈 aberto do R2 que não possa ser dividido em apenas
dois subconjuntos fechados que não tenham nenhum ponto comum (diz-se conexo).
Dessa forma, a cada ponto (𝑢, 𝑣) a aplicação 𝑋 determina um ponto 𝑋(𝑢, 𝑣) no R3.

Para que se possa usar as ferramentas do CVV assume-se que a função 𝑋

seja diferenciável, ou seja, que as funções componentes de 𝑋 possuam derivadas
parciais de todas as ordens.

Além disso, para cada 𝑝 = (𝑢, 𝑣) ∈ 𝑈 destaca-se que a diferencial de 𝑋 em 𝑝

(denotada por 𝑑𝑋𝑝) é uma transformação linear e pode ser representada pela matriz
jacobiana 𝐽𝑋(𝑝) tal que:

𝐽𝑋(𝑝) =

⎡⎢⎣
𝜕𝑥
𝜕𝑢
(𝑝) 𝜕𝑥

𝜕𝑣
(𝑝)

𝜕𝑦
𝜕𝑢
(𝑝) 𝜕𝑦

𝜕𝑣
(𝑝)

𝜕𝑧
𝜕𝑢
(𝑝) 𝜕𝑧

𝜕𝑣
(𝑝)

⎤⎥⎦ =
[︁

𝜕𝑋
𝜕𝑢

(𝑝) 𝜕𝑋
𝜕𝑣

(𝑝)
]︁
. (2.1)

Definição 2.1. Seja a aplicação 𝑋 : 𝑈 ⊂ R2 → R3, 𝑋(𝑢, 𝑣) = (𝑥(𝑢, 𝑣), 𝑦(𝑢, 𝑣), 𝑧(𝑢, 𝑣))

com (𝑢, 𝑣) ∈ 𝑈 e 𝑈 um conjunto aberto. Diz-se que 𝑋 é uma superfı́cie parametrizada
regular se, e só se:

(a) 𝑋 é de classe 𝐶∞; e

(b) 𝑑𝑋𝑝 : R2 → R3 é injetora.

Por outro lado, sejam 𝑒1 e 𝑒2 os vetores da base canônica do R2. Por comodi-
dade, representa-se a diferencial de 𝑋 em 𝑝 = (𝑢0, 𝑣0) para cada um dos parâmetros
calculados em 𝑒1 e 𝑒2, como:

𝑑𝑋𝑝(𝑒1) = (
𝜕𝑥

𝜕𝑢
(𝑝),

𝜕𝑦

𝜕𝑢
(𝑝),

𝜕𝑧

𝜕𝑢
(𝑝)) = 𝑋𝑢(𝑝) ,

𝑑𝑋𝑝(𝑒2) = (
𝜕𝑥

𝜕𝑣
(𝑝),

𝜕𝑦

𝜕𝑣
(𝑝),

𝜕𝑧

𝜕𝑣
(𝑝)) = 𝑋𝑣(𝑝)

(2.2)

e por vezes escreve-se somente 𝑋𝑢 e 𝑋𝑣. É verificado também que 𝑑𝑋𝑝(𝑒1) e 𝑑𝑋𝑝(𝑒2)

são as colunas da matriz jacobiana 𝐽𝑋(𝑢0, 𝑣0), vista na equação 2.1 que define a
transformação linear 𝑑𝑋𝑝.

1 Uma abordagem semelhante pode ser encontrada em Tenenblat (2008)
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Proposição 2.1.1. A condição (a) da definição 2.1 é equivalente às seguintes afirmações:

1. 𝑋𝑢 e 𝑋𝑣 são linearmente independentes para todo 𝑝 de 𝑈 , exceto em 𝑝 = (0, 0);

2. A matriz 𝐽𝑋(𝑢0, 𝑣0) tem posto 2.

Demonstração:

Sabe-se que a aplicação 𝑑𝑋𝑝 é uma aplicação linear e pela condição (b) da
definição 2.1 ela é injetora.

Da Álgebra Linear temos que se a transformação linear 𝑑𝑋𝑝 é injetora então
𝑁(𝑑𝑋𝑝) = {(0, 0)} e vice-versa, sendo 𝑁 o núcleo da transformação.

Então, para 𝑒1 e 𝑒2 vetores linearmente independentes (L.I) de R2, tomando a
equação

𝑎 𝑑𝑋𝑝(𝑒1) + 𝑏 𝑑𝑋𝑝(𝑒2) = (0, 0, 0), 𝑎, 𝑏 ∈ R (2.3)

como 𝑑𝑋𝑝 é linear

𝑑𝑋𝑝(𝑎 𝑒1 + 𝑏 𝑒2) = (0, 0, 0) ⇔ 𝑎 𝑒1 + 𝑏 𝑒2 ∈ 𝑁(𝑑𝑋𝑝) (2.4)

e pelo resultado enunciado anteriormente

𝑎 𝑒1 + 𝑏 𝑒2 = (0, 0). (2.5)

Contudo, por hipótese 𝑒1 e 𝑒2 são L.I. então 𝑎 = 𝑏 = 0, logo 𝑑𝑋𝑝(𝑒1), 𝑑𝑋𝑝(𝑒2)

são L.I, ou seja, 𝑋𝑢 e 𝑋𝑣 são L.I. e a sentença (1) está provada.

Para a sentença (2), tem-se que o posto de uma matriz é definido como o
número de linhas ou colunas linearmente independentes da matriz em questão e,
como as componentes de 𝑋𝑢 e 𝑋𝑣, colunas da matriz jacobiana 𝐽𝑋(𝑢0, 𝑣0), são L.I.,
o posto de 𝐽𝑋 é dois. Logo, (1) e (2) são afirmações equivalentes à condição (b) da
definição 2.1.

Outra nomenclatura importante é o traço de uma superfı́cie 𝑋, definido como a
imagem da aplicação 𝑋.

A partir deste momento trata-se as superfı́cies parametrizadas regulares so-
mente como superfı́cies regulares, visto que a definição dada não difere o conceito de
supérficie da própria parametrização.

Exemplo 2.1.

A esfera2 unitária (a menos de um meridiano) S2 = {𝑣 ∈ R3/ ‖𝑣‖ = 1} pode ser
parametrizada pelas coordenadas esféricas𝑋(𝜙, 𝜃) = (𝑠𝑒𝑛(𝜃)𝑐𝑜𝑠(𝜙), 𝑠𝑒𝑛(𝜙)𝑠𝑒𝑛(𝜃), 𝑐𝑜𝑠(𝜃)),
2 Admite-se aqui uma definição de esfera distinta da definição euclidiana, neste contexto a esfera é

entendida como uma região bidimensional e não como um corpo sólido tridimensional.
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onde 𝑋 : ]− 𝜋, 𝜋[×]0, 𝜋[→ R3. As coordenadas 𝜃 e 𝜙 são conhecidas como co-latitude
e longitude, respectivamente.

Devido aos intervalos abertos ]−𝜋, 𝜋[ e ]0, 𝜋[ o traço da superfı́cie 𝑋 é a esfera
a menos de um de seus meridianos e não a esfera completa, é possı́vel visualizar
a ausência desse meridiano na Figura 1 que apresenta uma esfera de raio unitário
e centro fixado na origem. Essa restrição se justifica por conta da injetividade da
aplicação 𝑑𝑋𝑝. A seguir serão exibidos argumentos com o objetivo de confirmar que
𝑋 é uma superfı́cie regular.

Figura 1 – Esfera sem um meridiano

Primeiramente, as funções 𝑥(𝜙, 𝜃), 𝑦(𝜙, 𝜃) e 𝑧(𝜙, 𝜃) são de classe 𝐶∞, pois são
funções trigonométricas para as quais 𝜙 ∈]− 𝜋, 𝜋[ e 𝜃 ∈]0, 𝜋[. Por causa disso, 𝑋(𝜙, 𝜃)

também é de classe 𝐶∞. Dessa forma, a condição (a) da definição 2.1 é válida.

Tendo em vista que para qualquer par ordenado (𝜙, 𝜃) do domı́nio de 𝑋 obtém-
se ‖𝑋𝑢 ∧𝑋𝑣‖ ≠ 0, então a condição (b) da definição 2.1 será válida. Note que:

𝑋𝜙 = (−𝑠𝑒𝑛(𝜃)𝑠𝑒𝑛(𝜙), 𝑠𝑒𝑛(𝜃)𝑐𝑜𝑠(𝜙), 0) ,

𝑋𝜃 = (𝑐𝑜𝑠(𝜃)𝑐𝑜𝑠(𝜙), 𝑐𝑜𝑠(𝜃)𝑠𝑒𝑛(𝜙),−𝑠𝑒𝑛(𝜃)) ,

⇒ 𝑋𝜙 ∧𝑋𝜃 = −𝑠𝑒𝑛(𝜃).(𝑠𝑒𝑛(𝜃)𝑐𝑜𝑠(𝜙), 𝑠𝑒𝑛(𝜃)𝑠𝑒𝑛(𝜙), 𝑐𝑜𝑠(𝜃)).

(2.6)

Tomando a norma do produto vetorial tem-se

‖𝑋𝜙 ∧𝑋𝜃‖ =
√︀
𝑠𝑒𝑛4(𝜃)𝑐𝑜𝑠2(𝜙) + 𝑠𝑒𝑛4(𝜃)𝑠𝑒𝑛2(𝜙) + 𝑠𝑒𝑛2(𝜃)𝑐𝑜𝑠2(𝜃))

= |𝑠𝑒𝑛(𝜃)|
√︀
𝑠𝑒𝑛2(𝜃).(𝑐𝑜𝑠2(𝜙) + 𝑠𝑒𝑛2(𝜙)) + 𝑐𝑜𝑠2(𝜃) = |𝑠𝑒𝑛(𝜃)| .

(2.7)

Como 𝜃 ∈]0, 𝜋[
‖𝑋𝜙 ∧𝑋𝜃‖ = |𝑠𝑒𝑛(𝜃)| ≠ 0, (2.8)
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ou seja, os vetores𝑋𝜙 e𝑋𝜃 são L.I. e, pela Proposição 2.1.1, isso equivale à condição
(b) da definição 2.1.

Proposição 2.1.2. Seja 𝑓 : 𝑈 ⊂ R2 → R uma função diferenciável definida em um
conjunto aberto 𝑈 , então a aplicação 𝑋(𝑢, 𝑣) = (𝑢, 𝑣, 𝑓(𝑢, 𝑣)) é uma superfı́cie regular.
Diz-se que 𝑋 é uma parametrização do gráfico de 𝑓 .

Demonstração:

A diferenciabilidade de 𝑋 é garantida, porque as funções coordenadas 𝑢, 𝑣 e
𝑓(𝑢, 𝑣) são diferenciáveis. Portanto, a condição (a) da definição 2.1 está verificada.

Seja (0, 0, 1) ∈ R3, constata-se que (0, 0, 1) é L.I. em relação aos vetores 𝑋𝑢 =

(1, 0, 𝑓𝑢) e 𝑋𝑣 = (0, 1, 𝑓𝑣). A fim de justificar que 𝑋𝑢 e 𝑋𝑣 são L.I. entre si, mostra-se
que a matriz 𝑀 é inversı́vel para qualquer 𝑝 ∈ 𝑈 .

𝑀 =

⎡⎢⎣ 1 0 0

0 1 0

𝑓𝑢 𝑓𝑣 1

⎤⎥⎦ (2.9)

Repare que det(𝑀) = 1 ̸= 0. Isso implica que 𝑀 é inversı́vel, isto é, os vetores
𝑋𝑢 e 𝑋𝑣 são L.I.. Logo, 𝑋 é uma superfı́cie regular, o que demonstra a proposição.

2.2 Curvas Coordenadas

Definição 2.2.1. Sejam 𝛼 e 𝛽 curvas parametrizadas e diferenciáveis do R3 em um
ponto 𝑝 = (𝑢0, 𝑣0) ∈ 𝑈 ⊂ R2 fixado tal que:

𝛼(𝑡) = 𝑋(𝑢(𝑡), 𝑣0) ,

𝛽(𝑡) = 𝑋(𝑢0, 𝑣(𝑡))
(2.10)

chamam-se 𝛼 e 𝛽 de curvas coordenadas da superfı́cie 𝑋 em 𝑝.

Os vetores 𝑋𝑢(𝑝) e 𝑋𝑣(𝑝) são tangentes a essas respectivas curvas coorde-
nadas. De acordo com a Figura 2, é possı́vel visualizar que uma região do R2 se
assemelha ao traço 𝑋(𝑈) da superfı́cie imersa no R3 e, analogamente, retas paralelas
aos eixos coordenados do R2 se assemelham às curvas 𝛼 e 𝛽 no R3.

Definição 2.2.2. Sejam 𝛼 : 𝐼 ⊂ R → 𝑈 ⊂ R2 uma curva regular (curva que para todos
os valores de 𝐼 a norma de seu vetor derivada será não nula) e 𝑋 : 𝑈 ⊂ R2 → R3 uma
superfı́cie regular. A curva 𝛽 = 𝑋 ∘ 𝛼 tem seu traço contido no traço da superfı́cie 𝑋,
diz-se que 𝛽 é uma curva sobre a superfı́cie 𝑋.
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Figura 2 – Curvas Coordenadas

Ademais, 𝛽 também é regular.3

No que diz respeito ao plano tangente é possı́vel compreendê-lo também como
sendo o conjunto de todos os vetores tangentes a 𝑋 em 𝑝 = (𝑢0, 𝑣0)

4. Usa-se a
notação 𝑇𝑝𝑋 para se referir a esse plano.

Dessa forma, {𝑋𝑢, 𝑋𝑣} é uma base de 𝑇𝑝𝑋 e, é correto afirmar que

∀𝑤 ∈ 𝑇𝑝𝑋 ⇒ 𝑤 = 𝑎𝑋𝑢 + 𝑏𝑋𝑣, 𝑎, 𝑏 ∈ R (2.11)

Entretanto, deve-se observar que o plano tangente é introduzido para um ponto
𝑝 ∈ 𝑈 e não para um ponto 𝑋(𝑝) sobre o traço da superfı́cie 𝑋, a fim de evitar
autointerseções de 𝑋.

2.3 Formas Fundamentais e Aplicação Normal de Gauss

Nesta seção serão introduzidas concepções de suma importância para delinear
a ideia de curvatura de uma superfı́cie regular. Segundo Natário (2009), a curvatura
de uma superfı́cie é a medida do quanto a geometria local de uma superfı́cie difere
da geometria de um plano, ou seja, a grosso modo é medir localmente o quanto uma
superfı́cie se desvia de um plano tangente. No âmago dessa questão, a curvatura
para curvas carece de uma definição que permita que esse conceito seja estendido
para superfı́cies.
3 Uma demonstração para esse resultado pode ser encontrada em Rodrigues e Agustini (2007, p.

112)
4 Uma demonstração para essa equivalência encontra-se em Freitas (2017, p. 35)
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A curvatura de uma curva plana em um ponto da curva é uma medida
numérica de quanto a curva se afasta de ser uma reta numa vizinhança
daquele ponto: é a taxa de variação naquele ponto da direção tangente
à curva em relação ao comprimento de arco (GORODSKI, 2009, p. 16).

Em Tenenblat (2008) e em Carmo (2004) as curvaturas de uma superfı́cie re-
gular são calculadas por meio de coeficientes relacionados a medidas que dependem
ou não da forma como a superfı́cie está imersa no R3.

Nesta seção esses coeficientes aparecerão como elementos de funções deno-
minadas Primeira e Segunda Formas Fundamentais e serão estudados em conjunto
com a Aplicação Normal de Gauss.

2.3.1 Primeira Forma Fundamental

Definição 2.3.1. Seja 𝑋 : 𝑈 ⊂ R2 → R3 uma superfı́cie regular e 𝑝 = (𝑢0, 𝑣0) ∈ 𝑈 e a
função 𝐼𝑝 : 𝑇𝑝𝑋 → R+ cuja lei de formação é dada por:

𝐼𝑝(𝑤) = ⟨𝑤, 𝑤⟩ = ‖𝑤‖2. (2.12)

Essa função é denominada Primeira Forma Fundamental.

Ao desenvolver 2.12 nota-se que ela é uma forma quadrática:

𝐼𝑝 = ⟨𝑤, 𝑤⟩ = ⟨𝑎𝑋𝑢 + 𝑏𝑋𝑣, 𝑎𝑋𝑢 + 𝑏𝑋𝑣⟩

= 𝑎2⟨𝑋𝑢, 𝑋𝑢⟩+ 𝑎𝑏⟨𝑋𝑢, 𝑋𝑣⟩+ 𝑏𝑎⟨𝑋𝑣, 𝑋𝑢⟩+ 𝑏2⟨𝑋𝑣, 𝑋𝑣⟩

= 𝑎2⟨𝑋𝑢, 𝑋𝑢⟩+ 2𝑎𝑏⟨𝑋𝑢, 𝑋𝑣⟩+ 𝑏2⟨𝑋𝑣, 𝑋𝑣⟩.

(2.13)

Os termos ⟨𝑋𝑢, 𝑋𝑢⟩, ⟨𝑋𝑢, 𝑋𝑣⟩ e ⟨𝑋𝑣, 𝑋𝑣⟩ surgem neste estudo com determinada
frequência e são conhecidos como os Coeficientes da Primeira Forma Fundamental.
Por convenção define-se:

𝐸(𝑢0, 𝑣0) = ⟨𝑋𝑢, 𝑋𝑢⟩(𝑝) ,

𝐹 (𝑢0, 𝑣0) = ⟨𝑋𝑢, 𝑋𝑣⟩(𝑝) ,

𝐺(𝑢0, 𝑣0) = ⟨𝑋𝑣, 𝑋𝑣⟩(𝑝).

(2.14)

Embora seja possı́vel construir fórmulas para realizar medidas em uma su-
perfı́cie usando as funções 𝐸, 𝐹 e 𝐺, esses coeficientes serão utlizados mais adiante
no cálculo de curvatura de uma superfı́cie 𝑋.

Exemplo 2.3.1.

A superfı́cie regular𝑋(𝑢, 𝑣) = (𝑢𝑥1+𝑣𝑥2, 𝑢𝑦1+𝑣𝑦2, 𝑢𝑧1+𝑣𝑧2)+(𝑎, 𝑏, 𝑐) é um plano
onde 𝑋(0, 0) = (𝑎, 𝑏, 𝑐). A Figura 3 ilustra um plano para o caso em que 𝑎 = 𝑏 = 𝑐 = 0.



32 Capı́tulo 2. Conceitos Teóricos Preliminares

Figura 3 – Plano

O plano 𝑋 é gerado pela base ortonormal {(𝑥1, 𝑦1, 𝑧1), (𝑥2, 𝑦2, 𝑧2)} de vetores
cujas componentes são escalares reais. Tomando a diferencial de 𝑋 em um ponto 𝑝,
tem-se que:

{(𝑥1, 𝑦1, 𝑧1), (𝑥2, 𝑦2, 𝑧2)} = {𝑋𝑢, 𝑋𝑣}. (2.15)

De acordo com as equações 2.11 e 2.14 e ao perceber que {𝑋𝑢, 𝑋𝑣} é orto-
normal, obtém-se os Coeficientes da Primeira Forma Fundamental para 𝑋:

𝐸(𝑢0, 𝑣0) = ⟨𝑋𝑢, 𝑋𝑢⟩(𝑝) = 1 ,

𝐹 (𝑢0, 𝑣0) = ⟨𝑋𝑢, 𝑋𝑣⟩(𝑝) = 0 ,

𝐺(𝑢0, 𝑣0) = ⟨𝑋𝑣, 𝑋𝑣⟩(𝑝) = 1

(2.16)

e condizente a (2.14):
𝐼𝑝(𝑤) = 𝑎2 + 𝑏2 = ‖𝑤‖2. (2.17)

Esse resultado equivale ao Teorema de Pitágoras da Geometria Plana que
coincide com o quadrado da distância de um ponto do R2 à origem do sistema de
coordenadas na Geometria Analı́tica.

Aponta-se ainda que a Primeira Forma Fundamental está relacionada à Geo-
metria Intrı́nseca da superfı́cie analisada. Isso significa que os valores dos coeficientes
não dependem de isometrias locais5 ou da forma como a superfı́cie está imersa no R3.

Proposição 2.3.1. Seja 𝑋 : 𝑈 ⊂ R2 → R3 uma superfı́cie regular, então os coeficien-
tes da Primeira Forma Fundamental obedecem à relação 𝐸 𝐺− 𝐹 2 > 0.

Demonstração:
5 Segundo Araújo (1998), isometrias podem ser entendidas como transformações sobre figuras

(traços de curvas, traços de superfı́cies, etc) que mantém a distância entre os pontos dessas fi-
guras.
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Como 𝑋𝑢 e 𝑋𝑣 não são nulos ∀𝑝 ∈ 𝑈 (caso contrário não formariam uma base
de 𝑇𝑝𝑋) então ‖𝑋𝑢 ∧𝑋𝑣‖2 > 0, além disso:

|𝑋𝑢 ∧𝑋𝑣‖2 = ‖𝑋𝑢‖2‖𝑋𝑣‖2𝑠𝑒𝑛2(𝜃)

= ‖𝑋𝑢‖2‖𝑋𝑣‖2(1− 𝑐𝑜𝑠2(𝜃))

= ⟨𝑋𝑢, 𝑋𝑢⟩⟨𝑋𝑣, 𝑋𝑣⟩(1− 𝑐𝑜𝑠2(𝜃))

= 𝐸 𝐺 (1− 𝑐𝑜𝑠2(𝜃)) = 𝐸 𝐺− 𝐸 𝐺𝑐𝑜𝑠2(𝜃).

(2.18)

Percebe-se que 𝐸 𝐺𝑐𝑜𝑠2(𝜃) = ‖𝑋𝑢‖2‖𝑋𝑣‖2𝑐𝑜𝑠2(𝜃) = (⟨𝑋𝑢, 𝑋𝑣⟩)2 = 𝐹 2, logo,

𝐸 𝐺− 𝐹 2 > 0, (2.19)

o que demonstra a proposição.

2.3.2 Aplicação Normal de Gauss

Em virturde dos levantamentos acerca da definição de curvatura presentes no
ı́nicio desta seção, é razoável que para medı́-la em uma superfı́cie faz-se necessário
compreender o comportamento dos planos tangentes a ela. A partir dessa neces-
sidade, surge também uma estratégia para tal. Primeiramente, determina-se um
campo vetorial que associa os pontos de uma superfı́cie regular 𝑋 a vetores normais
e unitários nesses pontos, visto que para cada vetor normal é possı́vel determinar um
plano tangente à superfı́cie dada.

Definição 2.3.2. Seja 𝑋 : 𝑈 ⊂ R2 → R3 uma superfı́cie regular, tomando um ponto
𝑝 = (𝑢0.𝑣0) ∈ 𝑈 , para se obter um vetor 𝑁 normal a 𝑋 em 𝑝 é preciso encontrar 𝑁
ortogonal ao 𝑇𝑝𝑋, como está representado na Figura 4.

Figura 4 – Vetor Normal ao plano tangente

Isso equivale a encontrar um vetor normal aos vetores 𝑋𝑢 e 𝑋𝑣 da seguinte
maneira:

𝑁(𝑝) =
𝑋𝑢 ∧𝑋𝑣

‖𝑋𝑢 ∧𝑋𝑣‖
(𝑝) , (2.20)
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e variando (𝑢, 𝑣) ∈ 𝑈 , tem-se a aplicação 𝑁 : 𝑈 → R3 dada pela lei:

𝑁(𝑢, 𝑣) =
𝑋𝑢 ∧𝑋𝑣

‖𝑋𝑢 ∧𝑋𝑣‖
(𝑢, 𝑣). (2.21)

O campo de vetores normais 𝑁 é denominado Aplicação Normal de Gauss.

Além disso, a imagem dessa aplicação está contida na esfera de raio um e
centro fixado na origem, uma vez que se pode, para cada 𝑁 normal à 𝑋 e de norma
unitária, encontrar um representante do vetor 𝑁 fixado na origem, conforme indica a
Figura 5. Essa é uma forma de entender a Aplicação Normal de Gauss como um
mapeamento do comportamento dos planos tangentes à 𝑋.

Por mais que se defina a aplicação 𝑁 tomando valores de um conjunto aberto
𝑈 que é domı́nio de uma superfı́cie 𝑋, por uma questão de exatidão é importante
destacar que foi convencionado acima que 𝑁(𝑢, 𝑣) = 𝑁 ∘𝑋(𝑢, 𝑣), em outras palavras,
𝑁 de fato está definida a partir de uma operação de composição com 𝑁 ∘ 𝑋 : 𝑈 ⊂
R2 → S2 ⊂ R3.

Figura 5 – Aplicação Normal de Gauss

Além do mais, esse campo de vetores 𝑁 também é chamado de orientação
de uma superfı́cie 𝑋. Araújo (1998) diz que uma superfı́cie é orientável quando for
possı́vel, para um observador tridimensional, distinguir o lado de cima do lado de
baixo de seu traço.

Admite-se que nos demais resultados presentes neste trabalho serão analisa-
das somente superfı́cies conexas orientáveis, ou seja, superfı́cies que têm exatamente
duas orientações distintas 6:

𝑁(𝑢, 𝑣) = ± 𝑋𝑢 ∧𝑋𝑣

‖𝑋𝑢 ∧𝑋𝑣‖
(𝑢, 𝑣). (2.22)

6 Ver mais considerações em Araújo (1998, p.56)
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2.3.3 Diferencial da Aplicação Normal de Gauss

Uma vez que foi introduzido um campo de vetores normais a uma superfı́cie
regular que, por sua vez, oferece uma maneira de localizar os planos tangentes a
essa superfı́cie, é preciso agora entender o comportamento desses planos em uma
vizinhança de um ponto da superfı́cie. De forma mais precisa, estuda-se a variação
dessa aplicação, ou melhor, deve-se analisar as derivadas parciais da aplicação 𝑁 .

Definição 2.3.3. Seja 𝑋 : 𝑈 ⊂ R2 → R3 uma superfı́cie regular, o campo de vetores
normais 𝑁 : 𝑈 → R3 a 𝑋 determina para todo 𝑝 ∈ 𝑈 um vetor 𝑁(𝑝) unitário e ortogonal
ao 𝑇𝑝𝑋 gerado por 𝑋𝑢 e 𝑋𝑣 e, a base {𝑋𝑢𝑋𝑣, 𝑁} é uma base positivamente orientada
do R3. O operador linear 𝑑𝑁𝑝 : 𝑇𝑝𝑋 → 𝑇𝑝𝑋 é denominado Diferencial da Aplicação
Normal de Gauss ou Aplicação de Weingarten.

Vale ressaltar que 𝑑𝑁𝑝 pode também ser definido como 𝑑𝑁𝑝 : 𝑇𝑝𝑋 → 𝑇𝑁(𝑝)S2,
mas 𝑇𝑝𝑋 e 𝑇𝑁(𝑝)S2 são planos paralelos e, em termos de espaços vetoriais, são o
mesmo subespaço de R3. Pode-se dizer ainda que 𝑑𝑁𝑝 mede a variação de 𝑁(𝑝).
Ademais, analogamente à equação 2.2 e, visto que 𝑋𝑢 e 𝑋𝑣 são vetores tangentes às
curvas coordenadas de 𝑋 e formam uma base de 𝑇𝑝𝑋 tem-se:

𝑑𝑁𝑝(𝑋𝑢) = 𝑁𝑢

𝑑𝑁𝑝(𝑋𝑣) = 𝑁𝑣.
(2.23)

Proposição 2.3.2. O operador 𝑑𝑁𝑝 : 𝑇𝑝𝑋 → 𝑇𝑝𝑋 é autoadjunto, isto é, ⟨𝑋𝑢, 𝑑𝑁𝑝(𝑋𝑣)⟩ =
⟨𝑑𝑁𝑝(𝑋𝑢), 𝑋𝑣⟩.

Demonstração:

Sabe-se que 𝑁(𝑝) é ortogonal simultaneamente a 𝑋𝑢 e a 𝑋𝑣, ou seja,

⟨𝑋𝑢, 𝑁⟩ = 0

⟨𝑋𝑣, 𝑁⟩ = 0,
(2.24)

derivando os elementos em ambas igualdades a fim de surgirem os termos 𝑁𝑢 e 𝑁𝑣

obtêm-se:
𝜕⟨𝑋𝑢 𝑁⟩

𝜕𝑣
= ⟨𝑋𝑢𝑣, 𝑁⟩+ ⟨𝑋𝑢, 𝑁𝑣⟩ = 0

𝜕⟨𝑋𝑣 𝑁⟩
𝜕𝑢

= ⟨𝑋𝑣𝑢, 𝑁⟩+ ⟨𝑋𝑣, 𝑁𝑢⟩ = 0 ,

(2.25)

e, reordenando os termos:

⟨𝑋𝑢𝑣, 𝑁⟩ = −⟨𝑋𝑢, 𝑁𝑣⟩

⟨𝑋𝑣𝑢, 𝑁⟩ = −⟨𝑋𝑣, 𝑁𝑢⟩.
(2.26)
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O Teorema de Clairaut-Schwarz estabelece que 𝑋𝑢𝑣 = 𝑋𝑣𝑢, implicando em:

⟨𝑋𝑢𝑣, 𝑁⟩ = ⟨𝑋𝑣𝑢, 𝑁⟩ ⇔ −⟨𝑋𝑢, 𝑁𝑣⟩ = −⟨𝑋𝑣, 𝑁𝑢⟩. (2.27)

Permitindo concluir que ⟨𝑋𝑢, 𝑁𝑣⟩ = ⟨𝑋𝑣, 𝑁𝑢⟩ e, conforme às equações em 2.23
tem-se que ⟨𝑋𝑢, 𝑑𝑁𝑝(𝑋𝑣)⟩ = ⟨𝑑𝑁𝑝(𝑋𝑢), 𝑋𝑣⟩, o que prova a proposição.

De acordo com o segundo membro das igualdades em 2.26 e por uma questão
de convenção com a orientação escolhida do campo de vetores 𝑁 , usa-se a aplicação
−𝑑𝑁𝑝. No entanto, o resultado da Proposição 2.3.2 ainda é válido mesmo com a troca
de sinal.

Como consequência imediata deste resultado é importante destacar o Teo-
rema Espectral da Álgebra Linear, que garante que: “Para 𝑇𝑝𝑋 um espaço veto-
rial de dimensão finita sobre R, munido do produto interno usual ⟨ , ⟩, dizer que
−𝑑𝑁𝑝 : 𝑇𝑝𝑋 → 𝑇𝑝𝑋 é um operador autoadjunto equivale a dizer que exite uma base
de 𝑇𝑝𝑋 formada por autovalores de −𝑑𝑁𝑝, dois a dois ortogonais”.

Em razão disso, dado {𝑤1, 𝑤2} ⊂ 𝑇𝑝𝑋 tal que:

−𝑑𝑁𝑝(𝑤1) = 𝑘1𝑤1

−𝑑𝑁𝑝(𝑤2) = 𝑘2𝑤2,
(2.28)

é possı́vel também representar o operador −𝑑𝑁𝑝 pela matriz quadrada:

−𝑑𝑁𝑝 =

[︃
𝑘1 0

0 𝑘2

]︃
. (2.29)

O fato de −𝑑𝑁𝑝 ser um operador autoadjunto auxilia na permutação entre as
operações de derivação, quando se tratar do produto interno entre elementos de 𝑇𝑝𝑋.

2.3.4 Segunda Forma Fundamental

Definição 2.3.4. Sejam 𝑋 : 𝑈 ⊂ R2 → R3 uma superfı́cie regular e 𝑝 ∈ 𝑈 , a função
⨿𝑝 : 𝑇𝑝𝑋 → R, cuja lei de formação é dada por ⨿𝑝(𝑤) = ⟨−𝑑𝑁𝑝(𝑤), 𝑤⟩ é chamada de
Segunda Forma Fundamental.

Para 𝛼 uma curva sobre a superfı́cie 𝑋 tal que 𝛼′(𝑡0) = 𝑤 e 𝑝 = (𝑢0, 𝑣0) =

(𝑢(𝑡0), 𝑣(𝑡0)), tem-se que:

⨿𝑝(𝑤) = ⟨−𝑑𝑁𝑝(𝛼
′(𝑡0)), 𝛼

′(𝑡0)⟩

= −⟨𝑁(𝑢0, 𝑣0), 𝛼
′′(𝑡0)⟩

(2.30)

e, englobando as duas possı́veis orientações do vetor 𝑁 :

⨿𝑝(𝑤) = ±⟨𝛼′′(𝑡0), 𝑁⟩. (2.31)
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Como a Segunda Forma Fundamental está definida algebricamente, torna-se
preciso apresentar uma interpretação geométrica a ela. A priori, é escolhida uma
seção plana de 𝑋 que passe por um ponto 𝑝 e que contenha 𝑁(𝑝) determinando uma
curva 𝛼 : 𝐼 ⊂ R → 𝑋(𝑈) parametrizada por comprimento de arco, ou seja, ∀𝑡 ∈ 𝐼,
‖𝛼′(𝑡)‖ = 1.

Essa escolha é possı́vel devido a duas constatações: toda curva sobre uma su-
perfı́cie regular é regular e uma curva é regular se e só se possui uma reparametrização
por comprimento de arco7. Resta agora analisar a curvatura da curva 𝛼.

Seja �⃗� um vetor unitário e ortogonal a 𝛼 em uma seção plana conveniente onde
�⃗� = ±𝑁(𝑝) (chama-se de seção normal), com 𝑤 ∈ 𝑇𝑝𝑋, tal como ilustrado na Figura 6
(alterando a seção plana pode ocorrer �⃗� ̸= ±𝑁(𝑝)), considerando também 𝑇 = 𝛼′(𝑡)

‖𝛼′(𝑡)‖

e a partir da definição de curvatura para curvas planas tem-se:

𝑇 ′ = 𝑘(𝑡0)�⃗�. (2.32)

Figura 6 – Seção normal a uma superfı́cie

No entanto, é necessário elucidar o significado dessa equação. De acordo
com Araújo (1998), estudar a primeira derivada de uma curva nada revela sobre a
forma da curva, para prosseguir é preciso levar em conta a sua segunda derivada.
Já Picado (2006) elenca elementos necessários para definir curvatura: ser um valor
(escalar) inalterável por mudança de parâmetro, ser nula para uma reta e ser constante
e positiva para uma circunferência.

7 Ver outras considerações em Picado (2006, p. 16)
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Em razão disso, define-se curvatura para uma curva parametrizada por com-
primento de arco como sendo o número real ‖𝛼′′(𝑡)‖. A partir disso, é coerente o
comentário de Araújo (1998) em relação ao de Picado (2006), visto que se uma curva
𝛼 possuir ‖𝛼′′(𝑡)‖ = 0, então em 𝑡 o traço da curva coincide como uma linha reta (a
equação vetorial de uma reta é vista como uma curva regular cuja segunda derivada
é sempre nula). Porém, o termo ‖𝛼′′(𝑡)‖ dependerá da parametrização de 𝛼, mais
precisamente, dependerá do módulo do vetor derivada como indica a equação 2.32,
contrariando o primeiro elemento descrito por Picado (2006).

Para evitar essa contradição, justifica-se a necessidade de se definir a curvatura
para curvas parametrizadas por comprimento de arco. Porém, como nem sempre
é viável encontrar explicitamente a reparametrização de 𝛼, é importante dispor de
fórmulas para determinar 𝑘 em termos de 𝛼 e 𝑡. Neste caso, como consequência de
2.32:

𝑘(𝑡) = ±
⟨
𝑇 ′, �⃗�

⟩
= ±

⟨
𝑇 ′, 𝑁

⟩
. (2.33)

É possı́vel visualizar também a curvatura 𝑘 como fator do vetor �⃗�, ou melhor, se
a primeira derivada é entendida como sendo a velocidade de deslocamento do vetor
posição, então a curvatura é o fator 𝑘 que indica a intensidade da aceleração do vetor
posição. Além disso, como 𝛼 é parametrizada por comprimento de arco 𝑇 ′ = 𝛼′′(𝑡),
isto é,

𝑘(𝑡) = ±⟨𝛼′′(𝑡), 𝑁⟩. (2.34)

Em outras palavras, a Segunda Forma Fundamental determina a curvatura de
uma curva regular parametrizada por comprimento de arco que tem seu traço obtido
pela seção plana de 𝑋 por um plano que contenha o vetor 𝑁 . Sendo assim, a menos
de um sinal pode-se escrever:

𝑘(𝑡) = ⨿𝑝(𝑤). (2.35)

2.3.5 Coeficientes da Segunda Forma Fundamental

Tal como à Primeira Forma Fundamental é válido incorporar a este estudo co-
eficientes relacionados à Segunda Forma Fundamental.

Tomando uma superfı́cie regular 𝑋 : 𝑈 ⊂ R2 → R3, uma curva regular 𝛼(𝑡) =
𝑋(𝑢(𝑡), 𝑣(𝑡)) sobre essa superfı́cie, tal que, para um vetor 𝑤 ∈ 𝑇𝑝𝑋 tenha-se que
𝛼′(𝑡0) = 𝑤 e um ponto 𝑝 = (𝑢(𝑡0), 𝑣(𝑡0)).

Aplicando o operador −𝑑𝑁𝑝 à equação 2.11 tem-se:

−𝑑𝑁𝑝(𝛼
′(𝑡0)) = −𝑑𝑁𝑝(𝑢

′(𝑡0)𝑋𝑢(𝑝) + 𝑣′(𝑡0)𝑋𝑣(𝑝)), (2.36)
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como já é conhecido que o operador −𝑑𝑁𝑝 é linear e usando a notação em 2.23, é
possı́vel escrever:

−𝑑𝑁𝑝(𝑢
′(𝑡0)𝑋𝑢(𝑝) + 𝑣′(𝑡0)𝑋𝑣(𝑝)) = 𝑢′(𝑡0)(−𝑑𝑁𝑝(𝑋𝑢)) + 𝑣′(𝑡0)(−𝑑𝑁𝑝(𝑋𝑣))

= 𝑢′(𝑡0)(−𝑁𝑢) + 𝑣′(𝑡0)(−𝑁𝑣) = 𝑎(−𝑁𝑢) + 𝑏(−𝑁𝑣).
(2.37)

Ressalta-se que a equação acima está de acordo com o seguinte resultado da
Àlgebra Linear: se 𝑇 : 𝑉 → 𝑊 é uma transformação linear e {𝑣1, 𝑣2, ..., 𝑣𝑛} gera o
espaço 𝑉 , então {𝑇 (𝑣1), 𝑇 (𝑣2), ..., 𝑇 (𝑣𝑛)} gera a imagem da transformação 𝑇 .

De acordo com esse resultado, tomando 𝑇 = −𝑑𝑁𝑝, então o conjunto {−𝑁𝑢,−𝑁𝑣}
gera a imagem da transformação −𝑑𝑁𝑝. Desta maneira, dada uma orientação:

⨿𝑝(𝑤) = ⟨−𝑑𝑁𝑝(𝑤), 𝑤⟩ = ⟨𝑎(−𝑁𝑢) + 𝑏(−𝑁𝑣), 𝑎𝑋𝑢 + 𝑏𝑋𝑣⟩

= 𝑎2⟨−𝑁𝑢, 𝑋𝑢⟩+ 𝑎𝑏⟨−𝑁𝑢, 𝑋𝑣⟩+ 𝑏𝑎⟨−𝑁𝑣, 𝑋𝑢⟩+ 𝑏2⟨−𝑁𝑣 𝑋𝑣⟩.
(2.38)

Veja ainda que devido à Proposição 2.3.2:

⟨−𝑁𝑢, 𝑋𝑣⟩ = ⟨𝑁, 𝑋𝑢𝑣⟩ = ⟨𝑋𝑢𝑣, 𝑁⟩ ,

⟨−𝑁𝑣, 𝑋𝑢⟩ = ⟨𝑁, 𝑋𝑣𝑢⟩ = ⟨𝑋𝑣𝑢, 𝑁⟩
(2.39)

e como consequência do Teorema de Clairaut-Schwarz, ⟨𝑋𝑢𝑣, 𝑁⟩ = ⟨𝑋𝑣𝑢, 𝑁⟩.

Então:

⨿𝑝(𝑤) = 𝑎2⟨𝑋𝑢𝑢, 𝑁⟩+ 2𝑎𝑏⟨𝑋𝑢𝑣, 𝑁⟩+ 𝑏2⟨𝑋𝑣𝑣, 𝑁⟩. (2.40)

Ademais, tal como foi destacado em 2.14, nomea-se:

𝑒(𝑢0, 𝑣0) = ⟨𝑋𝑢𝑢, 𝑁⟩(𝑝) ,

𝑓(𝑢0, 𝑣0) = ⟨𝑋𝑢𝑣, 𝑁⟩(𝑝) ,

𝑔(𝑢0, 𝑣0) = ⟨𝑋𝑣𝑣, 𝑁⟩(𝑝).

(2.41)

As funções contı́nuas 𝑒, 𝑓 e 𝑔 são chamadas de Coeficientes da Segunda
Forma Fundamental.





41

3 Curvatura de Superfı́cie

Se conhecemos um objeto apenas qualitativamente,
nós o conhecemos apenas de maneira vaga.

Se o conhecemos quantitativamente - entendendo alguma medida numérica que o
distingue de um número infinito de outras possibilidades -,

começamos a conhecê-lo profundamente.
– Carl Sagan, Bilhões e Bilhões.

Neste capı́tulo será consolidado o conceito de curvatura para superfı́cies re-
gulares, visto que no capı́tulo anterior as Formas Fundamentais foram introduzidas e
discutidas para essa finalidade.

3.1 Curvatura Normal

Inicialmente é preciso advertir que por mais que “historicamente, a definição de
curvatura de uma superfı́cie surgiu a partir da definição de curvatura de uma curva.”
(NATÁRIO, 2009, p. 42), para todos os efeitos, a definição de curvatura de superfı́cie
não é única como a definição para curvas. Em geral, a ideia de curvatura se ramifica
em dois conceitos substanciosos: a Curvatura de Gauss e a Curvatura Média que
serão apresentados na seção posterior.

Além disso, no capı́tulo anterior foram discutidas algumas das exigências ci-
tadas por Picado (2006) para definir curvatura de uma curva. A primeira dessas
exigências, aquela que diz respeito ao fato de que a curvatura de uma curva deva
ser um escalar real, também se aplica para superfı́cies. Enquanto as duas outras
exigências também encontram similaridades na generalização do conceito para su-
perfı́cies: a curvatura de uma reta é nula, tal como para um plano, e a curvatura de
uma circunferência é constante e positiva; o que também é válido para uma esfera.
Logo, os aspectos discutidos neste capı́tulo mostrarão que a possibilidade de realizar
essa extensão de conceitos não é mera casualidade.

Definição 3.1.1. Seja 𝑋 : 𝑈 ⊂ R2 → R3 uma superfı́cie regular e 𝑝 ∈ 𝑈 . A função
Curvatura Normal em 𝑝 é a aplicação 𝑘𝑛 : 𝑇𝑝𝑋 − {(0, 0)} → R que, para cada vetor
𝑤 ∈ 𝑇𝑝𝑋, associa

𝑘𝑛(𝑤) =
⨿𝑝(𝑤)

𝐼𝑝(𝑤)
=

𝑎2𝑒(𝑢0, 𝑣0) + 2𝑎𝑏𝑓(𝑢0, 𝑣0) + 𝑏2𝑔(𝑢0, 𝑣0)

𝑎2𝐸(𝑢0, 𝑣0) + 2𝑎𝑏𝐹 (𝑢0, 𝑣0) + 𝑏2𝐺(𝑢0, 𝑣0)
(3.1)
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Ainda, segue da interpretação geométrica dada na seção Segunda Forma Fun-
damental que 𝑘𝑛 corresponde à curvatura da seção normal à superfı́cie 𝑋 em 𝑝. De
modo preciso, a lei de formação 3.1 corresponde para uma curva cujo traço é uma
seção normal à superfı́cie regular 𝑋 o que a lei 2.33 corresponde para uma curva
regular plana.

Proposição 3.1.1. Sejam 𝛼 e 𝛽 curvas sobre uma superfı́cie 𝑋 regular tais que sejam
tangentes uma a outra em 𝛼(𝑡0) = 𝛽(𝑡0) = 𝑝0 então 𝑘𝑛(𝛼

′(𝑡0)) = 𝑘𝑛(𝛽
′(𝑡0)). Isso

equivale a afirmar que a Curvatura Normal 𝑘𝑛 em 𝛼(𝑡) depende apenas da direção
tangente à curvatura em 𝑡.

Demonstração:

A princı́pio, constata-se que 𝑁 ∘ 𝛼(𝑡) = 𝑁(𝑢(𝑡), 𝑣(𝑡)) é ortogonal ao vetor 𝑤 ∈
𝑇𝑝𝑋. Dessa forma, pode-se representar 𝑤 = 𝛼′(𝑡) e ainda ⟨𝛼′(𝑡), 𝑁(𝑢(𝑡), 𝑣(𝑡))⟩ = 0.
Derivando ambos os membros da igualdade, tem-se:

⟨𝛼′′(𝑡), 𝑁(𝑢(𝑡), 𝑣(𝑡))⟩+ ⟨𝛼′(𝑡), 𝑑𝑁𝑝(𝑢(𝑡), 𝑣(𝑡))⟩ = 0 ,

𝑘𝑛(𝛼
′(𝑡))‖𝛼′(𝑡) ‖2 + ⟨𝛼′(𝑡), 𝑑𝑁𝑝(𝑢(𝑡), 𝑣(𝑡))⟩ = 0 ,

𝑘𝑛(𝛼
′(𝑡)) =

⟨𝛼′(𝑡), −𝑑𝑁𝑝(𝑢(𝑡), 𝑣(𝑡))

‖𝛼′(𝑡) ‖2
.

(3.2)

Repare ainda que 𝑘𝑛 depende somente do valor de 𝛼′ em um ponto 𝑡. Fixando
𝑡 = 𝑡0, então para 𝛼(𝑡0) = 𝛽(𝑡0) = 𝑝0 implica que 𝑘𝑛(𝛼

′(𝑡0)) = 𝑘𝑛(𝛽
′(𝑡0), encerrando a

demonstração.

Proposição 3.1.2. Sejam 𝑋 : 𝑈 ⊂ R2 → R3 uma superfı́cie regular e a função Curva-
tura Normal 𝑘𝑛 de 𝑋 em 𝑝 = (𝑢0, 𝑣0) ∈ 𝑈 . Então existem vetores 𝑤1, 𝑤2 ∈ 𝑇𝑝𝑋 unitários
e ortogonais tais que 𝑘1 = 𝑘𝑛(𝑤1) e 𝑘2 = 𝑘𝑛(𝑤2) são os valores mı́nimo e máximo da
função 𝑘𝑛.

Demonstração:

Sendo 𝛼(𝑡) = 𝑋((𝑢(𝑡), 𝑣(𝑡)) uma curva sobre a superfı́cie 𝑋 onde tem-se um
ponto fixo 𝑝 = 𝛼′(𝑡0), note que é possı́vel escrever 𝑤 = 𝛼′(𝑡0).

Pela proposição 2.3.2, −𝑑𝑁𝑝 é um operador autoadjunto, então segundo o Te-
orema Espectral, existem vetores 𝑤1, 𝑤2 ∈ 𝑇𝑝𝑋 unitários e ortognais entre si, tais que
𝑘1𝑤1 = −𝑑𝑁𝑝(𝑤1) e 𝑘2𝑤2 = −𝑑𝑁𝑝(𝑤2).

Pela equação 2.11 𝑤 = 𝛼′(𝑡0) = 𝑎𝑤1 + 𝑏𝑤2 de forma que ‖𝑤‖2 = 𝑎2 + 𝑏2 = 1.

Diante do exposto, tem-se que 𝑘𝑛 pode ser expresso como:

𝑘𝑛(𝛼
′(𝑡0)) = ⟨−𝑑𝑁𝑝(𝛼

′(𝑡0)), 𝛼
′(𝑡0)⟩ = ⟨−𝑑𝑁𝑝(𝑎𝑤1 + 𝑏𝑤2), 𝑎𝑤1 + 𝑏𝑤2⟩ , (3.3)
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e, como −𝑑𝑁𝑝 é um operador linear, resulta em:

𝑘𝑛(𝛼
′(𝑡0)) = ⟨𝑎[−𝑑𝑁𝑝(𝑤1)] + 𝑏[−𝑑𝑁𝑝(𝑤2)], 𝑎𝑤1 + 𝑏𝑤2⟩

= 𝑎2⟨𝑘1𝑤1, 𝑤1⟩+ 𝑏2⟨𝑘2𝑤2, 𝑤2⟩

= 𝑘1𝑎
2 + 𝑘2𝑏

2,

(3.4)

bastando agora verificar que 𝑘1 e 𝑘2 são os valores máximos e mı́nimos.

Para o caso em que 𝑘1 = 𝑘2 tem-se 𝑘𝑛 como uma função constante. Neste
caso, é admissı́vel escrever 𝑘1 = 𝑘1(𝑎

2 + 𝑏2) ≤ 𝑘1𝑎
2 + 𝑘2𝑏

2 ≤ 𝑘2(𝑎
2 + 𝑏2) = 𝑘2, o que

prova a proposição para esse caso.

Para o caso 𝑘1 ̸= 𝑘2 restam duas possibilidades: 𝑘1 < 𝑘2 ou 𝑘2 < 𝑘1. Tomando
o caso 𝑘1 < 𝑘2, multiplicando 𝑎2 e somando o termo 𝑘2𝑏

2 em ambos os membros
obtém-se:

𝑘1𝑎
2 < 𝑘2𝑎

2

𝑘1𝑎
2 + 𝑘2𝑏

2 < 𝑘2(𝑎
2 + 𝑏2) = 𝑘2.

(3.5)

Realizando o mesmo processo, primeiro multiplicando os dois membros da de-
sigualdade por 𝑏2 e somando o 𝑘1𝑎2 a ambos os membros, obtém-se:

𝑘1𝑏
2 < 𝑘2𝑏

2

𝑘1 = 𝑘1(𝑎
2 + 𝑏2) < 𝑘1𝑎

2 + 𝑘2𝑏
2.

(3.6)

Combinando 3.5 e 3.6 tem-se que:

𝑘1 = 𝑘1(𝑎
2 + 𝑏2) < 𝑘1𝑎

2 + 𝑘2𝑏
2 = 𝑘1𝑎

2 + 𝑘2𝑏
2 < 𝑘2(𝑎

2 + 𝑏2) = 𝑘2, (3.7)

que finaliza a demonstração para o caso 𝑘1 < 𝑘2.

A demonstração para 𝑘2 < 𝑘1 é a mesma, a menos de uma troca de ı́ndices.
Deste modo, para todos os casos:

𝑘1 = 𝑘1(𝑎
2 + 𝑏2) ≤ 𝑘1𝑎

2 + 𝑘2𝑏
2 ≤ 𝑘2(𝑎

2 + 𝑏2) = 𝑘2 ,

𝑘1 ≤ 𝑘𝑛(𝑤) ≤ 𝑘2, ∀𝑤 ∈ 𝑇𝑝𝑋 − {(0, 0)}.
(3.8)

Logo, está provada a proposição, isto é, as curvaturas normais cobrem todo o
intervalo [𝑘1, 𝑘2] e, pelas equações 2.28, para o caso em que 𝑘1 < 𝑘2, o mı́nimo é
atingido somente quando 𝛼′(𝑡0) = ±𝑤1 e o máximo só é atingido quando 𝛼′(𝑡0) = ±𝑤2.

A propósito, os autovalores 𝑘1 e 𝑘2 são chamados de curvaturas principais da
superfı́cie 𝑋 no ponto 𝑝 e o vetores 𝑤1 e 𝑤2 são as direções principais.

3.2 Curvatura de Gauss

Definição 3.2.1. Seja 𝑋 : 𝑈 ⊂ R2 → R3 uma superfı́cie regular, a Curvatura de
Gauss de uma superfı́cie em um ponto 𝑝 ∈ 𝑈 é definida como 𝐾(𝑝) = 𝑘1(𝑝)𝑘2(𝑝),
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onde 𝑘1 e 𝑘2 são as curvaturas principais. Enquanto a Curvatura Média é dada pela
média aritmética dos autovalores 𝐻(𝑝) = 𝑘1(𝑝)+𝑘2(𝑝)

2
.

A Curvatura de Gauss e a Curvatura Média, 𝐾(𝑝) e𝐻(𝑝) podem ser entendidas,
respectivamente, como o determinante da matriz que define a transformação 𝑑𝑁𝑝 em
2.29 e, a metade da soma dos elementos da diagonal principal (metade do traço)
dessa matriz.

Exemplo 3.2.1.

A superfı́cie regular𝑋 em que𝑋(𝑢, 𝑣) = (𝑢, 10 𝑐𝑜𝑠ℎ( 𝑢
10
) 𝑐𝑜𝑠(𝑣), 10 𝑐𝑜𝑠ℎ( 𝑢

10
) 𝑠𝑒𝑛(𝑣)),

cujo traço está descrito na Figura 7, é denominada de Catenóide e pode ser obtida
pela rotação da curva regular 𝛼(𝑡) = (𝑡, 𝑐𝑜𝑠ℎ( 𝑢

10
), 0) em torno do eixo 𝑂𝑧.

Estudando as curvaturas das seções normais em 𝑝 = (0, 0), determinam-se os
vetores que geram o 𝑇𝑝𝑋, a saber 𝑋𝑢(0, 0) = (1, 0, 0) e 𝑋𝑣(0, 0) = (0, 0, 10). Podendo-
se ainda calcular os coeficientes da Primeira Forma Fundamental :

𝐸(0, 0) = 1

𝐹 (0, 0) = 0

𝐺(0, 0) = 100.

(3.9)

Figura 7 – Catenóide
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De maneira semelhante para a Segunda Forma Fundamental :

𝑁(0, 0) = (0,−1, 0) ,

𝑒(0, 0) = − 1

10
,

𝑓(0, 0) = 0 ,

𝑔(0, 0) = 10

(3.10)

e pela definição 3.1.1:

𝑘𝑛(𝑎𝑋𝑢(𝑝) + 𝑏𝑋𝑣(𝑝)) =
⨿𝑝(𝑎𝑋𝑢(𝑝) + 𝑏𝑋𝑣(𝑝))

𝐼𝑝(𝑎𝑋𝑢(𝑝) + 𝑏𝑋𝑣(𝑝))
, 𝑎, 𝑏 ∈ R

=
−𝑎2

10
+ 2𝑎𝑏0 + 10𝑏2

𝑎2 + 2𝑎𝑏0 + 100𝑏2
=

−𝑎2 + 100𝑏2

10𝑎2 + 1000𝑏2
.

(3.11)

Graças à Proposição 3.1.2 a função Curvatura Normal tem sua imagem limi-
tada pelos autovalores 𝑘1 e 𝑘2.

De acordo com a expressão obtida em 3.11, 𝑘𝑛 assumirá valor máximo para
𝑎 = 0 e 𝑏 = 1 e mı́nimo para 𝑎 = 1 e 𝑏 = 0, para verificar isso basta tomar o mesmo
raciocı́nio usado nas desigualdades presentes em 3.5 e 3.8. Por consequência:

𝑘𝑛(1𝑋𝑢(𝑝) + 0𝑋𝑣(𝑝)) = − 1

10
= 𝑘1

𝑘𝑛(0𝑋𝑢(𝑝) + 1𝑋𝑣(𝑝)) =
1

10
= 𝑘2.

(3.12)

Porém, nem sempre será factı́vel determinar as curvaturas principais somente
analisando a lei de formação de 𝑘𝑛, visto que os vetores 𝑋𝑢 e 𝑋𝑣 que formam a base
de 𝑇𝑝𝑋 podem assumir valores que tornam a lei de formação 𝑘𝑛 mais sofisticada e,
consequentemente, tornam a tarefa de encontrar 𝑘1 e 𝑘2 mais complexa.

Nota-se que as seções normais de𝑋 determinam traços de curvas cujas curva-
turas têm sinais opostos no ponto 𝑝. Devido à Proposição 3.1.1 é possı́vel visualizar
isso independentemente da seção plana tomada no ponto 𝑝, desde que as direções
tangentes sejam as mesmas.

Logo, como ilustrado na Figura 8, os vetores que representam as segundas
derivadas dessas curvas estão apontados para direções opostas em relação às retas
𝑟 e 𝑠 tangentes no ponto 𝑝, ou melhor, se as curvas fossem colocadas no mesmo
plano, o vetores estariam apontando para lados distintos1.

Teorema 3.2.1. Seja 𝑋(𝑢, 𝑣) uma superfı́cie regular. Se 𝑝 = (𝑢0, 𝑣0), então

𝐾(𝑝) =
𝑒0𝑔0 − 𝑓 2

0

𝐸0𝐺0 − 𝐹 2
0

(3.13)

1 Aqui faz-se uso de uma facilitação linguı́stica: o termo ”lados distintos”refere-se intuitivamente a
semiplanos distintos.
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Figura 8 – Seções Normais: Catenárias e Circunferência

onde 𝐸0, 𝐹0 e 𝐺0 são os coeficientes da Primeira Forma Fundamental em 𝑝 e 𝑒0, 𝑓0 e
𝑔0 são coeficientes da Segunda Forma Fundamental em 𝑝.

Demonstração:

Dada uma parametrização de 𝑋(𝑢, 𝑣), a fim de obter uma fórmula para 𝐾(𝑝)

em função dos coeficientes das Primeira e Segunda Formas Fundamentais, é impres-
cindı́vel então encontrar uma matriz do operador −𝑑𝑁𝑝 relativamente à base {𝑋𝑢, 𝑋𝑣}.

Entretanto, a matriz dessa transformação em 2.29 está determinada em relação
à base {𝑤1, 𝑤2} formada por autovalores de −𝑑𝑁𝑝 e seu determinante coincide com a
definição dada para 𝐾(𝑝).

A matriz relativa a base {𝑋𝑢, 𝑋𝑣} será escrita de forma genérica como:

[𝑎𝑖𝑗] =

[︃
𝑎11 𝑎12

𝑎21 𝑎22

]︃
, (3.14)

enquanto a matriz do operador −𝑑𝑁𝑝 relativa à base de autovalores será escrita como
[−𝑑𝑁𝑝], onde det[𝑎𝑖𝑗] = det[−𝑑𝑁𝑝], pois as matrizes [𝑎𝑖𝑗] e [−𝑑𝑁𝑝] são semelhantes.

Recordando que {−𝑁𝑢, −𝑁𝑣} gera a imagem do operador −𝑑𝑁𝑝 (𝐼𝑚(−𝑑𝑁𝑝))
e que ela, por sua vez é um subconjunto de 𝑇𝑝𝑋, onde {𝑋𝑢, 𝑋𝑣} é base, então os
vetores −𝑁𝑢 e −𝑁𝑣 podem ser escritos como:2

−𝑁𝑢 = 𝑎11𝑋𝑢 + 𝑎12𝑋𝑣

−𝑁𝑣 = 𝑎21𝑋𝑢 + 𝑎22𝑋𝑣.
(3.15)

Tanto para a primeira equação em 3.15 quanto para a segunda, calcula-se o

2 Por mais que seja possı́vel escrever essa combinação linear, note que isso não significa que −𝑁𝑢

e −𝑁𝑣 serão sempre L.I., por exemplo, basta tomar o plano como superfı́cie regular. Decorre que
nesse caso a aplicação 𝑁 será constante para todo ponto 𝑝 da superfı́cie. Portanto −𝑑𝑁(𝑝) = 0, ou
melhor, a imagem de −𝑑𝑁𝑝 será um espaço vetorial de dimensão nula.
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produto interno em relação a 𝑋𝑢

−⟨𝑋𝑢, 𝑁𝑢⟩ = 𝑎11⟨𝑋𝑢, 𝑋𝑢⟩+ 𝑎12⟨𝑋𝑢, 𝑋𝑣⟩

= ⟨𝑋𝑢𝑢, 𝑁⟩ = 𝑒0 = 𝑎11𝐸0 + 𝑎12𝐹0 ,
(3.16)

−⟨𝑋𝑢, 𝑁𝑣⟩ = 𝑎21⟨𝑋𝑢, 𝑋𝑢⟩+ 𝑎22⟨𝑋𝑢, 𝑋𝑣⟩

= ⟨𝑋𝑢𝑣, 𝑁⟩ = 𝑓0 = 𝑎21𝐸0 + 𝑎22𝐹0 ,
(3.17)

representando como produtos de matrizes, tem-se:[︃
𝑎11 𝑎12

𝑎21 𝑎22

]︃
.

[︃
𝐸0

𝐹0

]︃
=

[︃
𝑒0

𝑓0

]︃
. (3.18)

Utilizando o mesmo procedimento, mas agora com o produto interno em relação
a 𝑋𝑣, tem-se:

−⟨𝑋𝑣, 𝑁𝑢⟩ = 𝑎11⟨𝑋𝑣, 𝑋𝑢⟩+ 𝑎12⟨𝑋𝑣, 𝑋𝑣⟩

= ⟨𝑋𝑢𝑣, 𝑁⟩ = 𝑓0 = 𝑎11𝐹0 + 𝑎12𝐺0 ,
(3.19)

−⟨𝑋𝑣, 𝑁𝑣⟩ = 𝑎21⟨𝑋𝑣, 𝑋𝑢⟩+ 𝑎22⟨𝑋𝑣, 𝑋𝑣⟩

= ⟨𝑋𝑣𝑣, 𝑁⟩ = 𝑔0 = 𝑎21𝐹0 + 𝑎22𝐺0 ,
(3.20)

novamente, atribuindo uma representação matricial, tem-se:[︃
𝑎11 𝑎12

𝑎21 𝑎22

]︃
.

[︃
𝐹0

𝐺0

]︃
=

[︃
𝑓0

𝑔0

]︃
. (3.21)

Resta unir as duas representações matriciais em 3.18 e em 3.21:[︃
𝑎11 𝑎12

𝑎21 𝑎22

]︃
.

[︃
𝐸0 𝐹0

𝐹0 𝐺0

]︃
=

[︃
𝑒0 𝑓0

𝑓0 𝑔0

]︃
. (3.22)

Seja [𝐼] =

[︃
𝐸0 𝐹0

𝐹0 𝐺0

]︃
e [𝐼𝐼] =

[︃
𝑒0 𝑓0

𝑓0 𝑔0

]︃
, como o determinante de um produto é

o produto dos determinantes, então:

det[𝑎𝑖𝑗] det[𝐼] = det[𝐼𝐼]

det[𝑎𝑖𝑗] =
det[𝐼𝐼]

det[𝐼]

det[𝑎𝑖𝑗] = det[−𝑑𝑁𝑝] = 𝐾(𝑝) =
𝑒0𝑔0 − 𝑓 2

0

𝐸0𝐺0 − 𝐹 2
0

.

(3.23)

Devido à Proposição 2.3.1 o termo 𝐸0𝐺0 − 𝐹 2
0 nunca será nulo, eliminando

a possibilidade de indeterminação no denominador da expressão obtida. Em razão
disso, o Teorema está provado.
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O Teorema 3.2.1 demonstrado é de grande valor para o cálculo da Curvatura
de Gauss, já que a fórmula que utiliza o produto das Curvaturas Principais é pouco
prática, devido ao trabalho requerido em encontrar as direções principais para cada
caso.

Ao fazer uso somente dos coeficientes das Formas Fundamentais para esse
cálculo, apresenta-se uma forma mais imediata de encontrar a Curvatura de Gauss
em um ponto, em razão de que esses coeficientes dependem da superfı́cie regular,
suas derivadas parciais de primeira e segunda ordens e a Aplicação Normal de Gauss,
elementos esses que, como já mostrado anteriormente neste capı́tulo, dispõem de
fórmulas práticas para serem obtidos.

Vale ressaltar que a Curvatura de Gauss tem papel essencial no capı́tulo sub-
sequente, tendo mais destaque que a Curvatura Média para as justificativas posterio-
res. Porém, no que diz respeito à Curvatura Média em um ponto é também exequı́vel
encontrar uma fórmula em função dos coeficientes 𝐸0, 𝐹0, 𝐺0, 𝑒0, 𝑓0 e 𝑔0, bastando
multiplicar em ambos os membros da igualdade em 3.22 a inversa da matriz [𝐼𝐼] à
direita e encontrar [𝑎𝑖𝑗] pelo método da Eliminação de Gauss.

Como o traço de uma matriz é igual a soma de seus valores próprios, então a
Curvatura Média (metade do traço da matriz [−𝑑𝑁𝑝]) será metade do traço da matriz
[𝑎𝑖𝑗]. Segue diretamente desse processo que:

𝐻(𝑝) =
1

2

𝑒0𝐺0 − 2𝑓0𝐹0 + 𝐸0𝑔0
𝐸0𝐺0 − 𝐹 2

0

. (3.24)

Exemplo 3.2.2.

Seja 𝑋(𝜙, 𝜃) = (𝑅𝑠𝑒𝑛(𝜃) 𝑐𝑜𝑠(𝜙), 𝑅 𝑠𝑒𝑛(𝜙) 𝑠𝑒𝑛(𝜃), 𝑅 𝑐𝑜𝑠(𝜃)) uma esfera de raio 𝑅
tal como discutido no Exemplo 2.1, com 𝑅 = 1. Apresenta-se agora o cálculo de 𝐾(𝑝),
∀𝑝 = (𝜙, 𝜃) utilizando a fórmula demonstrada no Teorema 3.2.1.

Conforme as equações em 2.6:

𝐸(𝑝) = ⟨𝑋𝜙, 𝑋𝜙⟩ = 𝑅2𝑠𝑒𝑛2(𝜃) ,

𝐺(𝑝) = ⟨𝑋𝜃, 𝑋𝜃⟩ = 𝑅2.
(3.25)

Por 2.8, ‖𝑋𝜙 ∧ 𝑋𝜃‖2 = 𝑅4𝑠𝑒𝑛2(𝜃) e por 2.18 𝑅4𝑠𝑒𝑛2(𝜃) = 𝐸(𝑝)𝐺(𝑝) − 𝐹 (𝑝)2,
tem-se que, 𝐹 (𝑝) = 0.

Uma vez que a Aplicação Normal de Gauss associa vetores de 𝑋 a uma esfera
de raio unitário, é de se esperar que, para 𝑋 sendo uma esfera a aplicação 𝑁 percorra
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toda a esfera, onde 𝑁(𝜙, 𝜃) = (𝑠𝑒𝑛(𝜃)𝑐𝑜𝑠(𝜙), 𝑠𝑒𝑛(𝜙)𝑠𝑒𝑛(𝜃), 𝑐𝑜𝑠(𝜃)). Por isso:

𝑒(𝑝) = ⟨𝑋𝜙𝜙, 𝑁⟩ = −𝑅𝑠𝑒𝑛2(𝜃) ,

𝑓(𝑝) = ⟨𝑋𝜙𝜃, 𝑁⟩ = 0 ,

𝑔(𝑝) = ⟨𝑋𝜃𝜃, 𝑁⟩ = −𝑅 ,

(3.26)

então pelo Teorema 3.2.1:

𝐾(𝑝) =
𝑒(𝑝)𝑔(𝑝)− 𝑓(𝑝)2

𝐸(𝑝)𝐺(𝑝)− 𝐹 (𝑝)2
=
𝑅2𝑠𝑒𝑛2(𝜃)

𝑅4𝑠𝑒𝑛2(𝜃)
=

1

𝑅2
. (3.27)

Esse resultado comprova que a Curvatura de Gauss de uma esfera é constante
e sempre positiva. Tomando a definição de curvatura como sendo um valor que indica
o quanto uma superfı́cie se “dobra” em relação a um plano tangente fixo em um ponto,
percebe-se que a esfera se “dobra” uniformemente e com a mesma intensidade para
todos os seus pontos 3.

Exemplo 3.2.3.

Figura 9 – Desvio geodésico na esfera

Uma forma de perceber a Curvatura de Gauss de uma superfı́cie na fı́sica é
estudar na esfera como dois meridianos afastam-se ou aproximam-se um do outro.
Ohanian (1976) esclarece que para a Relatividade Geral essa tendência de objetos
recuarem ou se aproximarem enquanto se movem sob a ação de um campo gravitaci-
onal é conhecida como Desvio Geodésico.

3 Vale considerar que para cada curva sobre a esfera o vetor da segunda derivada apontará sempre
para o centro.
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Considera-se neste exemplo a superfı́cie terrestre como uma esfera de raio
𝑅 e 𝛼(𝑡) uma curva parametrizada por comprimento de arco sobre essa esfera que
descreve um dos meridianos. Tendo em vista isso, a distância do traço de 𝛼 a outro
meridiano é 𝑆 e 𝑢 é o comprimento dos dois arcos que esses meridianos determinam.
Observando a Figura 9 nota-se que o comprimento 𝑆 pode ser escrito como:

𝑆 = 𝑟d𝜑. (3.28)

Observando o triângulo retângulo de hipotenusa 𝑅 e vértice no centro da es-
fera, tem-se:

𝑆 = 𝑟d𝜑 = 𝑅𝑠𝑒𝑛(𝜃)d𝜑 = 𝑅𝑠𝑒𝑛(
𝑢

𝑅
)d𝜑. (3.29)

Ainda em Ohanian (1976), pode-se entender que o Desvio Geodésico descreve
uma aceleração de um objeto que se locomove do meridiano 𝛼 a outro em relação ao
comprimento 𝑢. Desta maneira, derivando em relação a 𝑢 duas vezes:

d2𝑆

d𝑢2
= −d𝜑

𝑅
𝑠𝑒𝑛(

𝑢

𝑅
) ,

− 𝑅

𝑅2
𝑠𝑒𝑛(

𝑢

𝑅
)d𝜑 = − 𝑆

𝑅2
,

(3.30)

e por 3.23 é possı́vel escrever:
d2𝑆

d𝑢2
= −𝐾.𝑆. (3.31)

A equação 3.31 é conhecida como Equação de Jacobi, sendo válida para
qualquer superfı́cie regular, dado que basta variar o valor de 𝐾. Dessa maneira,
nota-se que a aceleração obtida é diretamente proporcional à Curvatura de Gauss
da superfı́cie. Ainda,

A partir do seu Princı́pio de Equivalência, Einstein concluiu que a gra-
vidade não é uma força, como Newton acreditava, mas sim a curvatura
do espaço-tempo. A fonte desta curvatura é a matéria. Tal como um
imã cria um campo magnético no espaço circundante, um objeto ma-
terial cria campos gravitacionais que distorcem ou curvam o espaço-
tempo ao redor (FABER, 1983, p. 175; tradução nossa)

Portanto, é possı́vel a partir deste princı́pio criar uma analogia entre a esfera
descrita como a superfı́cie terrestre e um campo gravitacional que age sob um objeto
que se movimenta de um meridiano a outro, uma vez que essa aceleração está rela-
cionada a um efeito secundário da ação da gravidade. Faber (1983) reforça também
que muito embora seja razoável visualizar a gravidade como curvatura, deve-se ainda
haver ponderação nesta analogia, pois o espaço-tempo é quadridimensional e não
bidimensional como o traço de uma superfı́cie.
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4 Classificação de Pontos Crı́ticos

O estudo de pontos crı́ticos de funções de duas variáveis aparece em diver-
sos materiais do CVV e a relevância da classificação desses pontos é grande na
resolução de problemas práticos envolvendo otimizações: minimizar custo, maximi-
zar rendimento, etc. Além disso, conforme Kaplan (1972), a determinação de pontos
crı́ticos e suas classificações em máximos, mı́nimos ou sela, são fases importantes
para a construção do gráfico de uma função e, sobretudo, do entendimento das pro-
priedades locais desses objetos.

Ainda em Kaplan (1972), é possı́vel destacar que o autor parte da noção de
ponto crı́tico em funções de uma variável real e o estende para funções de duas
variáveis. Nessa perspectiva, analisar um ponto crı́tico em um ponto (𝑥0, 𝑦0) equi-
vale a analisar as funções 𝑓(𝑥, 𝑦0) e 𝑓(𝑥0, 𝑦) que dependem somente de uma variável
cada. Em geral, estudar um ponto crı́tico de uma função de duas variáveis demanda
conhecimento das curvas de nı́vel da função.

Na essência dessa discussão, o conceito de Curvatura de Gauss da geometria
diferencial traz respostas consistentes para essas classificações, em razão de que
pode-se entender o gráfico de uma função diferenciável de uma variável como o traço
de uma curva regular e, da mesma maneira, entende-se o gráfico de uma função
diferenciável de duas variáveis como o traço de uma superfı́cie regular 1.

Neste capı́tulo será retomada uma gama de resultados essenciais do estudo
de máximos e mı́nimos de funções de uma ou duas variáveis com o objetivo de que
a partir de uma problematização das abordagens mais frequentes relacionadas ao
conteúdo de identificação de pontos crı́ticos, possa-se discutir uma alternativa diferen-
ciada de visualizar esse resultado: será mostrado que na maioria dos casos a Cur-
vatura de Gauss é um invariante geométrico que coleta justamente as informações
necessárias para investigar a natureza de um ponto crı́tico.

4.1 Máximos e Mı́nimos

O máximo ou mı́nimo de uma função de duas variáveis pode ocorrer na fronteira
ou no interior de seu domı́nio. Os resultados posteriores discutirão o caso em que os
máximos e mı́nimos encontram-se no interior de uma região, uma vez que as técnicas
discutidas são válidas para funções diferenciáveis cujos domı́nios são subconjuntos
abertos do R2.

1 Ver Proposição 2.1.2
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Definição 4.1.1. Seja 𝑓 : 𝐴 ⊂ R2 → R uma função de duas variáveis. Diz-se que:

1. Um ponto (𝑥0, 𝑦0) é um ponto de mı́nimo local de 𝑓 se existe uma bola aberta 𝐵2

com centro (𝑥0, 𝑦0), tal que 𝑓(𝑥, 𝑦) ≥ 𝑓(𝑥0, 𝑦0) para todo (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐵 ∩ 𝐴;

2. Um ponto (𝑥0, 𝑦0) é um ponto de máximo local de 𝑓 se existe uma bola aberta 𝐵
com centro (𝑥0, 𝑦0), tal que 𝑓(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑓(𝑥0, 𝑦0) para todo (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐵 ∩ 𝐴.

Em ambos os casos (𝑥0, 𝑦0) é dito também um extremante ou ainda um extremo rela-
tivo ou local de 𝑓 .

Exemplo 4.1.1.

A função 𝑓(𝑥, 𝑦) = −(𝑥2 + 𝑦2)𝑠𝑒𝑛(𝑥2 + 𝑦2) admite um máximo local na origem.

De fato: 𝑓(0, 0) = 0 e, por outro lado, tem-se 𝑥2 + 𝑦2 ≥ 0 ⇒ −𝑥2 − 𝑦2 ≤ 0.
Tomando como restrição de domı́nio o cı́rculo de centro fixado na origem e raio 𝑟 = 1

que é denominado como 𝜆 ⊂ 𝐷𝑓 , tem-se −1 < −𝑥2 − 𝑦2 ≤ 0, então:

𝑠𝑒𝑛(𝑥2 + 𝑦2) ≥ 0 ⇒ −(𝑥2 + 𝑦2)𝑠𝑒𝑛(𝑥2 + 𝑦2) = 𝑓(𝑥, 𝑦) ≤ 0 = 𝑓(0, 0). (4.1)

Em linhas gerais, para todo par ordenado (𝑥, 𝑦) ∈ 𝜆, 𝑓(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑓(0, 0), como
pode ser observado na Figura 10 onde o gráfico de 𝑓 é descrito dentro da região
determinada por um quadrado de lado 2 e centro fixado na origem (repare que a
região 𝜆 está contida neste quadrado).

Figura 10 – Máximo Local

2 Em Domingues (1982, p. 50), uma bola aberta do R2 de centro 𝑝 e raio 𝑟 pode ser entendida como
um subconjunto de pontos do R2 cuja distância euclidiana a 𝑝 é estritamente menor que 𝑟. Ainda,
adiciona-se que o papel desse conceito é fundamental, ou melhor, “esse papel é o mesmo dos
intervalos do tipo ]𝑝 − 𝜀, 𝑝 + 𝜀[ no estudo da análise na reta. Em suma, elas têm uma atuação
equivalente à dos ‘𝜀’ e dos ‘𝛿’ do cálculo ou da análise real. ”(DOMINGUES, 1982, p. 50).
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Todavia, ampliando o domı́nio de 𝑓 para, por exemplo, a região determinada
por um quadrado de lado 4 e centro fixado na origem, percebe-se que 𝑓(0, 0) não é
mais valor máximo, como indica a Figura 11.

Figura 11 – 𝑓(0, 0) não é mais valor máximo

Definição 4.1.2. Seja 𝑓 : 𝐴 ⊂ R2 → R uma função de duas variáveis. Diz-se que:

1. Um ponto (𝑥0, 𝑦0) é um ponto de mı́nimo absoluto ou global de 𝑓 se para todo
ponto (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴, 𝑓(𝑥, 𝑦) ≥ 𝑓(𝑥0, 𝑦0);

2. Um ponto (𝑥0, 𝑦0) é um ponto de máximo absoluto ou global de 𝑓 se para todo
ponto (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴, 𝑓(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑓(𝑥0, 𝑦0).

Exemplo 4.1.2.

A função 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑡𝑎𝑛ℎ(𝑥2 + 𝑦2) tem um ponto de mı́nimo absoluto em 𝑓(0, 0),
como é possı́vel observar na Figura 12.

Por definição a tangente hiperbólica em um número 𝑢 é dada como:

𝑡𝑎𝑛ℎ(𝑢) =
𝑒𝑢 − 𝑒−𝑢

𝑒𝑢 + 𝑒−𝑢
.

Dessa forma, tomando 𝑢 = 𝑥2 + 𝑦2, tem-se:

𝑡𝑎𝑛ℎ(𝑥2 + 𝑦2) =
𝑒𝑥

2+𝑦2 − 𝑒−𝑥2−𝑦2

𝑒𝑥2+𝑦2 + 𝑒−𝑥2−𝑦2
. (4.2)
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Ainda, 𝑥2+𝑦2 ≥ 0 então 𝑒𝑥2+𝑦2 ≥ 1 e 𝑒−𝑥2−𝑦2 ≤ 1. Desse modo, 𝑒𝑥2+𝑦2−𝑒−𝑥2−𝑦2 ≥
0 e como 𝑒𝑥2+𝑦2 + 𝑒−𝑥2−𝑦2 > 0, obtém-se:

𝑒𝑥
2+𝑦2 − 𝑒−𝑥2−𝑦2

𝑒𝑥2+𝑦2 + 𝑒−𝑥2−𝑦2
= 𝑡𝑎𝑛ℎ(𝑥2 + 𝑦2) ≥ 0 = 𝑓(0, 0). (4.3)

Figura 12 – Mı́nimo Absoluto

No entanto, há funções de duas variáveis que não possuem pontos de máximo
ou de mı́nimo, por exemplo, basta tomar uma função de duas variáveis cujo gráfico
descreve um plano não paralelo ao plano 𝑧 = 0.

Diante das demasiadas situações em que se pode encontrar pontos de máximo
ou mı́nimo surge então a necessidade de conhecer as condições necessárias para que
eles existam.

Teorema 4.1.1. Sejam 𝐴 ⊂ R𝑛 (com 𝑛 natural) um conjunto aberto e 𝑓 : 𝐴 → R uma
função diferenciável que tem máximo (ou mı́nimo) local em um ponto 𝑝 ∈ 𝐴. Se as
derivadas parciais de primeira ordem de 𝑓 existem então todas elas são iguais a zero
em 𝑝. Em outras palavras, o gradiente O𝑓(𝑝) = (0, 0, ..., 0).

Demonstração:

Demonstra-se aqui o caso em que 𝑝 é um ponto onde 𝑓 assume máximo local;
para o caso de mı́nimo local a demonstração é análoga, basta assumir uma função
𝑔 = −𝑓 . Como 𝐴 é um subconjunto aberto do R𝑛 e 𝑝 é um ponto de máximo local
então, por definição, existe uma bola aberta 𝐵 do R𝑛 centrada em 𝑝 de raio 𝛿 > 0 tal
que para todo 𝑎 ∈ 𝐵 ∩ 𝐴 temos 𝑓(𝑎) ≤ 𝑓(𝑝).
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Assim, sendo 𝑒𝑖 um vetor de R𝑛 que possui a i-ésima coordenada igual a 1 e
as restantes iguais a zero (por exemplo, 𝑒2 = (0, 1, 0, ..., 0)), pode-se então definir uma
função 𝜓 : ] − 𝛿, 𝛿[→ R de uma variável tal que 𝜓(𝑡) = 𝑓(𝑝 + 𝑡.𝑒𝑖). Repare que 𝜓 é
uma função diferenciável (pois 𝑓 é diferenciável) que associa valores de um segmento
de reta à bola aberta 𝐵. Além disso, 𝜓(𝑡) = 𝑓(𝑝 + 𝑡.𝑒𝑖) ≤ 𝑓(𝑝) = 𝜓(0), isto é, o fato
de 𝑓(𝑝) ser máximo local de 𝑓 implicará que 𝜓(0) será máximo local de 𝜓. Tomando a
derivada de 𝜓 quando 𝑡 = 0, tem-se:

lim
𝑡→0

𝜓(𝑡)− 𝜓(0)

𝑡
= lim

𝑡→0

𝑓(𝑝+ 𝑡.𝑒𝑖)− 𝑓(𝑝)

𝑡
=
𝜕𝑓(𝑝)

𝜕𝑥𝑖
. (4.4)

Deve-se provar agora que: se para um ponto 𝑡0 (neste caso 𝑡0 = 0) um ponto
de máximo local de uma função de uma variável 𝜓 então 𝜓′(𝑡0) = 0.

Como 𝑡0 é ponto de máximo local 𝜓(𝑡) ≤ 𝜓(𝑡0) ⇔ 𝜓(𝑡) − 𝜓(𝑡0) ≤ 0 então para
valores de 𝑡 suficientemente próximos de 𝑡0, restam dois casos: quando 𝑡 < 𝑡0 ⇔
𝑡− 𝑡0 < 0, obtem-se a desigualdade:

𝜓(𝑡)− 𝜓(𝑡0)

𝑡− 𝑡0
≥ 0 , (4.5)

dessa forma,

lim
𝑡→𝑡−0

𝜓(𝑡)− 𝜓(𝑡0)

𝑡− 𝑡0
≥ 0. (4.6)

Quando 𝑡 > 𝑡0 ⇔ 𝑡− 𝑡0 > 0, obtem-se a outra desigualdade:

𝜓(𝑡)− 𝜓(𝑡0)

𝑡− 𝑡0
≤ 0 , (4.7)

dessa forma,

lim
𝑡→𝑡+0

𝜓(𝑡)− 𝜓(𝑡0)

𝑡− 𝑡0
≤ 0. (4.8)

Sendo 𝜓 diferenciável em uma vizinhança de 𝑡, então o limite em 4.4 existe, ou
seja, os limites laterais são iguais:

𝐿 = lim
𝑡→𝑡+0

𝜓(𝑡)− 𝜓(𝑡0)

𝑡− 𝑡0
= lim

𝑡→𝑡−0

𝜓(𝑡)− 𝜓(𝑡0)

𝑡− 𝑡0

= lim
𝑡→𝑡0

𝜓(𝑡)− 𝜓(𝑡0)

𝑡− 𝑡0
,

(4.9)

e das desigualdades 4.6 e 4.8, 𝐿 ≥ 0 e 𝐿 ≤ 0 então 𝐿 = 0, isto é, 𝜓′(𝑡0) = 0.

Aplicando esse resultado para a situação descrita em que 𝑡0 = 0 o ponto de
máximo local, então

𝜓′(0) =
𝜕𝑓(𝑝)

𝜕𝑥𝑖
= 0, 𝑖 = 1, ..., 𝑛. (4.10)

Portanto, o teorema está provado, pois O𝑓(𝑝) = (0, 0, ..., 0).
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Observe também que o teorema diz que se, em uma função de duas variáveis,
(𝑥0, 𝑦0) é um extremo local então o plano tangente à superfı́cie cujo traço coincide com
o gráfico da função é paralelo ao plano 𝑥𝑂𝑦 (plano horizontal).

Os pontos do domı́nio de 𝑓 para os quais as derivadas parciais da função se
anulam ou não existem são chamados de Pontos Crı́ticos da função. Vale ressaltar
que o Teorema 4.1.1 é uma condição necessária, mas não suficiente para determinar
pontos de máximo e mı́nimo, isto é, foi provado que se 𝑝 é ponto de máximo ou mı́nimo
então ele é ponto crı́tico, mas a recı́proca não necessariamente é verdadeira.

Definição 4.1.3. Ao se tratar de funções diferenciáveis de duas variáveis, um ponto
crı́tico que não é máximo local nem mı́nimo local é chamado ponto de sela.

Exemplo 4.1.3.

Seja a função 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 − 𝑦2. O gradiente de 𝑓 se anula em (0, 0). Porém,
por mais que (0, 0) seja ponto crı́tico, para todo 𝛿 > 0 tem-se 𝑓(0, 𝛿) < 𝑓(0, 0) < 𝑓(𝛿, 0).
Sendo assim, (0, 0) é um ponto de sela.

Já para o caso em que há máximos e mı́nimos e esses se encontram na fron-
teira do domı́nio de uma função será enunciado a seguir (sem demonstrar) um teorema
que garante em quais condições uma função atinge seu máximo e mı́nimo.

Teorema 4.1.2. Se 𝑓 é uma função contı́nua em um conjunto fechado e limitado 𝐷 ⊆
R𝑛, onde 𝑛 é natural, então 𝑓 assume um valor máximo absoluto e um valor mı́nimo
absoluto em pontos de 𝐷.

O teorema acima tem grande relevância, posto que um ponto é crı́tico ou
quando as derivadas se anulam nele ou quando não há derivadas. Essa segunda
situação pode parecer escassa de ferramentas para a investigação, visto que se re-
corre quase sempre à operação de derivação para realizar as análises.

Contudo, existe um método para determinar os valores extremos de uma função
𝑓 em um conjunto fechado e limitado 𝐷 (diz-se conjunto compacto).

Este método consiste em primeiramente determinar os valores de 𝑓 nos pontos
crı́ticos de 𝑓 no interior de 𝐷. Após isso, faz-se necessário encontrar também os
valores extremos de 𝑓 na fronteira de 𝐷.

Por fim, resta comparar os valores de 𝑓 em cada uma das situações: o maior
dos valores será o máximo absoluto, o menor será o mı́nimo absoluto e a existência
deles está garantida pelo teorema acima.
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4.2 Concavidades e Curvaturas

Nos Capı́tulos 2 e 3 foi aprofundado o conceito de curvatura para superfı́cies re-
gulares a partir do que se compreende como curvatura para uma curva regular plana.
Da mesma maneira, partindo do objetivo de conectar elementos do CVV com ele-
mentos da geometria diferencial, é importante à discussão a respeito das condições
necessárias e suficientes para determinação da natureza de um ponto crı́tico de uma
função de duas variáveis reais e que estejam claras quais são as ferramentas impres-
cindı́veis para realizar as classificações quando a função tratada é de uma variável
real.

Ademais, é compreesı́vel que, dada uma função 𝑓 diferenciável em um intervalo
aberto 𝐼 ⊂ 𝐷𝑓 e uma curva diferenciável 𝛼 : 𝐼 ⊂ R → R2 tal que 𝛼(𝑥) = (𝑥, 𝑓(𝑥)); 𝛼
será uma curva regular, já que ‖𝛼′(𝑥)‖ =

√︀
1 + 𝑓 ′(𝑥)2 ̸= 0 para todo 𝑥 ∈ 𝐼. Então

pode-se entender o traço de 𝛼 como o gráfico da função 𝑓 .

Discute-se brevemente a seguir resultados conhecidos do CUV sob um as-
pecto voltado à geometria diferencial. Essa gama de resultados depende de um con-
ceito conhecido como concavidade de uma função em um ponto 𝑝 ∈ 𝐼.

Definição 4.2.1. Diz-se que 𝑓 tem a concavidade:

1. Para cima no intervalo 𝐼 se 𝑓(𝑥) > 𝑓 ′(𝑝)(𝑥− 𝑝) + 𝑓(𝑝).

2. Para baixo no intervalo 𝐼 se 𝑓(𝑥) < 𝑓 ′(𝑝)(𝑥− 𝑝) + 𝑓(𝑝).

Denota-se 𝑓 ′(𝑝)(𝑥 − 𝑝) + 𝑓(𝑝) = 𝑇 (𝑥) tal que 𝑇 descreve a reta tangente a 𝑓

em 𝑝. No primeiro caso 𝑓 tem concavidade para cima no intervalo 𝐼 se, e somente se,
para todo ponto interior a 𝐼 diferente de 𝑝 a imagem de 𝑓 nesses pontos for sempre
maior que a imagem de 𝑇 .

Enquanto para o segundo caso, a imagem de 𝑓 nos pontos de 𝐼 diferentes de
𝑝 deve ser menor que a imagem de 𝑇 , estando o gráfico de 𝑓 abaixo da reta descrita
por 𝑇 , como mostra a Figura 13 onde apresenta-se duas funções com concavidades
para cima e para baixo.

Quando existirem números reais 𝑎 e 𝑏 tais que 𝑝 ∈ ]𝑎, 𝑏[= 𝐼 ⊂ 𝐷𝑓 e 𝑓 apresentar
concavidades de nomes contrários em ]𝑎, 𝑝[ e ]𝑝, 𝑏[ diz-se que 𝑝 é um ponto de inflexão
de 𝑓 .

Da maneira como foi definida curvatura é de se esperar que haja uma relação
entre essa ideia e o conceito de concavidade.
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Figura 13 – Concavidades

Teorema 4.2.1. Sejam 𝑓 uma função que admite derivada até a 2a ordem no intervalo
aberto 𝐼, a curva regular 𝛼 : 𝐼 ⊂ R → R2, 𝛼(𝑥) = (𝑥, 𝑓(𝑥)) cujo traço descreve o gráfico
de 𝑓 e 𝑘 a curvatura da curva 𝛼. Assim,

1. Se 𝑘(𝑥) > 0 para 𝑥 ∈ 𝐼, então 𝑓 terá concavidade para cima em 𝐼; e

2. Se 𝑘(𝑥) < 0 para 𝑥 ∈ 𝐼, então 𝑓 terá concavidade para baixo em 𝐼.

Demonstração:

A curvatura 𝑘 em um ponto 𝑥 ∈ 𝐼 pode ser obtida pela equação 2.33, porém
o vetor normal �⃗� precisa ser pré-determinado. Posto que �⃗� é unitário e ortogonal ao
vetor tangente 𝛼′(𝑥) então considere �⃗� como o versor de um vetor �⃗� = (𝑥𝑛, 𝑦𝑛) onde:

⟨�⃗� , 𝛼′(𝑥) ⟩ = 0,

⟨(𝑥𝑛, 𝑦𝑛), ( 1, 𝑓 ′(𝑥))⟩ = 0

⇒ 𝑥𝑛 = −𝑦𝑛𝑓 ′(𝑥).

(4.11)

É identificado que �⃗� = (𝑦𝑛𝑓
′(𝑥), 𝑦𝑛) e como 𝑦𝑛 ̸= 0 já que 𝛼 é regular, então:

�⃗� =
�⃗�

‖�⃗�‖
=

(︃
−𝑓 ′(𝑥)√︀
1 + 𝑓 ′(𝑥)

,
1√︀

1 + 𝑓 ′(𝑥)

)︃
, (4.12)

por causa disso e como 𝛼′′(𝑥) = (0, 𝑓 ′′(𝑥)), tem-se:

𝑘(𝑥) =
⟨(0, 𝑓 ′′(𝑥)), (− 𝑓 ′(𝑥), 1)⟩√︀

(1 + 𝑓 ′(𝑥)2)3
=

𝑓 ′′(𝑥)√︀
(1 + 𝑓 ′(𝑥)2)3

. (4.13)

O denominador da equação 4.13 será sempre positivo para todo 𝑥 ∈ 𝐼, fazendo
o sinal da curvatura de 𝛼 ser determinada pela segunda derivada da função 𝑓 em 𝑥.
Chega-se então a uma reformulação do teorema, isto é, se a segunda derivada de 𝑓



4.2. Concavidades e Curvaturas 59

em 𝑥 é positiva então a concavidade da função será para cima e, da mesma maneira,
se for negativa então a concavidade da função será para baixo.

Logo, para o primeiro caso deve-se mostrar que ao tomar um 𝑝 qualquer em 𝐼

então para todo 𝑥 em 𝐼, 𝑥 ̸= 𝑝 obtém-se 𝑓(𝑥) > 𝑇 (𝑥), como indica a Figura 14.

Figura 14 – Diferença de 𝑓(𝑥) e 𝑇 (𝑥)

A demonstração para a concavidade para baixo é análoga, basta mostrar que
𝑓(𝑥) < 𝑇 (𝑥). Define-se uma função 𝜙(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝑇 (𝑥) e será mostrado que ela
será estritamente positivamente para todo 𝑥 em 𝐼 diferente de 𝑝. Reforça-se que 𝜙

também é diferenciável em 𝐼, porque sua lei de formação é a diferença entre valores
das funções diferenciáveis 𝑓 e 𝑇 , então derivando 𝜙 temos 𝜙′(𝑥) = 𝑓 ′(𝑥)− 𝑇 ′(𝑥).

Repare que 𝑇 ′(𝑥) = 𝑓 ′(𝑝), deste modo 𝜙 = 𝑓 ′(𝑥) − 𝑓 ′(𝑝) para todo 𝑥 em 𝐼.
Por definição, a segunda derivada é a derivada da função derivada, denota-se por
𝑓 ′′(𝑥) = (𝑓 ′(𝑥))′ e, por hipótese, 𝑓 ′′(𝑥) > 0; sendo assim o Teorema do Intervalo
de Crescimento ou Decrescimento do cálculo diferencial garante que: se a derivada
de uma função for positiva no interior de 𝐼 então a função é estritamente crescente
em 𝐼 (analogamente válido para estritamente decrescente para derivada negativa).
Com isso, está provado que 𝑓 ′ é estritamente crescente em 𝐼 e consequentemente
𝜙′(𝑥) = 𝑓 ′(𝑥)− 𝑓 ′(𝑝) é positiva para 𝑥 > 𝑝 e negativa para 𝑥 < 𝑝.

Com essa afirmação, pode-se aplicar novamente o Teorema do Intervalo de
Crescimento ou Decrescimento, mas agora em 𝜙′ e nota-se que 𝜙 será estritamente
decrescente para valores de 𝑥 < 𝑝 e estritamente crescente para valores de 𝑥 > 𝑝, ou
melhor, para 𝑥 < 𝑝 temos 𝜙(𝑥) > 𝜙(𝑝) = 0 e para 𝑥 > 𝑝 tem-se 𝜙(𝑥) > 𝜙(𝑝) = 0. De
todo modo: 𝜙(𝑥) > 0, o que prova o teorema.

Está garantido assim que o sinal da curvatura da curva 𝛼 que parametriza o
gráfico de 𝑓 revela justamente como é a concavidade de 𝑓 e ainda que, investigar o
sinal da segunda derivada de uma função equivale a investigar para qual sentido a
curva que parametriza seu gráfico deixa de ser uma reta em uma vizinhança do ponto
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analisado. Usa-se esse resultado para a próxima demonstração que propicia uma ma-
neira de classificar um ponto crı́tico de uma função de uma variável sob determinadas
condições.

Teorema 4.2.2 (Teste da Segunda Derivada). Sejam 𝑓 uma função que admite deri-
vada de 2a ordem contı́nua no intervalo aberto 𝐼 e 𝑝 ∈ 𝐼.

1. Se 𝑝 é um ponto crı́tico de 𝑓 e 𝑓 ′′(𝑝) > 0 então 𝑝 é ponto de mı́nimo local.

2. Se 𝑝 é um ponto crı́tico de 𝑓 e 𝑓 ′′(𝑝) < 0 então 𝑝 é ponto de máximo local.

Demonstração:

Para o primeiro caso em que 𝑓 ′′ é positiva em 𝑝 é relevante salientar que como
𝑝 é ponto crı́tico de 𝑓 então a reta tangente a 𝑓 em 𝑝 é paralela ao eixo das abscissas
(coeficiente angular nulo), denota-se 𝑇 (𝑥) = 𝑓(𝑝). Devido ao Teorema 4.2.1 𝑓 tem
concavidade para cima, ou seja, pela definição de concavidade no intervalo aberto 𝐼

obtém-se 𝑓(𝑥) > 𝑇 (𝑥) = 𝑓(𝑝) para todo 𝑥 de 𝐼, exceto 𝑝. Logo, isso corresponde
justamente à definição de ponto de mı́nimo local.

Similar a essa constatação, no caso em que 𝑓 ′′ é negativa em 𝑝 é perceptı́vel
que 𝑓 tem concavidade para baixo e, consequentemente, 𝑓(𝑥) < 𝑇 (𝑥) = 𝑓(𝑝) para
todo 𝑥 de 𝐼, exceto 𝑝. Por isso, 𝑝 é ponto de máximo local, o que prova o teorema.

Em suma, esse resultado oferece uma condição suficiente sob determinadas
condições para classificar um ponto crı́tico de uma função de uma variável em máximo
local ou mı́nimo local fazendo uso da ideia de curvatura para uma curva. Considerando
isso, é compreensı́vel que as condições suficientes para a classificação de um ponto
crı́tico de uma função de duas variáveis devam envolver a ideia de curvatura para uma
superfı́cie.

4.3 Da demonstração e entendimento do Teste do Hessiano.

Há um teste conhecido do CVV que fornece uma condição suficiente para se
decidir se um ponto crı́tico é máximo local, mı́nimo local ou ponto de sela. O teste
é denominado Teste do Hessiano e será enunciado para o caso de funções de duas
variáveis. No entanto, o teste pode ser generalizado para funções de mais de duas
variáveis.

Definição 4.3.1. Seja 𝑓 : 𝐴 → R uma função de classe 𝐶2 definida em um conjunto
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aberto 𝐴 ⊂ R𝑛. A matriz hessiana de 𝑓 em um ponto 𝑝 ∈ 𝐴 é definida como:

𝐻𝑒𝑠𝑠(𝑝) =

⎡⎢⎢⎣
𝜕2𝑓(𝑝)

𝜕𝑥2
1

. . . 𝜕2𝑓(𝑝)
𝜕𝑥1𝜕𝑥𝑛

... . . . ...
𝜕2𝑓(𝑝)
𝜕𝑥𝑛𝜕𝑥1

. . . 𝜕2𝑓(𝑝)
𝜕𝑥2

𝑛

⎤⎥⎥⎦ . (4.14)

Denota-se det(𝐻𝑒𝑠𝑠(𝑝)) = 𝐻𝑒(𝑝) que é denominado de Hessiano de 𝑓 em 𝑝.

Teorema 4.3.1 (Teste do Hessiano). Seja 𝑓 : 𝑈 ⊂ R2 uma função de duas variáveis
de classe 𝐶2 definida em um conjunto aberto 𝑈 . Se 𝑝 é um ponto crı́tico de 𝑓 então

1. se 𝜕2𝑓
𝜕𝑥2 (𝑝) > 0 e 𝐻𝑒(𝑝) > 0 então 𝑝 é um ponto de mı́nimo local de 𝑓 ;

2. se 𝜕2𝑓
𝜕𝑥2 (𝑝) < 0 e 𝐻𝑒(𝑝) > 0 então 𝑝 é um ponto de máximo local de 𝑓 ;

3. se 𝐻𝑒(𝑝) < 0 então 𝑝 é um ponto de sela de 𝑓 ;

4. se 𝐻𝑒(𝑝) = 0 não se pode afirmar nada sobre a natureza do ponto crı́tico 𝑝.

No que diz respeito ao como o Teste do Hessiano aparece na bibliografia dis-
ponı́vel, Alves (2011) em sua tese analisa os trabalhos de Stewart (2004), Guidorizzi
(1986) e Leithold (1999), visando propor uma atividade baseada nas conclusões feitas.
Ainda, ele assegura que:

O conteúdo relacionado à identificação de pontos extremantes apre-
senta caracterı́sticas geométricas pouco exploradas pelos livros didáticos.
Em geral no seu estudo, dada à complexidade intrı́nseca da demonstração
propriamente dita do teorema chamado de teste da hessiana ou teste
da 2a derivada, a atividade dos estudantes se restringe à verificação
das condições descritas nos itens (...) 3 (ALVES, 2011, p. 209).

Deste modo, é verificado que, convencionalmente, o uso do Hessiano para a
classificação de pontos crı́ticos nesses materiais não recorre a uma justificativa ba-
seada nos conceitos mais básicos do CUV e CVV. Ademais, nesses materiais são
feitas referências a outros textos mais elaborados. Como consequência, encara-
se a demonstração desse resultado somente como um processo de validação e de
sistematização, excluindo seu sentido de explicação.

Dessa forma, pode-se afirmar que:

Embora por meio de verificações quase-empı́ricas (por exemplo, cons-
truções e medições rigorosas, substituições numéricas, e outras) seja
possı́vel atingir de fato um alto nı́vel de confiança na validade de uma
conjectura, estes processos não fornecem em geral uma explicação
satisfatória da razão pela qual pode ser verdadeira. (VILLIERS, 2001,
p. 33).

3 Refere-se aqui aos itens da tese do Teste do Hessiano
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Porém, essa caracterização não é unânime: de acordo com Alves (2011), a
abordagem de Kaplan (1972) em relação ao conteúdo difere da dos demais autores,
porque em sua demonstração e exposição o autor faz uso de uma linguagem que
permite uma discussão mais intuitiva e não estritamente formal do teorema. Mais
precisamente, Kaplan (1972) discute a natureza desses pontos crı́ticos a partir da
análise da concavidade de algumas seções planas da superfı́cie descrita pela função
de duas variáveis.

Tendo em vista essas considerações e partindo dos conceitos da geometria
diferencial discutidos nos capı́tulos anteriores, mostra-se a seguir uma demonstração
do Teste do Hessiano que busca possibilitar uma visualização menos estritamente
analı́tica desse resultado do CVV, garantindo também um entendimento sobre as pro-
priedades locais de algumas superfı́cies imersas no espaço euclidiano R3.

4.4 Um efeito geométrico da Curvatura de Gauss

Ao calcular a Curvatura de Gauss e a Curvatura Média em um ponto de uma
superfı́cie regular dá-se um nome especı́fico para esses pontos dependendo dos va-
lores de 𝐾 e 𝐻. Esta classificação é motivada pelo efeito geométrico que cada um
desses valores representa na superfı́cie analisada e, de acordo com Picado (2006),
para a maioria dos casos é possı́vel identificar qual a classificação de um ponto ape-
nas olhando para o gráfico da superfı́cie.4

Sejam 𝑋 : 𝑈 ⊂ R2 → R3 uma superfı́cie regular tal que 𝑈 é um conjunto aberto
e um ponto 𝑝 ∈ 𝑈 , diz-se que 𝑝 é:

∙ elı́tico, se 𝐾(𝑝) > 0.

∙ hiperbólico, se 𝐾(𝑝) < 0.

∙ parabólico, se 𝐾(𝑝) = 0 e 𝐻(𝑝) ̸= 0.

∙ planar , se 𝐾(𝑝) = 0 e 𝐻(𝑝) = 0.

Em um ponto elı́tico, as curvaturas principais 𝑘1 e 𝑘2 terão o mesmo sinal.
Ainda, entendendo as curvaturas principais como curvaturas de curvas sobre a su-
perfı́cie e conforme o Teorema 4.2.1, é natural agora conjecturar que, as concavi-
dades das curvas sobre a superfı́cie estejam voltadas para o mesmo semi-espaço
determinado pelo 𝑇𝑝𝑋. Porém, em um ponto hiperbólico, as curvaturas principais 𝑘1
e 𝑘2 têm sinais opostos, o que implica que existem curvas sobre a superfı́cie cujas
concavidades estão voltadas para os dois semi-espaços determinados por 𝑇𝑝𝑋. Os
resultados destas conjecturas são enunciados pelo seguinte teorema.
4 Ver Picado (2006, p. 127)
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Teorema 4.4.1. Sejam 𝑋(𝑢, 𝑣), (𝑢, 𝑣) ∈ 𝑈 ⊂ R2, uma superfı́cie regular e 𝑝 = (𝑢0, 𝑣0).

1. Se 𝑝 é um ponto elı́tico, então existe uma vizinhança 𝑊 de 𝑝, 𝑊 ⊂ 𝑈 , tal que
𝑋(𝑊 ) está contida em um dos semi-espaços fechados determinados por 𝑇𝑝𝑋.

2. Se 𝑝 é um ponto hiperbólico, então toda vizinhança 𝑊 de 𝑝, 𝑊 ⊂ 𝑈 , existem 𝑝1

e 𝑝2, tais que 𝑋(𝑝1) e 𝑋(𝑝2) pertencem a semi-espaços distintos determinados
por 𝑇𝑝𝑋.

Demonstração:

Partindo da hipótese de que 𝑝 é um ponto elı́tico é necessário encontrar uma
forma de localizar pontos 𝑋(𝑢, 𝑣) da superfı́cie 𝑋 em relação ao plano tangente a 𝑋

em 𝑝.

Para isso, tanto Carmo (2004) quanto Tenenblat (2008) definem uma função 𝑓
como:

𝑓(𝑢, 𝑣) = ⟨𝑋(𝑢, 𝑣)−𝑋(𝑝), 𝑁(𝑝)⟩ = ‖𝑋(𝑢, 𝑣)−𝑋(𝑝)‖.‖𝑁(𝑝)‖.𝑐𝑜𝑠(𝜃) , (4.15)

tal que 𝑁(𝑝) é a Aplicação Normal de Gauss calculada em 𝑝 e 𝜃 o ângulo formado
entre os dois vetores. De acordo com a Figura 15 é concebı́vel que o sinal de 𝑓

determinará qual o semi-espaço determinado por 𝑇𝑝𝑋 o ponto 𝑋(𝑢, 𝑣) estará e isso
pode ser observado pela restrição da medida que o ângulo 𝜃 pode assumir. Além
disso, sem perda de generalidade é possı́vel tomar 𝑝 = (0, 0) ∈ 𝑈 .

Figura 15 – Ponto Elı́tico

Em outras palavras, o sinal de 𝑓 é determinado por 𝜃: se 0 < |𝜃| < 𝜋
2

geo-
metricamente nota-se que um ponto 𝑋(𝑢, 𝑣) genérico estará no mesmo semi-espaço
que 𝑁(𝑝). Por isso, 𝑐𝑜𝑠(𝜃) > 0 ⇒ 𝑓(𝑢, 𝑣) > 0 ou 𝑐𝑜𝑠(𝜃) < 0 ⇒ 𝑓(𝑢, 𝑣) < 0. Então,
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basta mostrar que se 𝐾(𝑝) > 0 a função 𝑓 será estritamente positiva ou estritamente
negativa em uma vizinhança do ponto 𝑝. De fato, como 𝑋 é analı́tica, ou seja, é de
classe 𝐶∞, então para cada ponto 𝑝 ∈ 𝑈 existe uma vizinhança 𝑊 ⊂ 𝑈 de 𝑝 tal que: 5

𝑋(𝑢, 𝑣) = 𝑋(𝑝) + 𝑢𝑋𝑢(𝑝) + 𝑣𝑋𝑣(𝑝)+

+
1

2
(𝑢2𝑋𝑢𝑢(𝑝) + 2𝑢𝑣𝑋𝑢𝑣(𝑝) + 𝑣2𝑋𝑣𝑣(𝑝)) +𝑅(𝑢, 𝑣),

(4.16)

em que 𝑅(𝑢, 𝑣) é um polinômio de grau maior ou igual a 3. Ainda, repare que:

lim
(𝑢,𝑣)→(0,0)

|𝑅|
𝑢2 + 𝑣2

= 0. (4.17)

Substituindo 4.16 em 4.15, tem-se:

𝑓(𝑢, 𝑣) = 𝑢⟨𝑋𝑢(𝑝), 𝑁(𝑝)⟩+ 𝑣⟨𝑋𝑣(𝑝), 𝑁(𝑝)⟩

+
1

2
(𝑢2⟨𝑋𝑢𝑢(𝑝), 𝑁(𝑝)⟩+ 2𝑢𝑣⟨𝑋𝑢𝑣(𝑝), 𝑁(𝑝)⟩+ 𝑣2⟨𝑋𝑣𝑣(𝑝), 𝑁(𝑝)⟩) + ⟨𝑅, 𝑁(𝑝)⟩.

(4.18)

Como 𝑋𝑢(𝑝) e 𝑋𝑣(𝑝) são ortogonais a 𝑁(𝑝) e denotando os coeficientes da Se-
gunda Forma Fundamental como 𝑒(0, 0) = 𝑒0, 𝑓(0, 0) = 𝑓0 e 𝑔(0, 0) = 𝑔0 e ⟨𝑅, 𝑁(𝑝)⟩ =
𝑅* então:

𝑓(𝑢, 𝑣) =
1

2
(𝑢2𝑒0 + 2𝑢𝑣𝑓0 + 𝑣2𝑔0) +𝑅*, (4.19)

por 2.40 e 3.1:

𝑓(𝑢, 𝑣) =
1

2
⨿𝑝 (𝑤) +𝑅* =

1

2
𝑘𝑛(𝑤) ‖𝑤‖2 +𝑅*, (4.20)

tal que 𝑤 = 𝑢𝑋𝑢(𝑝) + 𝑣𝑋𝑣(𝑝) e, para todo (𝑢, 𝑣) suficientemente próximo de (0, 0) tem-
se lim(𝑢,𝑣)→(0,0)𝑅

* = 0.Isso implica que o termo 𝑅* é pequeno em relação a 1
2
⨿𝑝 (𝑤) =

1
2
𝑘𝑛(𝑤) ‖𝑤‖2.

Tendo em vista que 𝐾(𝑝) > 0 então 𝑘1 e 𝑘2 têm o mesmo sinal. Deste modo,
graças à Proposição 3.1.2 𝑘𝑛(𝑤) ⊂ [𝑘1, 𝑘2], isto é, o sinal de 𝑘𝑛 é estritamente positiva
ou estritamente negativo. Está provado que existe uma vizinhança 𝑊 de 𝑝 tal que
𝑋(𝑊 ) está toda contida em um dos semi-espaços determinados por 𝑇𝑝𝑋.

Tomando como hipótese 𝑝 sendo um ponto hiperbólico (𝐾(𝑝) < 0), pode-se
também compreender geometricamente a restrição do ângulo 𝜃. Se 0 < 𝜃 < 2𝜋 implica
que 𝑓 muda de sinal, ou seja, há pontos tanto em um semi-espaço quanto no outro.
Resta então mostrar que 𝑓 pode assumir valores negativos ou positivos em qualquer
que seja a vizinhança de 𝑝.

Por 4.20 o sinal de 𝑓 é determinado por 𝑘𝑛 e, como 𝑘1 𝑘2 < 0, isso significa que
existem vetores não nulos 𝑤1 = 𝑢1𝑋𝑢(𝑝) + 𝑣1𝑋𝑣(𝑝) e 𝑤2 = 𝑢2𝑋𝑢(𝑝) + 𝑣2𝑋𝑣(𝑝) tais que
5 Em Kaplan (1972, p. 414) há uma discussão mais detalhada a respeito da expansão por série de

Taylor para funções de várias variáveis. O termo “funções analı́ticas”refere-se às funções que podem
ser reescritas por essa série.
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𝑘𝑛(𝑤1) < 0 e 𝑘𝑛(𝑤2) > 0. Note ainda que para toda vizinhança 𝑊 de 𝑝 existe um 𝛿

não-nulo suficientemente próximo de 0 tal que 𝑘𝑛(𝛿𝑤1) = 𝑘𝑛(𝑤1) < 0 ⇒ 𝑓(𝛿𝑢1, 𝛿𝑣1) < 0

e 𝑘𝑛(𝛿𝑤2) = 𝑘(𝑤2) > 0 ⇒ 𝑓(𝛿𝑢2, 𝛿𝑣2) > 0 6. Assim, conclui-se de 4.20 que: 𝑋(𝛿𝑢1, 𝛿𝑣1)

e 𝑋(𝛿𝑢2, 𝛿𝑣2) pertecem a semi-espaços distintos determinados por 𝑇𝑝𝑋, o que prova
o teorema.

Vale ressaltar que, no caso em que 𝑝 é um ponto parabólico ou planar da su-
perfı́cie 𝑋, tomando pontos (𝑢, 𝑣) próximos a 𝑝, não se pode determinar a posição de
𝑋(𝑢, 𝑣) em relação ao plano tangente, pois a função 𝑘𝑛 será nula e por 4.20 obter-
se-ia 𝑓(𝑢, 𝑣) = 𝑅*. Porém, a única informação que se tem de 𝑅* é que para pontos
(𝑢, 𝑣) suficientemente próximos de 𝑝, 𝑅* tenderá a zero; podendo haver pontos 𝑋(𝑢, 𝑣)

em semi-espaços distintos, ou em um único semi-espaço ou até mesmo sob o plano
(quando a superfı́cie é o próprio plano).

Um caso particular é quando dado de uma sistema de coordenadas cartesianas
(𝑥, 𝑦, 𝑧) do R3 e, levando em consideração uma função diferenciável 𝑓 : 𝑈 ⊂ R2 → R
tal que 𝑈 é um conjunto aberto e 𝑆(𝑥, 𝑦) = (𝑥, 𝑦, 𝑓(𝑥, 𝑦)) é uma superfı́cie regular que
parametrizada o gráfico de 𝑓 7, então para um ponto crı́tico 𝑝 = (𝑥0, 𝑦0) sabe-se que o
plano tangente a 𝑆 em 𝑝 (denotado como 𝑇𝑝𝑆) é dado por:

𝑧 − 𝑓(𝑝) = 𝑓𝑥(𝑥− 𝑥0) + 𝑓𝑦(𝑦 − 𝑦0), (4.21)

mas como 𝑝 é ponto crı́tico:
𝑧 = 𝑓(𝑝). (4.22)

Se a Curvatura de Gauss de 𝑆 em 𝑝 for positiva, pelo Teorema 4.4.1 existe uma
vizinhança 𝑊 de 𝑝 onde 𝑆(𝑊 ) está toda contida em um dos semi-espaços fechados
determinados por 𝑇𝑝𝑆, são eles: o semi-espaço de pontos cuja cota 𝑧 é superior a
𝑓(𝑝) e o semi-espaço de pontos cuja cota 𝑧 é inferior a 𝑓(𝑝), ou seja, são os pontos
que estão ou acima ou abaixo do referido plano.

Como 𝐾(𝑝) = 𝑘1(𝑝) 𝑘2(𝑝) então tem-se dois casos: 𝑘1(𝑝) > 0 e 𝑘2(𝑝) > 0 ou
𝑘1(𝑝) < 0 e 𝑘2(𝑝) < 0. As curvaturas principais indicam as curvaturas de curvas sobre
a superfı́cie 𝑆 e, como discutido no Teorema 4.2.1, deve-se ter necessariamente que:

𝑘1(𝑝) > 0 ⇒ 𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
(𝑝) > 0 ,

𝑘1(𝑝) < 0 ⇒ 𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
(𝑝) < 0.

(4.23)

Sem perda de generalidade poder-se-ia utilizar na equação 4.23 𝑘2(𝑝) e a de-
rivada parcial de segunda ordem com respeito a 𝑦, uma vez que 𝑘1(𝑝) e 𝑘2(𝑝) têm o
6 Para constatar isso basta substituir na equação 3.1 𝑤 por 𝛿𝑤.
7 Neste momento usa-se 𝑆 para a superfı́cie ao invés de 𝑋 a fim de evitar confusão com a variável

independente 𝑥.
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mesmo sinal. Tal como discutido no Teorema 4.2.2 para funções de uma variável:
se as derivadas parciais de segunda ordem em 𝑝 são positivas, então 𝑆(𝑊 ) estará
contido no semi-espaço de pontos cuja cota 𝑧 é superior a 𝑓(𝑝), pois todas as curvas
sobre a superfı́cie em𝑊 indicam funções com concavidade para cima. Analogamente,
se as derivadas de segunda ordem em 𝑝 são negativas, então 𝑆(𝑊 ) está contido no
semi-espaço de pontos cuja cota 𝑧 é inferior a 𝑓(𝑝).

A Figura 16 mostra essa situação para curvas coordenadas que determinam
funções 𝑓(𝑥, 𝑦0) e 𝑓(𝑥0, 𝑦) tais que as curvaturas 𝑘1 e 𝑘2 são positivas ou negativas.

Figura 16 – Curvas determinadas por 𝑓(𝑥, 𝑦0) e 𝑓(𝑥0, 𝑦)

Em outras palavras, como a coordenada 𝑧 de 𝑆 é dada por 𝑓(𝑥, 𝑦), então afirmar
que os pontos de 𝑆(𝑊 ) estão acima do plano 𝑧 = 𝑓(𝑝) equivale a afirmar que: para
todo (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑊 ∩ 𝑈 tem-se que 𝑓(𝑥, 𝑦) ≥ 𝑓(𝑝). Isso coincide exatamente com a
definição de mı́nimo local 8. Enquanto afirmar que os pontos de 𝑆(𝑊 ) estão abaixo
do plano 𝑧 = 𝑓(𝑝) equivale a afirmar que: para todo (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑊 ∩ 𝑈 tem-se que
𝑓(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑓(𝑝), que coincide com a definição de máximo local.

Se a Curvatura de Gauss em 𝑝 for negativa, então pelo Teorema 4.4.1 para
toda vizinhança 𝑊 de 𝑝 existem pontos 𝑝1 e 𝑝2 tais que 𝑆(𝑝1) e 𝑆(𝑝2) pertecem a
semi-espaços distintos determinados por 𝑇𝑝𝑆. Novamente, reforça-se que 𝑇𝑝𝑆 é o
plano de equação 𝑧 = 𝑓(𝑝) e, como 𝑆 tem coordenada 𝑧 dada por 𝑓 , então para
𝑝1 no semi-espaço cujos pontos têm cota inferior a 𝑧 tem-se 𝑓(𝑝1) < 𝑓(𝑝) e, para
𝑝2 no semi-espaço cujos pontos têm cota superior a 𝑧 tem-se 𝑓(𝑝2) > 𝑓(𝑝), ou seja,
𝑓(𝑝1) < 𝑓(𝑝) < 𝑓(𝑝2).

Neste caso 𝑝 representa um ponto de sela, conforme ilustrado na Figura 17
que representa um caso em que as curvas coordenadas determinam funções 𝑓(𝑥, 𝑦0)
e 𝑓(𝑥0, 𝑦) com concavidades voltadas para semi-espaços distintos.

8 Para escrever 𝑓(𝑥, 𝑦) < 𝑓(𝑝) deve-se ter pontos (𝑥, 𝑦) ∈ (𝑊 − {𝑝}) ∩ 𝑈
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Figura 17 – Um ponto hiperbólico de 𝑆 é um ponto de sela de 𝑓

Note ainda que essas estratégias não conseguem determinar o comportamento
de 𝑆 para o caso em que 𝐾(𝑝) = 0 e, consequentemente, com essas condições
não se pode classificar o ponto crı́tico 𝑝. Contudo, em algumas situações há ainda a
possibilidade de estudar a natureza de 𝑝 quando a Curvatura de Gauss de 𝑆 é nula:
deve-se analisar o sinal das derivadas parciais de ordens superiores a 2.

Em suma:

1. se 𝜕2𝑓
𝜕𝑥2 (𝑝) > 0 e 𝐾(𝑝) > 0 então 𝑝 é um ponto de mı́nimo local de 𝑓 ;

2. se 𝜕2𝑓
𝜕𝑥2 (𝑝) < 0 e 𝐾(𝑝) então 𝑝 é um ponto de máximo local 𝑓 ;

3. se 𝐾(𝑝) < 0 então 𝑝 é um ponto de sela de 𝑓 ; e

4. se 𝐾(𝑝) = 0 não se pode afirmar nada sobre a natureza do ponto crı́tico 𝑝.

Comparando essas conclusões com o enunciado do Teste do Hessiano é na-
tural conjecturar que haja uma relação entre a Curvatura de Gauss 𝐾(𝑝) e o Hessiano
𝐻𝑒(𝑝).

Proposição 4.4.1. Seja 𝑝 = (𝑥0, 𝑦0) um ponto crı́tico da função 𝑓 : 𝑈 ⊂ R2 → R dife-
renciável no conjunto aberto 𝑈 e 𝑆(𝑥, 𝑦) = (𝑥, 𝑦, 𝑓(𝑥, 𝑦)) a superfı́cie que parametriza
o gráfico de 𝑓 , então

𝐾(𝑝) = 𝐻𝑒(𝑝) (4.24)

Tal que 𝐾(𝑝) é o valor da Curvatura de Gauss de 𝑆 em 𝑝 e 𝐻𝑒(𝑝) é o Hessiano de 𝑓

em 𝑝.

Demonstração:
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Sabe-se que a matriz hessiana de 𝑓 em 𝑝 é dada por

𝐻𝑒𝑠𝑠(𝑝) =

[︃
𝜕2𝑓
𝜕𝑥2 (𝑝)

𝜕2𝑓
𝜕𝑥𝜕𝑦

(𝑝)
𝜕2𝑓
𝜕𝑦𝜕𝑥

(𝑝) 𝜕2𝑓
𝜕𝑦2

(𝑝)

]︃
⇒ 𝐻𝑒(𝑝) =

𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
(𝑝)

𝜕2𝑓

𝜕𝑦2
(𝑝)− 𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
(𝑝)

𝜕2𝑓

𝜕𝑦𝜕𝑥
(𝑝). (4.25)

Além disso, pelo Teorema de Clairaut-Schwarz as derivadas parciais 𝜕2𝑓
𝜕𝑥𝜕𝑦

(𝑝) e
𝜕2𝑓
𝜕𝑦𝜕𝑥

(𝑝) são iguais e, usando a notação de subı́ndice para as derivadas, tem-se

𝐻𝑒(𝑝) = 𝑓𝑥𝑥𝑓𝑦𝑦(𝑝)− (𝑓𝑥𝑦)
2. (4.26)

Resta encontrar uma fórmula para a Curvatura de Gauss da superfı́cie 𝑆.

Pelo Teorema 3.2.1 é preciso determinar os coeficientes da Primeira e Se-
gunda Formas Fundamentais e, observando-se que 𝑆𝑥 = (1, 0, 𝑓𝑥) e 𝑆𝑦 = (0, 1, 𝑓𝑦),
tem-se:

𝐸0 = ⟨𝑆𝑥, 𝑆𝑥⟩ = 12 + 02 + (𝑓𝑥)
2

𝐹0 = ⟨𝑆𝑥, 𝑆𝑦⟩ = 𝑓𝑥𝑓𝑦

𝐺0 = ⟨𝑆𝑦, 𝑆𝑦⟩ = 02 + 12 + (𝑓𝑦)
2

(4.27)

enquanto Aplicação Normal de Gauss de 𝑆 é dada por

𝑆𝑥 ∧ 𝑆𝑦

‖𝑆𝑥 ∧ 𝑆𝑦‖
=

(𝑓𝑥, 𝑓𝑦,−1)√︀
(𝑓𝑥)2 + (𝑓𝑦)2 + 1

. (4.28)

Obtém-se as derivadas de segunda ordem de 𝑆 como 𝑆𝑥𝑥 = (0, 0, 𝑓𝑥𝑥), 𝑆𝑥𝑦 =

(0, 0, 𝑓𝑥𝑦) e 𝑆𝑦𝑦 = (0, 0, 𝑓𝑦𝑦). Por causa disso,

𝑒0 = ⟨𝑆𝑥𝑥, 𝑁⟩ = −𝑓𝑥𝑥√︀
(𝑓𝑥)2 + (𝑓𝑦)2 + 1

𝑓0 = ⟨𝑆𝑥𝑦, 𝑁⟩ = −𝑓𝑥𝑦√︀
(𝑓𝑥)2 + (𝑓𝑦)2 + 1

𝑔0 = ⟨𝑆𝑦𝑦, 𝑁⟩ = −𝑓𝑦𝑦√︀
(𝑓𝑥)2 + (𝑓𝑦)2 + 1

.

(4.29)

A Curvatura de Gauss em 𝑝 será dada por:

𝐾(𝑝) =
𝑒0𝑔0 − 𝑓 2

0

𝐸0𝐺0 − 𝐹 2
0

=

[𝑓𝑥𝑥𝑓𝑦𝑦−(𝑓𝑥𝑦)2]

(𝑓𝑥)2+(𝑓𝑦)2+1

(1 + (𝑓𝑥)2) (1 + (𝑓𝑦)2)− (𝑓𝑥𝑓𝑦)2
. (4.30)

No entanto, a expressão pode ser simplificada, devido ao fato de 𝑝 ser um ponto
crı́tico, ou seja, 𝑓𝑥 = 𝑓𝑦 = 0, então o denominador equação 4.30 é igual à 1, o que
resulta em:

𝐾(𝑝) = 𝑓𝑥𝑥𝑓𝑦𝑦 − (𝑓𝑥𝑦)
2, (4.31)

e, por 4.26 tem-se:
𝐾(𝑝) = 𝐻𝑒(𝑝), (4.32)
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demonstrando a proposição.

Conforme o Teorema 4.4.1, as considerações a respeito desse caso particular
discutido e a Proposição 4.4.1, pode-se concluir que obtém-se então uma justificativa
matemática para o Teste do Hessiano a partir de um efeito geométrico da Curvatura
de Gauss. Na verdade, ao analisar a equação 4.30 a Curvatura de Gauss da superfı́cie
𝑆 tem o mesmo sinal que o Hessiano mesmo em pontos que não são crı́ticos, visto
que para um ponto (𝑥0, 𝑦0) ∈ 𝑈 tem-se

𝐾(𝑥0, 𝑦0) =
𝐻𝑒(𝑥0, 𝑦0)(︀

|O𝑓(𝑥0, 𝑦0)|2 + 1
)︀2 . (4.33)
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Conclusão

Com o desenvolvimento desta pesquisa foi possı́vel notar que há sim alter-
nativas de compreender o resultado que garante a classificação de pontos crı́ticos
de funções de duas variáveis utilizando elementos da Geometria Diferencial de Cur-
vas e Superfı́cies. A justificativa apresentada neste trabalho é um exemplo dessa
constatação, pois recorre à relação entre os conceitos de curvatura e concavidade
para fundamentar um resultado do CVV. Dessa forma, pode-se concluir que o objetivo
geral da pesquisa foi alcançado.

No entanto, por mais que seja possı́vel encontrar uma justificativa matemática
que reforça os aspectos visuais e geométricos dessas classificações, ela não se mos-
trou mais prática que as encontradas nos livros didáticos de CVV. Isso se dá devido ao
fato de que foi necessário introduzir conceitos que muitas vezes fogem do conteúdo
convencionalmente abordado nesses livros, por exemplo o conceito de curvatura de
superfı́cie. Assim, o ganho obtido com essa justificativa diz respeito muito mais ao
entendimento do Teste do Hessiano como um fenômeno geométrico das superfı́cies
descritas por funções de duas variáveis, que um ganho no procedimento.

Além disso, é razoável constatar que a pesquisa também levantou diferenças
notáveis entre os conceitos de curvatura e concavidade: enquanto a primeira indica
um valor quantitativo relacionado às curvas ou às superfı́cies a segunda indica um
valor qualitativo. Ainda, nota-se que toda a análise realizada neste trabalho levou em
conta apenas o sinal da Curvatura de Gauss em um ponto, de certa forma considerou-
se o valor qualitativo desse conceito. A percepção deste fato extrapola os objetivos do
trabalho e, por essa razão, é cabı́vel discorrer mais sobre isso em trabalhos futuros.

Em suma, essa pesquisa direcionou-se muito mais à demonstração do Teste do
Hessiano como um processo de entendimento do conteúdo matemático relacionado
aos pontos crı́ticos do que à demonstração como um processo de validação. Não por
acaso, ao concluir a demonstração referiu-se a ela como uma “justificativa matemática”
a fim de evidenciar os diferentes papéis de uma demonstração matemática, como é
feito em Villiers (2001).
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ALVES, F. R. V. Transição interna do cálculo: uma discussão do uso do geogebra no
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páginas 19, 61 e 71.


