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RESUMO

Reconhecendo o pouco destaque dado ao ensino de Geometria nas aulas de
Matematica, os Parametros Curriculares Nacionais (1998) propuseram algumas
reformulagdes que incluiram a mudanca de paradigmas ao se superar a visado de
uma unica Geometria do real e, desde 2006, as Diretrizes Curriculares do Estado
do Parana incentivam o ensino das Geometrias ndo Euclidianas no Ensino
Fundamental e Médio. S&o destacadas as seguintes Geometrias: Hiperbdlica,
Eliptica, Projetiva e Fractal. Ao se trabalhar com este tema, alguns
guestionamentos sdo levantados, como por exemplo: O que sdo estas
Geometrias? Quais alternativas e metodologias podem ser desenvolvidas para
se buscar uma melhor compreensao dos seus conceitos basicos? Abordando os
avancos tecnoldgicos alcangados nos ultimos vinte anos, ap6s a publicacdo dos
PCN, é apresentado um histérico sobre a Geometria Euclidiana, passando pelo
quinto postulado, que desencadeou o estudo das novas Geometrias. Também é
feita uma abordagem destas Geometrias e apresentada uma sequéncia de
atividades, utilizando-se a Geometria Dindmica, em particular o software
GeoGebra, com o objetivo de contribuir para o processo de aprendizagem da
Geometria Hiperbdlica, facilitando a apropriacdo de seus conceitos elementares

por alunos do 9° ano do Ensino Fundamental.

Palavras-Chave: Matemética, Geometrias nao Euclidianas, Ensino, Espaco

Hiperbdlico.



ABSTRACT

Recognizing the little attention given to the teaching of geometry in mathematics
classes, the National Curriculum Parameters (1998) proposed some adjustments
that included the change of paradigms to overcome the vision of the unique
geometry of the real and, since 2006, the Curriculum Guidelines of state of the
Parana encouraged the teaching of non Euclidean Geometries in primary and
secondary schools. The following geometries are highlighted: Hyperbolic, Elliptic,
Projective and Fractal. When working with this subject, some questions are
raised, such as: What are these geometries? Which alternatives and
methodologies can be developed to get a better understanding of its basic
concepts? Addressing the technological advances achieved in the last twenty
years, after the publication of the NCP, the history of Euclidean geometry is
presented, passing through the fifth postulate, which triggered the study of new
geometries. It is also made an approach of these geometries and is presented a
sequence of activities, using the dynamic geometry, in particular the GeoGebra
software in order to contribute to the learning process of hyperbolic geometry,
facilitating the appropriation of its elementary concepts by students the 9th grade

of elementary school.

Keywords: Mathematics, non Euclidean Geometries, Education, Hyperbolic

Space.
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APRESENTACAO

No ano de 1983 conclui a Educacdo Basica e, durante um longo periodo,
permaneci afastado do ambiente escolar, mas apenas como estudante, pois ao
constituir familia acompanhei, zelosamente, a educagdo de minhas duas filhas
mais velhas, auxiliando-as o quanto possivel. Tal tarefa ndo revelou grandes
dificuldades, dado que os conhecimentos que obtive na minha formacdo se

mostravam suficientes e muito parecidos com os que elas aprendiam.

Muitos anos se passaram, e no segundo semestre de 2009 tive a oportunidade
de continuar meus estudos, ingressando no curso de Licenciatura em
Matematica. Naquele momento era minha expectativa resgatar 0s
conhecimentos j& obtidos, aprofundando-os sem maiores dificuldades ou

surpresas.

O curso atendeu as minhas expectativas nas disciplinas de “fundamentos”, e
com o passar do tempo, envolvido com o universo matematico, passei a olhar
com maior naturalidade os conhecimentos que eram resgatados.
Frequentemente, contudo, enfrentei dificuldades em estabelecer uma relagéo
entre 0 que estava sendo aprendido na Faculdade e o contetudo escolar anterior,

por ndo se tratar de processo simples e imediato.

Ainda no primeiro semestre do curso fui grandemente impactado por uma
disciplina de concepgdes pedagdgicas, denominada “Filosofia da Educacgao”,
ministrada por uma educadora com formacdo em Geografia. Em uma sala
repleta de recém-ingressantes, ela conduzia um debate epistemoldgico quando
nos surpreendeu ao afirmar que a soma dos angulos internos de um triangulo
poderia ndo ser necessariamente 180 graus (ou dois retos) e ainda informou
algo que pareceu ainda mais absurdo: a existéncia de outras Geometrias. Eu e
meus colegas de turma, muitos dos quais acabavam de sair do Colégio, apenas
acreditamos na veracidade da informacdo quando outro professor, formado em

ciéncias exatas, nos auxiliou na compreenséao.

Tal acontecimento foi um “divisor de aguas”, pois os conhecimentos com os

guais eu estava tendo contato na Universidade — as Geometrias ndo Euclidianas
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— ndo estavam diretamente associados aos conteudos matematicos propostos
no curriculo escolar. Jamais houve situacdo em que a Geometria de Euclides
ndo fosse tratada como a Unica existente para descrever e interpretar o espaco.
Em minha trajetdria escolar sequer ouvi algo acerca da existéncia de Geometria

diversa.

O acontecimento descrito instigou minha curiosidade, mas permaneceu
“adormecido” por longos sete semestres, ao fim dos quais tive contato com a
disciplina denominada “Geometrias ndo Euclidianas”. Nela pude ter contato com
a Geometria Eliptica, a Hiperbdlica, a Geometria do Taxi, dos Fractais, dentre
outras. Sua criacdo teve inicio nas primeiras décadas do século XIX, e tal
informagcdo se mostrou ainda mais surpreendente, tendo em vista que, apesar
desses conhecimentos terem quase dois séculos de existéncia, nunca foram

mencionados pelos professores que tive na Educacéo Basica.

Refletir sobre a relevancia desses conhecimentos originou alguns
guestionamentos, quais sejam: por que a Geometria Euclidiana tem primazia na
Educacéo Basica, sendo omitida a existéncia de diferentes geometrias? Teriam
essas outras geometrias seu espaco nho curriculo estudantil, compondo
conhecimentos matematicos considerados importantes para a formacdo dos
estudantes na sociedade atual? S&o esses questionamentos que norteiam este

trabalho.

Este se apresenta dividido em sete capitulos, que descreveremos a seguir: O
primeiro é referente a introducdo, no qual apontamos em linhas gerais a visao de
alguns pesquisadores sobre o ensino da Geometria na Educacgéo Bésica, traca-
mos algumas consideracgdes iniciais a respeito da escolha do tema, principal-
mente, levando em consideracdo os avangos tecnolégicos, seu emprego como
facilitador do desenvolvimento da Educacédo, e as Geometrias ndo Euclidianas;
delimitamos a problematica de pesquisa, quais sdo 0s objetivos, bem como a
justificativa desta pesquisa.

A partir do segundo capitulo, apresentamos o referencial teérico utilizado nesta
pesquisa. Desenvolvemos um breve histérico da Geometria de Euclides, discu-
tindo até o quinto postulado, que deu origem as novas Geometrias. No terceiro
capitulo, apresentamos um panorama da Geometria na Educacéo, a visdo dos

PCN e as propostas de inclusdo, na Educacdo Basica, de conceitos referentes



19

as Geometrias ndo Euclidianas. No quarto capitulo descrevemos, de maneira
elementar, o surgimento dessas novas Geometrias e as caracteristicas principais
das Geometrias ndo Euclidianas inseridas como conteudo das Diretrizes Curricu-
lares para a Educacao Basica do Estado do Parana.

O quinto capitulo versa sobre a utilizacdo de um software geométrico capaz de
criar um modelo de espaco hiperbdlico através da construcdo de macro ferra-
mentas, dando atencao especial a construcdo das mesmas.

No capitulo seis apresentamos uma proposta para aplicacdo desse conteudo,
em sala de aula, com o auxilio das ferramentas criadas no capitulo anterior e no
sétimo e ultimo capitulo relatamos, como concluséo, as reflexdes decorrentes do

estudo sobre o ensino das Geometrias ndo Euclidianas e o emprego da tecnolo-

gia.
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1. INTRODUCAO

Este trabalho tem como objetivo refletir sobre a forma como o contetudo de
Geometria na Educacédo Basica foi abordado nas ultimas décadas, e quais as
novas perspectivas relacionadas a esse conteudo a partir da ultima edigdo dos
‘Parametros Curriculares Nacionais” (PCN). Nesse sentido, seu texto (PCN
Ensino Fundamental) divulgado em 1998 destacou o papel subsidiario dado a
Geometria nas aulas de Matematica, e reforcou a relevancia dessa disciplina no

curriculo escolar:

... a Geometria tem tido pouco destaque nas aulas de Matematica e,
muitas vezes, confunde-se seu ensino com o das medidas. Em que
pese seu abandono, ela desempenha um papel fundamental no
curriculo, na medida em que possibilita ao aluno desenvolver um tipo
de pensamento particular para compreender, descrever e representatr,
de forma organizada, o mundo em que vive. (BRASIL, 1998 p.122).

O pequeno destague acima referido também foi notado por alguns
pesquisadores que, ao tratarem do tema, observaram que este vinha sendo
negligenciado ou mesmo abandonado (PAVANELLO, 1993; LORENZATO, 1998),
0 que pode ter feito com que os alunos tivessem uma visdo ultrapassada, no
sentido de que a Geometria Euclidiana seria a Unica, e suficiente para resolver

os problemas do cotidiano.

Os PCN destacam ainda que ocorreu grande mudanca de paradigma com a

aceitacdo de uma pluralidade de modelos geométricos.

(...) a Matemética ndo evolui de forma linear e logicamente
organizada. Desenvolve-se com movimentos de idas e vindas, com
rupturas de paradigmas. Frequentemente um conhecimento é
amplamente utilizado na ciéncia ou na tecnologia antes de ser
incorporado a um dos sistemas logicos formais do corpo da
Matematica. [...] Uma instancia importante de mudanca de paradigma
ocorreu quando se superou a visdo de uma Unica geometria do real, a
Geometria Euclidiana, para a aceitacdo de uma pluralidade de
modelos geométricos, logicamente consistentes, que podem modelar
a realidade do espaco fisico. (BRASIL, 1998, p. 25)

O processo histérico do surgimento dessa pluralidade de modelos geométricos

sera enfatizado, em especial pela importancia que as diversas tentativas
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empreendidas para se provar o quinto postulado de Euclides tiveram para

modificar o conceito de verdade matematica.

Além disso, a insercdo do ensino das novas geometrias na Educacdo Bésica foi
tratada como ponto fundamental em que pese aos avangos sociais e
tecnoldégicos conquistados pelo homem contemporaneo e a utilizacdo desses
recursos no ambiente escolar. Nesse sentido, devem ser consideradas as
dificuldades para a efetiva implantacdo de referido ensino e, em especial, a
formacao especifica dos profissionais do ensino e aptidao para a tarefa.

Apoés séculos do inicio de sua universalizagdo, 0 ensino passa por uma nova
revolucdo, ndo mais impulsionada pela necessidade, mas ligada principalmente
a inovacdo. Diferente do conceito tradicional que parte do principio da existéncia
de demanda para surgir um produto ou processo, neste século aparecem
mudanc¢as sem, contudo, haver necessidades (DEFOURNY, 2011). Reside ai o
carater revolucionario do ensino atual: a criacdo de demandas apds o efetivo
desenvolvimento de conhecimentos e conceitos que, em um primeiro momento,

surgiram sem haver preocupacdo com a solucao de problemas praticos.

Para acompanhar essa evolucado, a escola precisa ser inserida no novo contexto
e preparar pessoas aptas a viver nesse cenario de frequentes inovacdes, mas,
para Defourny, o grande problema é que o ensino atual, da maneira como vem
sendo fornecido, segue preparando 0s alunos com 0s mesmos moldes

ultrapassados do modelo tradicional.

Segundo ele, que atuou como representante da UNESCO (Organizacdo das
Nacbes Unidas para a Educacao) no Brasil, “o mundo inteiro esta pensando na
reforma dos sistemas de ensino e essa tarefa € mais facil em locais como o
Brasil, onde um modelo de educacéo que atenda as demandas atuais ainda esta
em fase de construcdo®. Baseado nos pensamentos do filosofo e socidlogo
francés Edgar Morim, que defende a mudanca na forma de ensinar para que
seja possivel enfrentar os atuais desafios do mundo, e condenando a
fragmentacdo do conhecimento em disciplinas e a falta de conexdo do
aprendizado com a realidade, Defourny (2011) enfatiza que é necesséaria uma
profunda transformacgéo na forma de ensinar, na forma de trabalhar na escola, na

interacdo com a comunidade, na mudanca na grade curricular e nas atividades
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extraclasse (MORIN, 2002, apud DEFOURNY 2011). Ainda segundo ele, a
realidade de uma crianga, hoje, no século XXI, em qualquer lugar do mundo, tem
pouco a ver com a educacao de uma crian¢a da Europa no fim do século XIX,
matriz do modelo educacional de hoje, com seu respectivo padrao de

organizacdo da sala de aula.

Segundo os PCN (1998), sabemos que os problemas da educacéo vao além da
escola e refletem as condi¢Bes politicas, sociais e econdmicas de cada periodo.
Sabemos, também, que as ideias dominantes em cada época (seja entre 0s
tedricos da educacéo, seja entre as decisdes politicas) raramente coincidem com
a educacgdo efetivamente praticada no sistema escolar, em que as condi¢gbes
reais sdo muito distintas das idealizadas. Na elaboracdo de propostas
educacionais significativas, portanto, devemos considerar as variedades
regionais de cunho socioeconémico e cultural em um pais de dimensdes e

contrastes sociais como o Brasil.

Diante desse contexto, propomos, com este trabalho, apoiado na crise do modelo
de ensino, refletir sobre uma possivel atualizagdo na grade curricular, tornando-a
mais proxima da realidade vivida pelos alunos. Nesse sentido, podemos citar
Mota (2014), autor do livro “Educando para a Inovacédo”, onde diz: “temos uma
populacdo jovem, com alto nivel de tolerancia e flexibilidade diante de
experimentos, elementos que favorecem a adaptacdo. Se fizermos disso um
terreno para mudancas educacionais provocariamos uma grande transformacéao”
(MOTA, 2014).

Adotando como referencial os PCN (1998) fica claro que atualizacdo curricular
nao deve significar complementacdo de ementas, acrescentando-se topicos a
uma lista de assuntos. O objetivo maior é superar a visdo enciclopédica do
curriculo, considerada um obstaculo a verdadeira atualizacédo do ensino, pois, ao
ordenar artificial e arbitrariamente, pré-requisitos fechados, impede-se o
aprendizado de aspectos modernos, sem que antes complete o classico. Assim
0s aspectos “aplicados” ou tecnoldgicos so teriam lugar apdos a ciéncia “pura” ter

sido completamente dominada.

Devido, principalmente, a héabitos de ensino ha muito consolidados, a

Matematica tem uma maior dificuldade de promoc¢do de uma nova postura
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didatica e introducdo de novos e mais significativos conteudos. Mas, lembrando
gue a historia da Matematica sempre esteve intimamente ligada ao proprio
desenvolvimento humano, em especial com relacdo as Geometrias, € importante
gue atentemos para os efeitos educacionais provocados pela longa permanéncia
da influéncia da obra “Os Elementos de Euclides” para, voltando ao passado,
compreender os processos de alteracdo e o momento em que essa influéncia,

tratada como verdade absoluta, comegou a se dissipar.

Considerando a inexisténcia, por um longo periodo — cerca de 2000 anos —, de
outras abordagens, ou discordancia de outros autores — até mesmo
desconhecimento, por parte deles, de ideias complementares —, o surgimento
das chamadas “Geometrias ndo Euclidianas” ocorreu em meio a desconfianca e
descrédito do meio cientifico, como veremos, pois, até entdo, a Geometria
conhecida era suficiente para solucionar os problemas que apareciam, e nhomes
reconhecidamente influentes no meio matematico optaram por se omitir diante

das reacdes negativas que seus pares poderiam expressar.

Apresentamos aqui, a partir de certo nimero de autores e de algumas obras, um
panorama das perspectivas da insercdo de conteddos introdutérios as
Geometrias ndo Euclidianas no curriculo dos alunos da Educacdo Basica

mostrando, em sintese, que:

A geometria apresenta-se como um campo proficuo para o
desenvolvimento da 'capacidade de abstrair, generalizar, projetar,
transcender o que € imediatamente sensivel' — que é um dos objetivos
do ensino da matematica — oferecendo condigBes para que niveis
sucessivos de abstragdo possam ser alcangados (PAVANELLO, 2004,

pp. 3-4).

Esperamos que esses niveis “evoluidos” de abstragdo contemplem as

Geometrias nao Euclidianas.

1.1 Nova Era

Em seu livro “A Maquina das Criancas: Repensando a Escola na Era da
Informética” o autor Seymour Papert, através da utilizacdo de uma parabola
oferece uma medida da desigualdade do progresso nas diversas areas do

conhecimento e suas mudancas histéricas. Com essa parabola, o autor quis
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mostrar como a educa(;éo atual, com seus recursos e agentes, em quase nada

difere da praticada no século passado.

Se conseguirmos parar um minuto e refletir sobre os ambientes em que vivemos
(familiar, escolar, profissional), e sobre as mudancas mais significativas ocorridas
em um prazo curto de tempo — o0s ultimos dez ou quinze anos — até mesmo para
aqueles mais distraidos ou menos “antenados”, como se diz atualmente, ficara

evidente que estamos em uma Nova Era.

Segundo Seymour Papert as mudangas mais percebidas estdo na area da
informacéo e suas tecnologias, que proporcionam ao homem contemporaneo um
contato direto com conhecimentos provenientes de inuUmeras fontes e, com
frequéncia, mas de maneira sutil, nos obriga a mudancas de habitos cada vez

mais rapidos.

Para ele até pouco tempo atras os jovens aprendiam habilidades que se
tornariam Uteis pelo resto de suas vidas no desempenho de uma atividade
profissional. Atualmente, entretanto, as pessoas tém profissdes que n&o existiam
guando elas nasceram. Assimilar novos conceitos, avaliar e adaptar-se as
diferentes situacdes e lidar com o inesperado € o que tem determinado o padrao
de vida dos individuos, acentuando as habilidades competitivas que nada mais

séo do que a capacidade de aprender.

Estendendo este conceito a escala global, reforcamos a ideia que a
competitividade de uma nacdo no mundo atual é diretamente proporcional a

capacidade de aprendizagem dos individuos e das instituicbes da sociedade.

Individuos de meia idade — na casa dos quarenta e tantos anos — homens ou
mulheres e criangas recém-ingressas no meio escolar com cerca de sete ou oito
anos interagem de modo diferente no contato com as tecnologias atuais, em
particular os computadores e suas combinacdes. Enquanto os mais jovens
convivem de maneira harmoniosa e até certo ponto natural com esse
conhecimento, pois 0 mesmo ndo lhe é estranho, os mais antigos tém uma
enorme dificuldade de adaptar-se e conseguir extrair todas as vantagens e

beneficios que esta ferramenta proporciona.

Lembremos, ainda, que em todo mundo as criancas sao aficionadas pela

tecnologia digital, demonstrando visivelmente seu interesse por esses meios que
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combinam com suas preferéncias intelectuais. Utilizam a tecnologia de diversas
maneiras: em jogos, para escrever, desenhar, em conversas, como fonte de
pesquisa e obtencdo de informacdes, para estabelecer relagdes sociais ou até
como forma de isolamento. Por outro lado, a maioria dos adultos tém
dificuldades de manipulacdo e utilizacdo dessas mesmas tecnologias, com
excecdo aqueles que utilizam principalmente como ferramenta de trabalho. Por
fim, comparando o primeiro grupo que nasceu, cresceu e se desenvolveu sem
esse conhecimento e o segundo grupo, as criangas e seu relacionamento com a
tecnologia digital, podemos questionar de que modo isso afeta seu

desenvolvimento e aprendizagem.

Na Matemética, em particular no estudo da Geometria, essa desatualizacdo é
muito evidente — e aqui ndo nos referimos somente as técnicas empregadas ou
ao ambiente escolar, mas principalmente ao conteido ministrado e aos recursos
tecnolégicos empregados. Desde sua formalizacdo por Euclides, ha cerca de
2300 anos, nada ou quase nada mudou nos conteudos dessa disciplina,
perpetuando assim a ideia de um conhecimento completo e acabado,
favorecendo a lenda de que os conceitos matematicos sdo dotados de uma
verdade imutavel. No comeco do século XX, com as tentativas de reformular as
bases da Matematica, verificou-se que a consisténcia e completude nunca
seriam plenamente alcancadas adotando-se o rigor que a axiomatizacdo exige,
decretando assim um novo capitulo na histéria do conhecimento humano,
desfazendo essa certeza que ha muito perdurava. Entretanto essa constatacao
demorou a influenciar os educadores, que insistiam em omitir de seus alunos

essa informacao, revelando em parte o conhecimento conquistado.

Para atingirmos o0s objetivos deste trabalho realizamos uma pesquisa
bibliografica onde coletamos informacdes versando sobre ensino da Geometria
em livros de Histéria da Matematica, artigos cientificos no ambito da Educacao
Matematica, Teses e Dissertacbes em bancos de teses, nos Paradmetros
Curriculares Nacionais (PCN) e nas Diretrizes Curriculares da Educac¢éo Bésica
do Estado do Parana (DCRPEB) considerando que, neste estado, em 2006,
houve uma proposta efetiva de inclusdo de outras geometrias na Educacédo
Béasica. A partir desse trabalho verificamos como o tema da Geometria vem

sendo explorado e abordarmos algumas propostas que indicam a possibilidade
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de serem inseridos conteudos introdutdrios de outras geometrias no curriculo de

Matematica a partir da 5° série (6° ano) do Ensino Fundamental.

Por fim desejamos suscitar elementos das tendéncias e concepgdes
educacionais que sirvam de base para futuros estudos como observado por
D'Ambradsio (1996).

Pesquisa é o0 que permite a interface interativa entre teoria e pratica,
(...) o grande desafio para a educacédo é por em pratica hoje o que vai
servir para 0 amanha. Pér em pratica significa levar pressupostos
tedricos, isto €, um saber/ fazer acumulado ao longo de tempos
passados, ao presente. Os efeitos da pratica de hoje vao se manifestar
no futuro. Se essa pratica foi correta ou equivocada s6 sera notada
apds o processo e servira como subsidio para uma reflexdo sobre os
pressupostos tedricos que ajudardo a rever, reformular, aprimorar o
saber/ fazer que orienta nossa pratica. (D'AMBROSIO, 1996, pp.79-80)

No proximo capitulo traremos um panorama histérico da concepcdo do
conhecimento geométrico como conhecemos hoje, com destague aos
guestionamentos feitos ao Postulado das Paralelas, como uma introdugcédo ao

surgimento das Geometrias ndo Euclidianas.
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2. AGEOMETRIA

2.1 Introducgé&o Historica

A Matemética, como vemos hoje, se encontra predominantemente teorica, e
tende a nos fazer esquecer o papel pratico que, inclusive, norteou sua criacéo.
Sabemos que grande parte dos conceitos matematicos, e em nosso caso
particular os conceitos geométricos, teve origem na necessidade de solucionar

problemas praticos cotidianos, mas com o passar do tempo isso foi se perdendo.

Conhecer a histéria proporciona situagfes didaticas mais pertinentes para se
alcancar o aprendizado, porque permite entender a origem da nocdo ou do
conceito que se pretende ensinar, o tipo de problema a ser resolvido, as
dificuldades encontradas e o modo como foram superadas. Trata-se de
desmistificar a Matematica, mostrando que ela é obra humana, em constante
evolucao, ndo concebida por entes “iluminados” ou “divinos”, o que contribui para

a formacéo tanto de professores como de alunos.

Sem termos a pretensdo de ensinar Geometria, por consideramos que outros ja
o fizeram com muita competéncia, incluimos um capitulo que trata de sua
concepc¢ao, dado que um dos aspectos relevantes ao estudarmos a historia da
Matematica é descobri-la como uma das mais férteis criagcdes humanas, calcada
nas necessidades e preocupacdes de diversas culturas, em momentos distintos,
estabelecendo comparacbes entre conceitos e processos matematicos do
passado e atuais, proporcionado ao educador conceber valores e tomar atitudes
favoraveis a aquisicdo do conhecimento pelo educando. Além disso, a
abordagem de conceitos conectados com a histéria torna-se veiculo de

promocao cultural, sociolégica e antropolégica de imenso valor formativo.

Desta forma a Histdria da Matematica € eficaz no resgate da identidade cultural

e, segundo a concepg¢ao de Ubiratan D’Ambrdsio:

Como todo professor, o professor de matemética, deve ter
conhecimento de sua disciplina. Mas, a construcdo desse
conhecimento através do ensino depende de sua compreensdo de
como esse conhecimento se originou, de quais as principais
motivacBes para o seu desenvolvimento e quais as razdes de sua
presenca nos curriculos escolares. (O’AMBROSIO, 2000 p. 03)
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22. Os Elementos de Uma Nova Linguagem

Cientifica

Uma das mais importantes contribuicdes humanas da Antiguidade para o
desenvolvimento das Ciéncias se encontra na obra Os Elementos, de Euclides,
tendo a Geometria Euclidiana transformado a forma dos estudiosos, avidos em
entender a natureza e o0 meio ambiente, descreverem e apresentarem as

caracteristicas do nosso universo fisico.

Considerada um classico, esta obra ocupa um lugar de destaque na Histéria da
Matematica, principalmente pelos esforcos de sistematizacdo e compilacdo das
intituladas “verdades geométricas”, “que constituem a composi¢ao cientifica mais
antiga e extensa que nos foi legada em uma integridade quase perfeita e [que],
sorte singular, trata-se da composicdo de uma ciéncia que ndao mudou desde

entdo seus fundamentos” (LEVI, 2008, p.22).

Em razdo das poucas informacdes que dispomos de Euclides, ndo é possivel
precisarmos se escreveu esta obra com o intuito de ensinar ou apenas para
reunir todo o conhecimento da época, ja que inexistia a preocupacdo pedagogica
gue se tem atualmente. A referida obra, entretanto, teve éxito em contemplar a

ambos o0s aspectos:

Durante séculos, mais de 20, as superficies matematicas construiram-
se sobre o rigoroso alicerce grego, euclidiano. Euclides (300 a.C.) foi
guem primeiro sistematizou o pensamento geométrico grego,
reunindo num conjunto de livros (13 volumes) praticamente todo o
conhecimento matematico conhecido até entdo. Sua obra (Elementos,
do grego “Stoicheia”) serviu como base para toda a teoria matematica
posteriormente desenvolvida (FRANCA, 2008, pp. 66-67).

Antes mesmo de Euclides a Geometria, envolta em fabulas e mitos, dividia
opinides. Para o0s egipcios, por exemplo, a Matematica produzida tinha
aplicagbes praticas — construgao de edificagdes, agrimensura, necessidade de
estocagem e cobranca de impostos — e misticas — construcdo de templos e
locais sagrados, ofertas, estruturacdo dos calendarios. Na Grécia, a Geometria
era uma representacao da verdade, e aqueles que a utilizavam se serviam de

figuras visiveis para estabelecer argumentacoes:
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A racionalidade grega, de fato, tem este duplo aspecto mais alto do
homem: é regra universal na reconstrucdo da experiéncia, pela sua
interpretacdo; e € um valor em si, um fim a desejar por si mesmo, que
realiza o aspecto mais alto do homem: sua vocagdo a ‘vida
contemplativa’. Sdo estes aspectos — comuns a racionalidade — que
diferenciam nitidamente o mundo grego, ndo porque outras
civilizagBes ignorem tais aspectos, mas porque ndo os afirmam na
sua plenitude e como fim Unico de toda agcdo humana. Nesse sentido,
podemos dizer que a Razéo (o Logos) é uma descoberta dos gregos
(CAMBI, 1999, p. 72).

A maior demonstracdo da genialidade de Euclides talvez n&o esteja nas
descobertas que fez, pois grande parte de sua obra se baseia em compilagbes
de conceitos matematicos ja conhecidos, mas pouco difundidos na época, mas
sim na sequéncia légica com que organizou e apresentou todo o material de que
dispunha, no rigor l6gico de suas demonstracdes, pois, de acordo com Franca
(2008), o conhecimento matematico de Euclides ainda ndo estava todo descrito

nesta obra:

Embora os treze volumes ndo constituissem a melhor forma de
estruturar esse conhecimento, sua organizacdo e o0s critérios de
precisdo impressos ao trabalho levaram a sua adocéo, privilegiada,
entre outras raz0es por essa organicidade, que néo estava presente
noutras formas de reunir o conhecimento matematico, algumas delas
mais significativas, no sentido de proporcionar uma leitura relacional
da matematica. Entretanto, em muitos casos, as anotacdes
encontravam-se dispersas, compostas de um amontoado de notas e
comentérios dificeis de serem utilizados e,, principalmente, difundidos
(FRANCA, 2008, p. 67).

E ainda segundo Hemenway:

A capacidade de Euclides para usar uma linguagem simples e légica
para exprimir leis que nunca tinham sido definidas anteriormente
constitui um desenvolvimento histérico significativo. O seu livro,
Elementos, é uma das mais importantes obras cientificas na historia
da humanidade, pois marca uma nova forma de pensar, baseada no
raciocinio empirico (HEMENWAY, 2010, p. 17).

Esta caracteristica, em uma cultura ocidentalizada como a nossa, fez com que

0s conhecimentos matematicos de outros povos contemporaneos, como arabes
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e chineses, acabassem caindo no esquecimento, sendo suprimidos pelas
“vantagens” trazidas pela obra de Euclides. Os arabes abordavam a Matematica
acompanhada de outras &areas do conhecimento, como Filosofia e Arte, ao
contrario da obra euclidiana Os Elementos, que passou a ser um conjunto de
argumentos fechados, fundamentados em axiomas que até entdo eram

inquestionaveis, que serviram de modelo basico de qualquer teoria.

Segundo Berlinghoff e Gouvéa (2010), a relevancia de Os Elementos nao se
refere apenas a numeros e formas, mas também a maneira de pensar, ndo
apenas relacionada a Matematica, mas a como pensar logicamente sobre

gualquer outra ciéncia.

Nesse conjunto de 13 volumes, Euclides apresenta a Geometria e a Aritmética,
exibindo os fundamentos axiomaticos de uma teoria matemética e o seu
desenvolvimento consciente rumo a solucdo de problemas especificos. Struik

afirma que:

Os primeiros quatro livros tratam da Geometria Plana, (...) e, partindo
das mais elementares propriedades de retas e angulos, conduzem a
congruéncia de triangulos, & igualdade de areas, ao teorema de
Pitagoras (livro I, proposicdo 47), a construcdo de um quadrado de
area igual a do retangulo dado, a secdo de ouro, ao circulo e aos
poligonos regulares (STRUIK, 1992, p.91).

Nos trés primeiros postulados, Euclides pressupde a existéncia de pontos, linhas
e circulos suficientes para demonstrar a existéncia de todos os outros objetos
geomeétricos, provada em proposicdes posteriores. O quarto e quinto postulados
foram entendidos, durante muito tempo, como teoremas que poderiam ser

provados com a utilizacdo dos postulados anteriores.

Atualmente, por motivos didaticos, os postulados de Euclides tém uma redacéo
diferente da original e, segundo Garbi (2006), o ensino de Geometria é
praticamente todo extraido dos volumes de Os Elementos com pequenas

adaptaces e algumas simplificaces de escrita e de simbolos.

Dante (2008) afirma que “para Euclides, a Geometria era uma ciéncia dedutiva

gue operava a partir de certas hipoteses basicas — os axiomas ou postulados”,
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hoje, os postulados sdo apresentados da seguinte forma:

1. Dois pontos determinam uma Unica reta.

2. A partir de qualquer ponto de uma reta é possivel marcar
sobre ela um segmento de comprimento arbitrario.

3. E possivel tragar um circulo com centro arbitrario e raio
arbitrario.

Todos os angulos retos séo iguais.

Por um ponto do plano fora de uma reta passa uma Unica reta
paralela a essa reta (retas paralelas de um plano sdo aquelas
gue prolongadas indefinidamente ndo se encontram) (DANTE,
2008, p. 79).

Com estes postulados, segundo Coutinho (2001), Euclides formulou toda a
Geometria que é ensinada até hoje no colégio, e cita como exemplo disso o
estudo do Teorema de Tales e o de Pitdgoras, que séo proprios desta Geometria.

Afirma, ainda, que uma teoria € dita axiomatizada “quando € construida a partir
de axiomas, ou conceitos basicos, que ndo precisam de comprovacao”.
Escolhidos de forma arbitraria, porém, é preciso que estes axiomas sejam
dotados de suficiéncia, independéncia e consisténcia. Dizemos que séo (i)
consistentes, se nao conduzirem a teoremas contraditérios, (ii) suficientes,
guando a teoria pode ser desenvolvida sem precisar recorrer a outros
postulados, e (iii) independentes, se nenhum deles puder ser provado a partir

dos outros. Caso contrario, este axioma passa a ser um dos teoremas da teoria.

Segundo Camargo (2012), no decorrer dos anos, a Geometria Euclidiana
modelou o pensamento ocidental de diversos escritos muito influentes na
Politica, Literatura e Filosofia, ndo sendo estes inteiramente compreendidos sem

uma avaliacao de Euclides, como:

- René Descartes baseou, no século XVII, parte de seu método nas
cadeias de raciocinio utilizadas por Euclides para ligar principios
simples a conclusdes complexas;

- Isaac Newton, no mesmo século de Descartes, usou a forma dos
Elementos para fazer a apresentacdo de suas ideias;

- Abraham Lincoln, no século XIX, com o objetivo de ser um advogado
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melhor, estudava a obra de Euclides durante a noite, a luz de velas;

- A independéncia dos Estados Unidos da América foi proclamada com
base nos axiomas de Euclides. “Em 4 de julho de 1776, as treze
coldnias se desligaram da Gré-Bretanha concordando com um sistema
axiomatico — a Declaragdo da Independéncia.” Neste documento consta
a justificativa para o rompimento com o pais colonizador, no qual os
axiomas sd@o enunciados como verdades evidentes por si, de modo
explicito (CAMARGO, 2012, p.16).

Entretanto, o 5° postulado, conhecido como “postulado das paralelas”, até entdo
considerado um axioma, pois se acreditava que ndo necessitasse demonstra-lo,
segundo Garbi (2006), suscitou verificacdo por muitos matematicos ao longo dos
tempos, por ndo ser tdo 6bvio como 0s outros, e por sua compreensao exigir
esforco. Desta forma, muitos gedmetras acharam que se tratava de um teorema
demonstravel, o que foi tentado por mais de dois milénios por diversos
matematicos que passaram a discuti-lo exaustivamente, chegando a novas e

controvertidas conclusoes.

As tentativas de reduzir o postulado das paralelas a um teorema conduziram
grandes nomes da Matematica a descoberta das Geometrias ndo Euclidianas,

conforme afirma Struik (1992):

Os longos encadeamentos de razdes, todas simples e faceis, que os
gedbmetras costumam utilizar para chegar a suas mais dificeis
demonstracbes, me haviam feito imaginar que todas as coisas
passiveis de serem conhecidas pelos homens se seguem umas as
outras do mesmo modo, e contanto que nos abstenhamos de aceitar
alguma como verdadeira que ndo o seja, e que mantenhamos sempre
a ordem necesséria para deduzi-las umas das outras, ndo pode haver
nenhuma tdo afastada a qual enfim ndo se chegue, nem tdo oculta
que nédo se descubra. (DESCARTES, 2005, pp. 55-56 apud STRUIK,
1992, p.12).

No capitulo seguinte trataremos dos efeitos provocados pelo sistema de
demonstracdo axiomatico dedutivo quando tratados como conteudo escolar e as
iniciativas para introducdo de conhecimentos referentes as novas Geometrias

neste ambiente.
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3. A GEOMETRIA NA EDUCACAO

Somente a partir do século XX € que o ensino da Geometria foi para as escolas
no modelo que conhecemos hoje, porém, a forma de transmiti-lo levou os
alunos, em um primeiro momento, a aprenderem as demonstracdes pela
memorizacdo dos passos, sem a adequada compreensdo dos teoremas,
tornando-se um ritual sistémico e penoso sem ligacdo com o mundo real.
Segundo Berlinghoff e Gouvéa (2010), apenas em 1970 € que os textos de
Geometria contemplaram outras ideias mais informais, principalmente quando
relacionadas com o estudo de medidas. Com o passar dos anos, porém, devido
a este carater mecanicista, o ensino da Geometria se viu restrito a informalidade
e superficialidade. Desta forma, a estrutura logica de Euclides ocupava
geralmente os capitulos finais dos cursos regulares®, sendo pouco privilegiada
pelos professores e tornando-se uma séria candidata a omissdo, em especial
pela pressdo que o tempo submete aos que lecionam Matematica. Pavanello
(1989), entre outros autores, na tentativa de responder por que o ensino da
Geometria ausentou-se das escolas por certo periodo, faz um resgate histérico

do seu ensino e expressa uma visao cética:

E esse ‘abandono’ da geometria tem consequéncias: um professor
que enquanto aluno ndo aprendeu geometria, certamente
desenvolvera uma atitude negativa em relagdo a ela e se sentira
inseguro para aborda-la em sala de aula. Tal fato, com certeza, tera
repercussao negativa no processo de ensino/aprendizagem a que
serdo submetidas as criancas que estdo comecando um trabalho
mais sistematizado com a geometria, ndo lhes permitindo desenvolver
as habilidades referidas (PAVANELLO, 1989, p. 129).

Uma das causas mais relevantes apontadas por ele para explicar a auséncia da
Geometria nas escolas esta no fragil dominio desse contetdo pelo professor,
devido a sua formagé&o inicial, que contribuiu para que seu ensino nao se

desenvolvesse de forma satisfatoria.

1Segundo os PCN citados anteriormente “a Geometria tem tido pouco destaque nas aulas de Matematica e,
muitas vezes, confunde-se seu ensino com o das medidas. Em que pese seu abandono, ela desempenha
um papel fundamental no curriculo”.
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Considerando a importancia da abordagem simultdnea no ensino das
“‘Geometrias”, fica em aberto a seguinte questdo: com o dominio precario ou
inexistente da Geometria Euclidiana, o que dizer das ndo Euclidianas cujo
aprendizado, principalmente se realizado pela negacdo do quinto postulado,
envolve um consideravel grau de abstracdo e uma razoavel familiaridade com

muitas ferramentas matematicas?

A Geometria ensinada em nossas escolas, também precisa ser util e
atualizada. Util, no sentido de ser utilitaria mesmo, aplicavel a
situagOes reais, pois a Geometria, de acordo com a historia, surgiu
das necessidades humanas, na agricultura, na tecelagem, na
demarcacao de territorio, nas construcdes entre outros. O professor
precisa entender que a observacdo, o contato, a visualizacdo, a
imaginacdo sdo algumas das capacidades que seu aluno desenvolve
no estudo da Geometria e que permitem que ele compreenda e
abstraia a realidade que o cerca. Atualizada refere-se a incorporacgao
de conceitos tornados recentes pelas diretrizes, como os das
Geometrias ndo Euclidianas, embora esse termo deva ser ampliado
para o conhecimento que recém faz parte do rol de conceitos
adquiridos pelos alunos do qual a Geometria Euclidiana também é
incluida (RIPPLINGER e BASSOI, 2010, p.3).

3.1 Primeiras Iniciativas

Ao abordarmos temas relacionados a educacdo e a pratica pedagogica, pelo
menos duas reflexdes se mostram pertinentes: a primeira seria a proposta
governamental para a orientacdo da acdo do professor, e a outra seria a forma

como efetiva e habitualmente este tema é encontrado no ambiente escolar.

O dimensionamento dessas duas perspectivas interfere diretamente nos
resultados pretendidos, pois estas reflexdes ndo se restringem ao ambito do
conhecimento, ao invés disso, envolvem a atuacdo do docente na sala de aula

em conformidade com as politicas educacionais que orientam sua acao.

No tocante as politicas educacionais, temos documentadas as iniciativas
propostas pelos PCN (1998), de aperfeicoar conhecimentos e valores e de
trabalhar cooperativamente. Nesse contexto, ao se estabelecer um conjunto de
parametros para a organizacdo do ensino (em particular o de Matematica), tem-
se por objetivo contemplar a necessidade da sua adequacao para promover o

desenvolvimento de alunos cujas motivagdes, interesses e capacidades s&o
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distintas, logo, espera-se criar condicbes favoraveis a insercdo dos alunos em
um mundo em constante mudanca, contribuindo para o aprimoramento dos
atributos exigidos em sua vida social e profissional em um ambiente que ganha

novos contornos.

No que se refere ao carater instrumental da Matematica, a visdo que se espera,
€ que seja um conjunto de técnicas e estratégias aplicaveis a outras areas do
conhecimento, bem como a atividade profissional, e ndo necessariamente o
dominio sofisticado. Trata-se de obter iniciativa e seguranca suficientes para se
adaptar referidas técnicas e estratégias a diferentes contextos, sendo elas

utilizadas no momento oportuno (PCN Ensino Médio, 1998. p. 40).

Portanto, um olhar mais atento as propostas dos PCN (1998) traz a luz os
esforgos em prol de um conhecimento efetivo, com significado apropriado para o
momento de sua elaboragdo, sem, contudo, haver uma “forga normativa”,
culminando na dependéncia de interpretacdes que justifiguem e ampliem sua

implementagao.

Devido ao forte impacto que as novas tecnologias exercem sobre cada individuo,
0s PCN (1998) reconhecem a exigéncia de competéncias profissionais que vao
além da simples manipulacdo de maquinas, pois a velocidade de surgimento e
renovacdo de novos saberes é cada vez mais acelerada. Os PCN (1998)
também afirmam que esse impacto tecnoldgico, cujo instrumento mais relevante
€ 0 computador, provoca no ensino de Matematica um redirecionamento a uma
perspectiva curricular que promova o desenvolvimento de habilidades e
procedimentos favoraveis a inser¢cdo desse individuo nesse mundo de
conhecimentos em constante alteracdo. Tal cendrio implica na necessidade de

se rever e se redimensionar alguns temas tradicionalmente ensinados.

Como mencionamos anteriormente, a Matematica teve sua evolucédo historica
marcada por movimentos que provocaram quebras de paradigmas e mudanca

da visdo de um Unico modelo:

(...) a Matematica nao evolui de forma linear e logicamente
organizada. Desenvolve-se com movimentos de idas e vindas, com
rupturas de paradigmas. Frequentemente um conhecimento €
amplamente utilizado na ciéncia ou na tecnologia antes de ser
incorporado a um dos sistemas légicos formais do corpo da
Matematica. [...] Uma instancia importante de mudanca de paradigma
ocorreu quando se superou a visdo de uma Unica geometria do real, a
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Geometria Euclidiana, para a aceitacdo de uma pluralidade de
modelos geométricos, logicamente consistentes, que podem modelar
a realidade do espaco fisico (BRASIL, 1998, p. 25).

A partir de trechos extraidos dos proprios PCN (1998), podemos concluir que,
mesmo implicitamente, eles representam um “primeiro esforgo” para que o tema
das Geometrias ndo Euclidianas seja abordado na Educacgéo Bésica brasileira,
pois ressaltam, ao longo da descricdo dos Temas Estruturantes do Ensino da
Matematica, que as competéncias eleitas nesta proposta, além de
desenvolverem nos alunos as habilidades relativas a medidas e grandezas,
podem fazé-los avancar na percepcdo do processo histérico de construcdo do
conhecimento matematico, mostrando diferentes modelos explicativos do espaco
e suas formas numa visdo sistematizada da Geometria, com linguagens e
raciocinios diferentes daqueles aprendidos no ensino fundamental com a
Geometria Classica Euclidiana (PCN+, 2006, p. 125).

Simpético a este ideal, o estado do Parana foi além e, apds longos periodos de
discussfes, encontros e simposios promovidos para os nucleos de educacéo,
elaborou, em 2006, as Diretrizes Curriculares da Rede Publica de Educacao
Basica (DCRPEB), que contemplou, a titulo de sugestdo de encaminhamentos

metodolégicos e de aporte tedrico, conteidos das Geometrias ndo Euclidianas.

Agregando o0 posicionamento das escolas, seus professores e equipes
pedagdgicas, e com o intuito de construir um material de orientacdo para as
acbes docentes, que apresentam a fundamentacdo tedrica e o0s
encaminhamentos metodologicos que definem o rumo de cada disciplina da
formacdo basica, foram definidos os conteddos estruturantes, isto €, o0s
conhecimentos e conceitos de maior amplitude que organizam as diversas areas

de estudo destas disciplinas.

No que diz respeito aos conteddos estruturantes da Geometria, neste
documento, verifica-se uma ampliacdo significativa em relacdo ao
posicionamento anterior, pois 0s desdobramentos desses conteudos em
contetudos especificos contemplaram: Geometria Plana, Geometria Espacial,
Geometria Analitica e nog¢des basicas de Geometrias ndo Euclidianas. Desta
forma podemos perceber que as Geometrias ndo Euclidianas estdo inseridas

como um dos conteudos sugeridos a serem trabalhados pelos professores de
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todo o Estado do Parana. De acordo com as DCRPEB, a Geometria Euclidiana
nao consegue resolver varios problemas da realidade cientifica e do dia a dia,

tornando-se necessarias as Geometrias ndo Euclidianas®.

Segundo Coutinho (2001), a descoberta de uma nova Geometria foi
revolucionéria, pois a Geometria de Euclides, que até entdo era considerada a
Unica e a mais perfeita representacdo do Universo, passou a ser apenas uma

das interpretacdes da natureza.

Diante disso, as discussOes sobre a inclusdao das Geometrias ndo Euclidianas
aos conhecimentos geométricos escolares vém se intensificando. Segundo as

DCRPEB (2006), busca-se, com este conteudo, fazer o aluno:

(...) perceber a necessidade das Geometrias ndo Euclidianas para a
compreensdo de conceitos geométricos, quando analisados em
planos diferentes do plano de Euclides; compreender a necessidade
das Geometrias ndo Euclidianas para o avanc¢o das teorias cientificas;
articular ideias geométricas em planos de curvatura nula, positiva e
negativa; conhecer os conceitos basicos das Geometrias Eliptica,
Hiperbdlica, Projetiva e Fractal (PARANA, 2006, p.32).

3.2 Perspectivas Atuais

Objeto de discussdo e tema recorrente em varios trabalhos académicos,
congressos e semindarios, como os “Anais do X Encontro Nacional de Educacao
Matematica” (ocorrido em julho de 2010) e a “XIll Conferéncia Interamericana de
Educagdo Matematica” (ocorrida em junho de 2011), ha relatos acerca da
situacdo em gue se encontra o ensino da Geometria no Brasil e no Mundo, bem
como acerca da abordagem do tema que norteia este trabalho. Kaleff (2010)
lembra que, desde a década de 1990, existem estudos no ambito internacional
gue ressaltam a importancia de se considerar a inclusdo de outras geometrias

além da Geometria Euclidiana no ensino buscando:

sensibilizar colegas das universidades para um fato, considerado
essencial e necessario, tanto a pesquisa matematica quanto para o
ensino: o de um conhecimento profundo e critico da Geometria
Elementar, incluindo o reconhecimento da importancia do papel da
habilidade da visualizacdo, os fundamentos das Geometrias nédo
Euclidianas, bem como suas aplicacdes epistemoldgicas historicas e
didaticas. (MAMMANA e VILLANI, 1998, p.326 apud KALEFF, 2010,p.5)

’Como por exemplo, Henry Poincaré e Albert Einstein usaram as Geometrias Hiperbdlica e Eliptica nos
seus estudos que resultaram na Teoria da Relatividade.
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Segundo Kaleff (2004), nos udltimos vinte anos novas perspectivas figuram no
cenario educacional, com o surgimento de oportunidades para a inclusdo de
conteudos advindos das diversas Geometrias, Euclidianas e ndo Euclidianas,
aos conhecimentos geométricos escolares considerados 0s mais apropriados
para a formacdo de alunos para o século XXI, entretanto, considera “utopia
afirmar que nos cursos de formacado de professores de Matematica o momento
histérico da criacAo das Geometrias ndo Euclidianas tem sido tratado

pedagogicamente com a atengdo que merece”.

Essa “missao”, apesar de parecer utépica, por ndo estar ao alcance de todos, €
considerada essencial para que o aluno amplie seu conhecimento e pensamento
geométrico, e para que possa aplica-los as diversas situacdes do seu cotidiano,

na medida em que essas Geometrias fazem parte de sua realidade.

Em suas propostas, os PCN (2006) privilegiam o tratamento de situacdes-
problema, preferencialmente tomadas em contexto real, para alcancar objetivos
relacionados a promocdo das competéncias gerais e, consequentemente, a
aquisicdo do conhecimento de Matematica. Em consonancia com esta
perspectiva, a metodologia adotada neste trabalho deve ser entendida como
uma postura de investigacdo frente a qualquer situacado ou fato que possa ser
guestionado. Em contrapartida, as propostas metodologicas referentes as
Geometrias ndo Euclidianas aplicaveis a Educacdo Basica, segundo
recomendado pelas DCRPEB (2006), estariam relacionadas ao aprofundamento
dos estudos das nocdes da Geometria Hiperbodlica, Eliptica dos Fractais e
Projetiva. Nesse contexto, faz-se necessario, neste trabalho, apresentar uma
visdo geral do que sejam essas geometrias, para melhor compreensédo do tema,

0 que faremos no préximo capitulo.
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4. SURGIMENTO DAS GEOMETRIAS NAO
EUCLIDIANAS

Ha muito o que ser dito, em uma abordagem mesmo elementar, como introducéo
as Geometrias ndo Euclidianas, entretanto, reconhecendo que o0 seu surgimento
€ um dos episodios mais bem documentados da histéria da Matemética, torna-se
pretensioso contemplar todo o seu desenrolar, logo, esperamos lograr éxito ao
relatar que somente a partir do século XIX, com a suspeita de que o postulado
das paralelas fosse realmente independente dos demais, promoveu-se o
surgimento dessas novas Geometrias, gracas, principalmente, as tentativas de

reduzi-lo a um teorema.

Segundo Garbi (2006), dentre tantos matematicos que se incumbiram desta
tarefa destaca-se o jesuita italiano Giovanni Girolano Saccheri (1667-1733), ao
gual se deve uma das mais conceituadas investigacbes sobre o postulado das
paralelas. Através da negacdo deste postulado (reducdo ao absurdo), e
manutencado dos demais, ele esperava desenvolver uma Geometria contraditoria,
pois partiria do pressuposto de que este postulado seria irrefutavel. Construiu um
guadrilatero que tinha como caracteristica os angulos da base retos e dois lados
opostos perpendiculares de mesmo comprimento, tendo como ideia provar,
partindo dos quatro primeiros axiomas, que o0s outros dois angulos do
guadrilatero também seriam retos. Assumindo a infinitude da reta, prontamente

eliminou a hipétese do angulo obtuso.

Apesar do fracasso de sua tentativa, este artificio encerrou um longo ciclo das
tentativas de provar o quinto postulado e lancou a semente para o
desenvolvimento das Geometrias ndo Euclidianas, onde os incontaveis esfor¢os
de demonstracdo e os recorrentes insucessos foram um terreno fértil para a
producdo de argumentos que, baseados na negacdo do quinto postulado,
conduziram a novas e controvertidas conclusdes possibilitando, em um segundo
momento, a descoberta das Geometrias ndo Euclidianas Classicas - as

Geometrias Eliptica e Hiperbdlica.
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Segundo Camargo (2012) Gauss, Bolyai e Lobatchevisky chegaram a mesma
conclusdo ao tratarem da demonstracdo da independéncia do postulado das
paralelas considerando as trés possibilidades distintas: por um ponto ndo contido
em uma reta dada, passa apenas uma, mais de uma, ou nenhuma reta paralela

a reta dada.

Devido as suspeitas de que o quinto postulado era independente dos demais e
gue a sua negacao poderia produzir uma Geometria consistente e sem
contradicOes, fez com que eles desenvolvessem de maneira independente uns
dos outros um estudo detalhado no qual assumiam a existéncia de mais de uma
reta paralela a reta dada criando o que hoje é conhecido como Geometria
Hiperbdlica. Como conta Eves (2004), apesar de o relato histérico afirmar que
estes mateméticos desenvolveram seus estudos ao mesmo tempo, foi

Lobatchevisky em 1829 quem primeiro publicou seus trabalhos.

Conforme Garbi (2006), uma importante descoberta, neste mesmo sentido, foi
feita por Carl Friedrich Gauss (1777-1855) e estd relacionada a superficies
curvas pesquisadas através da Geometria Diferencial. Demonstrou que a
curvatura em cada ponto das superficies do espaco euclidiano tridimensional
pode ser nula, positiva ou negativa. Considerando-se trés pontos diferentes
sobre uma dessas superficies e unindo esses pontos dois a dois, pelos
caminhos mais curtos, forma-se um triangulo dito geodésico. Portanto
demonstrou que em todos 0s pontos, para superficies constantes:

a) se a curvatura é zero, a soma dos angulos internos dos triangulos
geodésicos é igual a dois retos.

b) se a curvatura é positiva, a soma dos angulos internos dos triangulos
geodésicos é maior que dois retos e as areas de tais triangulos séo
proporcionais aos excessos daquela soma em relacéo a dos retos.

C) se a curvatura € negativa, a soma dos &angulos internos dos
tridngulos geodésicos € menor que dois retos e as areas de tais
tridngulos sé@o proporcionais aos déficits daquela soma em relacdo a
dois retos. (GARBI, 2006, p.258 apud CAMARGO, 2012, p. 42)
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A figura 1 abaixo representa as curvaturas mencionadas para uma maior
compreensao deste conceito, cabendo neste momento uma pergunta para

reflexao.

O espago tem forma? " (D © 2008 HowStuffWerks

Espaco Espaco Espaco
euclidiano eliptico hiperbodlico

Curvatura nula Curvatura positiva  Curvatura negativa

Figura 1 - Formas do Espago

Fonte: http://ciencia.hsw.uol.com.br/

No espaco Euclidiano temos uma superficie de curvatura nula; no espaco
eliptico temos uma superficie de curvatura positiva; no espaco hiperbdlico temos
uma superficie de curvatura negativa. Ainda, segundo Garbi (2006), temos as
superficies cilindricas e cobnicas também como exemplos de superficies de
curvaturas nulas e constantes em todos os seus pontos. Logo, se forem
considerados trés pontos sobre uma superficie cbnica e estes pontos unidos por
geodésicas, forma-se um tridngulo cuja soma dos angulos internos a ele vale

dois retos como nos triangulos retilineos tracados sobre o plano.

-
A

" Ll

-

Figura 2 - Superficies de Curvatura Nula

Como exemplo de superficie de curvatura constante e positiva em todos os
pontos, podemos tomar a esfera, espaco em que a soma dos angulos internos

de um tridngulo tracado em sua superficie € sempre maior que dois retos.
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Figura 3 - Superficies de Curvatura Positiva

Fonte: Marques (2003)

J& a pseudoesfera representa uma superficie de curvatura constante e negativa,
onde a soma dos angulos internos de um triangulo tracado em sua superficie é

sempre menor que dois retos.

Figura 4 - Pseudoesfera

Fonte: Coutinho (2001)

4.1 Geometria Hiperbdlica

Como mencionado anteriormente, Coutinho (2001) afirma que os matematicos
Lobachevisky e Bolyai desenvolveram trabalhos parecidos e independentes um

do outro, porém, dedicando-se por mais de vinte anos a este intento, foi
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Lobachevisky quem primeiro publicou seus resultados, denominando-a

Geometria Imaginaria ou Pangeometria.

Em relagdo a Geometria Euclidiana a diferenca esta no postulado das Paralelas
e nos resultados decorrentes da utilizacdo deste. Na Geometria Hiperbdlica,
segundo Franco (2008), aceitam-se os postulados de Euclides, exceto o quinto,
que, neste caso, € substituido por: “existe uma reta r e um ponto P nao
pertencente a r tal que por P passa ao menos duas retas paralelas a reta r’, 0
que é chamado de “axioma hiperbdlico”, entendendo-se reta como geodésica do

espaco hiperbdlico.

Assim, no espaco hiperbdlico ndo existe apenas uma, mas muitas retas
passando por qualquer ponto externo dado. Na figura abaixo, as retas a e b sao
paralelas a reta r:

Figura 5 - Axioma de Lobachevisk

Fonte: Avila (2010)

Com essa suposicao, Lobachevisky demonstrou um grande nimero de teoremas
dessa nova Geometria, dentre eles o de que a soma dos angulos internos de um
triangulo é sempre menor que 180° (ou dois retos) e que ndo existe triangulos
semelhantes. Apesar de varios resultados importantes, ndo se pode afirmar que
uma nova Geometria estivesse sendo provada, por isso, muitas dividas sobre a
consisténcia desta Geometria, s6 comecaram a ser sanadas no final daquele
século quando Eugenio Beltrami, Henri Poincaré e Felix Klein construiram, no

universo Euclidiano, modelos para esta nova Geometria.

Uma forma de visualizacédo do que acontece quando se troca o quinto postulado

de Euclides pelas versdes ndo Euclidianas é construindo-se modelos. Assim,
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para demonstrar a consisténcia da Geometria Hiperbolica e para poder visualiza-
la, foram desenvolvidos modelos para auxiliar sua explicagdo. Um modelo para
uma Geometria € um ambiente no qual, seus conceitos, postulados e teoremas
séo interpretados e suas afirmacdes aceitas como verdadeiras. Ainda segundo
Ribeiro (2013) “um modelo para um determinado sistema axiomatico é uma
interpretacdo dada aos conceitos primitivos de modo que 0s axiomas sejam

todos, propriedades verdadeiras’.

4.1.1.1. Modelos de Geometria Hiperbdlica

4.1.1.1 Modelo de Klein

Neste modelo proposto por Felix Klein (1849-1925) o plano euclidiano é
interpretado como o interior de um disco tendo em sua circunferéncia, excluindo
a sua fronteira, a representagdo do infinito no plano original. Desta forma,
consideram-se como retas as cordas do disco, excluindo as extremidades, 0s

pontos sdo os mesmos da Geometria Euclidiana.

=

Figura 6 - O Plano no Modelo de Klein

Fonte: Avila (2010)

Considerado um dos mais simples, neste modelo, as retas tém uma dimenséao

infinita, dentro de uma érea finita, sendo complementado com uma unidade de
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medida variavel e a distor¢cdo da nocédo de distancia e angulos em relacédo ao
modelo euclidiano. Assim, quanto mais nos aproximamos da fronteira do circulo,
a proporgéo da unidade de medida diminui. Como nunca se consegue atingir sua
‘extremidade”, garante-se que a reta seja infinita, pois sua unidade de medida
vai encolhendo quanto mais préoximos da fronteira. Podemos notar que, dada
uma reta L; e um ponto P fora dela, existem infinitas retas paralelas a reta L,

pois elas ndo tém pontos em comum.
4.1.1.2 Modelo de Beltrami

Em 1868, Eugénio Beltrami (1835-1900), ao construir um modelo para a
Geometria Hiperbdlica, contribuiu para que muitos matematicos percebessem
uma nova realidade, diferente até entdo. Para esta representacdo utilizou uma

superficie denominada pseudoesfera:

Figura 7 — Pseudoesfera

Fonte: Coutinho (2001)

Nesta figura sdo descritas duas retas (geodésicas) L, e L3 passando por um
ponto P, externo a reta L;, sem se cruzarem em nenhum ponto com L. Desta

forma L, e L3 sdo paralelas a L.

Segundo Coutinho (2001), embora encontre possibilidades de afirmacdes do
postulado de Lobachevisky, este modelo falha ao prolongarem-se geodésicas
além da aresta que a pseudoesfera possui o que vem contrariar o segundo

postulado de Euclides.
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4.1.1.3 Modelo de Poincaré

No modelo do disco de Henri Poincaré (1854-1912), assim como Klein, o plano
hiperbolico tem o formato de um disco limitado, e as retas sdo todos os
didametros do circulo (excluindo as extremidades), assim como todos os arcos de

circulos perpendiculares a circunferéncia desse disco.

Figura 8 - Modelo de Poincaré

Fonte: Coutinho (2001)

Neste modelo é facil verificar que dois pontos determinam uma reta e que por
um ponto passam infinitas retas. Assim: por um ponto P exterior a uma reta |

passam infinitas retas paralelas a |.



49

P

#

Figuras 9 - Retas Paralelas a | passando por P no Espaco Hiperbélico

4.2 Geometria Eliptica

As publicacbes feitas por Lobachevisky sobre a Geometria Hiperbdlica, ndo
provocaram grande entusiasmo entre 0S matematicos contemporaneos,
entretanto provocaram um natural questionamento, promovendo a descoberta de
outro tipo de espaco, algumas décadas mais tarde. Segundo Coutinho (2001),
Bernhard Riemann (1826-1866) criou uma Geometria denominada Eliptica,
“violando” o axioma das paralelas, ao estabelecer que ndo existam retas
paralelas a uma reta dada. Interpretou de forma particular os conceitos de ponto,
reta e plano, “escolhendo a superficie de uma esfera como plano, os pontos
como as posicoes, usando coordenadas de latitude e longitude e as retas eram

as geodésicas sobre a esfera.”

Para visualizacdo deste modelo pode-se utilizar uma esfera como se fosse um
plano e os pontos como posicbes em sua superficie. Nesta modalidade de
Geometria as retas ndo sdo mais infinitas, como na Geometria Euclidiana; séo
finitas e consideradas como os circulos maximos, chamados de geodésicas,
neste caso, dividindo a esfera em duas partes iguais (como a linha do equador e

as linhas de longitude da Terra). Estes circulos s&o considerados como
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maximos, pois sdo 0s maiores circulos que podem ser tracados na esfera sendo,

desta forma, os caminhos com menor curvatura.

Figura 10 - Circulos Maximos na Geometria Esférica

Fonte: www.atractor.pt

Dois circulos maximos (ou retas) sempre se interceptam, dessa maneira néo
existem retas paralelas nesta Geometria e a soma dos angulos nos triangulos é
sempre superior a 180°. Assim como no espaco hiperbdlico, quando tratamos de
distancias relativamente pequenas, 0S espagos Curvos seriam parecidos com o
plano euclidiano, por esta razdo levou-se tanto tempo para serem percebidos.
Um exemplo desse fato € verificado quando tracamos um triangulo nesta
geometria: quanto menor seu tamanho, o nimero de graus que ultrapassa 180°
diminui, tornando menos perceptivel a diferenca. Segundo Coutinho (2001,
p.73), outras caracteristicas foram estudas por Riemann, entre elas cita o
postulado de sua autoria: “quaisquer duas retas em um plano tém um ponto de

encontro”.
4.3 Geometria Fractal

Nesta nova Geometria, considerada a Geometria da Natureza, a preocupacao
inicial foi mostrar que, através da Matematica Pura, seria possivel abranger uma
vasta quantidade de possibilidades aplicaveis a natureza ndo alcancadas pela
Matematica Tradicional e explicar os seus fendmenos. Essa Geometria
preocupa-se com a abordagem do nosso universo que € cheio de
irregularidades, distor¢des, formas retorcidas e fragmentadas, revelando a
regularidade de muitos fenbmenos fisicos e biologicos antes tratados como

aleatdrios e caoticos. Como exemplos desses fen6menos, presentes em nosso
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cotidiano, estdo o formato das nuvens, montanhas, litorais, relampagos,
ramificacbes de troncos e galhos de arvores, samambaias, couve-flor, vasos
sanguineos, entre outros, conforme as figuras que seguem, fazendo com que a

Geometria Euclidiana se torne inadequada para explica-los e descrevé-los.

Figura 11 - Montanhas e nuvens
Fonte: Fatos e Fotos (2014)

Figura 12 - Relampago
Fonte: Fatos e Fotos (2014)
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Figura 13 - RamificacBes de Galhos e Troncos
Fonte: Fatos e Fotos (2014)

Figura 14 - Samambaia
Fonte: Fatos e Fotos (2014)

Figura 15 - Couve Flor
Fonte: Fatos e Fotos
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Figura 16 - Vasos Sanguineos
Fonte: Fatos e Fotos

Segundo Hemenway (2010) apud Camargo (2012), a palavra fractal foi
introduzida por Benoit Mandelbrot, reconhecido como “pai dos fractais”, pois foi
através de seus trabalhos com calculos repetitivos em computadores que deram
origem as primeiras imagens dos fractais. Antes dele, segundo Franco (2008),
entre 1857 e 1913, os trabalhos de alguns cientistas revelaram entes que foram
catalogados a época como “monstros” e na verdade se tratavam de objetos

fractais.

Para Sollum, uma definicdo apropriada para fractal é:

uma figura que pode ser quebrada em pequenos pedacos, sendo cada
um desses pedacos uma reproducdo do todo. Ndo podemos ver um
fractal porque € uma figura limite, mas as etapas da sua construgéo
podem dar uma ideia da figura toda. Seu nome se deve ao fato de que
a dimensédo de um fractal ndo ser um namero inteiro (SOLLUM, 2005,
p.1 apud CAMARGO 2012).

Barbosa (2002) também concorda, ao afirmar que a importancia da Geometria
Fractal esta na sua utilizacdo para descrever diversos fenbmenos da natureza
em que as geometrias tradicionais ndo sdo adequadas, mesmo sendo objetos
naturais que estdo ao nosso redor. Logo, as caracteristicas geométricas dos
exemplos citados acima podem ser estudadas e descritas com maior amplitude
utilizando as propriedades dos fractais que apresentam relacdes mais comuns a

estas estruturas. Ainda segundo este autor, uma figura muito interessante para
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demonstrar a construcado de um fractal é a curva de Koch.

Na construcdo desta figura, tomando-se inicialmente um segmento de reta, em
seguida, divide-se 0 mesmo em trés partes iguais. Excluida a terca parte central
constréi-se nesse espaco um triangulo equiladtero sem a sua base. Repete-se o
procedimento sucessivamente para cada trecho, conforme demonstrado na

figura abaixo:

i

Figura 17 - Construcdo de uma Curva de Koch

Fonte: Murr (2007)

4.4 Geometriado Taxi

Outra proposta interessante, com a intencdo de integrar a Geometria ao
cotidiano do aluno, estd na Geometria Pombalina (também conhecida pelo nome
de Geometria do Taxi ou Geometria Urbana). “Esta se apresenta em todos 0s
lugares, ndo podendo, portanto, deixar de ser percebida nos espagos das ‘ruas’.
Assim confrontado com uma nova Geometria, 0 aluno é levado a perceber que

existem outras Geometrias além da Euclidiana” (KALEFF, 2004, p. 3).

Destaca que, em relacdo ao cotidiano, a possibilidade de levar este tipo
particular de Geometria a integrar a Geometria Escolar, esta no fato de ser mais
usada na geografia urbana do que a prépria Geometria Euclidiana. Essa

constatacdo decorre do fato de ser uma forma de Geometria para qual a
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definicho de distancia entre dois pontos, habitualmente considerada na
Geometria Euclidiana como a medida do menor caminho entre eles, isto € a
medida do segmento de reta que os une (a’ = b? + c?) é substituida por um
modelo novo. Nesta Geometria a distancia d entre dois pontos A (X1, y2) € B (X,
y,) € definida através da soma das distancias horizontais e verticais em madulo.

Usa-se 0 médulo para garantir que a distancia seja ndo negativa. Ou seja:

d(AB)=[x-x1[+[y2-y1]

Outro aspecto importante € o fato de poder ser modelada por meio de uma
maguete, representando uma situacdo do espaco urbano e, portanto,
diretamente relacionada ao cotidiano do aluno, sendo, assim, indicada para uma
diversidade de aplicacbes pedagdgicas. Como exemplo podemos citar o caso de
um deslocamento do aluno de sua residéncia até a escola, considerando a
menor distancia percorrida, respeitando-se os limites fisicos constituidos pelas

construcdes e delimitados pelo tracado das ruas.

E uma situaco didatica possivel de ser alcancada, pois, com o emprego de uma
maguete, podemos representar uma cidade por meio de ruas paralelas ou
perpendiculares entre si e da ordenac¢do numérica das quadras. Desta maneira,
esta nova Geometria € capaz de representar com maior fidelidade as condicdes

de uma geografia urbana do que a Geometria Euclidiana.

Desta forma, segundo Kaleff (2004), "0 conhecimento da Geometria do Taxi
contribui para suprir as necessidades requeridas para as mudancgas no ensino da
Matemética ao permitir o desenvolvimento de seus conteudos relacionados ao
ambiente que envolve o individuo, proporcionando um ensino mais significativo

e, certamente, mais eficaz”.

A figura seguinte € um exemplo ilustrativo de como seria o célculo de distancia
para um aluno, partindo de sua residéncia (ponto A), ir até a faculdade (ponto B)
através do emprego da Geometria do Taxi, pois seria impraticavel adotar a
Geometria Euclidiana neste caso, tendo como modelo o bairro da Vila Maria em
Séo Paulo.
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Figura 18 - Geometria do Taxi (Imagem de Satélite)

Fonte: Google Maps

Percebemos, neste modelo, que em qualquer um dentre os trés caminhos
possiveis, o aluno percorrerd a menor distancia, logo, por definicdo, podemos

denominar cada um desses caminhos como sendo uma reta nesta Geometria.
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5. ABORDAGEM DE GEOMETRIAS NAO EUCLIDIANAS
COM AUXILIO DO SOFTWARE GEOGEBRA

5.1Emprego da Geometria Dinamica

Como mencionamos na introducdo deste trabalho, nas Ultimas décadas os
avancos tecnoldgicos tém promovido o desenvolvimento de praticamente todos
0s setores da sociedade, impactando diretamente a vida das pessoas como, por
exemplo, na diversificacdo dos meios de comunicac¢ao e na facilidade de acesso
a informagéo. Neste capitulo vamos tratar do desenvolvimento do pensamento
geométrico, nos aspectos que envolvem o0 ensino e a aprendizagem, com o
auxilio de ambientes de Geometria Dinamica. Segundo Gravina (2001), esses
ambientes sdo programas de computador que permitem a criacdo e manipulacéo

de figuras geométricas a partir de suas propriedades.

Em relacdo a educacgédo, encontramos nos PCN+ (2006), como um dos objetivos
educacionais prioritarios para a formacdo Basica, a “valorizagdo do uso dos
recursos tecnoldgicos, como instrumentos que podem auxiliar na realizacdo de
alguns trabalhos, sem anular o esforgco da atividade compreensiva” (BRASIL,
1998, p.75). Verificamos, atualmente, uma ampliagdo do acesso a essas
tecnologias nas escolas, contando com laboratoérios de informatica conectados a
internet, possibilitando acesso rapido a informacdo e proporcionando o uso de

computadores como recursos pedagogicos.

Dentre as inUmeras possibilidades destacamos a edi¢cdo de textos, planilhas
eletrbnicas, comunicacdo, visualizacdo de dados e ainda a utilizacdo de
programas para o estudo de temas especificos nas mais variadas areas

promovendo um maior dinamismo na constru¢cdo do conhecimento.

A Geometria tem experimentado as mais inovadoras possibilidades da mudanca
na sua forma de apreensdo com o uso da informatica, em especial pelo

desenvolvimento e popularizacdo de softwares destinados ao seu ensino, tendo
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como principal vantagem a visualizacdo dos entes geométricos, a manipulacéo
virtual destes e a verificacdo das propriedades que permanecem inalteradas

mesmo com a manipulacdo de alguns elementos da construcao.

Esta visualizacdo, através da tela do computador, contribui para as
demonstracdes em Geometria, pois os alunos, ao observarem determinados
padrdes, podem elaborar conceitos e formular conjecturas em relacdo ao tema,
contribuindo para a deducéo logica de uma demonstracao, tarefa nada facil em

uma abordagem tedrica axiomatico-dedutiva.

Ha disponiveis no mercado um grande numero de softwares para o ensino e
aprendizagem da Matematica, alguns livres (gratuitos) e com uma relativa
facilidade de utilizac@o por professores e alunos da Educacéo Basica, entretanto
iISso ndo garante a qualidade da aprendizagem, como chamam a atencao o0s
PCN (2006) quando destaca que ‘o bom uso que se possa fazer do computador
na sala de aula também depende da escolha de softwares, em funcdo dos
objetivos que se pretende atingir e da concepcdo de conhecimento e de
aprendizagem que orienta o processo” (BRASIL 1988, p.44).

Segundo Lorenzato (2006), ndo faltam argumentos favoraveis para que se utilize
nas escolas objetos e imagens como facilitadores da aprendizagem, tornando a
Matematica mais compreensivel aos educandos logo, o intuito da utilizacdo de
um laboratério de Matematica é proporcionar uma aprendizagem mais
significativa, pois possibilita ao aluno elaborar a sua prépria aprendizagem
enquanto participa das atividades em sala de aula, tornando o processo de
aprendizagem mais motivadora, assim como, incentivd-lo ao processo de
pesquisa e investigacdo. Afirma ainda que os educadores devem investir na
procura de novas metodologias que auxiliem a pratica pedagogica, promovendo
maior motivagao e interesse dos alunos para aprender Matematica.

O programa utilizado em nosso trabalho para este fim, GeoGebra, é segundo
Geraldes (2006), um software de Geometria dindmica, criado por Markus
Hohenwarter, com perspectivas educacionais que possibilitam o trabalho com a
Geometria, Algebra e Calculo. Acreditamos na importancia da exploracdo deste
instrumento pelos professores de Matematica uma vez que se trata de um
software livre, portanto pode ser instalado de forma gratuita em qualquer

computador sendo, também, de facil manipulacdo pelos alunos e professores.
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Tem como vantagens principais registrar os procedimentos realizados durante a
construcdo, mostrar representacdes que seriam impossiveis pelo método
tradicional (com o emprego do quadro e giz e do papel e 14pis) e a possibilidade
de modificar e movimentar os desenhos, caracteristicas estas que ampliam a
visualizacao e identificacdo das propriedades geométricas. Com este programa,
para a area da Geometria, € possivel fazer constru¢des utilizando pontos,
vetores, segmentos, retas, secdes cbnicas além de alterar todos os objetos
dinamicamente apds a construgdo estar concluida. Outro recurso € incluir
equacdes e coordenadas diretamente, deste modo € possivel lidar com variaveis
para numeros, vetores e pontos, derivar e integrar funcdes, além de oferecer
comandos para encontrar raizes e pontos externos de uma funcdo. Como vemos
este software consegue reunir programas tradicionais de Geometria com outros
mais adequados & Algebra e ao Célculo, tendo a vantagem didatica de
apresentar, ao mesmo tempo, duas representacdes diferentes, algébrica e
geométrica de um mesmo objeto, que interagem entre si como mostra o exemplo

abaixo.
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Figura 19 - Interface do Software GeoGebra

Outros recursos disponiveis sdo o de “régua e compasso eletrénicos” onde o
processo de construcdo é feito atravées de menus de linguagem natural da

Geometria, por exemplo, reta perpendicular, mediatriz, bissetriz, intercessao de
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dois objetos, circulos entre outros e a “estabilidade sobre a acdo de movimento”
no qual as figuras em movimento ndo se deformam, guardando as propriedades
gue sao importantes sob o ponto de vista geométrico. Para exemplificar estes

recursos, observemos a figura abaixo:

R - [ ¢ Canttotes aman gy (57"
Mane (e (vow Dpuhes Farpvwmtns evwn Spein

A=l —— 5 (ST Zl =]

g \\

sl /
\& Quadr s A
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[EEETeS e 9 * Cosens LR T f e s v Ceman -

Figura 20 — Movimentac&o dos quadrados sem perder as propriedades

Na primeira tela, no quadrado a esquerda, ndo condicionamos sua construcao as
propriedades de “quatro angulos retos” e “quatro lados congruentes entre si”, por
esta razédo, os efeitos dos movimentos aplicados no ponto A provocam uma
deformacdo enquanto que, no quadrado a direita, respeitando estas
propriedades, o mesmo muda de tamanho e de posi¢cdo, mas mantém sempre a
mesma forma (o desenho pontilhado indica a construgdo inicial dos
quadrilateros). Este segundo quadrado foi construido com controle geomeétrico,
ou seja, foram explicitadas as propriedades geométricas do quadrado por
intermédio dos menus disponibilizados no GeoGebra.

O exemplo acima tem como objetivo deixar claro como funcionam as figuras da
Geometria Dinamica, além de indicar o quanto o processo de construcdo dessas
figuras se torna um recurso didatico que prepara o aluno para as argumentagdes

dedutivas iniciais.
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5.2Proposta Didatica de Exploracdo da Geometria Hiperbdlica

Como nosso objetivo foi utilizar os recursos dinamicos do GeoGebra no estudo
da Geometria Hiperbdlica, mais especificamente na construcdo do modelo do
Disco de Poincare, se fez necessario realizar constru¢cdes de macro ferramentas
que permitiram a construcdo de objetos geométricos hiperbdlicos (retas,
segmentos, triangulos, circulos etc.), as quais denominamos h-retas, h-
segmentos, h-distancia, entre outras.
Este modelo foi escolhido por facilitar a visualizacdo de resultados como, por
exemplo,
e aideia de que a reta ndo precisa estar associada com aguela que temos
como experiéncia no mundo fisico imediato.
e a distancia entre dois pontos pode ndo ser dada pelo comprimento do
segmento determinado por eles.
e a diferenca entre a soma dos angulos internos dos triangulos euclidiano e
hiperbalico.
e verificar que o Disco de Poincaré satisfaz todos os postulados da

Geometria Hiperbodlica.

5.2.1 Construcédo das Macro Ferramentas

Esta proposta foi adaptada do trabalho de Rocha (2014), nos Anexos estédo
disponibilizadas as descri¢cdes de todas as opc¢des das ferramentas do programa
GeoGebra, assim como um arquivo, chamado “Menu Hiperbdlico”, onde se
encontram as macro ferramentas construidas. Entretanto, com o objetivo de ja ir
familiarizando o professor com o software GeoGebra propomos uma sequéncia
de construgcbes das macro ferramentas que compdem o menu hiperbdlico.

O primeiro passo €, ao inicializar o programa GeoGebra, configurar a Janela de
Visualizacdo para que ndo exiba os eixos coordenados, isto pode ser feito
clicando com botdo direito no interior da janela e em seguida, com o botédo

esquerdo, clicar em “Janela de Visualizagdo”.
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Figura 21 - Janela de Visualizagdo do GeoGebra

Apos, clicar com o botdo esquerdo em “Exibir Eixos” desmarcando-0os e em

seguida em “fechar”.
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Figura 22 - Janela de Preferéncias

Desta forma, sempre que iniciarmos um arquivo novo (em branco), aparecera

uma janela de visualizagdo sem mostrar os eixos coordenados.
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5.2.1.1 Ferramenta: Disco

A primeira ferramenta a ser construida € o Disco, pois, neste modelo, o espaco é
o interior de um disco, sendo que a circunferéncia (borda do disco chamada de
horizonte) e todos os pontos que nela estdo (chamados de ideais), nao
pertencem a este espaco. Portanto, a partir de agora, vamos sempre nos referir
a este espaco como sendo o “Disco”.

Contrariando o modelo proposto originalmente por Poincaré, mas como um
apelo didatico, para realcar a ideia de que os pontos dessa circunferéncia néo
pertencem a este espaco, vamos construi-la com linha pontilhada. Vamos adotar
um modelo com um raio de cinco unidades, assim, toda vez que formos fazer
construcdes no Disco temos que estar cientes que as dimensdes nao devem ser
superiores as adotadas como modelo e ainda, sempre que utilizarmos qualquer
ferramenta construida neste modelo devemos primeiramente clicar com o botéo

esquerdo do mouse no ponto A, centro do Disco, a fim de habilita-las.

Construcédo Geomeétrica:

v |E)|'rculo c: disco[Al|

Figura 23 — Ferramenta: Modelo do Disco Poincaré
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1. Na barra de ferramentas do GeoGebra cliqgue na ferramenta
“Circulo dados Centro e Raio” construa um circulo ¢ de centro em A e raio
cinco unidades.

F | Propriedades | clicando com o botdo direito do

2. Selecione a opgéo [~

mouse sobre a circunferéncia. Altere a cor (para vermelho), o estilo (para

pontilhado) e a espessura da linha da circunferéncia (para sete).

Construcéo da Ferramenta.

3. Na barra menu, clique em “Ferramentas” e selecione a op¢ao “Criar uma

Nova Ferramenta”, abrindo esta janela:

| £:| Criar urna Nova Ferramenta @
{ Objetos Finais | Objetos Iniciais | Nome e icone
Selecione 03 objetos na construcio ou escolna-os de uma lista
Circulo ¢ Circulo por B com centro A A
Lv ]
N
joiar || Prédmo> | | Cancelar |

Figura 24 - Janela Criar uma Nova Ferramenta: Objetos Finais

4. Na opcdo “Objetos Finais” selecione o circulo c construido e clique em
“préximo”.

5. Na opcao “Objetos Iniciais” selecione os pontos A e B e clique em
“proximo”, observando-se que para selecionar os dois pontos em conjunto é

preciso estar pressionando a tecla Ctrl.



| £:| Criar uma Nova Ferramenta IEI

| Objetos Finais | Objetos Iniciais: Nome e icone

Selecione os objetos na construcdo ou escolha-os de uma lista

-

Ponto A
Fonto B

BB

I = Voltar ” Praximo = l ’ Cancelar ]

Figura 25 - Janela Criar uma Nova Ferramenta: Objetos Iniciais

6. Na opcdo “Nome e lcone”, na lacuna “Nome da Ferramenta”, escreva

Disco e na lacuna “Ajuda da Ferramenta”, escreva Disco de Poincaré.

| £:| Criar urna Nova Ferramenta @

Objetos Finais | Objetos Iniciais| Nome e icone

MNome da ferramenta |Disco

Nome do comando | Disco

Ajuda da ferramenta |Disco de Poincaré dados dois Pontos

Exibir na Barra de Ferramentas

JLe
Fo

=oltar ” Concluido ] ’ Cancelar ]

Figura 26 - Janela Criar uma nova Ferramenta: Nome e icone

o
i

. . H ¥ . .
7. Podemos criar uma imagem [-..“] com o programa Paint (no Windows) e
anexa-la como icone.

8. Clicando em “Concluido” a nova ferramenta aparecera na barra de
ferramentas.
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Figura 27 - Barra de Ferramentas com o icone Disco
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Nas construcdes geométricas das demais ferramentas, Gteis em nosso trabalho,
omitiremos as informacdes de quais ferramentas deverdo ser utilizadas, assim
como as etapas de edicdo das propriedades do objeto criado. Para dirimir
quaisquer duvidas a respeito dessas ferramentas sera anexada ao Apéndice
uma tabela com a descricdo das funcdes de cada uma delas. Para a criacédo das
demais ferramentas deixamos claro que o procedimento de construcdo € o
mesmo, entretanto destacaremos os “Objetos Finais” e os “Objetos Iniciais”

envolvidos.

5.2.1.2 Ferramenta: h-reta

\

JESTTTIIN

B
~

Figura 28 — Ferramenta: h-reta

Construcdo Geométrica

1. Crie dois pontos B e C no interior do Disco.

2. Com a ferramenta inversédo, encontre o ponto B’, inverso do ponto B em
relacéo ao Disco.

3. Trace uma reta a tangente ao Disco passando pelo ponto B.

4.  Marque o ponto D, interse¢éo da reta a com o Disco.

5. Construa um circulo d de centro em B’ que passa por D.
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6. Encontre os pontos B’; e C', inversos, respectivamente, aos pontos B e C
em relacao ao circulo d.

obs.: 0 ponto B’; coincidird com o ponto A centro do Disco.

7. Construa uma reta e passando por B’; e C’.

8. Marque os pontos E e F, intersecdo da reta e com o Disco.

9. Encontre os pontos E’ e F’, inversos respectivamente dos pontos E e F em
relacdo ao circulo d.

10. Por fim, trace o arco f que passa pelos pontos E’, B e F’ o qual representa
a reta hiperbdlica desejada.

11. Para criar a ferramenta h-reta utilize como “Objetos Iniciais” o Disco e 0s

pontos B e C; como “Objetos Finais” o arco f.

5.2.1.3 Ferramenta: h-reta (pontos no horizonte)

Figura 29 — Ferramenta: h-reta (Pontos no Horizonte)

Construcdo Geométrica

1. Sigatodo o procedimento para constru¢do de uma h-reta.

2. Desmarque os pontos E’ e F’ clicando com o botdo direito do mouse na
opcao “Exibir Rétulo”.

3. Oarcof eospontos E’e F’sdo, respectivamente, a reta hiperbodlica e os

pontos ideais no horizonte desejado.
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4. Para criar a ferramenta utilizar como “Objetos Finais” o arco f e 0s pontos

ideais E’ e F’como “Objetos Iniciais” o Disco e os pontos B e C.

5.2.1.4 Ferramenta: h-semirreta

Figura 30 — Ferramenta: h-semirreta

Construcédo Geometrica

Crie os pontos B e C no interior do Disco.

Encontre o ponto B', inverso de B em relacéo ao Disco.
Passando por B' tracar a reta a tangente ao Disco.
Marcar o ponto D, intersegéo da reta a com o Disco.
Construir o circulo d de centro B' que passa por D.

2 L S o

Encontre os pontos B'; e C', inversos, respectivamente, de B e C em
relacdo ao circulo d.

7.  Construir a semirreta e com origem em B'; e que passa por C'.

8. Marque o ponto E, intersecdo de e com o Disco.

9. Encontre o ponto E', inverso de E em relacdo a d.

10. Por fim, construa o arco f que inicia no ponto B e passa pelos pontos C e
E', este representa a semirreta hiperbdlica desejada.

11. Para criar a ferramenta utilizar como “Objetos Finais” o arco f ; como

“Objetos Iniciais” os pontos B e C.



5.2.15 Ferramenta: h-ponto médio
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Figura 31 - Ferramenta h-Ponto Médio

Construcdo Geométrica

Crie os pontos B e C no interior do Disco.

Encontre o ponto B’, inverso de B em relacdo ao Disco.
Passando por B’, tragar uma reta a tangente ao Disco.
Marque o ponto D, intersecéo da reta a com o Disco.

Construa o circulo d de centro em B’ que passa por D.

o g bk wbhRE

Encontre os pontos B’; e C’, inversos, respectivamente, de B e C em
relacdo ao circulo d.

7. Encontre o ponto C”, inverso de C’em relacéo ao Disco.

8. Passando por C’'tracar a reta e tangente ao Disco.

9. Marque o ponto E, intersecao da reta e com o Disco.

10. Construa o circulo g de centro C” que passa por E.

11. Trace o segmento h que liga B’y a C’.

12. Marque o ponto F, intersecéo do segmento h com o circulo g.
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13. Por fim, encontre o ponto F’, inverso de F em relagéo ao circulo d que
determina o ponto médio entre os pontos B e C.
14.  Para construir a ferramenta utilize como “Objetos Finais” o ponto F’;

como “Objetos Iniciais” os pontos B e C.

5.2.1.6 Ferramenta: h-segmento
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Figura 32 — Ferramenta: h-Segmento

Construcdo Geométrica

1. Crie os pontos B e C no interior do Disco.

2. Usando a ferramenta “h-ponto médio” (néo se esquecer de clicar no
ponto A para que a ferramenta funcione), determine o ponto D, ponto médio
entre os pontos B e C.

3. Construa o arco d passando pelos pontos B, D e C que determina o
segmento hiperbdlico BC.

4.  Para construir a ferramenta utilize como “Objetos Finais” o arco d; como

“Objetos Iniciais” os pontos B e C.
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5.2.1.7 Ferramenta: h-reta perpendicular (por ponto fora
da h-reta)
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Figura 33 — Ferramenta: h- perpendicular (por ponto fora da h-reta)

Construcédo Geometrica

1. Crie os pontos B, C e D no interior do Disco.

2. Tracar areta hiperbolica d que passa pelos pontos B e C.

3. Encontre o ponto D’, inverso do ponto D em relacéo a reta hiperbdlica d.
4 Construa a reta hiperbdlica e passando pelos pontos D e D’ utilizando a
ferramenta “h-reta”, esta determina a reta perpendicular a BC passando pelo
ponto externo D.

5. Para construir a ferramenta utilize como “Objetos Finais” a reta

hiperbdlica e; como “Objetos Iniciais” a reta hiperbélica BC e o ponto D.
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5.2.1.8 Ferramenta: h-reta perpendicular (por ponto na
h-reta)

Figura 34 — Ferramenta: h-reta perpendi’cular (por ponto nareta)

Construcédo Geometrica

Crie os pontos B e C no interior do Disco.

Construa a reta hiperbdlica d passando pelos pontos B e C.
Crie o ponto D sobre a reta hiperbdlica d.

Encontre o ponto D’, inverso do ponto D em relacéo ao Disco.
Construa a mediatriz (euclidiana) entre os pontos D e D’.
Tracar a reta b tangente a reta hiperbdlica d no ponto D.
Marque o ponto E, intersecdo da mediatriz a com a tangente b.

Construir o circulo e com centro em E passando por D.

© © N o o s~ w DB

Encontre os pontos F e G, intersecdo do Disco com o circulo e.

10. Por fim, construa o arco f passando pelos pontos F, D e G, que representa
a reta hiperbdlica perpendicular desejada.

11. Para construir a ferramenta utilize como “Objetos Finais” a reta

hiperbolica f; como “Objetos Iniciais” a reta hiperbodlica d e o ponto D.
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5.2.1.9 Ferramenta: h-reta paralela
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Figura 35 — Ferramenta: h-retas paralelas

Construcédo Geometrica

1. Crie os pontos B, C e D no interior do Disco.

2 Construa a reta hiperbdlica d passando pelos pontos B e C.

3. Encontre os pontos E e F, intersecédo da reta hiperbélica d com o Disco.

4 Utilizando a ferramenta “h-reta” construa as retas hiperbdlicas e e f que
passam, respectivamente, por D e E e por D e F . As retas e e f representam as
retas hiperbdlicas paralelas a reta d passando pelo ponto D.

5. Para construir a ferramenta utilize como “Objetos Finais” as retas

hiperbdlicas e e f; como “Objetos Iniciais” a reta hiperbodlica d e o ponto D.
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5.2.1.10 Ferramenta: h-mediatriz
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Figura 36 — Ferramenta: h-reta mediatriz

E

Construcdo Geométrica

1. Crie os pontos B e C no interior do Disco.

2. Tracar a reta hiperbdlica d passando pelos pontos B e C utilizando a
ferramenta “h-reta”.

3. Encontre o ponto médio hiperbdlico D entre os pontos B e C utilizando a
ferramenta “h-ponto médio”.

Construa a reta a, tangente a reta hiperbolica d passando pelo ponto D.
Encontre o ponto D', inverso do ponto D em relagdo ao Disco.

Tracar a reta b, reta mediatriz (euclidiana) entre os pontos D e D'.
Encontre o ponto E, intersecdo da reta tangente a com a mediatriz b.

Construir o circulo e de centro em E passando por D.

© © N o g &

Encontre os pontos F e G, intersecdo do circulo e com o Disco.

10. Por fim, construa o arco f passando pelos pontos F, D e G, que representa
a reta hiperbadlica mediatriz desejada.

11. Para criar a ferramenta utilize como “Objetos Finais” a reta hiperbdlica f;

como “Objetos Iniciais” os pontos B e C.
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5.21.11 Ferramenta: h-circulo
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Figura 37 — Ferramenta: h-circulo

Construcdo Geométrica

1.

No interior do Disco crie os pontos B (cento do h-circulo) e C (ponto sobre

a circunferéncia do h-circulo).

2. Encontre o ponto B, inverso de B em relacdo ao Disco.

3. Passando por B', tracar as retas a e b tangentes ao Disco.

4. Marque o ponto D, intersecdo da reta a como o Disco.

5. Construa o circulo d de centro B' que passa por D.

6. Ache os pontos B'; e C', inversos, respectivamente, de B e C em relagao
ao circulo d.

7. Construa o circulo e com centro em B'; e que passa por C'.

8. Construa o circulo f com centro em B' e que passa por By,

9. Marque os pontos E e F, intersecéo do circulo e com o circulo f.

10. Encontre os pontos E' e F', inversos, respectivamente, de E e F em relagéo
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11. Porfim, construa o circulo g que passa pelos pontos C, E' e F', que
representa o circulo hiperbdlico desejado.
12. Para criar a ferramenta utilize como “Objetos Finais” o circulo g; como

“Objetos Iniciais” os pontos B e C.

5.2.1.12 Ferramenta: h-distancia

a= segmento BE
h=segmento CD
e= segmento BD
f=segmento CE

Figura 38 — Ferramenta: h-distancia

Construcdo Geométrica

1. Crie os pontos B e C no interior do Disco.

2. Crie areta hiperbdlica d que passa pelos pontos B e C com a ferramenta
“h-reta (pontos no horizonte)”.

3.  Clicar nos pontos ideais na circunferéncia do Disco (serdo criados 0s
pontos D e E).

4. Trace os segmentos (euclidianos) a, b, e e f, conforme segue:

a= Segmento BE

b= Segmento CD

e= Segmento BD

f= Segmento CE



5. No menu de entrada (nha parte inferior da Janela de Visualizacéo) digite a

seguinte expressao:

Esta expressao equivale a seguinte:
d(B,C)=|In(BE.CD) / BD.CE|
6. Por fim. Utilizando a ferramenta “Inserir Texto” crie um texto clicando

sobre o nimero dist. na “Janela da Algebra” e em seguida clique em ok. O

texto criado representa a distancia hiperbdlica entre os pontos B e C.

5.2.1.13 Ferramenta: h-angulo

Figura 39 — Ferramenta: h-angulo

Construcdo Geométrica

77
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1. Crie os pontos B, C e D no interior do Disco (sendo C o vértice).

2. Respeitando a ordem dos pontos, construir as retas hiperbdlicas d,
passando pelos pontos B e C e e passando pelos pontos C e D.

3. Passando pelo ponto C tracar as retas a e b tangentes, respectivamente,
as retas hiperbolicas d e e.

4. Encontre os pontos B' e D', reflexdes, respectivamente, dos pontos B e D
em relacdo as retasae b.

5. Marque os pontos E e F, pontos médios (euclidianos) respectivamente,
entre os pontosBeB'eDe D'

6. Determine o angulo € entre os pontos F, C e E que representa o angulo
desejado.

7. Para criar a ferramenta utilize como “Objetos Finais” o angulo €: como

“Objetos Iniciais” os pontos B, C e D.

5.2.1.14 Ferramenta: h-triangulo equilatero

ﬁ-_-__-ﬂ

Figura 40 — Ferramenta: h-tridngulo equilatero

Construcdo Geométrica

1. Nointerior do Disco crie os pontos B e C que serao os vértices do triangulo

hiperbadlico.
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2. Construa o circulo hiperbdlico d de centro em B passando por C utilizando
a ferramenta “h-circulo”.

3. Damesma forma, construa o circulo hiperbdlico e de centro em C
passando por B.

4. Encontre o ponto D, ponto de intersecdo entre os circulos hiperbolicos d e
e.

5. Trace os segmentos hiperbdlicos com a ferramenta “h-segmentos‘ como
segue:

f= segmento BC

g= segmento BD

h= segmento CD

6. O triangulo hiperbdlico de vértices B, C e D e lados f, g e h é o triangulo
equilatero desejado.

7. Para criar a ferramenta utilize como “Objetos Finais” o ponto D e os lados

f, g e h; como “Objetos Iniciais” os pontos B e C.

5.2.1.15 Ferramenta: h-quadrilatero

Figura 41 — Ferramenta: h-quadrilatero

Construcdo Geométrica
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1. Nointerior do Disco crie os pontos C e D que serao os vértices do poligono
hiperbalico.

2.  Encontre o ponto médio hiperbdlico E entre os pontos C e D utilizando a
ferramenta “h-ponto médio”.

3.  Encontre o ponto E', inverso de E em relagdo ao Disco.

4 Passando por E', tracar as retas a e b tangentes ao Disco.

5. Marque o ponto F, intersecéo da reta a com o Disco.

6. Construa o circulo d de centro E' que passa por F.

7. Ache os pontos C', D' e E'; inversos, respectivamente, de C, D e E em
relacédo ao circulo d.

8. Trace a reta mediatriz (euclidiana) e entre os pontos C' e D.

9. Marque os pontos G e H, interse¢ao da mediatriz e com o Disco.

10. Construa os arcos f que passa pelos pontos G, C' e H e g que passa pelos
pontos G, D' e H.

11. Trace o circulo hiperbdlico h (utilizando a ferramenta “h-circulo”) de centro
em C' passando por D'.

12. Marque J como o ponto de interse¢éo entre o arco f e o circulo hiperbélico
h mais préximo do ponto G.

13. Marque i como a reta perpendicular a mediatriz e que passa por J.

14. Encontre o ponto K, intersecéo da retai com o arco g.

15. Encontre os pontos J' e K', inversos, respectivamente, dos pontos J e K em
relacdo ao circulo d.

16. Por fim, trace os segmentos hiperbélicos utilizando a ferramenta “h-
segmento” que representam o quadrilatero hiperbdlico desejado, como segue:
k= segmento CD

p= segmento DK'

g= segmento K'J'

r = segmento J'C

17. Para criar a ferramenta utilize como “Objetos Finais” os pontos L'e J' e

os lados k, p, g e r; como “Objetos Iniciais” os pontos C e D.
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5.2.1.16 Ferramenta: h-bissetriz

Figura 42 — Ferramenta: h-bissetriz

Construcdo Geométrica

1. Crie os pontos C, D e E no interior do Disco.

2. Com aferramenta “h-reta” construa as retas hiperbdlicas d= CD passando
por C e D e e= CE passando por C e E respectivamente.

3. Passando pelo ponto C tracar as retas a e b tangentes, respectivamente,
as retas hiperbolicas d e e.

4. Utilizando a ferramenta bissetriz (euclidiana) encontre as retas f e g
bissetrizes entre as retas tangentes a e b.

5 Ache o ponto C', inverso de C em relacédo ao Disco.

6. Trace areta h mediatriz (euclidiana) entre os pontos C e C'.

7. Encontre o ponto F, intersecéo da reta bissetriz f com a mediatriz h.

8. Construa o circulo k de centro F passando por C.

9 Encontre os pontos G e H, intersecéo do circulo k com o Disco.

10. Por fim, construa o arco p passando pelos pontos G, C e H, que representa
a reta hiperbdlica bissetriz desejada.

11. Para criar a ferramenta utilize como “Objetos Finais” a reta hiperbdlica p;

como “Objetos Iniciais” os pontos C, D e E.
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6 PROPOSTA DE EXPLORACAO DA GEOMETRIA
HIPERBOLICA COM ATIVIDADES UTILIZANDO O
MENU HIPERBOLICO

Neste capitulo vamos apresentar uma proposta didatica inspirada no trabalho de
mestrado de Rocha (2014) o qual tem por objetivo explorar 0s primeiros
elementos e propriedades que relacionam ou diferenciam a Geometria
Hiperbdlica da Geometria Euclidiana.

Foram tomadas como referéncias as noc¢des basicas e conhecidas pelos alunos
da Geometria Euclidiana sobre ponto, retas, segmentos, paralelismo e
perpendicularismo de retas, triangulos e soma de seus angulos, aplicaveis a este
novo modelo, a fim de que possam ser levados a confrontar os conhecimentos
gue possuem com o0 novo modelo apresentado.

Sugerimos que a realizagcédo da atividade seja feita a partir do 9° ano, pois nesta
fase o estudante ja deve ter adquirido uma base de conhecimentos geométricos
suficientes para que este confronto se verifique.

A escolha e elaboracdo dessas atividades levaram em consideracdo 0 prévio
conhecimento dos tépicos mencionados acima (retas, triangulos, paralelismo,
etc...) e o dominio por parte dos alunos destes contetdos, ressaltando como
foco principal a comparacdo destes topicos entre os diferentes modelos
(Euclidiano e Hiperbdlico).

Antes mesmo de qualquer construcdo, que venha a ser feita, destacamos a
importancia de o professor descrever para 0 aluno as caracteristicas peculiares
(referentes a tamanho, calculo de distancia, pontos ideais, horizonte) do modelo
de espaco em que trabalhard a partir de agora, pois € no interior desse Disco

gue se desenvolve a Geometria Hiperbdlica.
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6.1 Atividade 1

A primeira atividade esta relacionada ao conceito de reta na Geometria
Hiperbdlica (denominaremos h-reta) e na constatacéo visual de que o postulado

das paralelas nao se verifica nesta Geometria.

a) Dado um ponto B no interior do Disco, quantas h-retas podem ser tracadas

passando por este ponto?

1. Com aferramenta “Disco”, criar o espaco hiperbdlico.
2. No interior do Disco criar ponto B.
3. Com a ferramenta “h-reta” construir o maior niumero possivel de retas

hiperbdlicas passando pelo ponto B.

Comentério para o professor:
O aluno observara que, tal como na Geometria Euclidiana, na Geometria

Hiperbdlica, por um ponto passam infinitas h-retas.

Figura 43 - h-retas passando pelo ponto B
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b) Dados dois pontos B e C, no interior do Disco, quantas h-retas passam por

eles?

1. Com aferramenta “Disco”, criar o espaco hiperbdlico.
2. No interior do Disco criar os pontos B e C.
3. Com a ferramenta “h-reta” construir o maior numero possivel de h-retas

passando pelos pontos B e C.

Comentario para o professor:
O aluno observarda que por dois pontos, na Geometria Hiperbdlica, passa
somente uma h-reta. Ele podera fazer a movimentacdo de um dos pontos e

observar quando uma reta hiperbdlica se parece graficamente com uma reta

euclidiana.
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Figura 44 - h-reta passando pelo pontoBe C h-reta como didmetro do Disco

c) Dada uma reta hiperbdlica BC e um ponto D, ndo pertencente a BC, verificar
guantas retas hiperbdlicas passam por D e ndo interceptam a reta BC.

Com a ferramenta “Disco” criar o espaco hiperbalico.
Criar os pontos B e C no interior do Disco.
Com a ferramenta “h-reta” criar a h-reta d passando pelos pontos B e C.

A

Criar um ponto D nao pertencente a h-reta d.
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5. Com a ferramenta “h-reta” criar o maior nimero de h-retas possivel
passando pelo ponto D sem interceptar a h-reta d.

Comentario para o professor:
O aluno observarad que o Postulado das Paralelas ndo é vélido na Geometria
hiperbdlica, pois por um ponto fora da h-reta passam infinitas h-retas paralelas.

ﬁ-_-__-ﬂ

Figura 45 - h-retas passando por D

6.2 Atividade 2

Nesta atividade pretendemos verificar a relagdo entre retas secantes, retas
paralelas e retas perpendiculares no plano hiperbdlico.

a) Dada uma reta hiperbdlica e um ponto P sobre ela, quantas h-retas

perpendiculares a esta h-reta, passando pelo ponto P, podem ser tracadas?

1. Com aferramenta “Disco” criar o espaco hiperbdlico.

2. No interior do Disco criar os pontos B e C.

3. Com a ferramenta “h-reta” construir uma h-reta d passando pelos pontos
BeC.

4.  Criar um ponto D sobre a h-reta.
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5. Utilizando a ferramenta “h-reta perpendicular (por ponto sobre a h-

reta)” tracar o maior niumero possivel de h-retas perpendicular a h-reta BC.

Comentario para o professor:

O aluno observara que a h-reta perpendicular é Unica.
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Figura 46 - h-reta perpendicular passando por D

b) Dada uma reta hiperbdlica e um ponto P fora desta h-reta, quantas h-retas

perpendiculares a esta h-reta, passando por este ponto, podem ser tragcadas?

1. Com aferramenta “Disco” criar o espaco hiperbdlico.

2.  No interior do Disco criar os pontos B e C.

3. Utilizando a ferramenta “h-reta” construir uma h-reta d passando pelos
pontos B e C.

4.  Criar um ponto D fora da h-reta tracada.

5. Utilizando a ferramenta “h-reta perpendicular (por ponto fora da h-reta)”

tracar o maior numero possivel de h-retas perpendiculares a h-reta tracada.

Comentario para o professor:
O aluno observard a mesma situacdo do caso anterior, ou seja, que a h-reta

perpendicular é Unica.
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Figura 47 - h-reta perpendicular por D fora da h-reta

c) Dada uma reta hiperbdlica d, trace as h-retas e e f perpendiculares a h-reta d.
Qual a posicao entre as h-retase e f ?

1. Com aferramenta “Disco” criar o espaco hiperbdlico.

2. No interior do Disco criar os pontos B e C.

3. Utilizando a ferramenta “h-reta”, construir uma h-reta d passando pelos
pontos B e C.

4. Com a ferramenta “h-reta perpendicular (por ponto na h-reta)”, tracar as

h-retas perpendiculares e e f nos pontos B e C, respectivamente.

Comentario para o professor:
O aluno observara que, assim como na Geometria Euclidiana, as h-retas e e f

sao paralelas entre si.
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Figura 48 - h-retas perpendiculares a h-reta d

d) Dada uma h-reta d, utilizando a ferramenta “h-reta” trace as h-retas e e f

paralelas a h-reta d. As h-retas e e f sdo paralelas entre si?

1. Com aferramenta “Disco” criar 0 espaco hiperbdlico.

2. No interior do Disco criar os pontos B e C.

3. Utilizando a ferramenta “h-reta”, construir uma h-reta d passando pelos
pontos B e C.

4. Crie os pontos D e E externos a h-reta tragada.

5. Com aferramenta “h-reta” trace a h-reta e passando pelos pontos D e E.
6. Crie os pontos F e G externos a h-retad e e.

7. Com aferramenta “h-reta” trace a h-reta f passando pelos pontos F e G.

Comentario para o professor:
O aluno percebera que na Geometria Hiperbdlica se duas h-retas sdo paralelas a

uma terceira, ndo significa, necessariamente, que sao paralelas entre si.
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Figura 49 - h-retas paralelas

6.3 Atividade 3

Nesta atividade propomos que o aluno se familiarize com o conceito de angulo

na Geometria Hiperbdlica.

a) Dados os pontos B, C e D, no “Disco”, trace as h-retas BC e CD. Com a
ferramenta “h-dngulo” trace o angulo hiperbolico BED Movimente o vértice C
do h-angulo e observe a variacdo da medida deste. Quando a medida do h-
angulo se aproxima de 0°? Quando a medida do h-angulo se aproxima de 180°?

1. Com aferramenta “Disco” criar o espaco hiperbdlico.

2. Nointerior do Disco criar os pontos B, C e D (C vértice).

3. Com a ferramenta “h-reta” tracar a h-retas d e e passando,
respectivamente, pelos pontos B e C e por C e D.

4. Utilizando a ferramenta “h-dngulo”, construir angulo BED passando pelos
pontos B, C e D respectivamente.

5. Com a ferramenta “mover” movimente o vértice C do angulo e observar a
variacdo da medida.

6. Aproximar o ponto C do centro do Disco e do extremo do Disco.
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Comentario para o professor:
O aluno observara que conforme o vértice C se aproxima do horizonte

hiperbodlico a medida do h-angulo vai tendendo a zero.

-

- -
-
-

Figura 50 - Medida do h-angulo

b) Dadas duas retas hiperbdlicas d e e, passando pelos pontos BC e DE,
respectivamente, se interceptam em um ponto F, verifique como se comportam

os pares de h-angulos opostos pelo vértice F.

1. Com aferramenta “Disco” criar 0 espaco hiperbdlico.

2.  No interior do Disco criar os pontos B, C,D e E.

3. Utilizando a ferramenta “h-reta” construir as h-retas d e e de forma que
elas se interceptem em um determinado ponto F.

4. Com a ferramenta “h-angulo” encontre as medidas dos h-angulos BAD e
CAE.

5. Com aferramenta “mover” movimente o vértice F e observar a variacdo da

medida.

Comentario para o professor:
O aluno observara que, assim como na Geometria Euclidiana, os h-angulos

opostos pelo vértice sdo congruentes.
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Figura 51 - h-angulos opostos pelo vértice

c) Dadas duas retas hiperbdlicas paralelas d e e, um ponto F (interse¢édo da h-
reta d e a h-reta f). Sobre a h-reta f, trace a h-reta perpendicular a h-reta d
passando pelo ponto F. Qual o angulo hiperbdlico formado entre as h-retas d e f

? A h-reta e serd, como na Geometria Euclidiana, perpendicular também a h-reta
f?

1. Crie no interior do Disco os pontos B, C, D e E.

2. Com a ferramenta “h-reta” criar a h-reta d passando pelos pontos B e C e
h-reta e passando pelos pontos D e E.

3. Criar o ponto F sobre a h-reta d.

4. Com a ferramenta “h-reta perpendicular (por ponto na h-reta)”, construa

a h-reta f perpendicular a h-reta d passando pelo ponto F.

Comentario para o professor:
O aluno observara o angulo hiperbdlico formado entre as h-retas f e d e as h-

retas f e e ndo sédo congruentes.
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Figura 52 - h-retas paralelas e,d perpendicular somente as h-retas d e f

6.4 Atividade 4

Com esta atividade propomos ao aluno um contato com o h-circulo e a h-

distancia no plano hiperbdlico.

a)Dados os pontos B e C no interior do Disco, construa os h-circulos de centro
em B passando por C e de centro em C passando por B. Movimentando os

pontos B e C qual o comportamento dos h-circulos criados?

1. Com aferramenta “Disco” criar 0 espaco hiperbdlico.

2. No interior do Disco criar os pontos B e C.

3. Utilizando a ferramenta “h-circulo” construa o circulo hiperbdlico d com
centro no ponto B passando pelo ponto C.

4. Novamente, com a ferramenta “h-circulo” construa o circulo hiperbdlico e
com centro no ponto C passando pelo ponto B.

5. Com a ferramenta “mover”, movimentar os h-circulos criados e verificar

seus comportamentos.

Comentario para o professor:
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O aluno observara que ao mover os pontos, os h-circulos passam a aparentar

tamanhos diferentes.
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Figura 53 - circulos hiperbdlicos

b) Com as construcfes dos h-circulos d e e realizadas no item anterior, marque
sobre eles os pontos D e E, respectivamente. Os h-circulos d e e possuem o

mesmo raio?

1. Considere a construcdo anterior.
2.  Crie os pontos D sobre a circunferéncia do h-circulo d e o ponto E sobre a
circunferéncia do h-circulo e.

3. Verifigue as medidas dos raios de cada h-circulo construido.

Comentario para o professor:
O aluno observara que, apesar das aparéncias, assim como nas construcdes

euclidianas, os dois h-circulos possuem o0 mesmo raio.
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Figura 54 - h-circulos de mesmo raio

c) Dados os pontos B e C, crie um h-circulo de centro em C passando por B.
Determine a distancia hiperbdlica de B até C. Se for criado um ponto D qualquer

sobre a circunferéncia do h-circulo, qual sera a medida do centro C até ele?

1. Com a ferramenta “Disco” crie 0 espaco hiperbdlico.
2. Crie os pontos B e C no interior do Disco.
3. Com a ferramenta “h-circulo” crie o h-circulo d com centro em C

passando pelo ponto B.

4. Com a ferramenta “h-distancia” determine a distancia hiperbdlica entre
o centro do h-circulo até o ponto B.

5. Crie um ponto D qualquer sobre a circunferéncia do h-circulo.

6. Com a ferramenta “h-distancia” determine a distancia hiperbdlica entre o

centro do h-circulo e este ponto D.

Comentario para o professor:
O aluno observara que, apesar das aparéncias, 0s pontos da circunferéncia do
h-circulo no plano hiperbdlico estédo a uma h-distancia constante do centro do h-

circulo.
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Figura 55 - raios do h-circulo

6.5 Atividade 5

Esta atividade tem como objetivo a apresentacdo do triangulo no plano
hiperbalico.

a) Dados os pontos B e C no Disco construa os h-circulos de centro em B
passando por C e de centro em C passando por B. Encontre o ponto D,
intersecdo entre os dois h-circulos. Trace os segmentos hiperbdlicos BC, BD e

CD. O h-triangulo formado é equilatero?

1. Com aferramenta “Disco” crie 0 espaco Hiperbdlico.

2. No interior do Disco crie os pontos B e C.

3. Com a ferramenta “h-circulo” construa o h-circulo d com centro no ponto
B passando pelo ponto C e o h-circulo e com centro em C passando pelo ponto
B.

4. Com a ferramenta “ponto de interse¢ao” encontre o ponto E, intersecéo

entre os dois h-circulos.
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5. Com a ferramenta “h-segmento” trace os segmentos hiperbdlicos a que
passa pelos pontos B e C; b que passa pelos pontos C e D e ¢ que passa pelos
pontos D e B.

6. Com a ferramenta “h-distancia” determine a distancia hiperbdlica entre os
pontosBeC;CeDeDeB.

7.  Verifique se o h-triangulo é equilatero.

Comentario para o professor:

O aluno observara que, assim como na Geometria Euclidiana, o procedimento
para construcdo de h-triangulos equilateros € o mesmo no plano hiperbdlico,
bastando verificar a h-medida dos lados e dos h-angulos do h-triangulo

construido.

L -
ﬁ‘_-__‘ﬂ

Figura 56 - h-tridngulo equilatero

b) Utilizando o procedimento de construcdo euclidiana do triangulo isésceles,
tente construi-lo no plano hiperbdlico e verificar se € valido neste plano.

Esta construcdo podera ser feita através do raio do h-circulo ou entdo a partir da
mediatriz hiperbdlica de um h-segmento que neste caso € a base do h-triangulo.

1. Com aferramenta “Disco” criar o espaco hiperbolico.

2. No interior do Disco crie os pontos B e C.
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3. Com a ferramenta “h-segmento” construa o segmento hiperbdlico d que
passa pelos pontos B e C.

4. Com a ferramenta “h-mediatriz”, construa a reta mediatriz hiperbdlica e
entre os pontos B e C.

5. Crie um ponto D, que sera a h-altura do h-triangulo isésceles, sobre a h-
reta mediatriz.

6. Com a ferramenta “h-segmento” construa o h-segmento f que une os
pontos B e D e o h-segmento g que une os pontos C e D.

7. Movimente os vértices do h-triangulo e verifique se mantém as h-medidas

constantes.

Comentério para o professor:
Ao final da constru¢éo o aluno observara que o procedimento euclidiano também

€ valido no plano hiperbalico.

L w
ﬁ---__-ﬂ

Figura 57 - h-triAngulo is6sceles
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CONSIDERACOES FINAIS

O grande desafio em ensinar Geometrias ndo Euclidianas a alunos da Educacao
Bésica é, na transposi¢do do espaco de curvatura nula para os espacos de cur-
vaturas negativas e positivas, fazé-los perceber que, apesar da representa-
cao grafica ser diferente da costumeira, muitos conceitos permanecem inaltera-
dos e, portanto, ainda validos. Os alunos poderédo perceber o carater dindmico
dessa ciéncia — que ndo trata de verdades absolutas e que esta em constante
evolugédo — ao conhecerem um exemplo de como se desenvolve o conhecimento
matematico, mesmo que a principio muitas teorias parecam improvaveis e con-
traditérias. Ao final, perceber-se-a que séo, na verdade, proveitosas e frutiferas.
Ressaltamos as vantagens da utilizacdo de recursos tecnolégicos e da inclusédo
digital no ambiente escolar, valorizando o uso racional dos laboratérios de infor-
matica, os quais devem ser vistos como instrumentos aliados da educacéo, dado
ser essencial a escolha de alguma forma de representacao grafica para transmi-
tir o conhecimento acerca destas Geometrias. Os softwares geomeétricos suprem
essa demanda, sendo que, quando tratamos das Geometrias ndo Euclidianas,
as distorcdes sao inevitaveis e ndo tao familiares.

Ao construirmos um modelo de espaco hiperbdlico utilizando as ferramentas de
um software geométrico, disponibilizamos aos professores um material didatico
acessivel para que possam trabalhar com seus alunos os conteudos introduté-
rios dessa Geometria.

As atividades, desenvolvidas de forma gradual e progressiva, podem ser aperfei-
coadas e estendidas levando em conta o nivel de ensino em que os estudantes
se encontram, bem como os conhecimentos de Geometria Euclidiana de que

dispdem para compara-los as novas geometrias.

Pelo exposto, esperamos que, na Educacdo Basica, 0s alunos sejam
confrontados com uma quebra de paradigmas que possa ir além da simples
memorizacdo, empregando o raciocinio logico dedutivo ndo apenas no plano
Euclidiano, e sendo capazes de fazerem uma relacdo com os conteudos das

Geometrias ndo Euclidianas.
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APENDICE

Apéndice 1- Ferramentas e Recursos do software GeoGebra

Ferramenta

Recurso

Maover

Mover — Selecionando esta ferramenta e
pressionando o botdo esquerdo do mouse
sobre um objeto é possivel arrasta-lo por toda a
janela geomeétrica.

Fonto

Novo Ponto — Selecionando esta ferramenta e
clicando na janela geométrica, com o botao
esquerdo do mouse, cria-se um novo ponto.

Intersecdo de Dois Objetos

Intersecdo de Dois Objetos — o0 ponto de
intersecdo entre dois objetos pode ser criado
selecionando os objetos, dessa forma todas as
intersecfes existentes sdo marcadas.

Ponto Médio ou Centro

Ponto Médio ou Centro — para utilizar essa
ferramenta, clique, com o botdo esquerdo do
mouse, em dois pontos para obter seu ponto
médio; ou em um segmento para obter seu
ponto médio.

Reta Definida por Dois Pontos — marcando-se

/ Reta dois pontos, traca-se a reta definida por eles.
Segmento definido por Dois Pontos -
‘/- 5 . marcando-se dois pontos, determinam-se as
€gmento extremidades do segmento a ser tracado.
Semirreta definida por Dois Pontos — traca-
. se uma semirreta a partir do primeiro ponto
Semimreta

marcado contendo o segundo ponto.

Feta Perpendicular

Reta Perpendicular — clicando, com o botdo
esquerdo do mouse, em uma reta e em um
ponto fora dela, constréi-se uma reta
perpendicular & reta considerada, passando
pelo referido ponto. O mesmo pode ser feito
considerando-se um segmento de reta ou
semirreta.

Reta Paralela

Reta Paralela - clicando, com o botdo
esquerdo do mouse, em uma reta e em um
ponto fora dela, constréi-se uma reta paralela a
reta considerada, passando pelo referido ponto.

Mediatriz

Mediatriz- clicando, com o botdo esquerdo do
mouse, nas extremidades de um segmento de
reta, constrgi-se uma reta perpendicular a este
passando pelo seu ponto médio.

Bissetriz

Bissetriz — clicando, com o botdo esquerdo do
mouse, sobre duas retas concorrentes, ja tra-
cadas constroem-se as bissetrizes dos angulos
determinados pelas retas. Ou ainda, clicando
nos pontos que determinam um angulo.

Circulo dado Centro e Raio — marcando um
ponto A, clicando com o botdo esquerdo do
mouse, pode-se definir a medida do raio
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. . )
'xff' Circulo dados Centro e Raio

desejado.

» .
| ® | Circulo dados Centro e Um de seus Pontos

Circulo definido pelo Centro e um de seus
Pontos — marcando um ponto A e um ponto B,

b traca-se o circulo com centro A, passando por
B.
Circulo definido por Trés Pontos — marcando
— ‘ _ i R ~ . i g
¢ % Circulo definido por Trés Pontos trés pontos néo colineares, traca-se o circulo
e que passa por eles.
Arco circular definido por Trés Pontos -
P . . marcando trés pontos ndo colineares, traca-se
| Arco Circuncircular .
e o circulo que passa por eles.
Angulo — com essa ferramenta tracam-se an-
.(‘-:: Angulo gulos: entre trés pontos; entre duas retas (ou
= semirretas); entre dois segmentos; interior de

um poligono.

Distancia, Comprimento ou Perimetro

Distancia, Comprimento ou Perimetro — essa
ferramenta fornece, na janela algébrica, a dis-
tdncia entre dois pontos; duas linhas ou um
ponto e uma linha. Fornece também o perime-
tro de um poligono ou o comprimento de uma
circunferéncia.

Reflexdo em Relagio a uma Reta

Reflexdo com Relagcdo a uma Reta — essa
ferramenta desenha um objeto refletido em
relacdo a uma reta. Clique no objeto a ser refle-
tido, com o botédo esquerdo do mouse e, a se-
guir, cligue na reta através da qual ocorrera a
reflexdo.

Reflexdo em Relagdo a um Ponto

Reflexdo com Relacdo a um Ponto — essa
ferramenta desenha um objeto refletido em
relacdo a um ponto. Clique, com o botéo es-
querdo do mouse, no objeto a ser refletido e, a
seguir, cliqgue no ponto através do qual ocorrera
a reflexao.

Inversao

Inversdo — essa ferramenta desenha um objeto
refletido em relagdo a um circulo. Clique, com o
botdo esquerdo do mouse, no objeto e, a se-
guir, clique no circulo através do qual ocorrera a
re flexao.
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Apéndice 2 — Ferramentas e Recursos do Menu Hiperbdlico

Ferramentas

Recursos

i

Disco de Poincaré

Disco de Poincaré — selecionando essa
ferramenta e clicando nos pontos A e B, defi-
ne-se Disco de Poincaré de centro em A pas-
sando por B.

h-reta

h-reta — selecionando o Disco, clicando em
dois pontos internos ao Disco, define-se a
reta hiperbdlica passando pelos dois pontos.

Q

h-reta (pontos do horizonte)

h-reta (pontos da horizonte) — selecionando
o Disco, clicando em dois pontos internos ao
Disco, define-se a reta hiperbdlica passando
pelos dois pontos, incluindo os pontos de
interseccdo da reta com o Disco. Esses pon-
tos ndo pertencem ao Plano Hiperbdlico e
sdo chamados Pontos Ideais.

h-semirreta

h-semirreta — selecionando o Disco, clicdo
em dois pontos A e B internos ao Disco, defi-
ne-se a semirreta hiperbdlica de origem em A
passando por B.

h-segme

nto

h-segmento — selecionando o Disco, clican-
do em dois pontos A e B internos ao Disco,
define-se o segmento hiperbolico AB.

B S| @

h-reta pe

rpendicular

h-reta perpendicular — selecionando o Dis-
co, clicando em uma h-reta e por um ponto P
externo a h-reta, define-se a reta hiperbdlica
perpendicular a h-reta passando por P.

&

h-reta perpendicular por ponto na h-reta

h-reta perpendicular por ponto na reta -
selecionando o Disco, clicando em uma h-
reta e por um ponto P na h-reta, define-se a
reta hiperbdlica perpendicular a h-reta pas-
sando por P.

h-circulo — selecionando o Disco, clicando

h-circulo nos pontos A e B internos ao Disco, define-se
o circulo hiperbdlico de centro em A passan-
do por B.
h-triAngulo — selecionando o Disco, clicando
h-tridngulo nos pontos A, B e C internos ao Disco, defi-

ne-se o triangulo hiperbdlico de vértices A, B
e C.

h-tridngulo equilatero

h-triangulo equilatero — selecionando o
Disco, clicando nos pontos A e B internos ao
Disco, define-se o tridngulo equiladtero de
vértices A e B.

S ® S ®

h-quadril dtero

h-quadrilatero — selecionando o Disco, cli-
cando no sentido horario, ou anti-horério, nos
pontos A, B, C e D internos ao Disco, define-
se o quadrilatero hiperbdlico de vértices A, B,
CeD.
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h-4ngulo

h-angulo - selecionando o Disco, clicando
nos pontos A, B e C internos ao Disco, defi-
ne-se a medida do angulo de vértice em B.

®

h-soma dos Angulos de um tridngulo

h-soma dos angulos de um tridngulo —
selecionando o Disco, clicando nos vértices
A, B e C de um h-tridngulo, define-se a medi-
da dos angulos desse h-triangulo, bem como
sua soma.

h-soma dos Angulos de um quadrilatero

h-soma dos &ngulos de um quadrilatero —
selecionando o Disco, clicando no sentido
horario ou anti-horario, nos vértices A, B, C e
D de um h-quadrilatero, define-se a medida
dos angulos desse h-quadrilatero, bem como
a sua soma.

h-comprimento de segmento

h-comprimento de segmento — selecionan-
do o Disco, clicando nos pontos A, B internos
ao Disco, define-se a medida da distancia
hiperbdlica dos pontos A e B.

Ponto Médio ou Centro

h-ponto médio ou centro — selecionando o
Disco, clicando nos pontos A e B internos ao
Disco, define-se o ponto médio hiperbdlico de
AeB.

h-reflex3o de ponto

h-reflexdo de ponto — selecionando o Disco,
clicando em uma h-reta e apés em um ponto
A interno ao Disco, define-se o ponto de re-
flexdo de A em relacdo a h-reta.




