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Resumo

Este trabalho trata-se de uma pesquisa sobre os trés problemas classicos da geome-
tria (duplicagao do cubo, trisseccao do angulo e quadratura do circulo) cujo objetivo
€ compreender as demonstragcoes das impossibilidades de construgdao, com régua
nao graduada e compasso referentes aos trés problemas citados. Os problemas em
guestao surgiram na Grécia entre os séculos VI a V a.C. e obtiveram destaque devido
a impossibilidade de serem resolvidos com o uso de régua nao graduada e compasso.
A busca por solucdes durou mais de dois mil anos, até que em 1837, surgiram as pri-
meiras provas de que seria impossivel a resolugao desses problemas com régua nao
graduada e compasso, por meio de conceitos algébricos desenvolvidos ao longo dos
séculos. Para atingir o objetivo especificado, desenvolvemos os conceitos de anéis,
corpos, polindmios e extensdes de corpos, para assim apresentar a conceituacao de
numeros construtiveis e observar com mais cuidados os trés problemas classicos afim
de apresentar as demonstragdes das impossibilidades classicas.

Palavras-chave: Trés problemas classicos da geometria. NUmeros construtiveis.
Algebra. Geometria. Extensdes de corpos.






Abstract

This work is a research about the three classical problems of geometry (cube dou-
bling, angle trisection and the circle squaring ) whose objective is to understand the
demonstrations of the impossibilities of construction, with ungraded straightedge and
compass referring to the three problems mentioned.The problems in question arose
in Greece between the 6th and 5th centuries BC and were highlighted because they
could not be solved using an ungraded straightedge and compass. The search for so-
lutions lasted more than two thousand years, until in 1837 the first evidence emerged
that it would be impossible to solve these problems with an ungraded traightedge and
compass, through algebraic concepts developed over the centuries. To achieve the
specified objective, we developed the concepts of rings, fields, polynomials, and ex-
tensions fields to present the conceptualization of constructible numbers for study the
three classic problems in order to present the demonstrations of classical impossibili-
ties.

Palavras-chaves: Three classical problems of geometry. Constructible numbers. Al-
gebra. Geometry. Extensions Fields.
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1 Introducao

A historia da Matematica pode
tirar do esconderijo onde se
encontram os problemas que
constituem o campo de
experiéncia do matematico, ou
seja, o lado concreto do seu
fazer.

Tatiana Roque e Joao Bosco
Pitombeira

Historicamente, ndo ha certeza quanto a origem dos instrumentos réguaﬂ e
compasso. Segundo Silva (2013a) como a geometria ja tinha se desenvolvido de
alguma forma tanto na Mesopotamia quanto no Egito, o local de origem também é
incerto. Entretanto, a existéncia desses intrumentos foi de grande importancia para o
desenvolvimento da geometria, como por exemplo, nos processos de construgao de
figuras tais como angulos, poligonos, circunferéncias e até mesmo a construcao de
numeros e solugdes de problemas algébricos (SILVA, 2013a). Vale ressaltar que, no
livro Os Elementos, Euclides ndo menciona o uso dos intrumentos régua e compasso
para a construcao, mas sim a linha reta e os circulos. Nao ha indicios que Euclides ul-
tilizou esses instrumentos, visto que as construcoes eram feitas de modo abstrato com
o uso de retas e circulos (SCHUBRING; ROQUE, 2014). Apesar disto, a resolugao de
problemas com o uso de régua ndo graduada e compasso para alguns matematicos
gregos era visto como algo estético e admiravel.

O que havia entre algumas correntes, ou grupos, era o desejo de usar
apenas esses instrumentos, pois acreditavam existir uma certa beleza
implicita em um problema, uma simplicidade, quando este pudesse ser
construido apenas a partir da aplicacao desta técnica. Se um pro-
blema pudesse ser resolvido apenas com régua e compasso, poderia
ser considerado mais puro do ponto de vista matematico, do que um
que necessitasse do uso de outras ferramentas[...]. (SILVA, 2013, p.
24).

Neste contexto, entre os séculos VI e V a.C., périodo de grandes realizagdes na
Grécia, iniciou-se o estudo de trés grandes problemas da geometria, sendo estes: a
duplicacao do cubo, a trisseccao do angulo e a quadratura do circulo (enunciaremos,

' Arégua em que nos referimos n&o possuia medida.
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posteriormente) que obtiveram destaque devido a impossibilidaddﬂ de serem resol-
vidos com o uso de régua nao graduada e compasso (SOUZA, |2001). A busca por
solucdes dos trés problemas, que durou por mais de dois mil anos, foi responsavel por
grandes avancos na Matematica. De acordo com Eves (2004), essas tentativas auxi-
liaram no desenvolvimento de, por exemplo, “partes da teoria das equagoes ligadas a
dominios de racionalidade, nimeros algébricos e a teoria dos grupos”(EVES, 2004, p.
134). Devido a essa importancia os trés problemas ficaram conhecidos como “os trés
problemas classicos da geometria”. Ainda pelo mesmo autor, somente no século XIX
obteve-se conhecimento das provas de que seria impossivel a constru¢ao por meio de
régua nao graduada e compasso os trés problemas citados.

Conforme Souza (2001), as primeiras demonstragdes completamente esclare-
cedoras das impossibilidades de construcao dos problemas da duplicao do cubo e da
trisseccao do angulo foram apresentadas por Pierre Laurent Wantzel (1814-1848) em
seu artigo “Recherches sur les Moyens de Reconnaitre si un Probleme de Geométrie
Peut se Résoudre avec la Regle et le Compass”, publicado em 1837, por meio de
conceitos algébricos desenvolvidos ao longo dos séculos. Ja em relagao ao problema
da quadratura do circulo, segundo Vendemiatti (2009) o matematico alemao Ferdinand
von Lindemann (1852-1939) demonstrou em 1882 que = € um nimero transcendenteEl,
assim, demonstrando, mesmo que indiretamente, que o problema da quadratura do
circulo nao era possivel de ser resolvido com régua nao graduada e compasso.

Segundo Boyer| (2010), além da investigacao dos trés problemas classicos, a
segunda metade do século V.a.C. foi marcada pela maior investigagao de problemas
matematicos fundamentais, tais como: a Quadratura de Lunas’}, os problemas das
grandezas incomensuraveis’}, a razao 4urea, entre outros. Devido a estes motivos,
essa época ficou conhecida como a Idade Heroica da Matematica.

Em vista a relevancia da ldade Heroica e dos trés problemas classicos da ge-
ometria, este trabalho tem como objetivo geral compreender as demonstracdes das
impossiblidades de construgdes, com régua nao graduada e compasso, referente aos
problemas da duplicacao do cubo, trisseccao do angulo e a quadratura do circulo e
cujos enunciados sao respectivamente:

i) o problema de construir o lado de um cubo cujo volume € o dobro de
um cubo dado. ii) o problema de dividir um angulo arbitrario dado em

As construgoes com régua e compasso obedeciam trés regras ou operagoes para construgao (ver
Capitulo |5) entdao a impossiblidade de resolugao na qual esta referida €, que a partir dessas regras
é impossivel de se resolver os trés problemas com o uso de régua nao graduada e compasso.

3 Ver Capitulo

Enunciado da quadratura de lunas: segmentos de circulos semelhantes estao na mesma razao que
0s quadrados de suas bases, para mais informagdes consulte (BOYER, 2010, p. 45).

Duas grandezas sdo incomensuraveis se a razdo entre essas duas grandezas ndo pode ser ex-
pressa por um numero racional.
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trés partes iguais. iii) o problema de construir um quadrado com area
igual a de um circulo dado (EVES, 2004, p.133-134).

Em funcao de atingir o objetivo geral especificado, temos como objetivos es-
pecificos, desenvolver os conhecimentos algébricos necessarios para este fim tais
como a teoria dos anéis e corpos, polindmios, extensdes de corpos e construir o corpo
dos numeros construtiveis.

Em relagcao a metodologia, consideramos nossa pesquisa, uma pesquisa bi-
bliografica de carater exploratério. Exploratoria, pois segundo |Gil (2002) a pesquisa
exploratoria “tem como objetivo proporcionar maior familiaridade com o problema com
vistas a torna-lo mais explicito ou a construir hipoteses”(GIL, p. 41) e bibliografica, pois
€ baseada em materiais ja elaborados, como livros, disserta¢des e artigos cientificos
(GIL, 2002).

Vale ressaltar que, em nosso entendimento, esta pesquisa podera auxiliar ou-
tros estudantes de Licenciatura em Matematica como referéncia para futuros estudos
sobre o tema e outros assuntos correlatos. Nessa perspectiva, este estudo também é
importante para professores de Matematica atuantes na Educacgao Basica, pois per-
mite aos mesmos conhecerem os problemas e possivelmente desenvolverem o tema,
com devidas adaptagoes, em suas aulas, visto que a Base Nacional Comum Curri-

cular (2019) propde que os conteudos matematicos sejam relacionados a diversos
contextos inclusive da Historia da Matematica.

Cumpre também considerar que, para a aprendizagem de certo con-
ceito ou procedimento, é fundamental haver um contexto significativo
para os alunos, ndo necessariamente do cotidiano, mas também de
outras areas do conhecimento e da propria histéria da Matematica
(BNCC, 2019, p. 299).

Ademais, |Lopes e Ferreira (2013) ressaltam que a matematica € uma ciéncia
construida pela humanidade a partir de muitas tentativas e passivel de erros. Sendo
assim, conhecer e desenvolver estudos sobre os problemas citados, cuja procura
por solucdes durou mais de dois mil anos, ressalta a caracteristica socio-histérica
de resolucdes de problemas da matematica.

Portanto, conforme citado anteriormente, as demonstracoes das impossibilida-
des foram realizadas por meio de conceitos algébricos. Dessa forma, para construgao
desse trabalho foram destinados capitulos para exposicao de definigcdes e proposicoes
de algebra abstrata e outros para construcao do corpo dos nimeros construtiveis, para
assim obter as ferramentas necessarias para a prova das impossibilidades.

Para as definicdes e proposicoes de algebra abstrata, os capitulos |2| ao
serao dedicados para construcao do marco téorico algébrico, ou seja, para o de-
senvolvimento dos conceitos elementares de anéis, corpos, ideais, homomorfismo de
anéis, polindbmios em uma variavel, polindmios irredutiveis e extensdes de corpos,
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que inclui as definicbes de numeros algébricos, nimeros transcendentes e grau de
extensdo. No Capitulo [5, desenvolveremos construgdes basicas com régua e com-
passo (contrucao de retas paralelas, construcao do angulo de 60°, entre outras) para
assim, ter condigdes de definir o conceito de numero construtivel e, por fim, desen-
volver a construgcao do corpo dos numeros construtiveis representado pelo conjunto:
Cr = {z € R | = é construtivel}.

No Capitulo [6, serdo desenvolvidas as demonstragdes das impossibilidades
dos trés problemas classicos da geometria utilizando os conceitos desenvolvidos nos
capitulos anteriores.

Em relagao a escrita do trabalho, procuramos escrever de modo claro, para que
estudantes de matematica, que por ventura nao possuam um dominio tao vasto de
algebra abstrata consigam compreender o trabalho. No inicio de cada capitulo, acre-
sentamos as bibliografias utilizadas para construgao do capitulo em questao, para que
assim, seja facilitada a procura por bibliografias de um determinado tema abordado no
trabalho.
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2 Topicos de Anéis e Corpos

A algebra € generosa:
frequentemente ela da mais do
que se lhe pediu.

D’Alembert

Neste capitulo, vamos abordar a teoria dos anéis e corpos, que sao essenciais
para o desenvolvimento dos conceitos posteriores propostos neste trabalho. Serao
apresentadas as definigdes iniciais das estruturas algébricas e as proposi¢coes mais
importantes para a compreensao dos capitulos subsequentes, além das de ideais, ho-
momorfismos e definicoes elementares de divisibilidade em Z. Para composicao deste
capitulo foram utilizado os seguintes materiais: Domingues e lezzi (2003); Gongalves
(1999); Milies e Coelho (2013), Jacobson (1985) e Monteiro| (1978)).

2.1 Anel

Definicao 2.1. Seja A um conjunto nao vazio, no qual estao definidas duas operagbes:
adicao (+) e multiplicagcao (-) em A:

+: AxA—A o AxA— A
(a,b) —a+b (a,b) —a-b

O conjunto A é chamado anel se sao validas as seguintes propriedades para
quaisquer elementos a, b, c pertencentes A.

(i) a+ b= b+ a (comutativa da adicao).
(i) a+ (b+c) = (a+b) + ¢ (associativa da adicao).

(i) 3 b € A tal que a + b = a ( existéncia do elemento neutro aditivo). Esse
elemento b ¢ A é chamado zero do anel A ou elemento nulo do anel A, simboli-
camente representaremos: b = 04.

(iv)]Vae A Ibe Atalquea+ b= 0, (existéncia do elemento oposto). Dado
a € A, representaremos o elemento oposto de a por —a.

(v) (a-b)-c=a-(b-c) (associativa da multiplicacao).
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(vi) a-(b+c)=a-b+a-ce(b+c)-a="b-a+c-a (distributiva da operacao de
multiplicacao em relacao a operacao de adicao).

Exemplo 2.1.1. Os conjuntos numericos Z., Q, R e C, com as operagbdes usuais de
adicdo e multiplicagao sao exemplos de anéis. Entretanto, o conjunto dos naturais (IN)
nao é um anel, pois nao verifica a propriedade (iv), isto é, os elementos de IN nao
possuem opostos.

Exemplo 2.1.2. Considere o conjunto das fungées A = {f | f : R — R} onde estao
definidas as seguintes operagoes:

+: AxA—-A

(fr9) = f+g

e
AxA—A

onde, (f + g)(x) = f(x) + g(x), (f - 9)(x) = f(z) - g(x) V& € R e afungao h(x) =04 €
o elemento neutro aditivo de A. Nestas condicées, A satisfaz a estrutura de anel.

Proposicao 2.1.1. O elemento neutro aditivo de um anel A é tnico.

Demonstracao. Seja 04 € A, tal que 04 seja o elemento neutro aditivo de A. Suponha
por absurdo que existe b € A tal que b também seja o elemento neutro aditivo de A,
sendo assim temos:

04 =04+b=b+04 =0.

Portanto, o elemento neutro aditivo de A é Unico. O]

Proposicao 2.1.2. Sejam A um anel e a € A. O elemento oposto de a é tnico.

Demonstracao. Sejam a,—a € A, tal que —a seja o elemento oposto de a. Suponha
por absurdo que existe b € A tal que, b também seja o elemento oposto de a, sendo
assim temos:

a+(—a)=04€a+b=0y,logo
a
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Portanto, o elemento oposto de a € Unico. O

Proposicao 2.1.3. Sejam A um anel e a,b € A entdo:
(i) a-04=04-a=04
Demonstragdo. Sejaa € A,temos: a-04 =a-(04+04) =a-04+ a- 04, logo:

a-04=a-04+a-04
a-04+(=(a-04)) =(a-0a+a-04)+(—(a-04))
a-04+(—(a-04))=a-04+(a 04+ (—(a-04)))
O0a=a-044+0y4

OAZG'OA

O caso 04 - a € analogo ao anterior. Portanto, a- 04 =04 - a = 0. O
(i) —(~a) =a

Demonstragdo. Seja a € A, tal que a + (—a) = 04. Assim, por definigdo, como o
oposto de a € igual a —a, 0 oposto de —a é a. Ademais, pela Proposicao
o elemento oposto é Unico, sendo assim nao existe outra possibilidade para o
oposto de —a. Portanto, conclui-se que —(—a) = a. O

(iii) —(a-b) = (~a)-b=a-(=b)

Demonstragdo. Vamos provar inicialmente que —(a - b) = (—a) - b. Dessa forma
temos:

(—a)-b+a-b=
(—a+a) b=
0a-0=04

Assim,concluimos que (—a) - b € o oposto de a - b, ou seja, —(a - b) = (—a) - b.

Analogamente para o caso —(a - b) = a - (—b) temos,

a-(=b)+a-b=
a-(—b+b):a~0A:0A.

Logo, a-(—b) € o oposto de a - b, isto é, a- (—b) = —(a-b). Por fim, conclui-se que
—(a-b)=(—a)-b=a-(=b).
0
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A partir deste momento, em um anel A também iremos denotar a operacao
a+ (—b) como a + (—b) = a — b. Destacamos também que —(a; + az + az + ... + a,) =
-1 — Gy — a3 — ... — Qp, V a; € A.

2.1.1 Anel comutativo

Quando a operacao de multiplicagdo de um anel A € comutativa, ou seja, dados

a,b € A quaisquer, temos:

a-b=b-a

O anel A é chamado anel comutativo.

Exemplo 2.1.3. Os conjuntos numericos 7, Q, R e C, com as operacbes usuais de
adicao e multiplicacdo sdo exemplos de anéis comutativos.

Exemplo 2.1.4. O conjunto Z[v/2] = {m +n-vV2|mmne Z}, no qual estdo definidas
as seguintes operagées de adicao e multiplicagdo respectivamente:

+: ZV2] x ZIV?2] = Z]V?2)
(m+nvV2,p+qV2) = (m+p)+ (n+q) - V2

e
ZIV2) x ZIN?2] — Z[V?)

(m+nvV2,p+qV2) = (m-p+2-n-q) +(m-q+n-p)V2
Satisfaz a estrutura de anel, ou seja, sdo validas todas as propriedades da
Definicdo|2.1, Além disso, Z[+/2] é comutativo. Veja.

Dados =,y € Z[V?] taisque xt = m +n-vV2 ey =p+q-vV2 comm,n,p,q € Z,
temos que:

zoy=m+n-vV2)-p+q-vV2)=m-p+2-n-q)+(m-qg+n-pV2.

Como os elementos m, n, p, q S4o elementos de 7. que é um anel comutativo, entao a
propriedade comutativa é valida em Z., logo temos:

vy =(m-p+2-n-q)+(m-qg+n-p)V2 = (p-m+2-¢-n)+(g-m+p-n)vV2 =y .
Portanto, Z[\/2] é um anel comutativo.
2.1.2 Anel com unidade

O elemento neutro em relagao a operacao de multiplicagao em um anel A é de-
nomidado unidade. Simbolicamente denotamos 1,4. Quando um anel possui unidade,
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tal anel é intitulado anel com unidade. Dessa forma, se A é um anel com unidade
entdao 314 € Atal que:

a-lg=a=14-a YacA.

Exemplo 2.1.5. O conjunto {0, 1,2} com as operagées de adicdo e multiplicacao defi-
nidas pelas tabuas de operacdes respectivamente:

0
1
2

N - OO
- O NN
S O© OO
- N o

1
0
1
2

N = of +
O N ==

E um anel com unidade finito cuja a unidade é o elemento 1.

Observe que, mesmo que um anel possua unidade isto ndo garante que este
anel seja comutativo, como por exemplo:

Exemplo 2.1.6. O conjunto das matrizes quadradas de ordem n com entradas em R
(M, (R)) definido sobre as operagdes usuais € um exemplo de um anel com unidade,
no qual ndo é comutativo. De fato, a unidade deste conjunto é a matriz identidade e o
produto usual de matrizes ndo é comutativo. Veja,

Seja a matriz I € My(R) tal que

-(2)

Note que I é a unidade de Ms(R), pois dada uma matriz A € M(R) , temos
que A-I=1-A= A. Entretanto, dadas as matrizes B e C pertencentes a M,(R) tais

que:
B:<1 2) e C:<5 6)
3 4 78

19 22 23 34
Temosque B-C = # C-B= . Portanto, o anel M(R)
43 50 31 46

nao é comutativo.

Proposicao 2.1.4. A unidade, se existir, em um anel A, é unica.
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Demonstracao. Seja 1, € A, tal que 1,4 seja a unidade de A. Suponha, por absurdo,
que 3 b € A onde b também seja a unidade de A, sendo assim temos:

b=14-b=b-14=14.

Portanto, a unidade, se existir, em um anel é Unica. ]

Proposicao 2.1.5. Sejam A um anel com unidade, a um elemento qualquer de A e 14
a unidade de A entdo (—1,4) - a = —a.

Demonstragdo. Devemos provar que (—14) - a € 0 oposto de a. Assim:

(—1A)'CL+CL:((—1A)+1A))'(IZOA~(I:OA.

Dessa forma, concluimos que (—14) - a = —a.

2.1.3 Dominio de Integridade

Um anel A comutativo e com unidade € chamado dominio de integridade se a
seguinte propriedade é valida: sejam a,b € A, quaisquer:

a-b=04=0a=040ub=04.

Exemplo 2.1.7. O conjunto numerico 7. € um dominio de integridade.

Proposicao 2.1.6. Sejam A um dominio de integridade e a,b,c € A tal que a # 04,
assimsea-b=a-c, entaob = c.

Demonstragcao. Sejam a,b,c € Atalque a-b=a-c. Assim, temos:

a-b=a-c logo

a-b—a-c=a-(b—c)=04

Dessa forma, como A é um dominio de integridade temos que a = 04 ou b — ¢ = 04.
Como a # 04 segue que b — ¢ = 04 0 que resulta que b = c.

]
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2.1.4 Subanel

Defini¢ao 2.2. Sejam A um anel e B um subconjunto ndo vazio de A. Suponhamos
que B seja fechado para as operacgdes de adicao e multiplicacdo de A, ou seja:

() r+ye B, Va,ye B

(i) x-ye B,Yx,y€e B

Nessas condigbes, caso B seja um anel com as operagdes de A, o conjunto B
é dito subanel de A.

Note que, se A € um anel e B € um subanel de A temos como resultado da
Proposicao e a existéncia do elemento oposto em B, que o elemento neutro
aditivo de B é o mesmo de A.

Exemplo 2.1.8. Os anéis numéricos 7. e ) sao exemplos de subanéis de R. De fato,
temosqueZ C R, Q C R eZ,Q eR sdo anéis. Note que, da mesma forma, 7. também
é subanel de ) e R é subanel de C .

Observe também que, como consequéncia da definicao, todo anel é subanel
de si proprio. De fato, seja A um anel, temos que A ¢ A e A é um anel, logo A é
subanel de si préprio. De forma similiar o conjunto {04} também €& um subanel de A,
jaAque04+04=04€04-04 =04. Ae {04} sd0 denominados subanéis triviais.

A proposigao a seguir fornecera condicdes para decidir se um subconjunto nao
vazio de um anel A € um subanel de A.

Teorema 2.1.1. Sejam A um anel e B um subconjunto ndo vazio de A. B € um subanel
de A se e somente se as seguintes condicdes sdo verificadas.

(i) 0, € B
(i) x—ye B,Vx,ye B

(i) x-ye B,Yz,y € B

Demonstracdo. Se B é um subanel de A, segue que B € fechado para as operacoes
de adicao e multiplicacdo de A e B mantém a estrutura de anel. Sendo assim, as
condicdes (i), (i) e (iii) sdo satisfeitas, pois como B é um subanel de A temos que:
04 € B; todo elemento de B possui oposto e B é fechado para a adicao, ou seja,
r+ (—y) € B, logo x —y € B e ainda como B é fechado para a multiplicagao temos
que z -y € B. A reciproca também é verdadeira, ja que 04, € B, 0 que garante
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que o elemento neutro aditivo de A pertence a B, portanto B é ndo vazio; x — y €
B o que certifica que todo elemento de B possui um oposto, veja: sejam 04,y €
B, logo 04 —y = —y € B. Por sua vez, pelas condigbes (i) e (iii) seque que B
é fechado para as operacoes de adicao e multiplicacdo de A. Por fim, como todo
elemento de B pertence a A e A € um anel, sao validas para os elementos de B
as propriedades (i), (i), (v), (vi) da Definigao Portanto, B satisfaz a estrutura de
anel, logo concluimos que B € um subanel de A.

]

Exemplo 2.1.9. Seja A um anel. O conjunto C(A) = {a € A|a-z=x-a,YVz € A}
formado por elementos comutativos de A, denominado centro do anel A, é um subanel
de A. Certamente, pois pelo Teorema temos,

Sejam a,b € C(A) temos que,
(I) 04 € C(A),,OO/SOA ca=04=a-0y

(i) a —be C(A)
Queremos mostrar que: (a—b)-x = xz-(a—b) ¥V x € A. Note que, como a,b € C(A),
temosquea-xr=x-a€b-x=ux-b,V e A Entio, segue que:

(a—=b)-x=a-z—b-x=x-a—x-b=x-(a—0),logoa—be C(A).

(iii) a-be C(A)
Devemos mostrar que (a-b)-x = z-(a-b) V x € A. Perceba que, comoa,b € C(A),
temosquea-xr=x-aeb-x=xz-b,Vze A, logo

(a-b)-z=a-(b-x)=a-(x-b)=(a-z)-b=(x-a)-b=z-(a-Db).
Sendo assim, a -b € C(A).

Portanto, pelo Teorema|2.1.1|, concluimos que C(A) é um subanel de A.

2.2 Corpo

Nesta secdo vamos apresentar a estrutura algébrica denominada corpo. Esta
estrutura é importante devido ao grande nimero de propriedades, as quais seus ele-
mentos satisfazem. Em especial, podemos destacar a propriedade na qual difere um
corpo de um dominio de integridade, que € a existéncia do elemento inverso.

Definicao 2.2.1. Um conjunto ndo vazio K é chamado corpo se KK € um dominio de
integridade, no qual todo elemento de K, diferente do elemento nulo é inversivel em
relacao a operagao de multiplicagao, ou seja:
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VeecKz#0gx o' cKtalquez -z = 11KEI
Exemplo 2.2.1. Os conjuntos numéricos Q, R e C sdo exemplos de corpos.
Proposicao 2.2.1. Sejam K um corpo e a € K tal que a # 0k. O elemento inverso de

a é unico.

Demonstracao. Seja a € K tal que a # Ok. Suponha, por absurdo, que 3 ¢, b € K tais
qgue c € b sejam o inverso de a. Logo,

a-b=1kg € a-c= 1k entdo temos:
a-b=a-c
a-b—a-c=0g

a-(b—c)=0k,logoa=0kou(b—c)=0ke

como a # Ok segue que b = c. Portanto, o elemento inverso é Unico. H

Proposicao 2.2.2. Sejam K um corpo e a,b € K tais que a,b # Ok, entdo (a - b)™ =

at-ph

Demonstragdo. O que queremos mostrar é que o inversode a - b éigualaa ' - b ",
isto &, (a-b)-(a™'-b') = 1k . Dessa forma: Sejam a,b € K tais que a, b # Ok

(a-b)-(at b ) =(a-(b-a V)b ) =(a-(a-b)-b")=(a-a')-(b-b7') =1k -1k = 1k.
O

2.2.1 Subcorpo

Definicao 2.2.2. Seja K um corpo e I. um subconjunto ndo vazio de K. 1. é dito
subcorpo de K se I é fechado para as operacdes de K e I. mantém a estrutura de
corpo.

Exemplo 2.2.2. De forma similar aos subanéis, o corpo Q, aléem de ser um subanel
de R, é um subcorpo de R.

Note que, se KK € um corpo e IL € um subcorpo de K entdo como consequéncia
da defini¢do, os resultados das Proposi¢gdes[2.1.1]e[2.1.4]e a existéncia dos elementos
inversos e opostos em L, segue que a unidade e o elemento neutro aditivo de L
coincidem com os de K.

1 1

1
Denotamos z7* = —.
xr
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A proposicao a seguir, fornecera condicoes para decidirmos se um conjunto é
um subcorpo.

Teorema 2.2.1. Sejam K um corpo e L um subconjunto ndo vazio de IX. L é um
subcorpo de K se e somente se as seqguintes condi¢cdes sdo verificadas.

(I) Ok, 1 € L.
(i) v —yelLVayelL.

(iii)) -y ' eLVryecley+#0k.

Demonstragcdo. Se I é um subcorpo de K, entao IL é fechado para as operacoes de
adicao e multiplicacdo em K e mantém a estrutura de corpo. Dessa forma, como
I. € um subcorpo de K, temos que a condi¢éo (i) é verdadeira pelas Proposi¢oes
e[2.1.4] E ainda, por sua vez, como L é fechado para a operagdo de adi¢ao a
condicao (ii) € satisfeita e dado que I € fechado para a operagao de multiplicacao,
o resultado da Proposigéao [2.2.1] entao a condigao (iii) é valida. A reciproca também
€ verdadeira, visto que as condigdes (i), (ii), (iii) garantem que 1k e Ok pertencam a
L, logo I é diferente do conjunto vazio, e I. é fechado para as operacdes de adicao e
multiplicagao, respectivamente. Assim, da condigdo (ii) temos que Ox — z = —z € L,
V z € IL e da condigao (iii) seque 1 -2 ' =2 ' € L,V € x € L, x # 0k. Por fim, como
I. ¢ K segue que as demais propriedades de um corpo sao herdadas de IK. Portanto,
I € um subcorpo de K.

]

2.3 Ideais e homomorfismos

Nesta secdo vamos apresentar, um tipo especifico de subanel, o qual & deno-
minado ideal sobre um anel. Também apresentaremos os conceitos de homomorfismo
entre anéis e anéis quocientes. Esses conceitos serdo de extrema importancia para o
desenvolvimento de um teorema no Capitulo 4.

2.3.1 A nocao de ideal

Definicao 2.3.1. Sejam A um anel e I um subanel de A. Dizemos que I é um ideal
de A se,

a-xelex-acl,Vaec A, Vel

Exemplo 2.3.1. Os conjuntos {04} e o proprio A, sdo ideais de A, visto que {04} e
A s&o subanéis de A, o que garante que A e {04} séo fechados para a operagao de
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multiplicagdo, logo temos que as condi¢des de ideal sdo verdadeiras. A e {04} séo
ditos ideais triviais de A.

Exemplo 2.3.2. Considere o conjunto nZ. = {n - x | n,x € Z}. Vamos mostrar que nZ.
€ um subanel de Z.. Assim,
Sejam a,b € nZ, quaisquer taisquea =n-x eb=n -y, n € 7, temos que:

(i) 0 € nZ, pois¥VneZ,0=n-0¢cnZ.

(i) a—b=n-z—n-y=n-(r—y) € n”.

(i) a-b=(n-z)-(n-y)=n-(n-x-y) € nZ.

Portanto, pelo Teorema nZ. é um subanel de 7.

Agora, vamos mostrar nZ. € um ideal de Z.. Considere, > € 7. e a € nZ, tal que
a=mn-xparaalgumn € 7 seqgue que z -a = z-(n-z) =n- (r-2) € nZ, de modo
analogo temos que a - z € nZ. Portanto, como nZ é um subanel de Z e z - a € nZ,
concluimos que nZ. € um ideal de 7.

2.3.2 Ideais gerados por um numero finito de elementos

Para quaisquer n elementos a4, as, ..., a,(n > 1) de um anel comutativo A, indi-
caremos por < aq,as, ..., a, > 0 seguinte subconjunto de A:

< 1,09, @y >={T1 a1 +To- A2+ oo + Ty - ay | T1, Toy o,y € AT

Vamos mostrar que < ay, as, ..., a,, > € um ideal de A. Sendo assim, devemos provar
que:

() <ay,as,...,a, > € um subanel de A.

(i) Dadoa € Aex €< ay,as,...,a, >temosque a-x €< ay,as, ...,a, > €

T-ae€e<ay,a, ..., >.
Demonstragcao. Considere o conjunto S =< ay, as, ..., a, >.

(i) Sejam z,y € S,logox =21 - a1+ ...+ 2, -a, €y =y -a; + ... + Y, - a,, COM
x;,y; € A. Assim,

° OA-a1+...+OA-an:0A€S.

o x—y = (r1-a1+..+Tna,)—(Y1-a1+...FYn-an) = (x1—y1) a1 +...+ (T —Yypn)-a, €
S, pois cada z; — y; € A.
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o vy = (1-a1+...+2Tnap) (Y1-a1+... A Yn-ap) = (T1-01-y1-a1+21-01-Yo-G2+...+
11 Yp-Op)+ (T a2 Y1-a1+To Ao Yo Ao+ ...+ T A2 Yp Ay + ...+ (T -y - a1+
T QYo Qo+t T Ay Y Ay) = a1+ (T1-Y1 01 +21 Y2 Ao+ +T1 YAy ) +ag- (T2
Y101 +22 Yo Ao+ ..+ To Yp G )+ o0 (T Y1 1+ Ty Yo Ao+ ..+ T Y -ay) €S,
pois cada z; - y; - a; € A e A é fechado para adicao.

Portanto, pelo Teorema S é um subanel de A.

(i) Sejama € Aere<ay,...,a, >talque x = zy-a1+... +x,-a, cOm z; € A, temos:

a-r=a-(r1 a1+ ..+, =a-x1- a1+ ... +a-x, - a,.

Como cada a - z; - a; sao elementos de A, segueque a-z € S. Ocaso z-a é
analogo, pois 0 anel A € comutativo.

Portanto, S é um ideal de A. O

Definicao 2.3.2. O conjunto S =< ay,as,...,a, > € denominado ideal gerado por
ap,as,...a,. Se S =< a; >, ou seja, gerado por unico elemento, esse ideal é cha-
mado ideal principal de A.

Exemplo 2.3.3. Seja A um anel comutativo com unidade. Os ideais trivais {04} e A
sdo principais. De fato, {04} =< 04 >={04-a | a € A} (geradopor0y)e A =<1, >=
{1a-a|a€ A} (gerado por1,).

Exemplo 2.3.4. Seja o ideal 10Z = {10-n |n € Z}. Veja que 10Z é um ideal ge-
rado pelo elemento 10. Assim, 107 é um ideal principal, pois € gerado por um unico
elemento.

Definicao 2.3.3. Seja A um anel e I um ideal de A. I é chamado ideal maximal em A
sel +AeseJéeumidealde AtalqueJ > I entdoJ =AouJ =1.

Exemplo 2.3.5. No Exemplo[2.3.2 mostramos que o conjunto J = nZ = {0, +n, +2n...}
€ um ideal de Z.. Se tomarmos o ideal I = 27., temos que I € um ideal maximal de Z.
De fato, segue que J = nZ = {0,+n,+2n...} D 27Z. Como 27 # J entdo Fa € J tal
que a seja impar, ou sefaa = 2t + 1, parat € 7. Mas, como 2t € J, pois J O I entao
(2t+1)—2t=1¢€ J, pois J € um ideal de Z. Assim, 1 -t € J, pois J € um ideal de Z.
Deste modo, concluimos que J = 1-7 = 7. e é gerado por 1. Portanto, I € um ideal
maximal de Z.
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2.3.3 Anel quociente

Nesta secao vamos definir o anel quociente. Optamos apresentar apenas os
resultados mais importantes deste tépico e indicaremos as referéncias aos quais o
leitor podera encontrar essas demonstragdes. No decorrer do trabalho haverao outras
demonstragcdes que deixaremos apenas indicadas as referéncias.

Seja A um anel e I um ideal de A. Definimos o conjunto quociente de A
pelo ideal I o conjunto A/I = {T | T=x+y,x € A,y € I}. Definimos as seguintes
operagoes de adicao e multiplicacdem A/, respectivamente:

Tt AJTX AT AT - AJTx AT AJI
(T.9) » T +y Ty~ Ty

Com as operagoes assim definidas o conjunto A/ satisfaz as propriedades de
anel.

Demonstragdo. Consultar Gongalves (1999, p. 51).
L]

Teorema 2.3.1. Seja A um anel comutativo com unidade e seja I um ideal de A.
Entao, I € um ideal maximal de A se e somente se A/I é um corpo.

Demonstragcao. Consultar Gongalves (1999, p. 52). O

2.3.4 Homomorfismo de Anéis

Definicao 2.3.4. Sejam A e B anéis. Uma fungéo f : A — B diz-se um homomorfismo
de A em B se satisfaz as seguintes condigdes:

() f(x+y)=flz)+ fly) Va,y €A

(ii) f(z-y)=f(z) - fly) Va,yeA.

Nestas condicdes, se f for bijetiva entdo diz-se que f & um isomorfismo de
anéis.

Exemplo 2.3.6. Considere o anel A = Z[\/2] = {m +n-V2|mne Z} no qual estao
definidas as mesmas operagbes do Exemplo e seja f : A — A definida por
f(m+n-v2)=m—n-2. Aaplicagdo é um homomorfismo de anéis, pois:

Sejam, z,y € Ataisquex =m+n-vV2ey=p+q-vV2comm,n,pq < Z,
temos
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(i) f(z+y) = f((m+p)+(n+q)-V2) = (m+p)—((n+q)-V2) = (m+p)—n-v2—¢-V2 =
m—n-V2+p—q-V2=fm+n-vV2)+ flp+q-v2)=f(2) + [(y)-

(i) f(x-y)=f((m+n-vV2) - (p+q-V2)=f((m-p+2-n-q)+(m-q+n-p)V2) =
(m.p+2.n.q)_(m.q+n.p).\/§ =m-p+2-n-g—m-q-V2—n-pV2 = p.(m_n.\@)_
(m=n-v2)-¢:vV2 = (m=nv2)-(p=q-V2) = f((m+n-v2)- [ (p+4-V2) = [(2)- [ ().

Deste modo, concluimos que f é um homomorfismo.

Perceba que, aléem desta fungcdo ser um homomorfismo, é também um iso-
morfismo. De fato, se f(z) = f(y), segue que f(m + nv2) = f(p + ¢V/2), entdo
m—nvV2=p—qv2, logom—p = (n—q)V2 e comom,n,p,q € Z segue que m —p = 0
en —q = 0 o0 que implica que, m = p en = q. Portanto, x = y 0 que resulta que [ é
injetiva. Agora, basta mostrar que f é sobrejetiva. Tomando = € A (contradominio) tal
que z =m —n-V2, comm,n € Z temos que 3 z € A (dominio) tal que z = m+n- /2,
no qual f(z) = z. De fato, pois temos que f(z) = f(m +n-v2) =m —n -2 e, por
suavez, m —n -2 =z, assim f(z) = z. Isto prova que f é sobrejetiva. Sendo assim,
concluimos que f é um homomorfismo de anéis bijetivo, ou seja, um isomorfismo.

Note que dois anéis isomorfos diferem apenas pelos nomes de seus elementos
e operacdes. Essencialmente sdo o mesmo anel e cada um deles pode ser conside-
rado uma “copia”’um do outro. O proximo exemplo, tornara um pouco mais claro essa
ideia.

Exemplo 2.3.7. Considere a fungdo f : R — C, tal que f(a) = (a,0). A aplicagdo é
um homomorfismo injetor de anéis, pois:

Sejam a,b € R, temos:

(i) fla+0b)=(a+b,0)=(a,0)+ (b,0) = f(a)+ f(b).

(i) f(a-b) = (a-b,0). Porsuavez, f(a)  f(b) = (a,0) - (b,0) = (a-b,0f} Portanto,
fla-b) = f(a)- f(b).

E ainda, f € injetiva, pois se f(a) = f(b) entdo (a,0) = (b,0) 0 que resulta que a = b.
Note que, como a fungao f, € um homomorfismo injetor de anéis, € possivel obter um
isomorfismo g : R — Iij[, tal que g(x) = f(x). Dessa forma, essa funcao representa
uma coépia de R em C. Sendo assim, quando enunciamos que “R C C”, o que de fato
acontece é um isomorfismo representado pela fungao g.

2 Lembre-se que o produto usual em C é dado por: sejam (a,b), (z,y) € C temos que (a,b) - (z,y) =

(a-x—b-y,a-y+x-b).

3 Oconjunto I'mf é denominado imagem da fungéo f.
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Definicao 2.3.5. Sejam A e B anéis e f : A — B um homomorfismo. Chama-se
ndcleo de f, e denotamos por N(f) (ou Ker(f)) o seguinte subconjunto de A:

N(f) ={z € A[ f(z) = 0p}.

Note que N(f) # (, pois em um homomorfismo de anéis temos que, f(04) =
0p. De fato,

f(04) = f(04+04) = f(04) + f(04) , logo

f(04) = f(04) + f(04)
f(04) = f(04) = f(04)
0 = f(04) .

Dessa forma, o elemento nulo do anel sempre pertencera ao nicleo do homomor-
fismo.

Lema 2.3.1. Sejam A, B anéis e f : A — B um homomorfismo, entao:

(i) Imf ={f(a) | a € A} é um subanel de A.
(i) N(f) é umideal de A e f € injetiva se e somente se, N(f) = 04.

(iii) Os anéis A/N(f) e Imf s&o isomorfos.

Demonstracdo. Consultar Gongalves (1999, p. 57). O
2.4 Divisibilidade em Z

Definicao 2.4.1. Sejama,b € 7. Diz-se que a divide b se existe c € Z tal que a - ¢ = b.
Simbolicamente representa-se a | b. Se a ndo divide b, simbolicamente representamos:
atb

Exemplo 2.4.1. 2|6, pois 6 = 2 - 3. Por outro lado, 4 1 3, pois ndo existe c € 7., tal que
3=4-c.

Definicao 2.4.2. Diz-se que um numero inteiro p é primo se, e somente se, p satisfaz
as seguintes condigées:

(i) p#0ep#+£l;
(i) os unicos divisores de p sdo —1, 1, p e —p.

Lema 2.4.1. Sejam p,a,b € Z onde p € primo. Se p|(a - b) entao p|a ou pl|b.

Demonstragcao. Consultar Milies e Coelho (2013, p. 78). O
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3 Nocoes Basicas de Polinomios a luz da Teoria dos Anéis

Neste capitulo vamos apresentar o anel dos polindmios definido sobre um
corpo K denominado K[z]. Além das definigdes basicas de polindmios também apre-
sentaremos o algoritmo da divisdo em K[z], os polinémios irredutiveis e o critério de
Eisenstein para verificagdo da irredutibilidade. Esses conceitos serao de extrema im-
portancia, para a construcao da teoria de extensao de corpos e para as provas das
impossilidades classicas. Para composicao deste capitulo foram utilizados os livros e
a dissertacao de |(Goncalves| (1999), [Domingues e lezzi (2003) e Santos| (2017), res-
pectivamente.

Definicao 3.1. Seja K um corpo qualquer. Considere a expressdo formal:
p(r) = ap + arv + ast? + ...+ ax + ...

onde cada a; € K para todoi € N e3n € N tal que a; = Ok Vj > n. Essa expressao
€ denominada polinémio sobre IKX em uma indeterminada x e os elementos a; sao
chamados coeficientes do polinémio p(z).

Exemplo 3.1. Seja p(z) = 22 + 42 + 1 um polinémio sobre o corpo R , onde os
coeficientes de p(z) sdo a; =2, a; =4 e ag = 1.

, 1 1
Exemplo 3.2. Considere q(z) = 3% +1, onde a; = 5 eay=1.

Definigao 3.2. Dado um polinémio p(z) = ag+a,x+asx*+...4+a,2" +... SObre um corpo
K tal que a,, # Ok e a; = Ok Vj > n. Denominamos n € IN como grau do polinémio p(z).
Em simbologia 0(p(x)) = n. Nesse caso indicamos p(x) = ag + a17 + axz® + ... + a,z".

Considerando os polinémios dos Exemplos(3.1]e[3.2]temos que d(p(z)) = 2 e d(¢q(z)) =
1.

Definicdo 3.3. (ldentidade de polinémios). Sejam p(x) = ag + a1z + asx® + ... + a,a"
e q(x) = by + bix + bya® + ... + b,x™ polinémios sobre um corpo K, p(z) e q(x) sdo
chamados idénticos se e somente se a; = b; Vi € IN.

3.1 Polinomio Constante e Polinomio Identicamente Nulo

Definicao 3.1.1. O polinémio p(x) = ag, onde ay # Ok sobre IK € denomidado po-
linémio constante. No caso de p(x) constante, temos 0(p(x)) = 0.

Exemplo 3.1.1. O polinémio p(x) = 2 é constante.
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Definicdo 3.1.2. Seja p(z) = Ok + Oxx + Oga® + ... + Oz, onde Ok € o elemento
neutro em relagdo a adicdo do corpo K. Nesse caso p(r) € denominado polinémio
identicamente nulo. Podemos denotar o polinémio identicamente nulo simplesmente
como p(x) = Ox. Da forma como foi definido, o grau do polinbmio nulo nédo esta
definido.

Definicao 3.1.3. O polinémio no qual o coeficiente do maior grau é igual a unidade é
denotado por polinbmio ménico.

3.2 Anéis de Polinomios

Nesta secao vamos conferir que o conjunto dos polindmios sobre um corpo
K, satisfazem a estrutura de um dominio de integridade para as duas operagoes que
definiremos a seguir. Devido a tecnicalidade da demonstragao, a prova de que KJz] é
um dominio de integridade esta posta no Apendice A.

Definicdo 3.2.1. Sejam p(x) = ag + a1z + axx® + ... + a,2™ € q(x) = by + byx + by +
... + bp,x™ dois elementos do conjunto K|z|, onde m < n. Definimos duas operagées:

e Adicao

p(2)+q(x) = (ag+bo)+(a1+by)x4(ag+b2) 2’ +... 4 (A +bp ) 2™+ A1 2™ - @, 2"
e

(p(x) + q(x)) = n.

e Multiplicacao

1=n+m

p(x) - q(z) = co+ 1@+ ... + Coyma™™, ondec; = Z a; - bi_j
j=0
e

A(p(x) - q(z)) = n+m.
Também podemos denotar o produto dos polinémios p e q da seguinte forma: p(x) -
q(z) = (p- q)(x) e asoma da forma p(z) + q(z) = (p + q)(z).

Exemplo 3.2.1. Sejam p(x) = 22° + 5z + 3 e q(x) = 102° + 2* + 62 + 11. Veja que
ap=3,a1=5,aa=2€by=11,b; =6, by =1, b3 = 10. LOgO,
Adicao

p(x) +q(z) = (34+11) + (5+6)x + (2 + 1)2° + 102° = 14 + 11z + 32* + 102°.
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Multiplicagao

co=ag-bp=3-11=33.

cio=a;-bp+ag-by=5-1143-6=73.
co=ag-bgp+a;-by+ay-bs=2-114+5-6+3-1=55.
c3=ag-bgp+ay-by+ay-by+ag-b3=0-11+2-64+5-1+3-10=47.
ca=aq-bg+asz-by+ay-by+ay-bs+ag-by=0-11+0-6+2-1+5-10+3-0=52.
cs = as-bg+ayg-by+asz-ba+as-bs+ay-by+ag-bs =0-11+0-64+0-14+2-10+5-04+3-0 = 20.
Portanto,

p(z) - q(x) = co+ 17 + c2® + e32° + ey + e53° = 33+ T3 + 552 + 472 + 522" + 202°.

Note que pelo Exemplo [3.2.1] é facil ver que o coeficiente de maior grau do
produto de polinémios € dado por 2-10, os quais os fatores sao os coeficientes de maior
grau dos polinbmios em questdao. Dessa forma, de modo geral para os polindmios
p(z) = ag +ayx +ax® + ...+ a,a" € q(x) = by +byw + byx* + ... + b, 2™, onde m < n.com
coeficientes em IK, o valor do coeficiente de maior grau, ¢,,., € 0 produto de a,, - b,,.

Assim, observe que o conjunto K[z] ndo é um corpo, pois 0s polinbmios, com
excecao do polinémio constante, ndo possuem inverso. De fato, suponha que p(z) -
q(z) = 1k, tal que p(z),q(z) € Kz], p(z) = ap + a17 + axz® + ... + a,2" e q(z) =
bo + brx + byx® + ... + b,z™ onde m < n. Pela Definigao [3.2.1] obtemos que p(z) - g(z) =

i=n4+m
Cotc12+ ...+ Crima™™™, onde ¢; = Z a;-b;_;. Dessa forma, segue 0 ag-by = 1 e ¢; = 0
j=0
Vi # 0. Assim, 0s Unicos polindmios nessas condi¢des sao os polindmios constantes

inversiveis em K. Sendo assim, os elementos inversiveis de K[z] sdo os inversiveis
em K. Como K & um corpo, procede que todos os seus elementos nao nulos sao
inversiveis. Portanto, em K|x], todos os polinbmios constantes sao inversiveis.

Note também que o anel dos polindbmios poderia ser construido sobre um dominio
de integridade, visto que para as demonstracoes das propriedades nao foi necessario
a inversiblidade dos elementos.

3.2.1 Divisibilidade em K|z]
Teorema 3.2.1. Dados os polinémios p, g e € K[z|, com g # 0, entdo existem unicos

polinémios q e r pertencentes a IK[z] tais que p(x) = g(z) - q(x) + r(x) onde r(z) = Ok
oud(r(x)) < d(g(x)).

Demonstragcao. Consultar Domingues e lezzi (2003, p. 291). O
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Exemplo 3.2.2. Dados os polinémios p,q € R[z] tais que p(z) = 2* + 2z + 1 e q(z) =
z — 1. Note que o polinémio p(x) = 2> +2x+1 = (z—1)- (v +3) +4, onde g(x) = v+ 3
er(z) =4.

3.2.2 Ideais em K|[z]

Nesta se¢do vamos mostrar que todo ideal em IK[z] € um ideal principal. Da
Defini¢ao podemos concluir que a forma geral de um ideal principal em K[z] é o
conjunto dos multiplos de um elemento p € K[z]

<p>={f(z) plx) | f(x) € K[z]}.
Denominaremos < p >= K|z] - p(x).

Teorema 3.2.2. Todo ideal de KK[z] é principal.

Demonstragdo. Seja J um ideal de IK[z]. Vamos mostrar que J € principal, ou seja,

J =Kz - p(z) = {f(z) - pla) | f(x) € K[z]}.

Provaremos por casos:

(i) J = {0k}
Neste caso, € imediato pelo Exemplo que J é um ideal principal.

(i) Se ¢ € J é um polinbmio constante e J # {0 }.
Seja q(z) = a # Ok. Sendo assim, existe o' € K[z] tal que a ™' - a = 1x € como
J é um ideal de K[x] segue que a ' -a = 1k € J. Portanto, se 1k € J, temos que
Vf € Klz] vem que f(x) -1k = f(x) € J, pois J € um ideal de K[z], logo J = K][z]
e é gerado por 1.

(iii) Se p € J, tal que d(p(x)) > 0, € p € um polinbmio de menor grau possivel em J.
Comop € J e J éumideal de K|z], segue que V[ € KK[x], temos que f(x) -p(x) €
J, logo Kl[z| - p(x) C J. Agora, basta mostrar que J C Klz] - p(x). Seja g € J,
assim pelo Algoritmo da Divisdo temos que existem ¢, r € K|[z], tais que:

g(x) = p(z) - q(x) +r(z), onde r(z) = Ok ou d(r(z)) < d(p(z))-

Portanto, como r(z) = g(x) —p(z)-q(z) e g,p € J, logo r € J. Note que o grau de
p € 0 menor entre os elementos de J, segue assim que r(xz) = Ok 0 que resulta
que g(z) = p(x) - q(x) € Klz] - p(x), isto é, J C K[z] - p(x). Concluimos assim, que
J = K[z] - p(x) 0 que implica que J € um ideal principal.



3.2. Anéis de Polinbmios 41

3.2.3 Polinomios Irredutiveis

Definicdo 3.2.2. Seja p < K|[z] tal que d(p(x)) > 1 e K é um corpd'. Dizemos que p é
um polinémio irredutivel sobre K se toda vez que p(z) = g(x) - h(x), onde g(x), h(z) €
K[z] resulta que g(x) ou h(x) s&o constanteeﬂ. Se p(z) ndo for irredutivel sobre K
entao dizemos que p é redutivel sobre K.

Exemplo 3.2.3. Considere o polinémio | € Rlz| tal que f(x) = 2z + 1. Observe que

‘s . . 1
f(x) éirredutivel sobre R, pois f(x) =2z +1=2- (;c + 5).

Exemplo 3.2.4. Por sua vez, o polinémio g(x) = x* + 1 é redutivel sobre C, dado que
g(x) =2 + 1= (z +1i)- (v —1). Entretanto g(x) é irredutivel sobre R, pois:

Se g(x) fosse redutivel sobre R teriamos:
g(xr)=(x—a)-(r—>b)ondea,beR
??+1=(z—a) (x—0)
2?+1=2a®—xb—ax+ab
P +1=2— (a+b)x+ab

Por identidade de polinémios concluimos que v = —1 que é um absurdo, pois
beR.

Portanto, g(x) € irredutivel sobre R.

Proposicao 3.2.1. Todo polinémio de grau 1 é irredutivel sobre um corpo K.

Demonstragdo. Seja p € K[z| um polindmio de grau 1. Sendo assim, considere p(z) =

a
ag + a1z, a; # 0. Por sua vez, p(x) = a; - (—0 + :c) , 0 que prova a tese. ]
aq

Por meio dos exemplos anteriores vimos que nem sempre € simples descobrir
se um polindmio é irredutivel sobre um corpo. Em razao disto, a seguir apresenta-
remos um critério para decidir se um polinbmio com coeficientes inteiros é irredutivel
sobre corpo Q.

Lema 3.2.1. (Lema de Gauss) Seja p € Z[z| tal que p(x) seja irredutivel sobre 7. entao
p(z) € irredutivel sobre Q.

1
2

Note que, K também poderia ser um dominio de integridade.
Uma forma equivalente, é dizer que um dos polindmios é inversivel.
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Demonstracao. Consultar Gongalves (1999, p. 82). O

Teorema 3.2.3. (Critério de Eisenstein) Seja f(z) = ag + a1z + asx® + ... + a,a" um
polinémio em Z[z].

Suponhamos que exista um primo p tal que:

(i) ptan
(i) plao, ar,az, ..., an—
(iii) p*  ao
Entdo f(x) é irredutivel sobre Q.

Demonstracdo. Para mostrar que f(z) € irredutivel sobre Q) pelo Lema é sufici-
ente provar que f(z) € irredutivel sobre Z.

Sendo assim, suponhamos por absurdo que f(x) seja redutivel sobre Z. Dessa
forma, seja f(x) = g(z) - h(z) onde g,h € Zlz] e 1 < I(g(x)) < I(f(x)) =nel <
O(h(z)) < d(f(x)). Considere g(z) = by+byx+box*+...+b,2" € h(x) = cotcr1z+, ..., +cex
logo n =1 + s.

Como f(z) = g(z) - h(z) da Definigao resulta que o coeficente a, de f(x)
éigual a ay = by - ¢p. Por hipbtese , plao, logo p|(b - ¢p) entdo pelo Lema[2.4.1]temos
que p|by ou p|cy. Entretanto, como p? 1 a, segue que p divide apenas um dos inteiros,
pois se p|by € p|cy obteriamos:

bo=p-kec=p-q

onde k,q € Z resulta que by - ¢y = p* - (kq), 0 que contradiz a hipétese de que p? 1 ao.
Portanto, sem perda de generalidade, considere que p|by € p 1 .

Novamente pela Definigao obtemos:
a1 =bg-cy + by .
Como plbo, pla; seque que by =k-pea; =d-p, d, k € Z, deste modo temos:
p-d=p-(k-c1)+bi-co.

Portanto, b, - co = p- (c— k- ¢1) 0 que implica que p|(b; - ¢o), logo como p 1 ¢, pelo
Lema concluimos que p|b;.
Ainda pela Definicao temos que:

a2:b0'02+b1'01+b2'60
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Por sua vez, como p|by, plas, plby € p 1 ¢y, Segue pelo Lema que p|b,.
Portanto, suponhamos que p divida todos os coeficientes de g(z) de indice 3 < i <
r — 1. Logo, como pla,_1, p|(bo, b1, ..., b-—1), p 1 co com raciocinio semelhante aos casos
de by e b, concluimos pelo Lema[2.4.1|que p|b,.

Da Definicao [3.2.1|vem que a,, = b, - ¢5, € como p|b, resulta que p|a,, que é um
absurdo, pois p t a,, por hipétese. Logo, f(x) € irredutivel sobre Z.

Assim, pelo Lema(3.2.1], concluimos que f(x) € irredutivel sobre Q. O

Exemplo 3.2.5. Considere o polinémio f € Z|[x] tal que p(x) = x* + 2z + 2.

Tomando p = 2, obtemos que 2 1 1, 2|2 e 2? 1 2. Portanto, segue do Teorema

que f(x) é irredutivel sobre Q.

Exemplo 3.2.6. Por outro lado, nem sempre é possivel aplicar o critério de Eisens-
tein diretamente. Existem polinbmios que s&o irredutiveis sobre (), mas ao primeiro
momento ndo satisfazem o critério. Como por exemplo o polinémio q € Z[z| tal que
q(z) = 32* + 22 + 1. Veja.

Tomando p = 2, obtemos que 2 { 3. Entretanto, 2 1 1 o que ndo satisfaz a
condigao (ii) do Teorema. Agora, tomando p = 3, temos 3|3 o que contradiz a condi¢ao
(i) do critério. Portanto, observando os casos possiveis vemos que q ndo satisfaz
o critério de Eisenstein de forma direta. A proposicao a seguir nos auxiliara neste
problema.

Proposicao 3.2.2. Seja p(z) = ag + a1z + ... + a,2™ um polinémio em K[z] tal que K
seja um corpo. Assim, p é irredutivel sobre KK se e somente, se p(z + a) = ag + a1(x +
a)+ ...+ a,(x + a)" é irredutivel sobre K, para algum a € K.

Demonstragcdo. Para demonstrar, vamos considerar a aplicagao f : K[z] — K[z], tal
que f(p(x)) = p(x + a). Provaremos que f € um isomorfismo. Para isso temos que
mostrar que f € bijetiva e f € um homomorfismo de anéis. Sejam p, ¢ € K|x], primei-
ramente mostraremos que f € um homomorfismo de anéis. Assim, V x € IK temos:

o f(p(x)+q(x)) = f((p+q)(z)) = (p+q)(z+a) = p(z+a)+q(z+a) = f(p(x))+f(q(z)).

o f(p(x)-q(z)) = f((p-9)(z)) = (p-q)(x+a) =p(x+a) q(xr+a) = f(p(z)) flq(z)).

Portanto, f € um homomorfismo. Agora basta mostrar que f € bijetiva. Do Lema[2.3.1]
temos que se f € um homomorfismo segue que [ € injetiva se somente se N(f) = Ok.
Dessa forma, considere p € N(f) tal que p(z) = ap + a1z + ... + a,z", assim temos que
f(p(z)) = plx+a) = ap+ ar1(z + a) + ... + a,(x +n)", logo se p € N(f) resulta que
f(p(x)) = p(z+a) = Og. Deste modo, temos p(z+a) = ap+ai(z+a)+...+a,(x+a)z" =
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Ok + Ok (z 4+ a) + ... + O (z + a)™ 0 que implica, que ag = a; = ...a, = Og. Portanto, f é
injetiva. Agora mostraremos que f € sobrejetiva. Veja que V p € K[z| (contradominio),
3 p(x — a) € K[z] (dominio) tal que f(p(z — a)) = p(x). De fato, temos que p(z — a) =
ap+ar(r—a)+...4+a,(r—a)x", logo f(p(xr—a)) = ap+a1(x—a+a)+..+a,(x—a+a)" =
ag + a1 + ... + a,z" = p(x). Isto prova que f € sobrejetiva. Por conseguinte, temos
que f € um isomorfismo. Perceba que, se f € um isomorfismo, operar com p(z + a)
€ essencialmente operar com p(z). Assim, p(z) € irredutivel sobre K se e somente se
p(z + a) é irredutivel sobre K.

]

Exemplo 3.2.7. De volta ao Exemplo[3.2.6 com o polinémio p(z) = 3z* + 2z + 1. Apli-
cando a transformacao vista na Proposi¢ao anterior para a = 1, teremos o polinémio
p(z 4+ 1) = 32 + 8z + 6. Assim, considerando o primo p = 2, temos que p(x + 1) é
irredutivel em Q pelo critério de Eisenstein. Portanto, pela Proposicdo[3.2.3 temos que
p(z) € irredutivel sobre Q.
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4 Nocoes Basicas de Extensoes de Corpos

Neste capitulo, vamos abordar os conceitos basicos de extensao de corpos
tais como, numeros algébricos, nimeros transcedentes, extensao algébrica e grau
de uma extensdo. Os conceitos aqui abordados vao ser de grande relevancia para
as demonstragoes das impossilidades classicas, em especial o Teorema que
€ essencial para as provas. Para composicao deste capitulo utilizamos o livro e as
dissertacoes de Goncalves (1999), Santos| (2017), [Silval (2013b) e |Biazzi (2014) res-
pectivamente.

Definicao 4.1. Sejam IE um corpo e K um subcorpo de E. Nessas condigcées, deno-
minamos o corpo IE como uma extensao do corpo K.

Exemplo 4.1. R é uma extensdo de Q, pois Q C R e Q € um subcorpo de R.

Neste capitulo em diante vamos denominar o corpo £ como uma extensao do
corpo K.

4.1 Numeros algébricos e transcedentes

Definicao 4.2. Dizemos que um elemento « € T é algébrico sobre K se existir um po-
linémio nao nulo p € K[z| tal que p(a) = O, isto &, se « satisfaz a equagao polinomial:

ao+ a0+ ... + a,a” = 0k

com coeficientes em K e nem todos nulos. Se IK é um subcorpo de E e todo elemento
de E é algébrico sobre K, dizemos que It é uma extensao algébrica sobre K.

Caso « ndo seja algébrico sobre K, o € chamado transcedente sobre KK.

Exemplo 4.1.1. v/2 é um elemento algébrico sobre Q, pois V2 € R e 3 p € Q[z] — {0}
dado por p(z) = «* — 2 tal que p(v/2) = 0.

Exemplo 4.1.2. Por outro lado, os numeros e e = sdo elementos trascendentes sobre
Q, pois i p € Q[x] — {0} tal que p(e) = 0 ou p(7) = 0.

Para a consulta das demonstracoes da transcendencia de 7 e de e indicamos
Jones Sidney A. Morris (1991, p. 115).

Observa-se do Exemplo que o niimero v/2 é algébrico sobre Q. Entre-
tanto, podemos ir além e concluir que todos os nlimeros da forma /2 para 2 < n séo
algébricos sobre ), considerando o polindmio p(z) = =" — 2.
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Proposicao 4.1.1. Se a € K entdo o é algébrico sobre K.

Demonstragdo. Consideremos p € K[z] — {0} e a € K tal que p(z) = x — . Logo
pla) = a—a = 0k. O

Exemplo 4.1.3. Da Proposicao segue que todo corpo K é algébrico sobre si
mesmo. Por exemplo, todo elemento de R € algébrico sobre RR.

4.2 Polinomio Minimal

Definicao 4.2.1. Seja « algébrico sobre K. O polinbmio ménico de menor grau em
K[z] tal que p(a)) = 0 é intitulado polinémio minimal de o« em K.

Exemplo 4.2.1. O polinémio p(x) = x — 2 € Q[z] é o polinbmio minimal de 2 em Q.

Proposicao 4.2.1. Todo polinémio minimal em IK[z] € irredutivel sobre K.

Demonstragdo. Seja p € K[z] um polinémio minimal de « em K. Suponhamos, por
absurdo, que p é redutivel sobre K, logo 3 ¢g,h € K[z] tal que p(z) = g(x) - h(x) €
Op(z) > dg(x) > 0 e dp(x) > Oh(x) > 0. Como p é um polindmio minimal de o em K
temos que p(a) = Ok, isto é, Ok = h(«a) - g(«). Dessa forma, g(a) = Ok ou h(a) = Ok,
contrariando o fato de que p tem grau minimo entre os polindbmios que anulam «.
Portanto, p(x) é irredutivel sobre K. O

Devido a irredutibilidade do polinémio minimal, a partir desta segao, o polinémio
minimal de « em KK sera representado por p(z) = irr(«, K). Do Exemplo 4.2.1} temos
que o polinémio minimal de 2 em @ pode ser escrito na forma: p(z) = irr(2, Q).

4.3 O corpo K|

Considere « € E, definimos Kla] = {f(«) | f € K[z]}. Caso « seja algébrico
sobre K o teorema a seguir permitird provar que o conjunto K[«] € um subcorpo de E,
onde IE € uma extensao de K.

Lema 4.3.1. Sejam E uma extensao, « algébrico sobre K e d(irr(«,K)) = n. Dessa
forma, todo f(«) € K[a| pode ser escrito de modo unico na forma f(«) = ag + aj +
o ap_a™ L

Demonstragdo. Sejam p, f € Klz] e a € E algébrico sobre KK tais que f(a) € K[a],
p(x) = irr(a, K) e d(irr(a, X)) = n. Vamos provar inicialmente que f(a) = ap + a1 +

ot ap_a™ L

Pelo algoritmo da divisdo temos que 3 ¢, r € K[z] tais que:
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f(z) =p(x) - q(z) +r(xz), onde r(x) = 0 ou I(r(x)) < I(p(x)). Assim,
fla) = p(a) - q(@) + r(a).

Como p(z) = irr(a, K) segue que p(a) = Ok, logo f(a) = r(a). Dessa forma, consi-
derando r(z) = ag + a1z + ... + a,_1 2", temos que r(a) = ag + a1 + ... + ap_1a" 7,
o que resulta que f(a) = ag + a1a + ... + a,_1a"'. Agora, vamos mostrar a unicidade.
Suponha que f(a) = ag + a1 + ... + ap_ 10" = by + b+ ... + b,_1a", a;, b € K,
Vi€ {0,...,n —1}. Dessa forma, temos:

g+ a4 ...+ ay 10" = by + b+ ... + b, 10"}, 0 que resulta que
(aO - bO) + (al - b1>04 + ...+ (an,1 — bn,l)anfl = Ok.

Assim, considere ¢ € K|x] tal que ¢(z) = (ag — bo) + (a1 — b))z + ... + (Ap_1 — bp_1)2" L.
Como ¢(a) = 0k € d(q(z)) < n = d(irr(a, K)), contrariando a minimalidade do grau do
polinémio p, assim segue que ¢(x) = Ok, logo a; = b; Vi. Portanto, f(«) € K|a] pode
ser escrito de modo Unico na forma f(a) = ag + aja + ... + a,_1a™ .

]

Teorema 4.3.1. Sejam 6 < E, E é uma extensao do corpo K e se f : K[x] — E definida
por f(p(x)) = p(6) € um homomorfismos de anéis, entao:

(i) Imf = K[0).

(i) Se 0 é algebrico sobre K e p(x) = irr(0,K) entdo N(f) é um ideal maximal de

(iii) X[z]/N(f) é isomorfo a KI[0].

Demonstragdo. (i) Seja o conjunto Imf = {f(p(z)) | p € K[z]}. Como f(p(x)) =
p(0) € Imf e p(d) € K[0], logo Imf C K[0]. Se p(f) € K[f] entdo 3 p € K[z] tal
que f(p(x)) = p(F), assim p(#) € Imf. Portanto, concluimos que Imf = K[6].

(i) Como 6 é algébrico sobre KK segue que p(f) = Og e p(x) = irr(d,K). Deste
modo, como f(p(z)) = p(d), temos que p € N(f). Assim, como N(f) € um ideal
de K[z] (Pelo Lema|2.3.1), podemos escrever N(f) da seguinte forma:

N(f) = {a(z) - p(z) | q(x) € Kz], p(x) = irr(0,K)}.

Dado que N(f) € um ideal de K|[x], entdo basta mostrar que N(f) é um ideal
maximal de K[z], ou seja, devemos provar que se J D N(f) € um ideal de IK[z]
entdo J = K[z] ou J = N(f).
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Seja J um ideal de K[z] tal que J > N(f). Do Teorema [3.2.2, temos que todo
ideal de K[z] é principal, logo J = K]z] - h(z). Sendo assim, como N(f) C J e
irr(0,K) = p(x) € N(f), segue que p édaformap(z) = g(x)-h(z), g € K[z]. Pelo
Teorema[4.2.1temos que p(z) € irredutivel sobre K, logo como p(z) = g(x) - h(x),
segue que g(z) = a,a € (K — {0k}) ou h(z) = b,b € (K — {0g}). Tomemos
g(z) = a, sendo assim temos que h(z) = a ' - p(z), 0 que resulta que h € N(f) =
K[z] - p(x) e como h € J, vem que J C N(f). Portanto, como N(f) C J e
J C N(f), segue que J = N(f). Por fim, concluimos que N(f) é um ideal
maximal.

(iii) Do Lema2.3.1}, obtemos que K[z|/N(f) é isomorfo a Imf. E ainda, por sua vez,
de (i), seque Imf = KIf]. Portanto, K[z]/N(f) € isomorfo a K[f].

]

Agora, com os resultados obtidos no Teorema acima e pelo Teorema
podemos concluir que K[#] é um corpo. De fato, como N(f) € um ideal maximal de
K[z], segue do Teorema[2.3.1|que K[z|/N(f) é um corpo e ainda K[z|/N(f) é isomorfo

IK[0], logo K[#] € um corpo. Por sua vez, como K[f] C E e K[f] € um corpo fechado
para as operagdes de I, assim, segue IK[f] € um subcorpo de E. Da mesma forma
K também é um subcorpo de K]f], pois K C K[d] e K é um corpo fechado para as
operagOes de K[f]. Portanto, da Definigao concluimos que E € uma extensao de
K[0] e K[0] € uma extensdo de K.

O corpo KJ[6], também pode ser utilizado para obter mais extensées como se-
gue os exemplos abaixo.

Exemplo 4.3.1. O conjunto R [i] = {a+bi | a,b € R} € uma extensdo de R. De fato,
sejai € C, definimos: R[i| = {p(i) | p € R[z]}. Como p € R[z| segue, do algoritmo da
divisgo, que:

p(z) = g(x) - q(x) + r(x), onde I(r(x)) < d(g(x))-

Dessa forma, considere g(z) = 2> +1 er(x) = br+a, logo p(z) = (x> +1)-q(x) + bz +a.
Portanto, p(i) = a + bi, 0 que resulta no conjunto R [i] = {a + bi | a,b € R}. Note que,
o conjunto RJ[i] = C.

Exemplo 4.3.2. De forma similar ao exemplo anterior podemos obter o conjunto Q[v/2] =
{a +bV2|a,be Q} como uma extensao de Q. Veja.

Considere o conjunto Q[\/i] = { (V2) | pe Q[x]}. Analogamente ao exemplo ante-
rior, tomando g(z) = (z* — 2) e r(z) = bx + a, temos pelo Algoritmo da Divisdo que

p(vV2) = a+ bV2, logo Q[v2] = {a+b\/_|abeQ}
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4.4 Grau de uma Extensao

Nesta secdo, vamos utilizar conceitos basicos de Algebra Linear, tais como
espaco vertorial, subespaco, dependéncia linear, base e dimensdo. Devido ao es-
copo do trabalho, as nocdes de Algebra Linear estdo postas de maneira superficial,
iremos enunciar somente alguns resultados que serao necessarios para continuidade
do trabalho. Para mais informacdes sobre os conceitos de Algebra Linear, indicamos
Callioli, Domingues e Costal (1990) e Santos| (2010).

Definicao 4.4.1. Sejam K um corpo e V- um conjunto ndo vazio no qual estao definidas
as operacoes de adicao e de multiplicacao por escalar:

+: VXV =V e-: KxV =V
(u,v) > u+v (o,u) = a-u

O conjunto V', munido dessas duas operacées, é um espaco vetorial sobre IK se forem
satisfeitas as sequintes propriedades, para todo u,v,w € V e a, f € K:
(i) v+ v =v+u (comutativa da adicao)
(i) (u+v)+w=u+ (v+w) (associativa da adicao).
(iii) 3 0y € V tal que u + 0y = u (existéncia do elemento neutro aditivo).
(iv) YueV,3(—u) €V tal que u + (—u) = 0y (existéncia do elemento oposto).
(v) a-(B-u)=(a-p)-u (associativa da multiplicacao).
(Vi) (a+ ) -u=a-u+p-u (distributiva I).
(vii) a- (u+v) =a-u+ «-v (distributiva Il).
(viii) 3 1k tal que 1 - v = v - 1 = v (existéncia do elemento neutro multiplicativo).

Definicao 4.4.2. Seja VV um espaco vetorial sobre IK. Um subespaco vetorial de V é
um subconjunto W C V tal que:

(i) 0y € W.
(i) u+veW,VuuveW.
(i) o -ueW,VaeKeVueW.

Proposicao 4.4.1. Todo subespaco vetorial é um espaco vetorial.

Demonstragcao. Consultar Callioli, Domingues e Costa (1990, p. 54). O
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Definicao 4.4.3. Seja V um espaco vetorial sobre K. Dizemos que um conjunto
L = {uy,uy,...,u,} CV € linearmente independentente (L.l.) se, e somente se, uma
igualdade do tipo

o UL+ .oy Uy, = 0y

com os «; € KK, so for possivel para a; = ... = a,, = Og. Caso o conjunto L n3o seja
(L.l.) dizemos que L é linearmente dependente (L.D.).

Definicao 4.4.4. Seja V' um espaco vetorial sobre IX. Uma base de V' é um subcon-
junto finito B C V, tal que B = {uy,us, ...,u,} para o qual as seguintes condicdes se
verificam:

(i) BéL.l

(i) {a1 - us +ag-us+ ... +ay-uy | ag,...,a, € K} = V.

Definicao 4.4.5. Seja V' um espaco vetorial finitamente gerado. Denomina-se di-
mensdo de V (notacdo: dimV') o numero de elementos de uma base qualquer de
V. Diz-se também, neste caso, que V é um espaco de dimensao finita.

Proposicao 4.4.2. Todo espaco vetorial V possui uma base.

Demonstragcao. Consultar Callioli, Domingues e Costa (1990, p. 77). O

Teorema 4.4.1. (Teorema da Invariancia) Seja V- um espacgo vetorial de dimenséao n,
entao toda base de V' possui n elementos.

Demonstragcao. Consultar Callioli, Domingues e Costa (1990, p. 99). O

Proposicao 4.4.3. Seja V. um espaco vetorial e B C V tal que B = {ay,...,a,}. Os
elementos de V' podem ser escritos como combinacao linear dos elementos de B de
modo Unico se e somente se B é uma base de V.

Demonstragcao. Consultar Santos (2010, p. 70). O

Proposicao 4.4.4. Seja V' um espaco vetorial e W um subespaco vetorial de V' entao
dim(W) < dim(V').

Demonstragcao. Consultar Callioli, Domingues e Costa (1990, p. 79). O

De volta ao estudo de extensoes, vamos definir o conceito de grau de uma
extensdao. Uma extensao [, pode ser vista como um espaco vetorial sobre K, com as
seguintes operagoes:
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+: ExE-—E e-: KxE—E
(x,y) —x+y (,x) = a-x

Nesta perspectiva, temos como resultado que K[a] C |E € um subespago veto-
rial de EE, visto que dados p, ¢ € K[a] e 5 € K, temos que 0 € Klo], p(a) —¢(a) € K[q]
e - p(a) € Klal.

Definicao 4.4.6. A dimensao do espaco vetorial formado pela extensdo é denominada
grau da extensdo. Simbolicamente o grau de uma extensao é representado por:
[E : K].

Exemplo 4.4.1. C O R e uma extensao de R, cuja dimensdo é 2. Veja: sabendo
que, se z € C, seque que z = a + bi, a,b € R. Com isso podemos considerar o
conjunto B = {1, i} linearmente independente como base de C. Logo, concluimos que
[C:R]=2.

Exemplo 4.4.2. Da mesma forma, podemos obter a o grau da extensao de Q, o corpo
Q[V2]. Sejaz € Q[V2| tal que = = a +b-V?2, a,b € Q. Sendo assim, considere o
conjunto B = {1, V2 } linearmente independente como base de Q[v2]. Logo [Q[v?] :
Q] = 2.

Definicao 4.4.7. Se o grau de uma extenséo I é finito, entdo esta € intitulada uma
extensao finita. Caso contrario, a extensao é dita infinita.

Exemplo 4.4.3. Os dois exemplos anteriores sdo exemplos de extensées finitas.

Voltando ao propédsito do nosso trabalho, o resultado a seguir é a primeira
proposicao essencial para a prova das impossibilidades dos trés problemas classicos,
em especial, o item (i).

Teorema 4.4.2. Sejam K um corpo e IE uma extensao de KK, entao

(i) Se o é um elemento algébrico sobre K e 0(irr(a, K)) = n, entdo 1,a,...,a" ' é
uma base do espacgo vetorial K[a] sobre K e [K[a] : K] = n.

(i) Se I é uma extensao finita entdo It € algébrica.

(i) Demonstragcao. Do Lema temos que todo p € K[a] pode ser escrito de
modo Unico da seguinte forma: p(a) = ag + aja + ... + a,_1™"'. Note que p(a)
esta escrito de maneira tinica como combinic¢ao linear dos elementos do conjunto
{1,a,..,a"'}, sendo assim pela Proposicao o conjunto {1,a,...,a" '}
forma uma base de K[a], segue assim que [K[«] : K] = n. O
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(i) Demonstragdo. Como E € finita, 3 n € N tal que [E : K] = n. Por sua vez, seja
o € E, assim K|[a] € um subespago vetorial sobre E entéo pela Proposi¢éo (4.4.4]
temos que dim(K[a]) < dim(E) e K C K[a] o que implica que [K[a] : K] = m <
n. Dessa forma, como a dimens&o de K[a| é m, entdo pela Proposicao [4.4.2]
temos que 3V C Klo], tal que V = {1,q,...,a" '}, de tal forma que V seja
base de KK[a] e assim, por consequéncia, V' é L.l.. Segue entdo que o conjunto
W c Kla],onde W = {1,a,...,a™ ", o} é (L.D.), pois W possui m+1 elementos
e a dimenséo de K[o] = m. Portanto, segue do Teorema da Invariancia que o
numero maximo de elementos dos conjuntos linearmente independentes de K|a]
é m. Assim, temos que ag + a;a + axa® + ... +a,a™ = pla) = Og com a; € K nem
todos nulos, o que resulta que « é algébrico K. N

Veja que com os resultados obtidos no teorema anterior, € possivel verificar se
as extensodes sao finitas ou infinitas.

Exemplo 4.4.4. Considere R uma extensao de Q. Seja a contrapositiva do item (i)
dada por “Se E ndo é algébrica entdo E é infinita”. Dessa forma, como = € R é
transcedente sobre Q, temos pelo Teoremal4.4.2 que R sobre Q) é um extens&o infinita.

Os resultado a seguir sera importante para a demonstragao do Teorema
que é o segundo teorema essencial para as provas das impossibilidades classicas.

Proposicao 4.4.5. Sejam1. O E D K corpos tais que [LL : E] e [E : K] s&o finitos entao
L : K] é finito e:

L:K]=[L:E]-[E:K].

Demonstragdo. Suponhamos que {ay, as, ..., } € {51, B, ..., Bn} S€jam bases de L
sobre E e de E sobre K, respectivamente. Dessa forma, [L : E] = m e [E : K| = n.
Assim, queremos provar que [L : K] = m - n, ou seja, provaremos que 0 conjunto
{o;- ;1 éL.l.egeraocorpoLparal <i<mel<j<n. Paraisso, considere a
equacao:

Z(Ai,j-ozi-ﬁj):OL,Onde)\mE]Kelgigmelgjgn.
Y]

Dessa forma, desenvolvendo a somatoria temos:
(A + MpaifBo + oo F A paa Bn) + oo+ (AmiamBi + o+ A Bn) = O

Assim, podemos reescrever a equacao do seguinte modo:

(11(/\17161 + ...+ Al,nﬁn) + Oég(/\27161 + ...+ )\Q’nﬁn) + ...+ am(/\m,lﬁl + ...+ )\m,nﬁn) = O]L
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Como {ay, ..., a,, } € um base do espago vetorial de IL sobre IE segue que o conjunto
{a1,...,a,,, } € L.1.. Portanto,

MiBi 4 o+ ApfBn = 0g

)\m,lﬁl + ...+ /\m,nﬁn =0p

Assim, como o conjunto {f, fs, ..., B, } € base do espaco vetorial de I sobre K resulta
que cada \;; = Ok. Portanto, o conjunto {«; - 3} é L.I.. Agora, basta mostrar que
{a; - B;} gera L. Inicialmente temos que {ay, ..., a,, } € uma base do espago vetorial do
espaco vetorial I sobre E, logo V a € L temos:

a=XMay+ ..+ Apa, = Y Mg onde \; € B, V.
=1
E ainda, como cada ) € E e {1, 0, ..., 5.} € uma base do espago vetorial E sobre KK.
Podemos escrever cada \; como combinacao linear dos elementos da base. Assim,
da; ; € K tais que:

n n

)\1 = Zalvjﬂj’ )\2 = Zag,jﬁj, . )\m = Zamdﬂj
j=1

Jj=1 J=1

Agora, substituindo cada \; na primeira equacao temos que:

a = a;;B0;, onde cada a;; € K.
Portanto, o conjunto {«; - 8;} L. | e gera o corpo L. Desta forma, {«; - 5;} € uma base
do espaco vetorial L sobre K de dimenséo n-m. Porfim, [L: K] =m-n=[L: E|-[E:
K] O
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5 Numeros Construtiveis: Construcoes com régua e compasso e
Extensoes de Corpos

Neste capitulo, vamos utilizar todo conhecimento algébrico visto até esta etapa
do trabalho e relacionaremos essas definicbes a geometria euclidiana. Para cor-
porificar esta relacao & preciso estudar as construgoes com régua nao graduada e
compasso e 0s numeros contrutiveis para assim podermos avaliar os enunciados
dos problemas classicos com mais cuidado e demonstrar as impossiblidades. Para
composicao deste capitulo foram utilizados os seguintes materiais: Biazzi (2014), Jo-
nes Sidney A. Morris (1991) Santos| (2017) e Guerra (2012).

As construcoes com régua e compasso obedeciam rigorosas regras, definidas
pelos antigos gedmetras gregos, que deveriam ser seguidas em todas as construgoes.
Em cada construgao era considerado um conjunto de pontos iniciais que definimos da
seguinte forma:

P: {P(),Pl,...,Pm}.

Nas construcdes tinha-se que circunferéncias e retas também poderiam ser da-
das e a inclusao de novos pontos (adicionados ao conjunto inicial P) e outros objetos
geométricos ndo poderiam ser adicionados de forma aleatéria na construcao. Existia
um conjunto de operagdes com régua (ndo graduada) e compasso permitidas para
este fim, as chamadas operagdes elementares com régua e compasso, as quais defi-
niremos a seguir.

Definicao 5.1. Regras de Construgbes

(i) Dados dois pontos, podemos tracar uma reta que passa pelos dois pontos e
prolonga-la até o infinito nas duas diregoes.

(if) Dados dois pontos, podemos tracar o segmento de reta que une 0s dois pontos.

(iii) Dado um ponto e um segmento de reta, podemos tragar a circunferéncia com
centro nesse ponto e raio igual ao comprimento do segmento de reta.

As construgoes eram as mais diversas, desde a construgao de reta paralelas a
construcao de segmentos proporcionais. Na préxima secao, vamos apresentar algu-
mas construcdes elementares com régua e compasso.
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5.1 Construcoes elementares

Nesta secao vamos exibir algumas contrugdes elementares com régua e com-
passo e enunciar o Teorema de Tales.

5.1.1 Construcao de retas paralelas

Dada uma reta » e um ponto C fora de r, construir uma reteﬂ paralela a » que
passa por C.

Etapas de Construgao.

Seja r uma reta e C' um ponto fora de C. Considere um ponto B na reta r e
trace uma circunferéncia \; de centro em C e raio C B. Com o mesmo raio C' B trace
uma circunferéncia A\, com centro em B. Seja D um ponto de intersecao de A\, com a
reta r. Em seguida, trace uma circuferéncia \3 de centro em D e raio BD, obtendo o
ponto E como a intersecao da circunferéncias \; e \3. Por fim, trace a reta que passa
pelos pontos C' e E que é paralela a r.

Figura 1 — Construcao de retas paralelas.

Fonte: Autor.

Justificativa

Para justificar a construgao note que as circunferéncias A, Ao, \3 possuem o
mesmo raio, assim os segmentos C'E, BD, BC e ED possuem a mesma medida,
logo o quadrilatero C BDE é um losango, o que implica que C'E é paralelo & BD.

' Duas retas sdo paralelas se a intersegdo entre elas é vazia ou sdo a mesma reta.
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5.1.2 Construcao do angulo de 60 graus

Dada uma reta r e um segmento AB sobre r, construir um angulo de 60 graus.

Etapas de Construcao.

Trace a circunférencia de centro em A raio AB, em seguida com 0 mesmo raio
trace a circunferéncia de centro em B. Seja C' um ponto de interse¢ao entre as duas

circunferéncias. Sendo assim, trace o segmento AC, portanto, o angulo ZBAC tem
medida 60 graus.

Figura 2 — Construcao do angulo de 60 graus.

Fonte: Autor.

Justificativa

Da forma em que foram construidas, as duas circunferéncias possuem o mesmo
raio AB. Em consequéncia disto, o triangulo ABC' é equilatero, logo todos os seus
angulos possuem medida 60 graus.

5.1.3 Construcao da Bisseccao de um angulo

Dado um angulo com vértice em um ponto A, construir a reta que divide este
angulo em duas partes iguais.

Etapas de Construcao

Com centro em A, trace uma circunférencia \; de raio arbitrario. Sejam B e C
os pontos de interse¢ao de \; com os lados do angulo. Agora, com mesmo raio e com
centro em B trace a circunférencia \,. Em seguida, da mesma forma com centro em
C' trace a circunferéncia \3. Seja D o ponto de intersegao de )\, e A3, diferente de A.
Por fim, trace a semireta fﬁ que divide o angulo em duas partes iguais.
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Figura 3 — Bissecgao de um angulo arbitrario.

e

=

_____

Fonte: Autor.

Justificativa

Da forma em que foram construidas, as circunférencias A\, A2, A3 possuem o

mesmo raio, logo os segmentos AB, AC, C'D e DB possuem a mesma medida. Dessa
forma, o quadrilatero ABDC' é um losango, assim como em losango as diagonais sao
bissetrizes, temos que AD é bissetriz do angulo Z/BAC.

Note que € possivel bissectar um angulo arbritario. Apesar disto, veremos no

proximo capitulo que nao é possivel trissectar um angulo qualquer.

A seguir vamos enunciar o Teorema de Tales, um resultado de grande im-

portancia para Geometria Euclidiana. Este Teorema sera necessario para proseguir
com as proximas construgées. Entretanto, ndo vamos mostrar este resultado. Para
mais informacoes sobre o Teorema de Tales consulte Dulce e Pombeo| (1993).

5.1.4 Teorema de Tales

Teorema 5.1.1. (Teorema de Tales). Sejam r, s, t retas paralelas. Dados os pontos
AJA1€r,B,BseseC,Csy €tdemodo que A, B,C e Ay, By, C3 sejam dois ternos de
pontos colineares. Entao,

AB  BC  AC
A1Bys  BsCy; A Cy’
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Figura 4 — Teorema de Tales.

Fonte: Autor.

5.1.5 Adicao, produto e quociente
Dado um segmento AB de medida AB = 1 construir o segmento de medida 3.

Etapas de construcao

Dada uma reta » e um segmento AB = 1 sobre r, pelas operagoes elementa-
res, podemos tragar uma circuferéncia de centro em B e raio AB, assim encontrando
o ponto C' # A como um ponto intersecao da reta r e a circunferéncia, logo formando
o segmento AC de comprimento 2. Para encontrar um segmento de comprimento 3,
basta repetir o procedimento, tragando uma circunferéncia com centro em C' e raio
AB, e encontrar o ponto D # B como um ponto de interse¢ao da reta » com a circun-
feréncia formando o segmento AD de comprimento 3.

A Figura[f]ilustra este procedimento:
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Figura 5 — Adicao de segmentos a partir de um segmento de medida 1.

D

L JETE

m
S

Fonte: Autor.

Observando o resultado anterior podemos generalizar o procedimento e cons-
truir segmentos cuja as medidas sao valores absoluto de nimeros reais. Por exemplo,
poderiamos construir um segmento de medida «, sendo o um ndamero real positivo.

Os resultados a seguir exploram este fato.

5.1.5.1 Construindo uma soma

Sejam r e s retas tais que os pontos A, B pertengam a r e os pontos C, D a s
de tal forma que as medidas dos segmentos AB e CD, obtidas da mesma forma que
0 processo anterior, sdo AB = ae CD = fonde « e § sao numeros reaise a > 3 > 0,

construir os segmentos de medida o + f e o — S.

Etapas de Construgao.

Dadas as retas r e s. Considere sobre » 0 segmento AB sobre s 0 C'D tais que
AB = a e CD = . Sendo assim, pelas operagoes elementares de construgao com
régua e compasso, podemos construir uma circunferéncia de centro em B e raio CD,
obtendo assim os pontos E e F, como a intersecao da reta » com a circunferéncia de
centro em B e raio CD. Portanto, AF =a+ e AE = a — 5.



5.1. Construgdes elementares 61

Figura 6 — Adicao de segmentos de forma geral.

[ 1

T

Fonte: Autor.

De forma similiar ao procedimento da construcao |5.1.5.1|podemos construir os
segmentos cujas medidas sao valores absolutos de produtos e quocientes de niumeros
reais.

5.1.5.2 Construindo um produto e um quociente.

Sejam « e 3, nUmeros reais tais que «, 5 > 0 € o e  sao medidas de segmen-
. . (0]
tos, construir os segmentos de medidas o - S e 5

Etapas de Construgao.

Construindo « - .

Sejam uma reta r, e 0 segmento AB sobre r, tal que AB = a. Trace uma reta s,
concorrentef a r em A. Em s, considere os segmentos AC = 1 e AD = 3. Sendo
assim, trace uma reta ¢t que passa pelos pontos C' e B e em seguida construa uma
reta paralela a t que passe por D. Seja E o ponto de intersecao entre a reta paralela
atearetat. Aimagem a seguir ilustra o procedimento.

2 Duas retas sdo ditas concorrentes se essas duas retas se intersectam em um Gnico ponto.
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Figura 7 — Produto de segmentos.

Fonte: Autor.

Dessa forma, como r e s sao transversais as retas t e a reta paralela a t, pelo
Teorema de Tales temos:

AD _AE
AC  AB’
Como AC =1, AD = e AB = a, vem que,
s AE

1 o

Portanto, AE = a - 5.

Construindo g.

B

Analogamente ao caso anterior trace a reta s concorrente a r em A. Assim, em
s considere os segmentos AC' = 1, AD = e em r o segmento AB = «a. Nessas
condicOes trace a reta t que passe por D e B e construa a reta paralela a t que passe
por C. Seja E o ponto de intersecao entre a reta paralela a ¢t e a reta ». A imagem a
seguir ilustra o procedimento.
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Figura 8 — Quociente de segmentos.

Fonte: Autor.

Portanto, pelo Teorema de Tales:

AE AC
AB  AD

Como AC =1, AD = e AB = a, vem que

AE_l
oz_ﬁ'

8]
Por fim, AE = —.
B

5.1.5.3 Construindo raizes quadradas

Dados segmentos de comprimento 1 e «, tais que « > 0, construir um segmento
de comprimento /«.

Etapas de Construgao

Consideremos sobre uma reta r» 0 segmento unitario AB e 0 segmento BC' de
comprimento BC' = a. Seja M o ponto médio do segmento AC' e construa uma semi-
circunferéncia com centro em M e diametro AC. Em seguida, trace a perpendicular
sarem B. Assim, seja D o ponto de intersecao da reta s com a semicircunferéncia.
Assim, considere o triangulo AADC. Como AC' é o diamétro da circunférencia, segue
que o angulo ZCDA é reto. Logo, os triangulos AADB e ACDB sao semelhantes.
Portanto, temos a seguinte relacao:

BC BD
BD AB

isto é,
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a BD

BD 1
portanto,

Va = BD.

Figura 9 — Construcao da raiz quadrada.

Fonte: Autor.

5.2 Numeros construtiveis

Das construgdes anteriores, por meio de um segmento de comprimento 1, foi
possivel construir, em namero finito de passos, segmentos cujas medidas sao valores
absolutos de numeros reais. Portanto, estamos em condigoes para definir a nogao de
namero construtivel.

Definicao 5.2.1. Seja « um numero real com valor absoluto |«|. Entao « é dito cons-
trutivel se podemos construir, num numero finito de operacgdes ((i) (i), (iii) da Definicao
[5.1), pontos A e B cuja distancig’| entre eles é || unidades, a partir de um conjunto
inicial de pontos {P,, P} cuja distancia entre Py e P, € 1 unidade.

Exemplo 5.2.1. Como consequéncia da definicdo, temos que os numeros inteiros
s&o construtiveis, visto que repetindo o processo de construgao de um segmento de
medida 3, podemos construir um segmento de medida |«| para o € Z.

Assim, nos resultados a seguir veremos que a soma de dois numeros cons-
trutiveis € um namero construtivel e da mesma forma o produto e o quociente de dois

numeros construtiveis € um numero construtivel.
3

Definimos distancia como a medida do segmento AB.
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Proposicao 5.2.1. Sejam « e 3 numeros construtiveis entdo o + 3, a - 3, a - 3, — €

™| 2

Vo 880 construtiveis.

Demonstracao. A demonstracao de que a+ 5, a — 5 a - 3, Ye /o sdo construtiveis

segue imediatamente das construgdes desenvolvidas nas subsecgdes [5.1.5.1, [5.1.5.2|
eb.153 O

Assim, podemos concluir que o conjunto dos numeros racionais € construtivel,
., , . ~ P
pois 3 € construtivel, para o caso particular de «, 8 € Z. A nogao de numero cons-

trutivel representa um elo entre a Geometria e a Algebra Abstrata. No préxima secao
veremos que o conjunto dos nimeros construtiveis € um corpo.

5.3 Corpo dos Numeros construtiveis

Nesta se¢cao vamos mostrar que o conjunto dos numeros construtiveis formam
um subcorpo de R, para que desta forma seja possivel utilizar os resultados obtidos,
no decorrer do trabalho, para analisarmos os problemas classicos.

Seja o conjunto Cr um subconjunto de R tal que todo elemento pertencente a
Cr seja construtivel. Vamos mostrar que Cr € um subcorpo de R, ou seja, provar que
Cr € um corpo.

Teorema 5.3.1. O conjunto dos numeros construtiveis Cr € um corpo.

Demonstracao. Da Proposicao temos que se o, § € Cg, obtemos que a—f € Cr
e a € Cr(B # 0). Assim, como o € Cr também temos que aa —a = 0 € Cgr €

p

1€ Cr(a # 0). Portanto, da Proposicao [2.2.1/temos que Cr € um subcorpo de
6]
RR. Sendo assim, concluimos que Cr € um corpo. O

Ademais, se Cr € um subcorpo de R, segue que R é uma extensao de Cy. E
ainda, por sua vez, Q ¢ Cr e Q € um subcorpo de Cr, 0 que resulta que Cr € um
extensao de Q.

Neste momento, temos condicdes de enunciar o segundo teorema essencial
para a prova das impossibilidades classicas. Entretanto, antes de enuncia-lo vamos
enunciar dois teoremas para prosseguir com a demonstracao deste resultado.

Teorema 5.3.2. (Raizes quadradas sucessivas geram numeros construtiveis). Um
numero real o« € um numero construtivel se existem numeros reais positivos A1, Aa, ..., A,
tais que:
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A€ Ky, onde K, = Q
)\2 € K, onde K, = ]Kl[\/ /\1]
)\3 c ]Kg, onde ]Kg = ]KQ[\/ )\2]

A € K, onde K, = K, 1 [/ 1]
e finalmente,

a € Ky, onde K, 11 = K, [v/ A

Nao demonstraremos o resultado acima, porém o exemplo a seguir ira ilucidar
a ideia do teorema.

Exemplo 5.3.1. Segja o = 5V2 + Vamos mostrar que « é construtivel

V8 —3v2
1—v2
utilizando o teorema acima. Tomando \; = 2 € Ky, onde K; = Q e \y = 8 — 3v/2 =

A
8 — 3v/A1 € Ky, onde K, = Ki[\/\]. Portanto, o = 5v/A1 + %
- 1

K3 = Ky[v/ X\o]. Assim, produzimos nimeros reais positivos A, A\, que satisfazem as
hipdteses do Teoremal5.3.2. Logo, concluimos que « é construtivel.

€ K3, onde

Teorema 5.3.3. (Todos os numeros construtiveis vem de raizes quadradas). Se a é
um numero construtivel entdo existem numeros reais positivos \i, o, ..., \,, tais que:

A€ Ky, onde K, = Q
A € Ko, onde Ky = ]Kl[\/ )\1]
)\3 € Ks, onde Ks; = ]KQ[\/ /\2]

>\n c K, onde K, = ]Kn—l[\/ )\n—l]
e finalmente,

a € Kn+1, Onde Kn+1 == Kn[\/ )\n]

Demonstragdo. Consultar Jones Sidney A. Morris (1991, p. 100). O

Teorema 5.3.4. Se o € um numero construtivel entdo « € algébrico sobre Q) e d(irr(a, Q))
€ uma poténcia de 2, 2°(s > 0).
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Demonstracdo. Sejam a.um numero construtivel e A1, Ao, ..., A, definidos pelo Teorema
Dessa forma, tomando \; € IK; onde 1 < i < n, segue que \/)\_Z € raiz do
polindmio (22— ;) € K;[z], ou seja, v/\; é algébrico sobre K; e (z2—\;) = irr(v/As, K;).
Entretanto, se \/x € KK, temos que = — V= irr(v/ A\, K;). Sendo assim, concluimos
que:

A(irr(vV A, K;)) = 1 ou 2.

Por sua vez, do Teorema temos que K, 1 = K;[v/\;] . Dessa forma, como
K;[v/\;] é uma extenséo de K; e d(irr(v/(\:),;)) = 1 ou 2 entdo pelo Teoremal4.4.2)
item (i) segue que:

[]Ki—‘rl . ]Kz] =1ou 2, onde (1 S 1 é n)

Note que da forma em que os conjuntos K;, ..., K, ,; foram definidos temos a
seguinte torre de corpos:

Q=K CK; C..CK,i.
Assim, aplicando repetidamente o Teorema temos que:
Kit1: Q) = [Ky: Ky - [Ks : Ky - ... - [K,yq 1 K, ] = 2° para algum inteiro s > 0.

Portanto, como a extensao K, € finita segue do Teorema item (ii) que K,
€ algébrica, logo a € C € algébrico sobre Q. E ainda, como a € K, ,; podemos
considerar a torre:

Q g Q[Oé] g ]Kn—l-l-

Dessa forma, temos que 0(irr(a, Q)) € um fator de [K,,,; : Q]. Portanto, d(irr(«, Q)) =
2!, para algum inteiro ¢t > 0.
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6 Prova das Impossiblidades Geométricas

Diz-se que uma delegagao fora enviada ao
oraluco de Apolo em Delos para perguntar
como a peste poderia ser combatida e que
o oraculo respondeu que o altar de Apolo,
cubico, deveria ser duplicado. Os
atenienses, ao que se diz, obedientemente
dobraram as dimensdes do altar, mas isto
nao adiantou para afastar a peste. E claro,
o altar tivera seu volume multiplicado por
oito e nao por dois.

Lenda sobre a origem do problema da
duplicagéao do cubo retirado de (BOYER,
2010] p.44)

Neste capitulo, vamos apresentar as provas das impossibilidades classicas.
E importante ressaltar, que para realizacido do objetivo destas demonstragdes nos
valemos de todo contetido desenvolvido até o momento no trabalho. Com o desen-
volvimento destas provas, podemos perceber quantos resultados foram necessarios
para que as demonstragoes pudessem ser desenvolvidas de um modo simples, o que
torna os trés problemas classicos de grande revelancia para o desenvolvimento da
Matematica. Para composicao deste capitulo foram utilizados os materiais de [Biazzi
(2014) e Santos| (2017).

6.1 Duplicacao do Cubo

Teorema 6.1.1. E impossivel construir com régua ndo graduada e compasso um cubo,
cujo volume é o dobro de um cubo dado.

Figura 10 — Duplicacao do cubo.

Fonte: Autor.
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Construir um cubo, cujo 0 volume seja 0 mesmo de um cubo dado, se resume
a construir arestas a € Cr e b € Cy tal que a® = 2 - b. A seguir mostraremos que a
construcao deste problema é impossivel com régua e compasso.

Demonstracdo. Suponha, por absurdo, que a tese seja falsa. Sendo assim, 3a,b € Cgr
arestas de cubos, tais que a® = 2 - b*. Tomando v* = 1, temos a® = 2, logo a* — 2 = 0.
Relacionando essa igualdade com o polindmio p(z) = z* — 2, temos pelo Teorema
B.2.3/que p(z) é irredutivel sobre Q para o primo p = 2. Por sua vez, p(x) € monico
e p(v/2) = 0, logo p(x) = irr(v/2,Q). Portanto, pelo Teorema item (i), temos
que [Q[v2] : Q] = 3, que é uma contradicéo, pois como v/2 € Cy é algébrico sobre
Q, resulta pelo Teorema que [Q[v2] : Q] é uma poténcia de 2. Logo, segue a
tese. [

6.2 Quadratura do Circulo

Teorema 6.2.1. E impossivel construir com régua ndo graduada e compasso um qua-
drado, cuja area é a mesma de um circulo dado.

Figura 11 — Quadratura do circulo.
/ A, =7~ r? \
a "\

2
AD:(J,"

N /

Fonte: Autor.

Construir um quadrado cujo a area € a mesma de um circulo dado, significa
construir a € Cg lado de um quadrado tal que a*> = 7 - r* e r raio de um circulo. A
seguir vamos mostrar que este problema é impossivel com régua e compasso.

Demonstragcao. Suponha, por absurdo, que a tese seja falsa. Sendo assim, 3r,a € Cgr
tal que 7 - 7> = a*. Tomando r = 1, temos: © = a®> = a - a. Da Proposigéo [5.2.1|temos
que a - a € construtivel, pois a € Cg, e ainda pelo Teorematemos que se a* € Cr
entdo a” é algébrico sobre Q) e como a? = , entédo 7 é algébrico sobre Q, o que é um
absurdo, pois 7 é transcedente sobre Q). Portanto, a tese é verdadeira. O
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Para dar prosseguimento a préxima demonstragcao, vamos retomar alguns con-
ceitos basicos de trigonometria.

6.3 Nocoes de trigonometria

Definicao 6.3.1. Consideremos sobre o plano cartesiano a circunferéncia A de centro
emO = (0,0) eraio 1. Assim, vamos definir uma fungdo f, que associa a cada numero
real x a um ponto P de X . E ainda, considere o ponto A = (1,0). Dessa forma, se:

e Sex =0 entdo P coincide com A.

e Se x > 0 entdo realizamos a partir de A um percurso de comprimento x no
sentido anti-horario, e marcamos P como o ponto final deste percurso.

e Se x < 0 entdo realizamos um percurso, a partir de A, no sentido horario de
comprimento |z|. O ponto final do percurso é P.

A circunferéncia \ acima definida é denominada ciclo ou circunferéncia trigonométrica.

Figura 12 — Circunferéncia trigonométrica.

J{)

Fonte: Autor.

Definido a circunferéncia trigpnométrica, temos condicdes de definir as funcoes
Seno e cosseno.

Definicao 6.3.2. Dado um numero real x, seja P sua imagem na circunferéncia tri-
gonométrica. Denominamos cosseno de x (representamos cos(x)) a medida do seg-
mento OQ (ver figura) abscissa do ponto P no plano cartesiano e denominamos seno
( representamos sen(x)) a medida do segmento OR ordenada do ponto P. Assim,
definimos a fungcdo cosseno f : R — R que associa cada numero real x ao numero



72 Capitulo 6. Prova das Impossiblidades Geométricas

real OP = cos(z), isto é, f(x) = cos(x) e a fungdo seno g : R — R que associa cada
numero real x ao numero real OR = sen(x), ou seja, g(z) = sen(x).

Figura 13 — Fungdes seno e cosseno.

\ Plcos(x), sen(x))

Fonte: Autor.

Note que este valor x representa o angulo ZQOP no triangulo AOPQ, pois 0
triangulo em questao € um triangulo retangulo.

Proposicao 6.3.1. Sgja o, 0 € R, temos que as sequintes identidades sdo verdadei-
ras:

(i) cos*(0) + sen®(6) = 1.

(i) cos(a+ ) = cos(a) - cos(f) — sen(a) - sen(6).
(iii) sen(a + 0) = sen(a) - cos(0) + sen(0) - cos(a).
(iv) cos(20) = cos?(A) — sen?(6).

(v) sen(20) =2 - cos(f) sen().

Demonstracdo. Consultar|lezzi (1977). ]

Para mais informagdes sobre trigonometria consulte lezzi| (1977).
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6.4 Trisseccdo do Angulo

Teorema 6.4.1. E impossivel dividir, com régua ndo graduada e compasso, em trés
partes iguais a medida de um angulo arbritrario.

Figura 14 — Trisseccao do angulo.

B

m{BAD) = m(DAE) = m(EAC)

D

Fonte: Autor.

Nas construcdes elementares foi visto que é possivel construir um angulo de
60°. Logo, como o problema da trissegao do angulo se refere a trissectar um angulo
arbitrario, vamos supor que seja possivel trissectar o angulo de 60°. Assim, a medida
dos angulos obtidos € 20°, portanto, em suma, o problema se resume em construir
os segmentos que dividem o angulo dado em trés partes iguais, ou seja, construir 0s
arcos de circunferéncia cujos angulos sao 20°, 40° e 60°. Logo, retomando a Definicao
da secao anterior temos que na circunferéncia trigonométrica, os valores dos
segmentos que sao abscissas do ponto P, relacionados aos angulos 20°, 40° e 60°,
sa0 cos(20°), cos(40°) e cos(60°) e as ordenadas sao sen(20°), sen(40°) e sen(60°).
Assim, para obtermos a angulacao desejada devemos construir os segmentos de me-
didas cos(20°) e sen(20°). Dessa forma, o problema consiste em provar que cos(20°) e
sen(20°) sao construtiveis. Veremos a seguir que isto nao é possivel, pois cos(20°) nao
€ construtivel.

Demonstragdo. Vamos mostrar que cos(20°) nao € construtivel. Considere 6 = 20°.
Da Proposigao temos que:

cos(30) = cos(20 + ) = cos(26) - cos(f) — sen(260) - sen(f) <
cos(36) = (cos*(0) — sen®(#)) - cos(f) — (2 - sen(@) -cos(f)) - sen(f)
cos(30) = cos®(6) — sen®(#) - cos(f) — sen2( ) - cos(f)
cos(36) = cos®(0) — 3 - sen?(#) - cos(f) = cos*(§) — 3 - (1 — cos*(0)) - cos(f)) <
cos(360) = 4 - cos®(0) — 3 - cos().
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1 .1 .
Por sua vez, como 6 = 20°, segue que cos(36) = cos(60°) = 5 Assim, 5= 4-cos®(6) —
3 - cos(#). Portanto, temos a equacgao:

8- cos®(f) — 6-cos(f) —1=0.
Tomando z = 2 - cos #, temos o seguinte polinbmio p:
p(z) = 2° — 3z — 1.

Vamos mostrar que p € irredutivel sobre Q. Note que nado € possivel aplicar o critério de
Eisenstein diretamente. Sendo assim, vamos aplicar uma tranformacao semelhante a
do Exemplo [3.2.7] Assim, temos o polinémio p(z + 1) = 2* + 32 — 3. Portanto,
para o primo p = 3 temos pelo critério de Eisenstein que p(x + 1) € irredutivel sobre
Q. Assim, pela Proposicao temos que p(z) € irredutivel sobre Q. Logo, como
p(x) € irredutivel, ménico e de menor grau em que p(2 - cos(20°)) = 0, segue que
p(x) = irr(2 - cos(20°), Q) e d(irr(2 - cos(20°),Q)) = 3. Portanto, pelo Teorema (4.4.2
temos que [Q[2 - cos(20°)] : Q] = 3, o que contradiz o Teorema [5.3.4, Em vista disso,
2 - cos(20°) nao é construtivel, o que resulta pela Proposigao que cos(20°) ndo
€ construtivel. Portanto, ndo é possivel trissectar um angulo de 60°. Assim, segue a
tese. O

Por fim, concluimos que nao é possivel trissectar um angulo arbitrario. Com
isso, concluimos 0 nosso principal objetivo.
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7 Conclusao

Nao ha ensino sem pesquisa e pesquisa
sem ensino. Esses quefazeres se
encontram um no corpo do outro.
Enquanto ensino continuo buscando,
reprocurando. Ensino porque busco,
porque indaguei, porque indago e me
indago. Pesquiso para constatar,
constatando, intervenho, intervindo educo
e me educo. Pesquiso para conhecer o
que ainda nao conhego e comunicar ou
anunciar a novidade.

Paulo Freire

Concluimos que, com o trabalho desenvolvido, foi possivel perceber o quanto
de conhecimento matematico, foi mobilizado ao longo da histéria na tentativa de resol-
ver estes problemas que ao primeiro momento pareciam ser simples. Com o desenvol-
vimento deste trabalho também percebemos o quanto a Algebra e a Geometria estao
intimamente ligadas, pois questdes da geometria, como os trés problemas classicos,
somente foram resolvidas com o auxilio de ferramentas algébricas.

E ainda, como ressaltamos durante o trabalho, esses problemas destacam a
caracteristica colaborativa da Matematica, ou seja, que a Matematica é uma ciéncia
construida socialmente por de diversos pensadores durante a histéria. Em nossa
perspectiva essa visao da Matematica deve ser discutida desde a Educagao Basica,
para que os alunos tenham a oportunidade de conhecer este lado da Matematica.

Por fim, destacamos que este trabalho pode ser utilizado para futuros estudos
na area de Algebra ou Geometria, ou até mesmo para apresentar aos alunos de Ma-
tematica ou professores de Matematica ja atuantes, a rica teoria que envolve os trés
problemas classicos da geometria.

Ademais, como indicacao de futuras pesquisas destacamos o desenvolvimento
de atividades para educacao basica envolvendo os trés problemas classicos, visto
qgue segundo a |Base Nacional Comum Curricular| (2019) uma das competéncias es-
pecificas da disciplina de Matematica no Ensino Fundamental, constitui em reconhe-
cer a matematica como uma ciéncia humana fruto das necessidades e transformacoes
historicas.

Reconhecer que a Matematica € uma ciéncia humana, fruto das ne-
cessidades e preocupacgodes de diferentes culturas, em diferentes mo-
mentos histéricos, e &€ uma ciéncia viva, que contribui para solucio-
nar problemas ciéntificos e tecnolégicos e para alicercar descobertas e
construgdes, inclusive com impactos no mundo do trabalho. (p. 267)
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Nesta perspectiva faz-se necessario desenvolver diferentes propostas que re-
velem para os estudantes essa caracteristica da matematica. Sendo assim, em nossa
visdo elaborar propostas de atividades que envolvam os trés problemas classicos, de-
vido a sua importancia histérica, sdo um dos caminhos para atingir tal objetivo.
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A Demonstracao que K|x] € um dominio de integridade

Vamos mostrar que Kz| € um dominio de integridade. Sejam p(z) = ag + a1z +

a2 + ...+ apx", q(x) = by + b1x + box® + ... + bpa™, f(x) = fo+ fir + ... + foxf € K],
onde s < m < n logo, temos:

(i) p(z) + q(z) = q(z) + p(z) (comutativa da adicao).

Demonstragdo. p(z)+q(x) = (ag+ a1x + asz® + ...+ anz™) + (bo + b1z + ber® + ... +
bn™) = (ag+bo) + (b1 +ay)x+ (ag+b2)2* + ... 4 (A + b ) 2" + 1 2™ A a2

Como cada a;,b; € K paraVi < n,V j < m e K é um corpo, entdo a pro-
priedade comutativa é valida para os elementos de K, logo:

(ag 4 bo) + (b1 + 1)z + (ag + b2)x? + ... + (@ + b)) ™ + Ay 2™ + .+ apa” =
(bo + ao) + (b1 + ay)x + (by + a2)x® + ... + (b + @)™ + appyr2™ ™ + .+ a2 =
(bo + by + box® + ... 4+ bpa™) + (ap + a17 + apx® + ... + a,z™) = q(z) + p(2).

(i) p(z) + (¢(z) + f(x)) = (p(x) + q(z)) + f(x) (associativa da adi¢cao).

(iii)

Demonstragao. p(x)+ (q(x) + f(x)) = (ap + a1x + agz® + ... + apa™) + ((bo + fo) +
(bi+ f)o+ (ba+ fo)a® + oo 4 (bs + fo) 2 + b 2® T+ .+ bpa™) = (ag+ (bo+ fo)) +
(ay + (by + fi))z + (ag + (ba + f2)2? + .. + (as + (bs + f)2° + (asqy + bopr )z +

oo (@ + b)) T™ F Q™ a2

Como cada coeficiente de p,g e f sao elementos de K, e K & corpo, entao a
propriedade associativa € valida, logo:

(ao+ (Do + fo)) + (a1 + (b1 + f1))x + (ag + (Do + fa) )2® + .. 4 (a5 + (bs + fo))2* + (@41 +
bey )2 A (A b)) ™ 1 2T A an2™ = ((ag+bo)+ fo)+((ag+b2)+ fo) o+
ot ((as4bg) + )2 + (agy1 +bey )T T A (A b ) 2™ F A1 2™ a2 =
((ao+bo)+(a1+b1) T+ ...+ (A +bp) 2"+ a1 2™ 4 A an 2™+ (fot+ frot...+ for®) =
((ap + a1z + ... + apx™) + (bo + iz + ... + bpz™)) + (fo + fiz + ... + fs2®) =
(p(r) + a(x)) + ().

OJ

Al g € K[z] tal que p(z) + g(x) = p(x) (existéncia do elemento neutro aditivo).
De fato,
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Demonstragao. Seja g(x) = go + g1x + ... + g, onde r < n. Suponhamos que a
igualdade a seguir € valida, assim,

p(z) + g(x) = p(z)
(ag + a17 + apz® + ... + ap2™) + (go + 1 + ... + g,2") = ag + a1T + azx® + ... + apa”
(ao+go)+(a1+g)x+...+(a,+g.)r" +a, 2"+ Fanz™ = agtairtagr® 4. ta,z".

Por identidade de polindbmios, resulta:

ag + go = Qg

ar+ g1 = a

ar+gT:ar

Como cada coeficiente de p e g sao elementos de KK, e K € um corpo, logo existe
o elemento neutro para a operagao de adicao usual. Sendo assim:

go=0g1 = ...= g = Ok.

Portanto ¢ € o polinémio nulo.

]

(iv) Vp € K[z], Jlg(x) € K[z] tal que p(z) + g(x) = 0k, onde 0k é o polinémio nulo

(existéncia do elemento oposto).

Demonstragao. Seja g(x) = go + g1x + ... + g, onde r < n. Suponhamos que a
igualdade a seguir é valida, deste modo, temos:

p(z) + g(z) = Ok
(a0+a1x+a2x2+ ot a ™)+ (go+ g+ ...+ ga") = Ok + Oz + 0z + ...+ 0"
(ap+ go) + (ay + g1)x + ... + (a, + g)2" + ap 2™ + . Fapa" =
Ok + Oz + Oga? + ... + O™,

Por identidade de polindbmios, resulta:
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ap + go = Ok

ay + g1 = Ok

aT"—g?":O]K
a/r+1 - ... :an:O]K

Como cada coefiente de p e g sao elementos de KK, e IK € um corpo, logo existe
o elemento oposto. Sendo assim:

go = —Qop, g1 = —Q1,5.-.Gpr = —0p.

Portanto, ¢ é tal que seus coefientes sao os opostos dos elementos de p.

(v) p(x)-q(z) = q(x) - p(z) (comutativa da multiplicacao).

Demonstragdo. p(z) - q(x) = (ag + a1 + ... + a,a™) - (bg + bix + ... + ba™) =
ao-b0+(a0~b1+a1 ~bo):l:+(a0‘b2—|—a1-bl—i—ag-bo)x2+...+an~bmx”+m

Como K é um corpo, segue que a propriedade comutativa é satisfeita tanto para
adicao, quanto para a multiplicacao, logo obtemos:

Qo
Qo

Qg

Qn

by = bo - ao,
by +ay-bp="0b1-ay+by-ar =by-a+ by -a,
'b2+a1'b1+a2'b(]:bg'a0+b1'CL1+b0'CL2:bo'a2+b1'a1+b2'a0

by, = by, - ay,.

Portanto, dessa forma, p(z) - q(z) = q(z) - p(x).

i) p(z)- (q(z) - f(z)) = (p(z) - q(z)) - f(x) (associativa da multiplicacao).

Demonstragéo. p(z) - (q(z) - f(z)) = (ap + a17 + axz® + ... + a,a™) - [(bo + byx +
box® 4 ... + bpx™) - (fo + frx + fox® + ..+ fox®)] = (ao + a17 + agx® + ...+ a,a™) -
[(bo - fo) + (b1 - fo+bo- fr)z+ (ba- fo+bi- f1+bo- f2)a° + ..+ (b - fo)z™ %] =
ag - (bo - fo) +[a1 - (bo - fo) + (a0 - (b1 - fo+bo - f1))]x + [az - (bo- fo) + a1 - (b1~ fo+bo -
fi)+ag-(ba- fo+br-fi+bo- fo)lr?+ .4 ap - (b - fo)z™ T,

Agora, desenvolvendo o segundo membro temos:

(p(x)-q(z))- f(x) = [(ag+ a1z +asx® + ...+ anz™) - (bg + b1z + ...+ bpx™)] - (fo + frz+
for? + .4 fox®) = [(ag-bo) + (a1 -bo +ag - b1 )z + (ag -bo+ a1 -by +ag-by)x* + ...+ (ay, -
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b)) (fo+ fro+ for® +.. 4 fs2®) = (ao-bo)- fo+[(a1-bo+ao-b1)- fo+(ag-bo)- filz+
[(az-bo+ay-bi+ag-ba)- fo+(ai-bo-+ag-br)- fi+(ao-bo)- fow*+...4 ((an by )- fo)x™ 5+,
Como KK € um corpo, entao sao validas as propriedades associativa e distributiva
para os elementos de K. Logo,

ao + (fo - bo) = (ao - bo) - fo

ar - (bo - fo) + (aog - (br - fo +bo- f1)) = (a1 -bo) - fo+ (ao - b1) - fo + (ao - bo) - f1 =
(ai-bo+ag-b1)- fo+ (ao-bo)- fi

as - (bo - fo) +ar-(br- fo+bo-fi) +ao-(ba- fo+bi-fi+0bo- fa) = (az-bo) -
Jo+ (ar - b1) - fo+ (a1 - bo) - fi + (a0 - ba) - fo + (ag - b1) - fr + (ao - bo) - fo =
(ag - bo+ay-by+ag-bg) - fo+(ar-bo+aop-b1)- fi + (ao-bo) - fo

( fs) ( an m)fs

Dessa forma, como os coeficientes dos produtos acima sao iguais, segue que:
ao-(bo- fo)+[ar-(bo- fo)+(ao-(b1- fo+bo- f1))]x+[az: (bo- fo)+a1-(br- fot+bo- f1)+ao-(ba- fo+
bi- fi+bo f2)]2? 4. A an (byy f5) 2™ 5" = (ag-bo)- fo+[(ar1-bo+aob1)- fo+(ao-bo)- f1]z+
[(az-bo+ay-bi+ag-ba)- fo+(ai-bo+ag-b1)- fi+(ag-bo)- foa®+...4 ((an-bm)- fs)z™ 4",
o que implica que p(z) - (¢(z) - f(x)) = (p(z) - q(x)) - f(x).

[

(vii) p(x) - (q(x) + f(2)) = p(x) - ¢(x) + p(x) - f(z) (distributiva).

Demonstfagéo. p(CC) : q(l’) = ag- b() + (CLl . b[) +ap- bl)CC—f— (CLQ . b() +ay-b; +ap - b2)$2 +
+ (A - by + oo+ ag - b)) T™ + o+ (g, - b))

p(@) - f(z) = a0 fo+(ar- fo+ao f)z+ (az- fo+ar fi+ao- fo)a* + ... + (as
f0+"‘+a0'fs)9€s+...+(an-fs)x”+5

Fazendo p(z) - q(z) + p(x) - f(x) obtemos: p(z) - q(x) + p(z) - f(z) = (ag - by + ag -
fo) + ((ay - bo+ag - b1) + (ay - fo+ao - f1))x + ((az - bo + ay - by + ag - ba) + (az - fo+
ay - fi+ag- f2))2* + . 4 ((as - by + ... +ag - bs) + (as - fo+ ... +ag - fo))x® + ... +
((Angs - b0+ oo F Upgsm = b + oo F 00~ brps) + apn - fo)Z" T+ oo+ (an - by )2,

Por outro lado, temos que p(z) - (q(z) + f(z)) = p(x) - ((bo + fo) + (b1 + f1)x + (ba +
f2)@? 4 4 (b + fo) 3" + by @™ + A bpa™) = ag - (bo + fo) + (a1 - (bo + fo) +ao -
(b1 + f1))x + (az - (bo + fo) + a1 - (b1 + f1) +ag - (by + f2))x* + ... + (as - (bo + fo) +
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(viii)

ot ag (bs+ fo)x® + ..o+ (anss - (fo+bo) + oo +an - (fs +bs) + oo + Qps—m - b +
ot ag by )"+ L+ (ay, - by) 2T

Portanto, como os coeficientes de p, ¢ € f sdao elementos de KK, que € um corpo,
segue que a distributiva e a associativa sao validas para os elementos de K.
Sendo assim, se utlizarmos a distributiva em quaisquer dos casos, obtemos a
tese. Veja,

ao + (bo + fo) = ao - bo + ao - fo

ay-(bo+ fo)+ao-(bi+f1) = ai-bo+ay- fot+ag-bi+ag- fi = (a1-bo+ag-by)+(ar- fo+ao- f1)
az-(bo+ fo)+ar-(bi+ f1)+ao- (ba+ f2) = ag-bo+az- fo+ar-bi+ar- fi+ag-batag-fo =
(ag - bo +ay-by +ag-bo) + (az - fo+ai- fi+ao- fo).

as'(b0+f0)+"'+a0'<bs+fs) = as'b0+as'f0+-'-+a0'bs+a0'fs =
(as-bo+as—1-br+...4+ap-bs)+ (as- fo+as—1-fr+...+ao- fs).

Unys - (fo+bo) + .o+ an- (fs +bs)+ .o + nism - b + ... + a0 - byrs. Note que
aj =0k paraj € Ntalque j >neb, =0k, i € Nei>m. Sendo assim

s (fo+bo)+ oot an  (fs+0bs)+ oo+ nis—m b+ ... +a0 - bprs = an - (fs+bs) +
et Cpgsm by = an fstan-bs+ ...t anis by = (A -bs+ ...t nss—m-bm)+(an- fs).

Portanto, como os coefientes do primeiro membro sao iguais aos coeficientes do
segundo membro segue que, p(z)-(¢(x)+ f(x)) = p(z)-q(z) +p(z)- f(z). Perceba
que nao ha necessidade de mostrar o caso (q(z) + f(x)) - p(z) = q(z) - p(z) +
f(zx) - p(x), visto que em (v), demonstramos a propriedade comutativa.

]

3! ¢ € K[z] tal que p(z) - ¢(z) = p(x) e ¢ diferente do polinémio nulo. (existéncia
da unidade)

Demonstragdo. Se p(x)-q(x) = p(z), entdo (ap+ a1z + ... + a,a™) - (bo+ by + ... +
bn@™) = ag-bo+ (ag-by+ay -bo)x+ (ag-ba+ay by +ag-bo)x + ...+ (ay, - by )z " =
ag + a1x + ... + a,z". Sendo assim, por identidade dos polinbmios obtemos que
ag - by = ag. Dessa forma, como os coeficientes dos polinémios p, ¢ estdo em K,
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segue que by = 1k. Agora, considerando b, = 1, por identidade de polinbmios
obtemos que ag - by + a; - by = ag - by + a1 - 1x = a1, 0 que implica que ag - b; = Ok,
entdo como p € qualquer temos que b; = Ok . De forma similiar, considerando a
equacgao ag - by + aj - by + as - by = as, by = 1 € by = Ok, temos que ag - by = Ok
0 que resulta que b, = 0k. Portanto, de forma recursiva, b, = b, = ...b,, = Ok,
0 que acarreta que ¢(z) = 1k. Por fim, concluimos que a unidade de Kiz| é a
unidade K.

]

(ix) p(z) - q(zr) = 0x = p(x) = Ok ou ¢(x) = Ok (Nao possui divisores de zero)

Demonstragdo. Suponhamos que p(z)-g(z) = Ok, isto &, (ag+ayz+...+a,x™)-(bo+
biz+...+bpx™) = ag-bo+(ag-bytay-bo)x+(ag-bytar-by+ag-bo)x* 4.4 (ap-by )" =

Sendo assim, por identidade de polinGmios, temos:

CLO'b():O]K (A1)
agp - b1 +aq - b() = O]K (A2)
ao‘bg+a/1'b1+a2'b0:0]}{ (A3)

Como K é um corpo, da igualdade obtemos que ay = Ok ou by = Ok. Sem
perda de generalidade, vamos considerar 0 caso em que ay = Ok € by # Ok.

Sendo assim, se ay = 0, da equacao|A.2 obtemos que a; - by = Ok 0 que resulta
que a; = Ok, pois by # Ok.

Agora, considerando ag = Ok € a; = Ok € by # Ok da igualdade obtemos
que a, = Ok. Portanto, de forma recursiva, temos que ag = a; = ... = a, = O,
0 que resulta que p(x) = Ok. De forma analoga se considerarmos b, = Ok €
ap # Ok, obtemos o caso em que ¢(x) = Ok. Assim, concluimos que a lei do
cancelamento é valida em K|[z].

Portanto, IK[z] € um dominio de integridade. O



