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O gque se esta passando na Saude do Porto
da nossa capital €é simplesmente
assombroso. Os navios entram
infeccionados, os passageiros e tripulantes
atacados saltam livremente contribuindo
para contaminar cada vez mais a cidade,
nao soffrendo os navios o mais rudimentar
expurgo! (Rio Jornal, 11 de outubro de
1918).



RESUMO

Um modelo matematico tenta revelar possiveis estruturas mateméaticas contidas
em um fenbmeno (fisico, quimico, biolégico, social etc). Com um modelo
matematico podemos obter informacdes, fazer previsdes e elaborar estratégias.
Epidemiologia é a ciéncia que estuda o processo saude-doenca em uma
populacao, e visa buscar ferramentas que ajudem na tomada de decisGes. A
utilizacdo da modelagem aplicada a epidemiologia € basicamente compreender,
guantitativamente, a dinamica de propagacdo de uma doenca infecciosa. O
modelo SIR € um modelo de compartimentos que divide a populacdo em trés
classes de individuos disjuntas, suscetiveis (S), infectados (I) e removidos (R).
Tal modelo pode sofrer modificacdes, tais como a introducdo de dinamica vital,
em que séo consideradas a natalidade e mortalidade (natural e em decorréncia
da doenca), também pode ser incorporado ao modelo SIR medidas de controle,
por exemplo a vacinagdo (modelo SIR com vacinagdo). Além disso, podemos
mudar este modelo para considerar casos de reinfeccdo (modelo SIRS). O
objetivo deste trabalho € apresentar os modelos SIR, SIR com vacinacdo e SIRS
por meio de andlise algébrica e grafica.

Palavras chave: Modelagem. Epidemiologia. Modelo SIR. Compartimentos.



ABSTRACT

A mathematical model try to reveal possibles mathematical structures contained
in a phenomenon (physical, chemical, biological, social etc). With a mathematical
model we can obtain informations, make predicts and develop strategies.
Epidemiology is the science that studies the health-illness process in a population
and aim to search for tools which help us in a decision-making. The utilization of
applied modeling to epidemiology is to comprehend, quantitatively the dynamic
of the infeccious disease spread. The SIR model is a model that split the
population in three disjoint classes of individuals: susceptibles (S), infecteds (1),
and removed (R). This model can suffer some changes, such as the introduction
of a vital dynamic, wich is considered the birth-rate and death rate (the natural
one and that as a consequence of the disease), we can also add to the SIR model
some control measures, for example the vaccination (SIR model with
vaccination). Furthermore we can change this model to consider re-infection
cases (SIRS model). The main objective of this work is to present SIR, SIR with
vaccination and SIRS models with their algebraic and graphics analysis.

Keywords: Modeling. Epidemiology. SIR model. Compartiments.
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1 INTRODUCAO

Um modelo matemético, em termos gerais, é a representacdo
matematizada de uma situacgéo, seja ela um fendmeno fisico, quimico, bioldgico,
humano ou social, mas “[...] matematizar nao significa apenas traduzir a situagao
em linguagem matemaética. E muito mais que isso, pois consiste em desvelar
possiveis estruturas matematicas contidas na situagao [...]” (NOGUEIRA et al,
2008, p. 15). Identificando essas estruturas, por meio da aplicacdo de teorias,
podemos obter informacdes, previsdes e estratégias.

O objetivo geral deste trabalho é apresentar um estudo sobre um dos mais
classicos modelos mateméticos aplicados a epidemiologia e duas de suas
variagdes, por meio de revisdo bibliografica da literatura. O modelo é SIR e duas
variacfes que veremos serdo SIR com vacinacdo e SIRS. Com este estudo
buscamos identificar em quais condicBes surgem as epidemias e como elas
desaparecem antes de dizimar toda a populagéo.

O interesse pelo tema surgiu do contato com a area da saude por meio de
um estagio realizado pela autora no Programa Municipal de DST/Aids, PM
DST/Aids, da Secretaria Municipal da Saude da cidade de Sdo Paulo.

No PM DST/Aids, o Setor de Informacdes é encarregado por trabalhar
com dados e transforma-los em informagBes por meio de estatistica basica.
Estas informacbes sao fornecidas aos demais setores, sendo estes
responsaveis pelo estudo e elaboracdo de politicas publicas de combate as
epidemias de HIV e DST.

A modelagem matematica aplicada a epidemiologia tem grande
relevancia, pois possibilita identificar caracteristicas importantes da propagacéo
de doencas infecciosas e analisar os resultados obtidos com a introducao de
medidas de controle, por exemplo a vacinacédo. Mas, o que é epidemiologia?

Epidemiologia é um ramo da ciéncia que

Estuda o processo saude-doengca na sociedade, analisando a
distribuic&do populacional e os fatores determinantes das enfermidades,
danos a saude e eventos associados a saude coletiva, propondo
medidas especificas de prevencdo, controle ou erradicagdo de
doencas e fornecendo indicadores que sirvam de suporte ao
planejamento, administragdo e avaliagdo das agdes de saude.
(ALMEIDA FILHO, ROUQUAYROL apud BRASIL, 2005, p. 4).
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O papel da modelagem matematica em epidemiologia € basicamente
estudar e determinar caracteristicas do processo de interacdo entre individuo e
natureza, a fim de obter informacdes, previsdes e projecdes que deem respaldo
para a criagdo de mecanismos de controle para combater a transmissao de
doencas infecciosas.

Uma das vantagens da utilizacdo de modelos matematicos

E a economia: situagdes diferentes podem admitir um mesmo modelo.
Em tais casos, as varias situagdbes podem ser estudadas
englobadamente [...] E as conclusdes obtidas serdo validas para cada
situagao em particular. (NOGUEIRA et al, 2008, p.15).

Um dos precursores na utilizagdo de modelos matematicos em

epidemiologia foi Daniel Bernoulli (1700-82), que em 1760

Propds e estudou um modelo matematico a fim de avaliar os efeitos da
variolagdo. Seu objetivo era influenciar as politicas de saude publica.
Em 1840 William Farr trabalhou com curvas de dados de epidemias de
variola na Inglaterra e no Pais de Gales. No comecgo do século XX,
Hamer e Ross formularam equacbdes matematicas para descrever a
propagacao de agentes infecciosos dentro de populagdes [...]. Ross
Ronalsd, ao descrever a propagagao da malaria, foi o primeiro a utilizar
um modelo continuo. Em 1927 Kermeck McKendrick fundamentou um
quadro teérico da epidemiologia. (BRASIL, 2010, p. 96)*.

Em 1906 W. H. Hamer postulou que o desenvolvimento de uma epidemia
depende do contato entre individuos suscetiveis e infectados, em outras
palavras, a taxa de transmissdo de uma doenca é proporcional ao numero de
contatos entre individuos suscetiveis e infectados. Tal postulado € conhecido
como o Principio de Acao das Massas.

“O principio de Hamer foi originalmente formulado através de um modelo
de tempo discreto, mas em 1908, Sir Ronald Ross o0 generalizou para tempo
continuo em seus trabalhos sobre a dindmica da malaria.” (SILVA, 2010, p. 7)

Em 1927 W. O. Kermack (1898-1970) e A. G. McKendrick (1876-1943)
ampliaram essa teoria com o principio do limiar, que institui que a introducao de
individuos infectados numa populagdo ndo é condicdo suficiente para que se
estabeleca uma epidemia, a menos que o numero de individuos suscetiveis

esteja acima de um valor critico.

! Retificagdo: Ross Ronalsd na verdade é Sir Ronald Ross, e Kermeck McKendrick sd3o na realidade duas
pessoas, Kermack e McKendrick.
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“Entre 1900 e 1935, profissionais da saude publica como Sir Ross, Hamer,
Kermack e McKendrick introduziram os fundamentos dos modelos
compartimentais” (SILVA, 2010, p. 7), um exemplo cladssico € o modelo
denominado SIR, proposto por Kermack e McKendrick em 1927.

Em 1952, George Macdonald introduziu o conceito de numero de
reprodutibilidade basal de uma infeccéo, R, que representa “o numero esperado
de casos secundarios de uma doenca produzidos por um individuo infectado em
uma populagao suscetivel durante seu periodo de infecciosidade.” (SANCHES,
2015, p. 16).

Um importante resultado do conceito de reprodutibilidade basal é que uma
doenca s6 se mantém na populacdo quando R, > 1, caso contrario ela néo
consegue se manter. Mas, quando € que uma doenca é considerada endémica
ou epidémica na populagao?

Para endemia e epidemia, vamos considerar as definigdes:

Endemia pode ser conceituada como a ocorréncia de um agravo dentro
de um numero esperado de casos para aquela regido, naquele periodo
de tempo, baseado na sua ocorréncia em anos anteriores nao
epidémicos. Desta forma, a incidéncia de uma doenga endémica é
relativamente constante, podendo ocorrer variagbes sazonais no
comportamento esperado para o agravo em questdo. Epidemia
representa a ocorréncia de um agravo acima da média (ou mediana)
histérica de sua ocorréncia. O agravo causador de uma epidemia tem
geralmente aparecimento subito e se propaga por determinado periodo
de tempo em determinada éarea geografica, acometendo
frequentemente elevado nimero de pessoas. (MOURA, ROCHA,
2012, p. 15).

Em termos numéricos, a ocorréncia de uma endemia ou epidemia esta
relacionada ao numero de reprodutibilidade basal. Mas, quais fatores séo

determinantes para o surgimento de epidemias e endemias?

Epidemias e endemias tém como fatores determinantes e
condicionantes diversas situagbes econdmicas, culturais, ecoldgicas,
psicossociais e bioldgicas [...]. A compreensao desses determinantes e
condicionantes é importante para o planejamento de acgdes de
prevengdo e controle dos agravos com potencial endémico e
epidémico. [...] Uma condicdo imprescindivel para a ocorréncia
epidémica ou endémica de uma doenga infecciosa é a presenca de
significativo nimero de individuos susceptiveis ao agente causador.
(id. Ibid., p. 20).
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Veremos no decorrer do trabalho condi¢cdes predominantes para que uma
doenca se espalhe até que passe a decrescer. Para isso dividimos este trabalho
em 4 capitulos, sendo o primeiro deles a introdug¢éo. O segundo é constituido
por duas secfes que apresentam o modelo SIR sem dinamica vital, em que
considera-se a existéncia apenas de mortes em decorréncia da doenca, e SIR
com dinamica vital, em que sdo consideradas a existéncia de natalidade e
mortalidade (natural e em decorréncia da doenca).

No capitulo 3 serd estudada uma variagdo do modelo SIR, em que é
introduzido ao modelo uma medida de controle, no caso, a vacinacao. Neste
modelo, individuos suscetiveis, apds vacinados, vao diretamente para a classe
dos removidos, sem passar pela classe dos infectados.

Finalmente, no capitulo 4 sera abordado o modelo SIRS, em que
individuos removidos podem voltar a ser suscetiveis, ou seja, pode haver
reincidéncia da doengca em um mesmo individuo.

Em cada um dos capitulos serd realizada a andlise dos pontos de
equilibrio dos sistemas de equacgdes, por meio de analise algébrica e grafica,
alguns capitulos seréao finalizados com a apresentacao da aplicagcdo do modelo

em um caso real.
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2 SIR: SUSCETIVEL-INFECTADO-REMOVIDO

O entendimento de uma doenca infecciosa passa pelo estudo biolégico
dela, entendendo suas caracteristicas, surgimento, meios de transmissao etc.

Este tipo de estudo € do ponto de vista qualitativo, porém

A compreensdo do mecanismo de funcionamento das doengas nao
basta. E necessario considerar o problema da doenca do ponto de vista
quantitativo, com o intuito de decidir sobre vacinagbes ou outras
medidas imprescindiveis para a sua contencdo. Os modelos
matematicos e as simulagcbes numéricas desses modelos sao
ferramentas (teis para construir e testar teorias e conjeturas de
avaliacdo quantitativa. Permitem responder a perguntas especificas,
estimando parametros e avaliando a sensibilidade dos modelos a
variagdes dos valores desses parametros. (ROCHA, 2012, p. 1).

“A propagacdo de doencas infecciosas, tais como o sarampo [...], pode
ser modelada por meio de um sistema néo-linear de equacdes diferenciais. O
modelo mais simples deste tipo € o modelo SIR.” (HIRSCH, SMALE, e
DEVANEY, 2004, p. 235, traducdo nossa).

O modelo SIR, proposto por Kermack e McKendrick em 1927, € um
modelo de compartimentos que caracteriza o estado do individuo ao longo do
desenvolvimento de uma doenca, relacionando-os por meio de um sistema nao-
linear de equacdes diferenciais.

Esse modelo divide a populacédo em trés classes disjuntas: suscetiveis, S,
formada por individuos nao infectados e que podem contrair a doenca;
infectados, I, individuos que tém a doenca e podem transmiti-la e removidos, R,
individuos que contrairam a doenc¢a e morreram ou foram curados e adquiriram
imunidade.

Segundo Kermack e McKendrick, no estudo de epidemias, uma das
caracteristicas mais marcantes é justamente identificar um fator causal que dé
conta de sua dimens&do. Em seu estudo A Contribuition to the Mathematical

Theory of Epidemics?, os autores resumem o problema da seguinte maneira:

Uma (ou mais) pessoa infectada é introduzida em uma comunidade de
individuos mais ou menos sensiveis a doengca em questao. A doenga

2 Disponivel em: http://www.math.utah.edu/~bkohler/Journalclub/kermack1927.pdf. Acesso em
11 de outubro de 2016.
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se espalha a partir do contato do infectado com o n&o-infectado por
contato infeccioso. Cada pessoa infectada passa pelo curso de sua
doenga, e, finalmente, € removida do numero daqueles que estdo
doentes, por recuperagdo ou por morte. [...] Com o desenrolar da
epidemia, o nUmero de membros nédo-infectados da comunidade se
torna reduzido. [...] No decorrer do tempo, a epidemia pode chegar ao
fim. (KERMACK e MCKENDRICK, 1927, p. 700-701, tradu¢ao nossa).

Mas, apenas a diminuicdo dos individuos suscetiveis leva ao fim da
epidemia? Ou as taxas de infeccdo e de remocao também tém alguma
interferéncia?

Para primeira andlise, assim como feita por Kermack e McKendrick,
consideremos que todos os individuos sdo igualmente suscetiveis, e a
imunidade é conferida logo apés a cura da doenca, ou seja, ndo ha reinfecgdes.

Segundo Kermack e McKendrick,

Duas das razées comumente colocadas como causas para o término
de uma epidemia sao (1) que os individuos suscetiveis tenham sidos
todos removidos e (2) que, durante o periodo da epidemia, a viruléncia
do organismo causador tenha gradualmente diminuida. (id. Ibid., 1927,
p. 701-702, tradugdo nossa).

Consideremos que a populacéo total de individuos seja constante igual a
N, e no instante de tempo t cada classe da populagéo é caracterizada como S(t),

I1(t) e R(t), em que

N() = S +I(t) + R(t) (2.1)

€ 0 numero total de individuos da populacdo no instante t e que a taxa de

variacdo da populacdo ao longo do tempo €é zero, ou seja,

(2.2)

AN(t) _ dS(t) | di(t) | dR(0) _

dt dt dt dt 0

Condic¢des iniciais: S(0) = Sy, 1(0) = I, R(0) = 0.

Além disso, consideremos que “[...] o periodo de incubagdo do agente
infeccioso é instantédneo e que a populagcédo é completamente homogénea, sem
idade, sem estrutura espacial e estrutura social [...].” (BIENCOURT, 2010, p. 11).

Entdo, seja uma populagédo fixa N, se ha uma quantidade I, > 0 de

individuos infectados nesta populacdo, a doenca sé se propaga se cada um



15

desses individuos infectar mais de 1 individuo suscetivel na média, este € um
dos parametros principais ao se tratar de doencas infecciosas e é chamado de
reprodutibilidade basal,

Assim, definimos a reprodutibilidade basal de uma infecgdo como o
numero de infecgbes secundarias causadas em uma populagéo
inteiramente suscetivel por um caso indice?, ao longo de seu periodo
de infecciosidade [...]. Fica 6bvio desta definicdo que, se o niumero de
casos secundarios gerados por um caso indice durante o periodo da
infecciosidade néao for, pelo menos, maior que um, a infeccdo nao se
‘repde”, ou seja, ndo consegue se estabelecer na populagéo
hospedeira. (MASSAD et al, 2004, p. 70).

Com isso, introduzir medidas de controle para reduzir o valor da
reprodutibilidade basal, tornando-a abaixo da unidade, é de fundamental
importancia para conter a propagacédo de doencas. Mas, quais medidas podem
ser tomadas a fim de que se diminua o valor da reprodutibilidade basal?

Veremos nas proximas secdes dois formatos do modelo SIR, na secdo
2.1 estudaremos o modelo em seu formato original encontrado nos trabalhos de
Kermack e McKendrick e na secdo 2.2 uma modificacdo do modelo com a
introducdo das taxas de natalidade, de mortalidade natural e de mortalidade

adicional em decorréncia da doenca.

2.1 SIR sem dinamica vital

Nesta secdo suponhamos que o tamanho da populacéo é constante, pois
a variacdo no numero total da populacéo é considerada irriséria se comparada
com o tempo de duracdo da doencga. Exceto pela mortalidade em decorréncia da
doencga, cujos casos serdo considerados como removidos (KERMACK e
MCKENDRICK, 1927).

A Figura 1 apresenta o diagrama de fluxo do curso dos individuos ao longo
do tempo, em que B e Y sdo as taxas de infeccdo e de remocéo,

respectivamente, ambas maiores do que zero

3 Caso indice é o primeiro infectado.
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BSI yI
S I R

Figura 1 Diagrama de Fluxo do modelo SIR sem din&mica vital
Fonte: elaborada pela autora

Para seguir a analise do modelo, faremos trés consideracdes:

1) Segundo o Principio de Acdo das Massas, proposto por Hamer,
“‘matematicamente [...] a disseminacédo da doenca em uma populagéo é
proporcional ao produto da densidade de individuos suscetiveis pela
densidade de individuos infecciosos”. (CECCONELLO, PEREIRA,
BASSANEZI, 2012, p. 78). Portanto, para seguir com o principio de
Hamer, vamos considerar que a variagcdo de suscetiveis ao longo do
tempo é proporcional ao numero de contatos entre individuos suscetiveis
e infectados e negativa, pois individuos saem dessa classe e entram na

classe dos infectados, assim

ds(t) (2.1.1)

2) Avariacdo de infectados ao longo do tempo é a diferenca entre 0 nimero
de novos infectados e a parcela de infectados que foram curados e

adquiriram imunidade ou morreram, assim

dl(t) (2.1.2)
—— = [BSI -yl
g~ PSI-y
3) A variacdo de removidos ao longo do tempo € proporcional ao nimero
de infectados que foram curados e adquiriram imunidade ou morreram,

assim

dR(D) _ (2.1.3)
a7

Assim sendo, (2.1.1), (2.1.2) e (2.1.3), constituem o modelo SIR:
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(2.1.4)

Por simplicidade, a partir de agora, denotaremos as derivadas da seguinte

maneira:

as(t) . di(t) . dR(t) .
dt =5 dt =1 dt =R

Como a populag&o é constante ao longo do tempo e R = —($ + ), basta

analisar o sistema bidimensional

{S = —BsI (2.1.5)
i=pSI—yI

Seja N uma populacgéo fixa e I, > 0 a quantidade inicial de individuos
infectados nessa populagdo. Um dos pontos fundamentais em nossa andlise é
verificar se a doenca ira ou ndo se espalhar. Caso a doenca se espalhe,
verificaremos como sera sua evolucdo ao longo do tempo até que passe a
cessar.

Analisando a segunda equacdo do sistema (2.1.5), uma condicao
necessaria para que uma doenca se espalhe na populacao é ter a variacdo dos

infectados ao longo do tempo maior do que zero, ou seja,

; S
I, >0=>(/350—y)10>0<=>&>1 (2.1.6)

__ BSo

Seja R, = .

a taxa de reprodutibilidade basal. Por (2.1.6) sabemos que
a doenca se espalha se cada individuo infectar mais de 1 suscetivel, ou seja,

S
R0>1<:>%>1<:>50>Z (2.1.7)

B
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Portanto, ha um namero critico de suscetiveis S, > % para que a doenca

se espalhe. Caso R, < 1, a incidéncia da doenca diminuira até chegar a zero e
se R, = 1, a doenca se espalhara endemicamente na populacao.

Outro modo de avaliar como a doenca se propaga € analisar seu
comportamento por meio do ndmero de infectados em fungdo do ndmero de

suscetiveis, ou seja, I(S). Comecemos com a derivada de I com relagédo a S.

ﬂ:dl/dtzﬁﬂ_ﬂz—1+l (2.1.8)
ds—ds; = —ps BS -

Para procedermos nesta analise, € necessario fazer uma importante
observacédo: apesar de escrevermos I em funcao de S, vale lembrar que, logo
depois da propagacdo da doencga, quando tinhamos o nudmero inicial de
suscetiveis S,, 0 numero de individuos suscetiveis decresce a medida que o

tempo passa. Assim para que se estabeleca uma epidemia, 0 numero inicial de

Y

suscetiveis S, deve ser tal que é(SO) < 0 (pois, a medida que S diminui, I
aumenta), ou seja, /st < 1, 0 que nos da S, > %.
0

Integrando (2.1.8) com relacdo a S, teremos:

14

1(8)==S+3

In(S) + k (2.1.9)

sendo k a constante de integracdo. A familia de solucBes € apresentada na

Figura 2:
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Y
B

S

Figura 2 Retrato de fase do modelo SIR
Fonte: HIRSCH, SMALE, DEVANEY, 2004, p. 237, figura adaptada

Ao analisar a Figura 2, verificamos que o comportamento de uma

epidemia depende inicialmente da quantidade de individuos suscetiveis, S,, ha

populacdo, ou seja, quanto mais acima do valor critico % for o nimero de

individuos suscetiveis, maior o numero de individuos que serdo infectados.

Quando o numero de suscetiveis finalmente diminuir até alcancar o valor limiar

St = % para algum tempo t, a epidemia passa a cessar € 0 humero de novos

infectados passa a diminuir até chegar a zero, enquanto isso h4 uma grande
entrada de novos individuos na classe dos removidos.
Entéo, se I, = 0 a populacao esté livre dadoenga e S, = S(t) = N(t), para

todo t, mas se [, > 0 temos o seguinte:

o Se S, < % o0 numero de infectados decrescera até chegar a zero;

o Se S, >% entdo teremos uma epidemia, com o numero de infectados

crescendo até gque se atinja o valor critico de suscetiveis S(t) = % para

algum instante de tempo t, quando, entdo, I(t) comeca a decrescer até

zerar.

A Figura 3 nos mostra uma comparag¢ao do modelo SIR com dados reais

da epidemia de Peste Bubénica em Bombay, india, entre o periodo de 17 de
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dezembro de 1905 e 21 de julho de 1906 feita por Kermack e McKendrick, em

que encontraram

R = 890sech?(0,2t — 3,4) (2.1.10)

e fizeram a comparacao entre o nimero de mortes por semana da epidemia:

900 ¢
800 F

T00F
Legenda

. Dados reais

\‘\ Modelo

Mortes
400 |-

300

200 F

100

::> I:‘) \l5 ZIO 2‘$ 3;) '
Semanas
Figura 3 Comparacédo do modelo SIR com dados reais
Fonte: KERMACK, MCKENDRICK,1927, p. 714, figura adaptada*

A partir da Figura 3, verificamos que no inicio da epidemia o nimero de
mortes era crescente, porém com o crescimento lento, o que muda nas semanas
seguintes, quando atingiu em torno de 900 mortes por semana este numero
passou a decrescer drasticamente.

Neste caso em especifico, retratado pela Figura 3, a quantidade total de
removidos é correspondente ao numero total de mortes em decorréncia da
doenca, apenas, ou seja, neste caso nao temos individuos que sobreviveram a
doenca.

O modelo SIR de Kermack e Mckendrick nos mostra resultados muito
préximos do real, entretanto nem sempre reflete a realidade bioldgica de uma

doenca, uma vez que mesmo em um curto periodo ha nascimentos e mortes.

4 Disponivel em: http://www.math.utah.edu/~bkohler/Journalclub/kermack1927.pdf. Acesso em
11 de outubro de 2016.
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Mas, s6 em 1979, com Roy Malcolm Anderson (1947) e Robert McCredie May
(1936), que surgem versdes mais realistas do modelo SIR. Um de seus primeiros
trabalhos publicados € o livro Population biology of infectious diseases: Part I,
em que inserem ao modelo SIR as taxas de natalidade, mortalidade natural e
mortalidade em decorréncia da doenca, modelo este que sera estudado na

proxima secgao.

2.2 SIR com dinamica vital

Nesta variacdo do modelo SIR considera-se nascimentos e mortes, e 0s
nascimentos sao de individuos suscetiveis (livres da doenca). Vale ressaltar que
as mortes podem ser por causas naturais ou em decorréncia da doenca, e ainda,
gue o numero de nascimentos é igual ao niumero de mortes, logo a populacdo N
é constante.

A Figura 4 apresenta o diagrama de fluxo do modelo, em que & € a taxa
de natalidade, u é a taxa de mortalidade natural, « é a taxa de mortalidade
adicional — em decorréncia da doenca, 8 € a taxa de infeccdo e y € a taxa de

remocao, todas maiores do que zero.

N BSI yl

|

Figura 4 Diagrama de Fluxo do modelo SIR com dindmica vital
Fonte: elaborada pela autora

Para seguir a analise do modelo, faremos trés consideragodes:
1) Avariacdo na classe dos suscetiveis tem uma contribuicdo positiva dos
nascimentos, =N, enquanto perde uma parte que se torna infectada, SI,

e uma parte que morre de causa natural, uS, ou seja
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S =nN — BSI — uS (2.2.1)
2) A variacdo na classe dos infectados tem uma contribuicdo positiva de
novos infectados, £SI. Por outro lado, perde uma parte que morre por
causas naturais, ul, e em decorréncia da doenca, al, além de uma parte

gue se cura da doenca e adquire imunidade, yI, ou seja

[=pBSI—pul —al —yl (2.2.2)

3) A variagdo na classe dos removidos tem uma contribuicdo positiva de
novos imunes, yI, e perde uma parte que morre por causas naturais, uR,

ou seja

R=yl—-puR (2.2.3)
Logo, (2.2.1), (2.2.2) e (2.2.3) compdem 0 novo sistema de equacdes:

S=nN—SI —uS
I=BSI—yl—ul —al (2.2.4)
R =yl —uR

E importante notar que taxa de natalidade é igual & soma da taxa de

mortalidade natural e a taxa de mortalidade adicional. Vejamos:

N=S+I+R=0
=N=—BSI+nN —uS+BSI—yl —ul —al +yl — uR = 0
=>nN =u(S+I1+R)+al =uN + al (2.2.5)

Logo, por (2.2.5), o modelo mateméatico é coerente com a consideragao
de N ser constante.

Assim como realizado na sec¢éo 2.1, verificaremos como sera a evolucéo
da doenca ao longo do tempo. Como a populacéo é constante e R = —(S + i),

basta analisar o seguinte sistema bidimensional:
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{S =nN — BSI — uS (2.2.6)

[ =pBSI—yl —ul —al

Uma condicdo necessaria para que a doenca se espalhe na populacéo é
ter a variacao dos infectados maior do que zero. Analisando a segunda equacao
de (2.2.6) temos,

BSo

[, >02BSy—yv—u—a)l>0 = ——-—-—>
0 (BSo —v —u—a)l >0 (7 + i + @)

1 (2.2.7)

Seja R, =

S Sy , - . .
yfuia, a reprodutibilidade basal o numero médio de infecgbes

causada por um unico individuo. Sabemos que sera estabelecida uma epidemia

se R, > 1, dai

BSo y+u+a

Ry>leo—"r20 Sios >at T 2.2.8
0 y+u+a 0 (2.2.8)

~ . , ,os , . +u+
Entdo, existe um nimero critico de suscetiveis S, > (yﬁf“) para que a

doenca se espalhe na populacado. Portanto, se I, = 0 a populagdo esta livre da

doenca e S, = S(t) = N(t), para todo t, mas se I, > 0 temos 0 seguinte:

+u+ , . 4 At
o Se S, < (y’;f“), 0 numero de infectados decrescera até chegar a zero;
(y+p+a) ~
o Se Sy, > Y e I, > 0, entdo teremos uma doenca se espalhando na
populacdo, com o numero de infectados crescendo até que se atinja o

valor critico de suscetiveis S(t) = (V+;+a), para algum instante de tempo

t, quando, entdo, I(t) comeca a decrescer até zerar.

Um exemplo de aplicacdo deste modelo é encontrado no trabalho de
CAETANO (2010) em gque é realizada uma simulacdo com dados numéricos da

Influenza A(H1N1). A Figura 5 mostra os dados da doenca no Brasil em 2009:
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Figura 5 Namero de casos de Influenza A(H1IN1) no Brasil em 2009
Fonte: CAETANO, 2010, p. 33.

Os parametros utilizados foram os seguintes: u = 0,0003 (taxa de

mortalidade natural), « = 0,0001 (taxa de mortalidade adicional) e y = 2,0 (taxa
de recuperacao). A Figura 6 mostra o grafico da forca de infeccdo A = ﬁ%

(incidéncia per capta da doenca) obtido por meio do Matlab, em que g = 2,7:

0.1

S 008

O

3

£ 006

®c<

o

° 004

o

2 0.02
0
0 10 20 30 40

tempo (semanas)

Figura 6 Forca de infeccéo
Fonte: CAETANO, 2010, p. 34

Verificamos que quanto maior a forca de infeccdo da doenca, maior o
namero de novos infectados. O que passa a mudar proximo a 202 semana, em
gue o numero de novos infectados passa a decrescer. Mas, ha alguma medida
de controle que pode ser introduzida na populacdo a fim de que a doenca néo

se espalhe? Este assunto sera tratado no proximo capitulo.
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3 SIR COM VACINAGAO

O controle de epidemias € um tema amplamente estudado [...]. De
modo geral, as doengas infecciosas podem ser controladas por
vacinagéo e por isolamento dos individuos infectados [...]. O interesse
em controlar uma epidemia abrange desde a erradicagao de doencgas
ao estudo de medidas de seguranga contra ataques de bioterrorismo
[...]. (NEPOMUCENQO, 2005, p. 31).

Aintroducéo de medidas de controle tal como a vacinagdo, € uma maneira
para controlar a transmissdo de doencas, mas, ao diminuir o numero de
suscetiveis, imunizando-os, teremos por consequéncia a diminuicdo da
incidéncia da doenca? Quantas pessoas devem ser vacinadas de modo que nao
se estabeleca uma epidemia? Para tentarmos responder a tais perguntas,
estudaremos neste capitulo o modelo SIR com vacinagéo.

A Figura 7 nos mostra o diagrama de fluxo do modelo SIR com vacinacéo,
em que v é a taxa de vacinacgéao, e as demais taxas sdo as mesmas apresentadas

no capitulo 2, e ainda, todas maiores do que zero.

S

N pSI 12

7'y
Cﬂl vS

Figura 7 Diagrama de Fluxo do modelo SIR com vacinag¢éo
Fonte: elaborada pela autora

Para seguir a analise do modelo, faremos trés consideracodes:

1) A variagdo na classe dos suscetiveis tem uma contribuicdo positiva de
nascimentos, mN, e sofre a perda de individuos que se tornaram
infectados, BSI, de individuos que tiveram morte natural, uS, e de
individuos imunizados com a vacinagéo, vS, ou seja

S=nN —BSI —uS —vS (3.1)
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2) A variacdo na classe dos infectados tem uma contribuicdo positiva de
novos infectados, fSI, e tem perdas decorrentes de morte natural de
infectados, ul, morte de infectados em decorréncia da doenca, al, e

individuos que adquiriram imunidade apés a cura da doenca, yI, ou seja

[=pBSI—ul —al -yl (3.2)

3) A variagcdo na classe dos removidos tem uma contribuicdo positiva de
individuos que adquiriram imunidade apdés a cura da doenca, yI, e
individuos imunizados por vacinacdo, vS, além de sofrer perdas

decorrentes a morte natural de removidos, uR, ou seja

R = yl +VvS —uR (3.3)
Assim, (3.1), (3.2) e (3.3) constituem o sistema de equacdes:

S =nN — BSI —uS —vS
I =pBSI—pul —al —yl (3.4)
R =yl +vS—uR

com as condig¢des iniciais: S(0) = Sy, 1(0) =1, R(0) = 0.

7

Como a populacdo é constante e R = —S — I, basta considerarmos o

sistema bidimensional:

{s’ =1tN — BSI — uS — vS (3.5)

I =pBSI—yl —ul —al

Antes de iniciarmos a analise do modelo, consideremos a seguinte

observacao:

Para a andlise de sistemas com campanhas de vacinagao,
consideramos a reprodutibilidade basal associada a doenga maior que
1, Ry > 1. Como vimos no modelo SIR simples, caso R, < 1 o sistema
ird convergir para o ponto livre de infeccdo e ndo havera epidemia,
tornando desnecessaéria a aplicagdo de uma estratégia de vacinagao.
(ALMEIDA, 2014, p. 24).
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Logo, considerar R, > 1 é 0 mesmo que considerar crescente a variagao

dos infectados ao longo do tempo, dai:

S
_FS >1

3.6
y+uta (3.6)

[>0(BSg—y—pu—a)l, >0

0 que nos leva a ter um namero inicial de suscetiveis, S,, acima do valor critico

y+u+a

. Com os resultados obtidos no capitulo 2, sabemos que a doenca se

espalhara até que o nimero de suscetiveis S(t), para algum instante t, atinja o

y+uta

valor critico , quando entdo o numero de infectados passara a decrescer.

Neste capitulo faremos uma intervencédo no processo natural da doenca,
por meio da incluséo de um programa de vacinacao que tem por objetivo diminuir
0 numero de suscetiveis, imunizando-o, consequentemente diminuindo o
namero de reprodutibilidade basal R,.

Vale ressaltar que ao vacinar a populagdo, teremos um percentual vS(t)
de individuos imunizados no instante de tempo t, enquanto que (1 —v)S(t)
permanece suscetivel a doencga.

O objetivo da vacinagéao é diminuir a populacdo de suscetiveis (1 — v)S(t)

y+uta

até que alcance o limiar S(t) = , para algum t, logo:

tut+a tut+a
sous Ay p g YEREE

Z (3.7)

Portanto, por (3.7), ao vacinar um percentual de suscetiveis, vS, com v >

+uta
1_]’#

, aincidéncia da doenca diminuira até zerar.

Ainda no trabalho de CAETANO ¢ realizada uma simulacdo com dados
numéricos da Influenza A(H1N1) utilizando a vacinacdo. Os dados da doenca

encontram-se na Figura 5 do capitulo 2 (p. 24).

Iniciamos v = 0,001. Uma vez que esse valor esta abaixo do limiar v;; =
0,00232, a razao de reprodutibilidade® & maior que um (R, = 2,0169).
Como R, > 1, a doenga nao é erradicada. O valor da forga de infec¢ado
no equilibrio é dada por 1* = 1,3233X1073/semanas. (CAETANO,
2010, p. 34).

5 A razédo de reprodutibilidade R, é dada por R, = ﬁRO.
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A Figura 8 nos mostra o grafico da forca de infeccéo obtido no Matlab a
partir dos parametros citados acima:

-
N
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Q
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=
GJr< 6
o
S 4
b
2
0
0 2 4 6

tempo (semanas)
Figura 8 For¢ca de infec¢cdo com vacinagéo (v = 0,001)
Fonte: CAETANO, 2010, p. 34

Observando a Figura 8 é possivel verificar que a forca de infec¢cdo tem
seu equilibrio em aproximadamente 3 semanas, e que a partir dai o nimero de
Novos casos passa a decrescer. Ao compararmos a Figura 8 com a Figura 6 do
capitulo 2 (p. 24), é facil notar a eficiéncia da vacinacdo para o controle da
epidemia. Mas, 0 que acontece se nao existir vacina para uma doenca em

questdo e ainda que um mesmo individuo possa ser reinfectado? Tal assunto
sera visto no proximo capitulo.
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4 SIRS: SUSCETIVEL-INFECTADO-REMOVIDO-SUSCETIVEL

Um modelo ligeiramente mais complicado para doengas infecciosas
surge quando assumimos que individuos recuperados podem perder
as suas imunidades e tornar-se re-infectados pela doenga. Exemplos
deste tipo de doenga incluem malaria e tuberculose. Assumimos que o
retorno de individuos recuperados para a classe S ocorre a uma taxa
proporcional a populagao de individuos recuperados. Isto nos leva ao
modelo SIRS. (HIRSCH, SMALE, DEVANEY, 2012, p. 238, tradugéo

nossa).

Como citado acima, a grande diferenca entre SIRS e SIR é que, para

SIRS, um individuo pode perder sua imunidade apds a cura da doen¢a, como no

caso de tuberculose e maldria. Essa nova caracteristica de reinfeccdo pode

ocorrer de dois modos: ou o individuo infectado, ao curar-se, vai direto ao grupo

dos suscetiveis (modelo SIS®), ou o individuo infectado, ao curar-se, vai para o

grupo dos recuperados, sendo que uma parte deste grupo volta a ser suscetivel

(modelo SIRS). Neste capitulo veremos o modelo SIRS.

“Os modelos de epidemia do tipo SIRS foram introduzidos em 1933 por

Kermack e McKendrick para descrever infecgdes endémicas.” (ROCHA, 2012,

p. 12).

A Figura 10 apresenta o diagrama de fluxo do modelo SIRS em que 8 é a

taxa de infeccéo, y é a taxa de remocédo e 6 é a taxa de perda da imunidade,

todas maiores do que zero.

BSI

[
>

vl

Y

Figura 9 Diagrama de Fluxo do modelo SIRS

OR

Fonte: elaborada pela autora

Para este modelo valem as mesmas considera¢gdes do modelo SIR, ou

seja, a populacéo total N é constante, o periodo de incubacao é instantédneo e a

populacdo é completamente homogénea. Aqui ndo consideraremos taxa de

6 Para uma leitura sobre o modelo SIS, ver (LUiZ, 2012, p. 30-33).
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natalidade nem de mortalidade natural, s60 serdo consideradas mortes em
decorréncia da doenca, essas mortes serdo introduzidas na classe dos
removidos.
Para seguir a analise do modelo, faremos trés consideracodes:
1) A variacdo na classe dos suscetiveis tem contribuicdo positiva de
individuos removidos que perderam a imunidade, SR, além disso sofre

perdas referentes a novos infectados, gSI, logo

S = 6R — BSI (4.1)

2) A classe dos infectados recebe uma contribuicdo positiva de novos

infectados, BSI e sofre perdas de individuos que foram curados, yI, logo

I=pBSI—yI (4.2)

3) Aclasse dos removidos tem uma contribuicdo positiva de individuos que
foram curados, yI, enquanto perde uma parte que retorna a classe de

suscetiveis, éR, logo

R =yl —6R (4.3)

Logo, (4.1), (4.2) e (4.3) constituem o modelo SIRS:

S =8R — BSI
I=pSI—vylI (4.4)
R =vyI—-6R

com as condig¢des iniciais R(0) = 0,1(0) =1, e S(0) =Sy = N — I,.
Como a populacdo é constante e R = —S — I, basta analisar o sistema

bidimensional, emque R = N —-S —I:

{$=6UV—S—J)—ﬁﬂ

I=pBSI—vylI (43)
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Iniciaremos nossa analise por meio do calculo dos pontos de equilibrio do
sistema, ou seja, quando as taxas de variacdo de I e S sdo iguais a zero:

{S=o<=5(1v—5—1)—,351=o
. (4.6)
=0 BSI—yI=0

A partir segunda equacéo de (4.6) encontramos S = £, substituindo na primeira

B
equacéao de (4.6) temos:
()
Y _N=pgY;= _sN—6toj=— B (4.7)
6<N ; 1) Bel=0e@+pI=6N 6ol =—c

Por (4.7),se N = % o sistema (4.6) tem um anico ponto de equilibrio, trivial, P, =

(N,0), que representa a populagéo livre da doenca. Agora faremos a analise

considerando N > L, neste caso, o sistema (4.6) tem dois pontos de equilibrio,

B
P, =(N,0) e P, = (Z 0y

5 o1y > Vale ressaltar que, por (4.7) se N < % teriamos
1 < 0, o que é absurdo.

Agora, faremos a andlise da estabilidade do ponto P; = (N, 0) por meio
das caracteristicas dos autovalores obtidos do sistema linearizado. Sejam S =
F(S,1) =8N —68S—681—BSI e [ = G(S,I) = BSI — yI, a matriz jacobiana deste

sistema sera:

0F OF
_las a1 \_(-6-8I —5—[35)
=148 ac _< BI BS —y (4.8)
0S 0l
ON _ aN/at 0

Vale ressaltar que

~<=25 —a5 =0, pois a populagdo é constante. O
loe %ot

sistema linear que aproxima o sistema bidimensional (4.6) na vizinhanca do

ponto P; = (N, 0) € o seguinte:

w0 v 70 9)
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Deste modo, os autovalores A da matriz jacobiana J sdo as raizes do

polinbmio caracteristico obtido por det(J — Al) = 0, dai:

aeel (5 o Ly) =+ D=0 (o )l =

& (-6-M(BN-y—-1)=0 (4.10)

Por (4.10), os autovaloresde J sdo i, = -6 e i, = BN —y.Como i, <0< A,, O
ponto P, = (N, 0) é uma sela, e, portanto, € instavel, ver anexo A.
s(N-%

4 B)> por meio das

Agora faremos a analise do ponto P, = (E’ gy

carateristicas do traco e do determinante da matriz de coeficientes do sistema

linearizado. O sistema linear que aproxima o sistema bidimensional (4.6) na

vizinhanca do ponto P, = <% d%?) € 0 seguinte:
/;5—36( _%)—6—ﬁz\
d ruy | §+y B |u
dt(v)_k 6<N—}—;) |(v)
Y
B 5ty ﬁE—V/

6+y (4.12)

Por (4.12) o determinante e o trago da matriz sao:

ON — &
det) = ~(-5 1) (55=0) = pon — oy = 88N = 1) > 0
wg)=2%%%g9+o<o

pois§ >0e SN —y > 0 implicaem N > %, entdo det(J) > 0. Como det(J) >0 e

é)‘(N—Z

—B)> € assintoticamente estavel (ver Figura 10 e

tr(J) < 0, o ponto P, = (% v
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anexo B). A Figura 10 mostra a classificacdo de sistemas lineares hiperbdlicos

no plano cujas coordenadas séo trago (eixo horizontal) e determinante (eixo

vertical):

7)

N

N

=

Figura 10 Plano traco-determinante
Fonte: HIRSCH, SMALE, DEVANEY, 2004, p. 63

A partir da Figura 10 e dos resultados obtidos por meio do trago e

determinante da matriz de coeficientes, verificamos que o ponto P, € um ponto

estavel e atrator, ou seja, as trajetorias tendem a P,.

A Figura 11 ilustra o retrato de fase do modelo SIRS:

Figura 11 Retrato de fase do modelo SIRScom B=y=8=1
Fonte: HIRSCH, SMALE, DEVANEY, 2004, p. 240, figura adaptada
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Por meio dos resultados obtidos nas analises de estabilidade dos pontos
de equilibrio do sistema e com a Figura 11 verificamos que se I, > 0 a doenca
nunca ir4 se extinguir, tornando-se endémica na populacado. Como as trajetorias
tendem ao ponto de equilibrio P,, cabe uma pergunta: serd que podemos
interferir nos parametros de modo que P, tenha uma coordenada y menor
(portanto menor niumero de doentes no equilibrio)?

Dependendo da doenca que esta sendo modelada por SIRS, a resposta
€ sim. Por exemplo, no caso da gripe comum, em que nao ha imunidade vitalicia,
posto que o virus sofre mutacdo de ano para ano, ao incentivar agdes voltadas
para a educacdo da populacdo, tais como, higienizacdo das maos, evitar
ambientes sem ventilacédo, cobrir a boca ao tossir e ao espirrar, o valor de S (taxa
com que os suscetiveis tornam-se infectados) tende a diminuir. Portanto, ao
diminuir beta (mantendo gama e delta) o ponto de equilibrio P, desloca-se para
a direita e para baixo, o que significa que a coordenada S* aumenta enquanto I*
diminui. Assim, o ponto de equilibrio ocorrera com um menor niumero de

individuos infectados.
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CONSIDERAGOES FINAIS

Vimos neste trabalho a importancia da modelagem para a compreenséao
e possiveis tomadas de decisbes acerca de um fendbmeno natural,
especificamente doencas infecciosas. Algumas doencas tém comportamento
controlado e ndo necessitam de medidas de controle, pois cessam por si s6 a
medida em que o numero de individuos suscetiveis atinge um valor critico. J&
para outras doencas com alto grau de mortalidade e consideradas graves, do
ponto de vista da saude publica, precisamos avaliar algumas medidas para
controlar o nimero de novos infectados, por meio de vacinacao (dos individuos
suscetiveis), por exemplo, fazendo com que a taxa de reprodutibilidade da
doenca fique abaixo da unidade, assim seu ciclo termina abreviadamente e com
menor numero de infectados. Em casos em que ndo ha vacinacdo e que €
possivel a reinfeccdo da doenca, diminuir a taxa de infeccdo por meio de
medidas de controle desempenha um papel crucial para a diminuigdo de casos
da doenca. Dependendo da doenca, estas medidas podem ir de uma simples
propaganda para melhor higienizacdo das maos até uma politica publica de
distribuicdo de preservativos a populagdo (caso de algumas doencas
sexualmente transmissiveis).

Vale ressaltar algumas consideracdes limitantes para construcdo dos
modelos estudados neste trabalho, tais como: a susceptibilidade e a
infecciosidade de um individuo independem de sua idade, a populacdo é
considerada homogénea perante a doenca, o periodo de incubagcdo do agente
infeccioso € instantaneo, além de que ndo considera-se a estrutura espacial e
social da populacdo em questéao.

Para o estudo de determinadas doencas, por exemplo o HIV, os modelos
aqui estudados sdo insuficientes. Para seu estudo seria necessario introduzir
novas variaveis, tais como a taxa de transmissao para usuario de droga injetavel,
taxa de recuperagdo com uso de medicamento antirretroviral, taxa da perda de
eficiéncia do tratamento dentre outras, 0 que nos levaria a outras equacdes

diferenciais.
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ANEXO A — Autovalores reais, casoemque 4, <0< 4,

O texto deste anexo encontrasse no livro Differential Equations,
Dynamical Systems & An Introduction to Chaos, no capitulo 3, paginas de 39 a
41. Aqui veremos apenas o caso 1, 4; < 0 < A,. O estudo dos casos 2 e 3 podem
ser encontrados no livro citado acima.

Considere X’ = AX e suponha que A possui dois autovalores reais 1; <

A1. Assumimos nesse momento que A; # 0, entdo ha trés casos a considerar:

1. 1, <0<y,
2. AL <A, <0
3. 0<A <A,

Exemplo. (Sela) Primeiro consideremos o simples sistema X’ = AX em

que
7
A‘(O Az)

Com 4, <0< A,.Isto pode ser resolvido imediatamente, jA que o sistema

relaciona duas equacodes de primeira ordem:

X' = /11x

y' =2y

Nés ja sabemos como resolver essas equacdes, mas tendo em mente o
que vem depois, vamos encontrar 0os autovalores e autovetores. A equacao

caracteristica é

(A - )L1)(}L - Az) =0

Assim 1; e 4, sdo os autovalores. Um autovetor correspondente a 4, € (1,0) e

para 1, € (0,1). Dai encontramos a solucéo geral
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X(t) = eht (é) + Betat ((1))

Uma vez que A, < 0, as linhas de solucées da forma « e*1£(1,0) estdo no
eixo x e tendem a (0,0) comot — oo. Este eixo € chamado de linha estavel. Uma
vez que A, > 0 as solucdes Be?2t(0,1) estdo no eixo y e tendem para longe de
(0,0) como t —» oo; este eixo € a linha instavel. Todas as outras solu¢gbes (com
a,f = 0)tendem ao « na direcdo da linha instavel, como t — oo, uma vez que
X(t) se aproxima e fica mais proximo de (0, Se*2t) enquanto t aumenta. No
tempo atrasado, essas solucdes tendem para o na direcdo da linha estavel.

Na Figura 12 temos o traco do retrato de fase deste sistema. O retrato de
fase € uma imagem de uma colecdo de curvas de solucéo representativas do
sistema no R2, que chamamos de plano de fase. O ponto de equilibrio de um

sistema deste tipo (autovalores satisfazendo 4, < 0 < 4,) € chamado de sela. m

Figura 12 Retrato de fase: ponto de selaparax’=—xey =y
Fonte: HIRSCH, SMALE, DEVANEY, 2004, p. 40
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ANEXO B - Caracteristicas do traco e determinante da matriz

O texto deste anexo encontrasse na dissertacdo de mestrado Modelos
Mateméaticos em Epidemiologia, paginas 17 e 18.

Lema 2.1: Seja x° = (0, 0) ponto critico do sistema linear

dx
i a1Xx + ay
dy
E = Q21X t azy

Dizemos que x°:
(@) € assintoticamente estavel se tr(A) < 0 e det(4A) > 0
(b) éestavelsetr(A) =0edet(A) >0

(c) éinstavel setr(A) > 0oudet(A) <0

Onde A é a matriz dos coeficientes.

Demonstracdo: A matriz de coeficientes do sistema € dada por:

ay;; ap
A=
a; dzz

Sendo que o traco e o determinante da matriz A sao, respectivamente:

tT(A) =aqq + oo

det(A) = a;1a,; — G101

Os autovalores A associados a matriz A sao dados por:
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_ (a1; +az;) £ \/(au + a32)? — 4(a11a;52 — a12a31)
2
_ tr(A) £ {tr(A)? — 4det(4)
B 2

A

(@) Para ocorrer estabilidade assintética os autovalores devem ser

complexos com parte real negativa ou reais negativos.

O primeiro caso ocorre se, inicialmente tr(4) < 0 e tr(4)? — 4det(4) < 0,
ou seja, tr(4)? < 4 det(4). E como tr(4)? > 0, entéo:

0 < tr(4)? < 4det(A) = 0 < 4det(4) = det(4) > 0

Para o caso dos autovalores serem reais negativos € necessario que
tr(A) < 0 e det(4) > 0, e ainda,

o Sedet(A) =0= A; = 0e 4, <0, e nada podemos afirmar.

e Sedet(4) < 0= ,/tr(4)? — 4det(4) > |tr(4)], e existira 1 > 0.
logo, se tr(A) = 0 e det(4) > 0 entdo x° é assintoticamente estavel.
(b) Para ocorrer estabilidade os autovalores devem ser imaginarios puros, e
para isso € necessario que tr(A) = 0 e tr(A)* — 4det(A) < 0, ou seja,
det(4) > 0.

Logo, se tr(4) = 0 e det(A) > 0 entdo x° é estavel.

(c) Para ocorrer instabilidade os autovalores devem ser complexos com

parte real positiva ou reais com ao menos um autovalor positivo.

No primeiro caso, inicialmente deve ocorrer tr(A) >0 e tra(A)*-—
4det(A) < 0, ou seja tr(A)? < 4det(A). E como tr(A)? > 0, entéo:
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0 < tr(A)? < 4det(A) = 0 < 4det(4) = det(4) > 0

Para que ao menos um autovalor seja positivo, inicialmente deve ocorrer
tra(A)? — 4det(A) > 0. Note que

o Se det(A) <0, entdo ./tr(A)? — 4det(4) > |tr(4)|, independente do
sinal de tr(A). E om isso sempre existira ao menos um autovalor

positivo.

o Se tr(4) > 0, entdo tr(A) +/tr(A)? — 4det(4) > 0, independente do
sinal de det(A), e assim sempre existird um autovalor positivo, ou entdo
autovalores complexos com parte real positiva, e novamente ocorre

instabilidade.

Dessa forma, se tr(4) > 0 ou det(A) < 0 entdo x° é instavel. m



