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RESUMO

A Geometria Analitica possui aplicacdes tanto em Matematica quanto em outras areas do
conhecimento. No Ensino Médio costumamos ver 0s objetos geométricos no plano cartesiano,
e suas equacOes sdo tratadas nas varidveis reais. Este trabalho apresenta o contetdo de uma
forma ligeiramente diferente. Ele é apresentado com os objetos contidos no plano complexo e
suas equacdes sdo tratadas nas variaveis complexas.

Palavras-chaves: Geometria Analitica, Niumeros Complexos, Plano Complexo.
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ABSTRACT

Analytical Geometry has applications in mathematics as well as other areas of knowledge. The
geometric objects of it is usually seen, in high school, contained inside the Cartesian Plane and
its algebraic equations treated in the real variables. This work presents a slightly different

approach to that. It is presented with the objects contained in Complex Plane and the algebraic
equations treated with complex variables.

Keywords: Analytical Geometry, Complex Numbers, Complex Plane.



Xiv



LISTA DE FIGURAS

Pég.
Figura 1 - Reta r no Plano Complexo que passa pelos pontos z; € Zy.....ccocvevererenenenenennnas 23
Figura 2 - Colineares z;, z, € z3 N0 Plano CompIeXo0. ........ccecviveiiiiicic e 24
Figura 3 - Reta r no Plano Complexo de inCliNaGao 6............cccooceiiiiiiiiiiciiic e 29
Figura 4 - 8 é agudo, implica m = £ g0 > 0 ..c.ccooiiiiiiiiiie e 30
Figura5 - 0 é obtuso, implica m = g0 < 0 ..ccoccoiiiiiiiiiciee e 31
Figura 6 - 6 é reto. Como ndo existe tg 90°, logo ndo existira coeficiente angular da reta ....31
Figura 7 - 0=0°, iMplica m = £g0 = 0° .cceoeiiieiiiieeee e 32
Figura 8 - Triangulo retangul0 Az 232, ...ccooveiiiiiiiiicee e 35
Figura 9 - Reta 7 N0 P1ano COMPIEX0 ......ocuveiiieiiecie ettt 38
Figura 10 - Exemplo para o coeficiente linear da reta............ccoevereiininienieiene s 41
Figura 11 - Circunferéncia A no Plano Complexo de centro w € raio 7 .......cccecvevveveeciesinennnne 43
Figura 12 - Circunferéncia no Plano de Argand-Gauss de centro —2 4+ 3ieraio 3.............. 47

Figura 13 - Circunferéncia no Plano de Argand-Gauss de centro 3 + 5ieraio 5........c......... 47



XVi



z=x+yi

LISTA DE SIMBOLOS

Conjunto dos Numeros Complexos
Conjunto dos Numeros Reais
Numero Complexo, em que x,y € R
Unidade imaginéria
Parte imaginaria do Numero Complexo z
Parte real do Namero Complexo z
Conjugado do Numero Complexo z
Maddulo do Nimero Complexo z
Tangente trigonométrica do angulo teta
Coeficiente angular de uma reta
Letra grega mindscula alfa
Letra grega minuscula beta
Letra grega minuscula gama

Letra grega minuscula teta

Letra grega minusculo lambda



xviii



SUMARIO

Pég.
1 INTRODUGAO ..ottt 21
2 RET AS e ettt ettt st renreereanes 23
2.1. Equacdo da reta no plano COMPIEXO0 .......ccviuiiiiiiiieiie e 23
2.2. Inclinacéo e coeficiente angular de Uma reta..........cooeoevenininininieeee e 29
2.2.1. Célculo do coeficiente angular da reta a partir de sua equUaga0 ..........cccceverereriereeernene 32
2.2.2. Calculo do coeficiente angular da reta a partir de seus dois pontos ..........c.ccccevevvernenee. 35
2.3.  Coeficiente lINEAr da rBa...........cuevierieiie ettt es 37
3 CIRCUNFERENCIA ..ottt 43
3.1. Equacdo da circunferéncia no plano COMPIEXO0 .........cccuevviiieiiiiiieie e 44
3.2. Obtencéo do centro e do raio de uma circunferéncia a partir de sua equagao............... 45
4 CONSIDERAGOES FINAIS ......oooiiiiieeieeeeeetees sttt snes st s tenes st 49

REFERENCIAS ..ot e e et e e et e e et et e e et e e et et e es et e e et e e es et e e eseeesereesetesereens e 51



XX



21

1 INTRODUCAO

Tanto Geometria Analitica quanto Numeros Complexos estdo no curriculo da Educacdo Baésica,
conforme consta em orientagdes curriculares para o ensino médio (BRASIL, 2006, p.77), “O trabalho
com a geometria analitica permite a articulagdo entre geometria e algebra”. Acrescenta-se que “Os
nimeros complexos devem ser apresentados como uma historica necessidade de ampliacdo do
conjunto de solucdes de uma equacgéo, tomando-se, para isso, uma equacdo bem simples, a saber,
x% + 1 = 0”orientagGes curriculares para o ensino médio (BRASIL, 2006, p.71). No entanto estes
dois conteudos sdo abordados separadamente. Os NUumeros Complexos sdo apresentados com foco
nas manipulacdes algébricas, podendo considerar a geometria no contexto das formulas de De
Moivre?(1667-1754) e na forma trigonométrica, ja o contetido de Geometria Analitica é focado nas

equac0es dos objetos geométricos tratados no Plano Cartesiano.

Este tratamento dos dois tdpicos, Geometria Analitica e Numeros Complexos, de forma isolada um
do outro, trouxe-nos as seguintes questdes: sera que esses dois tdpicos sdo necessariamente
excludentes? Por que ndo estudar 0s objetos geométricos, a saber, reta e circunferéncia, de forma

articulada com os Numeros Complexos?

Pensando sob esse ponto de vista, o objetivo deste trabalho é estudar os objetos da Geometria
Analitica: reta e circunferéncia, tendo como universo o conjunto dos Nimeros Complexos. Assim, as
equacdes que descreverdo esses objetos geométricos terdo varidvel complexa e o plano que
utilizaremos serd o de Argand-Gauss (plano complexo). Isto nos permitira investigar quais

propriedades da Geometria Analitica Plana sdo acessiveis por meio dos complexos.

Alguns autores que abordaram a articulagao entre esses objetos e os Numeros Complexos sdo: Kloster
(2014), Feitosa (2013) e Caon (2013). Eles apresentam o estudo desse tema, focando nas
manipulacdes algébricas e modificando as equacbes dos objetos do plano cartesiano para descrevé-

las na variavel complexa.

Os autores supracitados partem das equacdes algébricas nas varidveis reais. Este estudo tem uma
abordagem ligeiramente diferente, posto que partimos dos objetos geométricos (no plano complexo)

para obter suas respectivas equacdes algébricas.

2 Abraham de Moivre (1667 — 1754), matematico francés. Dedicou boa parte de seus estudos a teoria das probabilidades.
(PAIVA, 1995, p. 303).
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Este trabalho esta dividido em dois capitulos além desta Introducéo e das Consideragdes finais.

No primeiro capitulo, partimos de uma reta contida no plano complexo para deduzirmos suas
possiveis equacdes na variavel complexa, assim como alguns elementos contidos nela (coeficiente

angular e coeficiente linear).

No segundo, partimos da definic¢do de circunferéncia no plano complexo, para descrever sua equacéo,
e a partir dela obter seu centro e seu raio.
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2. RETAS

Neste capitulo faremos o estudo de alguns elementos algébricos de uma reta no plano complexo, tais

como, sua equacéo, inclinacdo e coeficiente angular, e seu coeficiente linear.
2.1 Equacdo da reta no plano complexo

Dada uma reta no plano cartesiano, da Geometria Analitica plana, temos que sua equacao pode ser
dada na forma geral, ou seja, ax + by + ¢ = 0. Pensando agora no plano complexo, serd que uma

reta contida nele tem sua equacéo escrita de forma parecida com a do plano cartesiano?

Consideremos, para tentar responder tal pergunta, no plano complexo dois pontos, z; € z, distintos,
tais que z; = (x1,y1) € z, = (x3,Y2), afixos, dos respectivos nimeros complexos z; = x; + y;i e
ZZ = xz + yzl

Figura 1: Reta r no Plano Complexo que passa pelos pontos z, € z,
Aim(z)

Re()

Ll T e T

K —————— o — —— ———— =

Fonte: proprio autor

Pelo primeiro postulado de Euclides (sobre Geometria), a partir de dois pontos distintos podemos

tracar uma Unica reta, ou seja, a reta que contém estes dois pontos, como mostra a Figura 1.
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Chamaremos essa reta de . Tomando-se agora um ponto arbitrario dessa reta da forma z = (x, y),

afixo do numero complexo z = x + yi, este serd colinear a z; e z,.
Sabendo que os trés pontos distintos sdo colineares, qual serd a consequéncia para este caso?

Antes de darmos continuidade ao estudo da equagdo da reta, vamos responder a esta pergunta,
considerando inicialmente trés pontos distintos e colineares no plano complexo, como mostrado na

figura 2.

Figura 2: Colineares z,, z, e z; no Plano Complexo
Aim(z)

b} R

b e

Fonte: préprio autor

Observa-se, ainda, na figura 2, que os trés nameros complexos contidos no Plano, podem ser
representados também pelos vetores, cada um com origem coincidindo com a origem do plano de

Argand-Gauss, e extremidade nos seus respectivos afixos. “Trés pontos distintos z,, z, € z; Sao

colineares se, e somente se, “— € R.” (FEITOSA, 2013, p.40).
2741

Para a demonstracdo dessa afirmacédo, consideremos primeiramente como hipotese que 0s trés pontos

24, 2, € z3 no Plano Complexo séo colineares. A nossa tese serd =—* € R.

227721

Pela figura 2, podemos observar que:

R — —
021+ 2123 =023 © 21 + 2123 = Z3 & 2123 = Z3— 71 (*)
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R —— B ——
021 +212, =02y © 21 + 212y = 2 © 712, = Z, — 77 (%)

O vetor z;z5 tem origem em z, e extremidade em z5, € 0 vetor z;z, tem origem em z, e extremidade
em z,. Como z3 € um ponto da reta  que contém z, e z,, podemos também observar da figura 2, que
0 vetor z;z; é um multiplo real de z; z,, ou seja, existe um nimero real que chamaremos de k, tal que

Z1Z3 = k - 21Z2.
Substituindo (*) e (**) nessa igualdade, teremos:
23 =21 =k (2, — 2)

Como z, e z, sdo distintos, z, — z; # 0. Podemos dividir os dois membros da Gltima igualdade por

Zz - Zl'
Z3 — 271
—=kkeR
Z2 — 241
Conclui-se entdo que % € um namero real. Como queriamos demonstrar.
2741
Reciprocamente,
B o 3k € R tal que 22 = k, ou seja,
Zy—2Z1 222

Z3— 21 =k (2, — ;)

Isso nos diz que (z; — z;) € paralelo a (z, — z;). Como ambos tém a mesma origem, a saber, z;,

entdo (z3 — z;) e (z, — z;) sdo colineares. Conclui-se que z;, z, e z3 Sdo colineares.m

Voltemos ao estudo da equacdo de uma reta no Plano Complexo. Conforme considerado, z é um

ponto arbitrario de r e colinear a z, € a z,, l0go, a seguinte condi¢do deve ocorrer

7z — Z1
——e€NR
Zy —Zq
Como ZZ_Z; é um numero real, podemos escrever ZZ_Z; = (%) Assim, utilizando as propriedades
2741 2741 27 41

do conjugado dos numeros complexos, vem que:
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Z—2Z (z—zl) Z— 7 Z— 7
Zz_Z1_ Zy — 23 _Zz_Z1 Zy;— 74
Portanto,

Z— 7 Z— 7

Z—=7Z1 Z— I
Desenvolvendo essa igualdade, temos:
z-2)(Z - ) =(—2)Z-2)=> (52— 2))(z2—2) - (Z—-Z1)(2, —2,) =0
D ZyZ — 7371 — Z1Z + 7121 — ZZy + 72y + 717y — 7121 = 0
= (Z—71)z— (2, —2)Z+ 712, — 732, = 0
Multiplicando por —1, ambos os membros da equacéo, obtemos:
—(Z— 7))z + (2, — 21)Z — 217, + 732, = 0 =
= (2, =272 — (23 —71)Z2 + 732y — 2,2, = 0 (¥xx)
Tomando-sey = (Z; — 1) € B = Z,2; — 7125, Obtém-se y = (z, — z,), pOis,
7=(Z—7) = (5 — 7;) = (2, — ;). Assim, temos a seguinte equagao
YZ—vyz+ [ =0 (D
Porém, se tivéssemos tomado y = (z, — z;) € B = 7,2, — Z;Z,, Obteriamos y = (z; — 7;), pois,
7 = (z, — z;) = (z; — 7;). Logo, chegariamos & equago a seguir:
YZz—yz+ =0 (2)

E essas séo duas possibilidades de equacdes da reta no Plano Complexo que passa pelos pontos z; e

z,,emquey € C, S éumimaginariopuroez =x +yi € C,comx,y € R.
Multiplicando-se agora, os dois membros da equacdo (**x*) pela unidade imaginaria i, vem que:
(2 —21)7— (23 — 1)z + (232, — 717,) = 0

Tomando-se @ = —i(z, —z;) € § = i(Z,2z; — Z;2,), Obtém-se & = i(z, — z;), pOIs,
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a=—-1Uz; — 7)) = =1(Z — 7z;) = =1(z — 7z;) = i(z, — z,). Logo, chegaremos a seguinte equacdo
az+az+6=0 (3)

Mas, se tivéssemos tomado a = i(z, — z,) € § = i(Z,z; — Z;2,), Obteriamos & = —i(Z, — z,), pois

a=1(z,—z;) =1(z, —z,) = —i(z, — z;). chegariamos a equacado a seguir:
az+az+6=0 (4)

E essas sdo outras duas possibilidades de representacdo da reta, no plano complexo, que passa pelos

pontos z; e z;,emquea € C, 6 E Rez=x+yi € C,comx,y € R.

E importante ressaltar aqui, que as equacdes encontradas s&o equivalentes, possuem o mesmo valor
para os coeficientes, angular e linear (assuntos que serdo abordados posteriormente), apenas mudam
as formulas para os calculos dos mesmos. Qualquer uma das equagdes (1), (2), (3) ou (4) pode ser
usada como relacdo algébrica de uma reta no plano complexo que passa pelos pontos z;, z, € z.

Adotaremos, neste texto, a equacao (4).

Observacao 1: Vejamos agora uma outra maneira de se obter a equacgdo de uma reta contida no plano

complexo.

Considerando a igualdade

Z—27 Z— 7

Z, =71 Zp— I
e fazendo-se célculos convenientes, chegaremos a seguinte equacéo:
(z—-2)(Z — 71) = (2, —2)(Z — Z3).
Essa Ultima equacgéo pode ser escrita sob a forma de determinante, como mostrado a seguir:

Z—Z7Z1 Z—17;

— Z1=0
Zy —Zy Zp;— 173

Ou, equivalentemente, sob a forma de determinante a seguir:
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z Z
Zl Z_1 1 =0
Zy Zp 1

Vamos demonstrar que essa equivaléncia anterior é verdadeira. Optamos para tal demonstracao,

utilizar a regra de Chi¢® (1813-1871). Nessa regra, é conveniente que o elemento da matriz a,; seja

igual a 1. Para isso, utilizaremos algumas propriedades de determinantes.

Trocando-se a 12 coluna com a 32 coluna, e em seguida, trocando-se a 12 linha com a 22 linha, temos:

1 z z 1 z7 =z,
—det|l z7; z|=0edet|l Zz z|[=0
1 z, 2z, 1 z, 2z,

Utilizando-se agora, a regra de Chio, vem que:

z—1-z7 z—1-z

detZ_Z_l'Z_l ZZ_l.Zl

Trocando-se a 12 coluna com a 22 coluna, obtemos:

Z—27Z1 Z—Z7;

z—=1-z2¢ zZ—-1-7;
Zy—2Z1 Z;— 7

Z,—1:2, B—1-7 =0 & det

—det

Logo, a equivaléncia é verdadeira.
Desenvolvendo o determinante acima, chegaremos a
(z-2)(Z— ) =(22-2)Z -2 &

Z—7Z Z— 7

Zy—2Z1 Zp— 73

E, foi justamente dessa ultima igualdade que obtivemos as equacdes da reta. Logo, podemos obter a

equacdo de uma reta contida no plano complexo desenvolvendo o determinante.

z z 1
Zl Z_1 1 = 0
Zy Zp 1

3 Era italiano e chamava-se Felice Chid. Nasceu em Crescentino em 1813 e morreu em Turim, em 1871. Foi professor
da academia militar e da universidade de Turim. (DANTE, 2012, p. 141).
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Nessa matriz, na primeira coluna estdo os numeros complexos, z, e z, conhecidos, e z arbitrario. Na

segunda coluna estdo os conjugados dos respectivos numeros complexos da primeira coluna.
Observagéo 2: Por que 8 = (Z,z; — z;2,) das equagdes (1) e (2) é um imaginario puro?
Para provar que 8 é um imaginario puro das equagdes (1) e (2), basta mostrar que 8 = —f. Temos:

B = (Z221 — 212) = (Z=22_1 - Zzlz_z) = (2221 — 712) = -p

Como queriamos demonstrar. Logo, S € imaginario puro. Sendo 6 = if e B € um imaginario puro,

entdo & é real.
2.2 Inclinacéo e coeficiente angular de uma reta

Consideremos, agora, no plano complexo, uma reta ndo paralela ao eixo imaginario, que intercepta o

eixo real no ponto P, e forma com esse mesmo eixo um angulo, cuja medida € 8, com 0° < 6 < 180°.

Figura 3: Reta r no Plano Complexo de inclinagdo 6

bim@ I//

. -, Re(z)

Fonte: préprio autor



30

Inclinacdo de uma reta no plano complexo sera o angulo de medida 6(teta), como mostra a figura 3,
formado agora, entre o eixo real (Re(z)) e a reta r, partindo-se do eixo real em direcdo a reta no
sentido anti-horario, ja o coeficiente angular de uma reta, sera definido como sendo um numero
também real que indicaremos por m tal que m = tg(6). Assim, estas duas definicbes sdo

equivalentes as defini¢des de inclinagdo e coeficiente angular de uma reta do plano cartesiano.

e Primeiro caso
Figura 4: 6 € agudo, implicam = tgf > 0

A

e HE(EL

Fonte: préprio autor



e Segundo caso

Figura 5: 6 € obtuso, implicam =tgf < 0

bim

! o

Fonte: proprio autor

e Terceiro caso

Figura 6: 6 é reto. Como nao existe tg 90°, logo ndo existira coeficiente angular da reta.

bim

.. ] ey

Fonte: préprio autor

Caso a reta seja paralela ao eixo real, teremos entdo seu coeficiente angular nulo, ou seja, m = 0.
Segue na figura a seguir uma ilustracdo para este caso.

31
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e Quarto caso

Figura7: 6 = 0°, implicam = tg 0° =0

Aim)

! Relg.

Fonte: proprio autor

2.2.1 Célculo do coeficiente angular da reta a partir de sua equacéo

Foi comentado em 2.1 que as equacdes (1), (2), (3) ou (4) sdo equivalentes e possuem mesmo valor
para o coeficiente angular, apenas diferem na formula para calcular. Visto que sdo quatro as equacgdes

que escrevem uma reta no Plano Complexo, vamos calcular o coeficiente angular em cada caso.
» Equagdodaretaaz+ az+ 6 = 0.
Substituindo na equagéo z por x + yi, chegaremos a
alx—y)H)+alx+yi)+6=0
Fazendo a distributiva de @ e a, vem que
ax—ayit+ax+ayi+46 =0
Colocando x e y em evidéncia da Ultima equacao, obtemos
@+a)x+yla—a)i+6=0

Isolamos agora o y
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B (@+ a)x o
T (e—-@)i (a—a)i

Consideremos o coeficiente de x, e fagamos algumas manipulac6es algébricas

(a+d).(—i)_(a+c?)_
T(a—-a) —iz (a-a)"

De acordo com o que foi deduzido a partir da equacéo, o coeficiente angular sera

a+a.
i

a—a
» Equagdoaz+az+ 6 =0,
Substituindo z por x + yi
a(x—y))+alx+yi)+6=0
Fazendo-se a distributiva de a e &, e em seguida, colocando x e y em evidéncia, temos:
(a+d)x+(—a+a)iy+6=0
Isolando o y

B (a+ a)x 1)
T (et @i (—a+a)i

Considerando o coeficiente de x e fazendo algumas manipulagdes algébricas

(a+a) .
BCEN

E esse valor é o coeficiente angular da reta de equagdo az + az + & = 0.

Analogamente ao que foi deduzido nas equacbes (3) e (4) acima para encontrar o célculo do

coeficiente angular, fagamos respectivamente também com as equacdes (1) e (2).

» Equacdoyz—yz+f =0,
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Substituindo z por x + yi
Vx—yi)—y(x+yi)+6=0=>yx—yyi—yx—yyi+5§=0=
>y +x+(y—7yi+p =0
Isolando 0 y

__Cr+nx_ B
(~y=-mi (v-7)

Manipulando algebricamente o coeficiente de x

G a0 I Gt O G 0 0 L G 0 O Ll O B DL VA DL
v-mi ) y=-v) -+ -+71) G+P

:W—ﬂi
(y+7v)

» Equacdoyz—yz+p =0
Substituindo z por x + yi
Y —y) —yx+yD+B=0=>yx—yyi—yx—yyi+f=0=
>-Mx+(y-niy+p=0
Isolando 0 y

__-mx B
—y—-v)i (y-ni

Manipulando algebricamente o coeficiente de x

= =D -7 iz_(V—V)l.
—y—-7i (=) (~y-7) +7

__r=n.
r+7)
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2.2.2 Calculo do coeficiente angular da reta a partir de seus dois pontos

A partir de dois pontos, podemos calcular o valor do coeficiente angular m da reta sob o ponto de
vista geométrico utilizando a tangente trigonométrica de sua inclinagéo. Veremos a seguir como fica
esse calculo. Inicialmente, consideremos dois pontos distintos e contidos no Plano, z; = (x1,y1) €
z, = (x3,y,), afixos dos respectivos numeros complexos z; = x; + y;i € z, = x, + y,i, € a reta

determinada por eles.

Figura 8: Triangulo retangulo 4z,z;z,

L im(z)

! Re(g

Fonte: préprio autor

Tomando-se um terceiro ponto z; = (x,,y;), afixo do nimero complexo z; = x, + y;i € néo

colinear a z; e a z,, temos um triangulo retangulo, reto em z;, mostrado na figura 8.

Projetemos o segmento z,;z, sobre os eixos do plano complexo e em seguida, apliquemos a

trigonometria.
Sobre o eixo real (Re(z)): Xx;x; = z12, - cos(0) (a)

Sobre o eixo imaginario (Im(z)): y,y; = z,Z, - cos(90° — 0) = z,z, - sen(6) (b)
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Dividindo-se (b) por (a), temos:

Y1V2  Z1Z5 - sen(B)
1Y2 _ 2122 . — tg(9)
X1X, Z1Zy*cos(0)

Portanto,

1Yz Im(z; — z;)
=t = =
m 9(6) X1X; Re(zy —z;)

Faremos agora um exemplo para entender melhor o que esta sendo feito no calculo do coeficiente
angular de uma reta. Consideremos dois pontos distintos, z; = (=2,—1) e z, = (3,5), afixos dos

respectivos nimeros complexos, z; = —2 —i e z, = 3 + 5i.

Vamos encontrar a equacao da reta determinada por z; e z, utilizando:

z Z 1
—2—-i =-24i 1
3+5i 3—-5 1

det =0

Calculemos esse determinante aplicando a regra pratica de Sarrus* (1798-1861).

z SR | - z

S | N
—2—i =241 A —2-1 -2+
3+5i7 3-5i 1l 3+5i_ 3-5i

k"'f P e —a - -

—B+5)(-2+)-B-=-5D)z—(—2-0)"z+(-2+0)z+B+5D)z+(-2-1)
-(3-50)=0

Colocando em evidéncia Z e z da expressdo acima, vem que:
G+60)z+(-5+6i)z+(—2—-0)-3-5)—-B+5)-(-2+i)=0
Facamos agora os calculos dos termos independentes

(=2-9)-B-=5)—-@B+5) (=24 =(-11+47i)) — (11 -7i) = 14i

4 Chamava-se Pierre Frédéric Sarrus. Nasceu em Saint Affrique, em 1798 e morreu na mesma cidade, em 1861. Foi
professor na universidade francesa de Estrasburgo durante trinta anos e escreveu a famosa regra de Sarrus por volta de

1833. Foi premiado pela academia francesa de ciéncias de 1842. (DANTE, 2012, p. 141).



37

Temos assim, a seguinte equagao:
(5+6i)z4+(-5+4+6i)z+14i=0=>(5+4+6i)z—(5—6i)z+14i=0

Observe que, os coeficientes de z e z tém sinais opostos, e o termo independente é um imaginario
puro. Mas, conforme foi comentado em 2.1, a equacao que optamos para utilizar neste texto foi a (4).
Nela, € preciso que os coeficientes de z e z sejam positivos e o termo independente seja um ndmero

real. E agora, o que fazer?
Basta multiplicar ambos os membros da equacédo pela unidade imaginaria i, obtendo:
i(5+60)z—i(5-6i)z+ (14))i=0=
=>(—6+5)Z4+(—6—-5i)z—14=0
Dessa equagéo, temos: ¢ = (=6 + 5i), a = (=6 —5i) e § = —14.

Encontrando o valor do coeficiente angular da reta por meio da formula

_ (a+a) .
BCEI)
_ [(=6+5)+(-6-5)].  (=12) 12 6
T T (6+5)—(=6-50) ° 10i ' 10 &
Utilizando também
R C,
m=tg(0) = Re(z, — 71)

(zy —z1) =5+ 6i. Logo, Im(z, —z;) = 6 e Re(z, — z;) = 5.

Portanto,

m=—
5
Esse valor encontrado € o coeficiente angular da reta. Utilizamos as duas formulas que deduzimos

tanto pela equacdo da reta, quanto a partir de dois pontos distintos contidos no plano complexo.
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2.3 Coeficiente linear da reta

Em Geometria Analitica Plana, o coeficiente linear da reta contida no plano cartesiano sera a ordenada
do ponto onde a reta intercepta o eixo Oy. Vejamos agora como seré o coeficiente linear de uma reta
no plano complexo. Primeiro, consideremos uma reta contida neste plano e ndo paralela ao eixo

imaginario.

Figura 9: Reta r no Plano Complexo

dim@z)

S

Re()

Fonte: Proprio autor

No plano complexo, o coeficiente linear de uma reta sera a parte imaginaria do ponto onde a reta
intercepta o eixo dos nimeros imaginarios puros (Im(z)). Na figura 9, temos uma ilustracdo para
esse caso, observando-se que o ponto que indicamos por P é comum a reta e ao eixo. Dizer que a reta
intercepta o eixo imaginario, significa dizer que a parte real do ponto é nula, ou seja, R(z) = 0, assim

0 ponto sera da forma P = (0, y). Vamos tentar calcular o coeficiente linear da reta de equacgéo (4).

Consideremos a equacgdo: az + @z + 6 = 0.

Substituindo-se z por x + yi e manipulando algebricamente de forma conveniente, obtemos:
a(x—yD)+ax+y)+d=0=>ax—ayi+ax+ayi+6=0>

S(a@+a)x+(—a+a)iy+6=0
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Como a parte real é nula, logo, o x é igual a zero

(—a+a)iy+6=0

Isolando a parte imaginaria y, vem que:

5 5 1
C(—a+ @i (~a+a@ i

y=

Multiplicando % pelo conjugado do denominador, obtemos:

s 1= ¢
Y= i

“(—a+a) ) Catad)

Logo, o coeficiente linear da reta sera - 1, e 0 ponto onde a mesma intercepta o eixo imaginario

(—a+a@)

, 8 .
sera da forma P = (0, e l).

Faremos agora um exemplo para entender melhor o que esta sendo feito no calculo do coeficiente
linear de uma reta. Consideremos dois pontos distintos no plano de Argand-Gauss(Plano Complexo),
z, = (—2,—-3) e z, = (3,4), afixos dos respectivos numeros complexos z; = -2 —3i ez, =3 +

4i, e a reta determinada por eles.

Primeiro, vamos encontrar a equacéo da reta determinada por z; e z, utilizando

z Z 1
det|-2—-3i —-2+3i 1/=0
3+4i 3—4i 1
Aplicando-se a regra pratica de Sarrus:
z - | z z

~2-31 2430 1|2 =30 (-2+30)
3+4i7 3—4i 17 (3+4i) (3 —4i)
- & —k ~ .

A - 'Y Y
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—(3+4+4i)-(-24+3i))—3—-4i)z—(-2-3i)'z4+z-(-2+4+3i)+z- 3+ 4i)+ (-2 -3i)
-(3—-4i)=0

Colocando em evidéncia Z e z da expressao acima, vem que:
G+7)z+(-5+7)z+(—-2-30))-3—-4i))—B+4i)-(—2+3i) =0
Facamos agora os calculos dos termos independentes
(—2-30)-3—4)—B+4) (—2+3i))=(-18—i) — (=18 +1i) = —2i
Temos assim, a seguinte equacao:
G5+7)Zz4+(-5+71)z—2i=0=>5+71)z2—-(5-7i)'z—2i=0

Para obter a equacdo anterior no formato da equacdo (4), do capitulo 1, multipliguemos ambos 0s

seus dois membros pela unidade imaginaria i, obtendo:
i (5+7)z—i-(5-7)z+i-(-2))=0-i=
=>(=7+5))z+(-7-50)z+2=0
Dessa equacao, temos: @ = (=7 + 5i),a = (-7 —5i)ed = 2
Logo,

8 , 2 2 2 1

Catd ‘TS D7 =80 LT o0 tT

“10 5

E esse valor encontrado é o coeficiente linear da reta. Temos na figura 10 a seguir, uma ilustracéo

para este exemplo.
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Figura 10: Exemplo para o coeficiente linear da reta

Aim(z)

Re(z)

O ponto tem a forma P = (0,—

coordenada do ponto.

1

5

Fonte: proprio autor

). Lembrando que o valor do coeficiente linear € a segunda
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3 CIRCUNFERENCIA

Neste capitulo, partiremos de uma circunferéncia no plano de Argand-Gauss para estudar sua
equacdo, e a partir dela obter seu centro e seu raio. Para tal intento, vamos considerar a definicao
geral de circunferéncia a seguir: “Dados um ponto C, pertencente a um plano a, e uma distancia r
ndo nula, chama-se circunferéncia o conjunto dos pontos de a que estdo a distancia r do ponto C.
Circunferéncia={P € a : PC = r}.” (IEZZI, 2005, p.118).

Nesse caso, 0 centro e o raio serdo, respectivamente, C e r. O ponto P é arbitrario. Vamos, agora,
considerar a circunferéncia no plano de Argand-Gauss. Dado um numero complexo fixo neste Plano,

(13

da forma z = (x,,y,), afixo do nimero z = xy, + y,i, € uma distancia r ndo nula, “uma
circunferéncia nesse plano é o lugar geométrico de todos 0s pontos w = x + yi cuja distancia a z €
uma constante fixar > 0, a qual é denominada raio da circunferéncia. O conjunto que representa essa

circunferénciae {w € C:|w —z| =r }.” (CAON, 2013, p.57).

Nesse caso, 0 centro e 0 raio serdo, respectivamente, z e r. O ponto w € arbitrario. Porém, nesse
trabalho adotaremos que o centro seja w e z como 0 ponto arbitrario, assim teremos a seguinte
equacdo |z — w| = r. Vejamos na figura 11 a seguir a circunferéncia que chamaremos de A (lambda).

Figura 11: Circunferéncia 4 no Plano Complexo de centro w e raio r

4im(z)

Yot------

Re(7)

X = ————

Fonte: préprio autor
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Uma observacgdo importante é que no caso particular de a circunferéncia estar na origem, ou seja,

w = 0+ 0i, sua equacdo serd |z| = r.
De fato,
lz—w|=r=>|z—(0+0)|=r=|z-0=r=|z|=r

Em que |z| indica 0 modulo do numero complexo z, e sob o0 ponto de vista geométrico € interpretado

como sendo a distancia de seu afixo a origem do plano de Argand-Gauss.
3.1 Equacdo da circunferéncia no plano complexo

Da Geometria Analitica Plana, uma circunferéncia do plano cartesiano pode ser representada por sua
equacdo na forma geral, ou seja, x2 + y% + ax + by + ¢ = 0. Pensando agora no plano complexo
uma Circunferéncia contida nele, sera que é possivel escrever sua equacdo de forma parecida com a

do plano cartesiano?

Para responder tal pergunta, deduziremos a seguinte equagao que representa uma circunferéncia no

Plano Complexo
lz—w|=7r
Elevando ambos os dois membros da equagao ao quadrado, temos:
|z — w|? = 1r?

Do primeiro membro podemos fazer:

W=z =(z-w)z-w) = (z-w)(Z-W).
Logo,
z-w)(Z—-w) =12
Ainda do primeiro membro e fazendo-se as distributivas, vem que:
ZZ—zZzW—wZ+ww =r%>

=z7—2ZW—wZ+ww—12=0.
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Tomando-se «a = —w e B = ww — r?, temos que @ = —w, pois @ = —=w = —w.
Assim, obtemos a seguinte equacéo:
zZtaz+az+ [ =0 (5)

E essa € a equacdo da circunferéncia no plano de Argand-Gauss, emque a €C, B ERez=x+

yi € C,comx,y €R.
3.2 Obtencao do centro e do raio de uma circunferéncia a partir de sua equacao

Pela equacdo |z — w| = r, sob o ponto de vista algébrico é simples perceber qual serd o centro e o

raio da circunferéncia. O centro e o raio seréo, respectivamente, w e r.

Pois, por exemplo, dada a equacdo |z — (2 + 3i)| = 5 temos que pelo ponto de vista algébrico, o
centro e o raio serdo, respectivamente, (2 + 3i) e 5. Agora, se a equacéo for |z + (2 + 3i)| = 5, para

coloca-la na forma |z — w| = r, primeiro fazemos |z — (—2 — 3i)| = 5. Logo, o centro sera
(=2 —3i)eoraioseras.
Mas, se tivermos uma equacéo de circunferéncia, escrita na forma
zZ+az+az+pf =0
Como podemos obter o centro e o raio a partir dela?
Vejamos:
Da relagéo
f=ww —r?
Sabemos que r € o raio. Logo, podemos encontrar uma expressao para ele em funcdo de g e w.
L=wiw—12=—-1r’=F—-ww
Multiplicando ambos os membros da igualdade por —1, temos:

r2=—B+ww
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Extraindo a raiz quadrada, vem que:
r=+1—-f+ww

Como ndo existe raio negativo, logo a expressdo para r sera:
r=+4+/-f+ww=r=+4+/ww-—_

Lembrando que w = —a, podemos ainda escrever a expressao para o raio como sendo

r=+Jaa—pf

E o centro?

O centro serd o w, em que w = —a@.

Como exemplo, consideremos a equagédo de uma circunferéncia
zZ+2+30)z+(2-30)z+4=0

Sendo a = (2 + 3i), @ = (2 — 3i) e f = 4. Vamos calcular os valores do centro e do raio.

r=y@2+30)2-3i))—-4=V4+9-4=vV9=3
w=—-(2-3i)=-2+3i

Assim, o centro serd —2 + 3i e 0 raio sera 3. Segue na figura 12 uma ilustracdo para este exemplo.



Figura 12: Circunferéncia no Plano de Argand-Gauss de centro —2 + 3i e raio 3

Im(z)

Re(z)

Fonte: préprio autor
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Consideremos a seguir, outro exemplo em que queiramos, agora, a partir do ponto de vista

geomeétrico, encontrar a equacao de uma circunferéncia que vai descrevé-la algebricamente.

Figura 13: Circunferéncia no Plano de Argand-Gauss de centro 3 4+ 5i e raio 5

Aim(z)

U

Fonte: préprio autor
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A partir dessa Circunferéncia, mostrada na figura 13, uma equacédo da forma |z —w| =r¢é
|lz—(3+5i)|=5
Quadrando os dois membros dessa equacdo, temos:
|z — (3 + 5i)|? = 52
Do primeiro membro podemaos fazer
(z= (3 +50) (z—(3+5))

Logo,

(z—=(3+5)) (z—B+5))=25>
=(z-(B+5)) (z—(3-5i)) =25
Desenvolvendo-se as distributivas e fazendo-se em seguida os calculos convenientes, chegaremos a:
zZ—(3—-50)z—(3+5i)z+3+5))-(3-5i))=25=

=zZ7+ (=3+4+5)z+(-3-50)z+9=0

E essa € uma equagdo daformazz + az + az + f = 0, que descreve algebricamente a circunferéncia

considerada no Plano.
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4. CONSIDERACOES FINAIS

Esse trabalho tratou de dois objetos geomeétricos: reta e circunferéncia. Contudo, considerando-os no
plano de Argand-Gauss. Suas relacdes algébricas, ou seja, suas equacdes foram deduzidas na variavel
complexa.

No estudo de Geometria Analitica no plano cartesiano, cada reta tem uma equacdo geral que a
representa, ja no plano complexo vimos, no capitulo 1, que cada reta tem quatro possibilidades de
representacdo para a equacao geral, sendo elas equivalentes entre si. Assim como no plano cartesiano,
dada uma representacdo algébrica para a reta no plano complexo, esta possui uma férmula para seu
coeficiente angular e uma para seu coeficiente linear.

Ja no capitulo 2, onde estudamos a circunferéncia, vimos que dada uma circunferéncia no plano
complexo, esta tem como representante algébrico apenas uma equacao, assim como acontece no plano
cartesiano. Vale notar também, que a equacdo da circunferéncia diverge da equacéo da reta em apenas
um termo, zz. E, por fim, assim como acontece no estudo no plano cartesiano, dada uma equacéo de
circunferéncia no plano complexo, podemaos, a partir dela, obter o centro e o raio desta circunferéncia.

Este trabalho teve por finalidade fazer um estudo dos objetos ja conhecidos da geometria, porém no
plano complexo, ao invés de no plano cartesiano. Vimos que as representacfes algébricas sdo, em
geral, analogas as representacfes dos objetos no plano cartesiano. No caso da reta, vale ressaltar que
diferentes textos consultados usavam diferentes equacdes da reta, o que dificulta a compreenséo para
um leitor iniciante. Além disso, os textos consultados ndo indicavam as quatro possibilidades para
equacéo da reta, sendo que cada autor ou autora fez uso de uma equacao diferente, dentre as quatro,
para seu respectivo artigo. Desta forma, sentimos a necessidade de uma padronizacédo, ou seja, de se
eleger uma das quatro como equacéo geral da reta no plano complexo.

Por fim, o estudo ndo se encerra aqui. Das cbnicas que sdo estudadas na Geometria Analitica (no
plano cartesiano), temos ainda a parabola, a elipse e a hipérbole. Desta forma, o0 proximo passo sera
estudar as equacdes destas conicas tratadas na varidvel complexa.
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