MATRIZES
CONCEITO:
Um conjunto de elementos algébricos dispostos em uma tabela retangular com linhas e
colunas é uma Matriz. A seguir, vemos um exemplo de Matriz de 3 linhas e 4 colunas, e que

representaremos por Mzxy:

2 -3 1 8
M3x4 = [4 8 0 _2]
3 -5 -7 9

Os elementos que formam a Matriz devem ser escritos entre parénteses ou entre colchetes.

Podemos representar a Matriz por seus elementos, que serdo simbolizados por “a;;”, onde o
indice i, que é o primeiro, representa a linha e j, o segundo, a coluna onde se encontra o
elemento. Entdo, na Matriz M, que serve de exemplo, o elemento a 23, que se encontra na
segunda linha e na terceira coluna , é igual a zero. Do mesmo modo, al2 = -3, e o elemento a
34 = 9. E conveniente sempre nos lembrarmos que a disposicdo dos elementos em uma Matriz

é a seguinte:

EXEMPLOS:

Muitas vezes precisamos montar uma Matriz a partir de uma lei geral. Analise os exemplos a

seguir:
2i—j,sei>j
1) Montar a Matriz A,x5 = (aif)zxs tal que: q;; = { i+j,sei=j
3i—2j,sei<j

Resolugdo: Esta Matriz possui 2 linhas e 5 colunas, e podemos monta-la do modo a seguir:

-1 -3 -5 —7]
4 0 -2 -4

2) Obtenha a soma dos quadrados dos elementos da terceira coluna da Matriz Bsy; cujos

Assim, a Matriz solicitada sera A = [g

elementos sdo dados pelas expressdes: b;; = i* —2j, se i <j; b;; = 2t —3j, se i=j;
bijj = —4.sei>j.

Resolugdo: Os elementos da terceira coluna, somados, formam a seguinte igualdade:

S = by3 + by3 + b33 + byz + bsz + bgz + by3

S=(1%2-23)+(2%2-23)+ (23 =33)+ (—4) + (—-4) + (—4) + (—4)
S=-5=CD+ED+HED+HED+HED+H (D =24

3) Escreva a Matriz T3x3 cujos elementos sdo: t;; = (=D - (i + ).

Resolugdo: Esta Matriz possui 3 linhas e 3 colunas cujos elementos sdo assim obtidos:



b1 = (1)L (24 1) tp =(D*2(242) tpz=(CD**.2+3)|=[(-3 4 -5
ts1 = (DB +1) t3=(-1>*"2B+2) t33=(-1°*3.(3+3) 4 -5 6

=DM+ t=CEDM2A+2) ty=(DM0A+3) [ 2 -3 4 ]
EXERCICIOS:

Monte as Matrizes de acordo com as suas leis de formacao:

1) Matriz Ay x3 = (aif)zx3’ tal que aq;; = 22 —3j + 1.
Resposta: 4 = [g _33 _06]

2i+4j,sei>j
2) Matriz M3y, = (mij), de modo que m;; = { i+3,sei=j

4i—j,sei <j
4 2 1 0
Resposta: M = [8 5 5 4]
10 14 6 8
3) Matriz Asx; = (aij), onde a;; = (=2)-i,sei<j, e a;j = (=3)"* -jsei>j.
[l
| =27 |
Resposta: A =| 81 |
| _243]
729 J

TIPO DE UMA MATRIZ: Dizemos que uma Matriz M,;,,.,, possui tipo mxn . Assim, no exercicio 1,
temos uma Matriz de tipo 2x3 , que devemos ler 2 por 3. A Matriz do exercicio 2 é de tipo 2x4 ,
e a Matriz Coluna do exercicio 3 possui tipo 5x1.

MATRIZES ESPECIAIS:

Existem Matrizes que possuem propriedades que as tornam especiais. Entre elas destacamos:

MATRIZ LINHA: E toda Matriz M, . Isto é, ela possui s6 uma linha e n colunas.

MATRIZ COLUNA: E toda Matriz M, ;. Ou seja, ela possui m linhas e apenas uma coluna.
O exercicio n2 3 da pagina anterior nos mostra uma Matriz Coluna. Como exemplo de Matriz

Linha podemos escrever: L 2

1X6=[3 -2 0 V5 8 I
MATRIZ QUADRADA : E toda Matriz M. Isto é, ela possui o nimero de linhas igual ao de
colunas.

Ordem de uma Matriz quadrada: Dada uma Matriz quadrada de tipo n x n, dizemos que ela
possui ordem n. Entdo, uma Matriz Quadrada de tipo 4x4 possui ordem 4, ou ela é de 42

ordem.



Numa Matriz Quadrada, os elementos a;;, onde i = j, formam sua Diagonal Principal, e aqueles
emquei+j=n+1,ondenéaordem da Matriz, formam a sua Diagonal Secundaria. Observe a

figura:

Os elementos que formam a diagonal principal sdo: a1, @3, a33 € ay4. Neles, i = j.

Os elementos que pertencem a diagonal secunddria sdo: asq,asy, dz3 € a14. Nestes,
i+j=n+ 1

As Matrizes Quadradas serdo muito importantes logo mais, quando estudarmos os

Determinantes.

MATRIZ TRIANGULAR: E toda Matriz Quadrada onde os elementos acima ou abaixo da

Diagonal Principal sdo nulos.

2 0 00
-1 0 0
Exemplo: T =
3 6 50
-3 2 4 0

MATRIZ DIAGONAL: E uma Matriz Quadrada onde os elementos que n3o pertencem a Diagonal

Principal sdo todos nulos, e pelo menos um dos que pertencem a ela ndo é nulo.

Exemplo:
4 0 0 O
0100
D =
0 00O
0 00 3

Podemos perceber que uma Matriz Diagonal é um caso particular de Matriz Triangular.

MATRIZ IDENTIDADE: E toda Matriz Diagonal, cujos elementos da Diagonal Principal sdo iguais

al.
10 1 0O
Simbolizamos por I, a Matriz Identidade de ordem n. Assim, |, ={O J, I,={0 1 0]e
0 0 1

assim por diante.



MATRIZ TRANSPOSTA: Dada uma Matriz A,,xn, sua Matriz Transposta, que sera representada
por AL+, € a que obtemos pela troca ordenada de linhas por colunas da Matriz dada.
Assim, a primeira linha de A,,x, sera a primeira coluna de A%, a segunda linha de A,,xn,

passara a ser a segunda coluna de A%, y,.

Exemplo:
4 15 7 ‘1* _03 _57
Se M3x4 = [—3 O 2 2], ent50 MiX?) = 5 2 8
-7 5 8 6 7 9 6

Podemos perceber facilmente que, se transpusermos duas vezes uma Matriz, obteremos a
mesma Matriz.

Em simbologia algébrica: At" = A.

IGUALDADE DE MATRIZES:

Duas Matrizes de mesmo tipo serdo iguais se, e somente se seus elementos correspondentes
forem respectivamente iguais.

Exemplos de aplicacdo: Obtenha os valores das incdgnitas x e y para que as matrizes A e B

sejam iguais:
_[ 5 =x+3 _[5 2x-5
1)‘4_[3—31 4] B_[_6 4 ]
Resolugao:

Conforme a definicdo que acabamos de ler, se A = B, seus elementos correspondentes sdo

respectivamente iguais. Se igualarmos tais elementos correspondentes, teremos:

a11=b11$5=5
a=b;,2x+3=2x—-5>=>x=8
a21=b2133_y=_6 $y=9

a22:b22 =>4=4

Conclusdo:x = 8ey =9

[ -1 x+2 _[-1 x+8
Z)A_[x—y -6 ]B_[4 6 ]

Resolugdo:
Podemos perceber que a,, # b,,. Logo, conforme a definicdo, estas duas matrizes sdo
diferentes para quaisquer valores de x e y, e, assim, o problema n3do tem soluc¢do.

4) Encontre os valores das incégnitas , sabendo que A* = B.

x+4 y-—2 o] [10 x—1
, B=

A:[ 5 x+z = -y 8
z z—2 y

Resolugdo: Devemos obter a transposta da Matriz A e iguala-la a Matriz B, para em seguida

resolvemos o sistema formado pelas equacbes decorrentes dessa igualdade:



x+4=10

5=x-1
x+4 5 10 x—1 ol
y—2 x+z y y
Al = « |=|4—y 8 |=B=>1{ x+z=38
0 = z=2 y 0=2z-2
Z X
;—}’

A solugdo deste sistemanostraz:x = 6,y = 3ez = 2
EXERCICIOS:
1) Obtenha os valores de x, y e z de modo que sejam verdadeiras as igualdades a seguir:

) x+2 y-—1 22—3]_[5 -1 5§
a 3 x+y 1+z| 13 3 5

Resp.:(x =3, y=0,z = 4)

x+y 17 13 x+y+z
b)x—y y+z{_|-3 12
x+z —4 9 z=y
X —2z 0 1 0
Resp.:(x =5 vy =8, z = 4)
2 1
9 27 X 16
c)[_ 3]: . 16
z x logs o= =27

Resp.:(x = =3,y = —4, z = 4)

of % yz]_F 25]
log,32 |z| y 9

Resp.: (x = =3,y =5,z = 19)

OPERACOES COM MATRIZES:

ADICAO DE MATRIZES:

A adicdo de duas Matrizes somente pode ser realizada se elas forem de mesmo tipo, e a sua
soma é uma outra Matriz desse tipo e cujos elementos sdo tais que cada um deles é igual a

soma dos elementos das Matrizes iniciais que estejam na sua posicao.

12 23 44] 0B = [35 8 24

Ass'm’seA:[sz 16 0 16 —44 11

], entdo a suasoma A + B serd dada

12+35 23+8 44—24_[47 31 20]

I°°“4+B:[32+16 _16—44 0+111-lag —60 11

Matrizes A = (aij)mxn eB = (bij)mxn' a sua soma serd obtida do seguinte modo: A+ B =

(aij) + (bl]) = (aij + bij)l ondel<i<mel S] <n.

MATRIZ NULA: Uma Matriz é Nula se todos os seus elementos forem iguais a zero.



MATRIZES OPOSTAS: Duas Matrizes sao denominadas opostas se a sua soma for igual a uma
Matriz Nula.

0 —2] o
4 -4

obteremos A+ B = [—36_+36 _15_+15 Zt 2 :i IZ =

Exemplo: Se efetuarmos a adigdo das Matrizes A=[_36 _15
_[-3 5 0 2
B=[ 20 oy ok

[0000
0 00O

oposta de A, ou ainda A é oposta de B, e representamos este do seguinte modo : Se A e B sdo

] gue é uma Matriz Nula, logo as Matrizes A e B sdo opostas, ou B é Matriz

Matrizes opostas, escrevemos A = —B ,ouB = —A4,0u A + B = 0, onde 0 representa a

Matriz Nula.

SUBTRACAO DE MATRIZES:
Dadas duas Matrizes A e B, a subtracdo A - B pode ser obtida pela adicdo da Matriz A com a

Matriz- B, OpostadeB:A- B = A + (—B).

-3 4 4 0 6 6 1 2
Exemplo: Sejam as Matrizes A=|6 1 -2 5|eB= [—9 -1 2 7], teremos que
-5 0 0 7 0 -4 4 3
-3 4 4 0 -6 -6 -1 -2 -9 -2 3 =2
A-B=A+ (-B)=|6 1 -2 5|+]9 1 -2 —7‘=[15 2 -4 —2]
-5 0 0 7 0 4 —4 -3 -5 4 -4 4

MULTIPLICACAO DE UM NUMERO REAL POR UMA MATRIZ

Se efetuarmos a multiplicagdo de um nlimero por uma Matriz, obteremos uma nova Matriz de
mesmo tipo da Matriz inicial, e cujos elementos sdo iguais aos produtos daquele niumero real
por cada um dos elementos daquela Matriz.

Veja o exemplo a seguir:

-3 1 0 -2 6
6 0 1 -1 5 é
2 =2 3 0 4

O produto do nimero -4 pela Matriz A=

—4.3 —4.1 —4.0 —-4.(-2) —-46
—4.6 —-4.0 —-41 —-4.(-1) -45
—42 —4.(-2) —-43 —4.0 —-4.4
12 -4 0 8 -—-24
Logo, a Matriz —4.M éiguala|—24 O —4 4 —20]
-8 8 =12 0 -16

Exemplo: Obtenha a Matriz M = —3.4 2.B— C, sabendoque A=(1 -3 0 4 -=2),
B=(-1 4 6 6 99eC=(4 4 8 8 3).

Solugdo:



M=-3A4+2B-C=-3.(1 -3 0 4 -2)+2.(-1 4 6 6 99—(4 4 8 8 3).
Logo, teremos:M =(-3 9 0 -12 6)+(-2 8 12 12 18)+(—-4 -4 -8 -8 -3)
e assim obteremos M=(-3—-2—-4 94+48—-4 0+12—-8 —-12+12—-8 6+18-3) =
(-9 13 4 -8 21).

Exemplo: Dadas as Matrizes A = (20 12 5),B*=2-(4 1 5)eCt=(-10 0 8),
obtenha a Matriz M de modo que 2.(A + M) + C = B.

Solucdo:

2.(A+ M)+ C=B =>2.A+2.M=B—C=>2.M=B—C—2.A=>M=%-B—%-C—
L [81 , [~1o] (20 41 [-5] [20 4 -20 -11
A= 2]—5-[0 —[12=[1—[0]—[12 >M=|1|+ —12=—11]
10 8 5 5 4 5 5 -5
EXERCICIOS:

5
01|+
—4

—4

1) Calcular os valores desconhecidos na equagdo matricial (que envolve matrizes):
x—5 6 2 y+471 _[-2 12
SSPRADYY o F I
Resp.:(x = 1,y = 2,z = 1L,w = 9)

2) Calcule as variaveis da seguinte equacao:

x> —y*1 . [-4 91 _10 -7
[xz y2]+[2x —YJ_[S 12]

Resp.:(x =2,y = 4)

1 2 2 2 3 4 0 5 —4
3) Dadas as Matrizes A=|-2 0 4|, B=|0 1 1| e C=13 5 1],
0 3 1 -1 -2 4 0 2 2

obtenha:

a) MatrizMtalque: M = —2.4 + 4.C - 3.Bt.

-2 7 =20
Resp. M =11 5 —-10
12 -1 0
b) Matriz Y tal que: 2.A* + 4.B-3Y = — (!
10 11 16
3 3 3
Resp.:Y =13 3 4
_& 1 20
3 3 3

MULTIPLICACAO DE DUAS MATRIZES:
Dadas duas Matrizes Ay, xm € Buyp , seu produto € uma terceira Matriz Cypy,, cujos elementos
¢;j serdo iguais a soma dos produtos dos elementos da linha i da Matriz A pelos elementos

correspondentes da coluna j da Matriz B.



E importante perceber que, para multiplicarmos duas Matrizes, é preciso que o nimero de

colunas da primeira delas seja igual ao de colunas da segunda.

Amxn * anp = mep

\i

4 5
Exemplo: Obter o produto A . B, sabendoque A =|-2 1|eB = [_45 S ; ;]
6 0

Resolugdo: Podemos ver que a Matriz A é do tipo 3 x 2 e a B é do tipo 2 x 4. Assim, o nimero
de colunas da primeira Matriz é o mesmo do de linhas da segunda. Entdo é possivel multiplica-
las nesta ordem e seu produto é uma Matriz C, de tipo 3 x 4. Passemos agora a sua obtencao:

1 s 4-445-(=5) 4-245-0 4-1+45-2 4-5+5-2
2 1] [ 5 0 2

—2-441-(=5) —-2-24+1-0 —2-1+1-2 —-2-5+1-2
6:4+0-(=5) 6:2+0:0 6:1+0:2 6-5+0-2

—4 8 14 30
Entdo,B=|-13 —4 (0 -8

24 12 6 30
EXERCICIOS:

1) Calcular os seguintes produtos:

"3 4 4
1 0 2
2 3 4 5 6 ] 124 23 43
) [6 5 4 3 2] _21 _33 §| Reslo“[32 33 53
2 3 4
-2
4|
b) [2 3 3 4 0] —2| Resp.: [10]
0
[ 1
4 2 (150 28
) {[3 5 3 4]}[ Resp"[221 42

OBSERVACAO:
Dada uma Matriz A, o produto A . A pode ser simbolizado por A%, e somente é possivel obté-lo
se A for quadrada. Analogamente podemos as “poténcias” A3, A%, etc., e que também s6

existem se A for quadrada.

3 _2 2 -1 3
2) Conhecidas as MatrizesA = (—2),B = [1 4 ] eC=|0 2 —3], obtenha:
-4 1 =2

a) A% b)B3 c¢)C2

Respostas:



8 7 -3
a) [-32] b) [375 _4720] c)[102 _14 _(11]

OBSERVACAO:
O produto de uma Matriz por sua transposta sempre é uma Matriz quadrada. Confirme esta

observagdo nos exercicios a seguir.

EXERCICIOS:

Dada a MatrizM = [_23 _54 06 __23 21 _04], obtenha:
34 -—18

1) M - Mt Resp.: [—18 cg ]
13 -23 6 0 —4 12
—-23 36 -24 2 6 =20

12 -24 36 -18 6 0
0 2 -—-18 13 -7 8
-5 4 6 -7 5 -

l 12 =20 O 8 -8 16J

OBSERVACAO: Estes dois exercicios nos mostram que o produto de Matrizes ndo é comutativo.

2Q)Mt-M Resp.:

MATRIZ INVERSA

Tomemos as Matrizes M = B é] eP= [_57 _32] Se vocé calcular o produto M . P, obterd

a Matriz, [é

que M - P = I,, e dizemos que P é a Matriz Inversa de M, ou ainda, P = ML

(1)]que é a Matriz Identidade de segunda ordem, I,. Entdao, podemos escrever

Podemos entdo definir: Matriz Inversa de uma Matriz A é a Matriz A"  talque A- A~ = 471
A =1,, onde I,, é a Matriz Identidade de ordem igual a ordem das Matrizes A e A7 que,

como ja sabemos, devem ser quadradas e de mesma ordem.

INVERSAO DE UMA MATRIZ

Para obtermos a Matriz Inversa de uma Matriz dada, devemos agir conforme o exemplo a
seguir. Veremos que o problema serd transformado em um sistema linear cuja solugdo
podemos obter, conforme vimos no Ensino Fundamental.

EXEMPLO:

47

Resolucdo: Para obtermos a Matriz A~,de segunda ordem, devemos representd-la do

Inverter a Matriz A = [

seguinte modo:

AAT =1 = [_43 _45][;( ol = [(1) (1)] = _43);;5:2 —43yy_+5:/W B [é 2]



Desta igualdade entre duas Matrizes decorre o seguinte sistema de 4 equacdes e 4 incognitas:

4x —5z=1
—3x+4z=0
4y —5w =0
—3y+4w =1

As duas primeiras equacdes deste sistema apresentam as varidveis x e z, e assim, com
facilidade, podemos perceber que x = 4 e z = 3. Analogamente, se trabalharmos com o

sistema das duas Ultimas equagdes, chegaremosay = 5ew = 4, e a Matriz procurada sera:

1_[4 5
Sl
OBSERVAGOES:

1) Para verificarmos se a Matriz A B1 que obtivemos é de fato a inversa de A, devemos
multiplica-las e o produto devera ser a Matriz Identidade.
2) Se o sistema de equacdes for impossivel de ser resolvido, dizemos que a Matriz A ndo é

inversivel, o ainda que nao existe Matriz inversa.

EXERCICIOS:

1) Inverta as seguintes Matrizes:

a) A:[i g]; b)Mz[g _74]; c)B=[—24 § —22]

0 4
Respostas:
1 3 1
o ~% w77
. -1, -1 _ ) -1_| 2 r _1
a) N3o existe A™; by M~ = 3 2], B —| = = 14|
[_l _1r 2 |
7 14 7
. .11 0 0 1 _[2 -1 .
2) Dadas as Matrlzes.A—[_2 1,B [_2 3] eC = 3 9 ], obtenha a Matriz M

talqueM =2-4"1+B-Ct
1 2]

Resp.: M = [_3 5

T
cosm. - seny ] Obtenha a MatrizA = M?>+2- M1,

3) SejaaMatrizM = [
senm CoS2Tm

Resp.: M = [_1 1]

0 1
1 1 2 p/3 n *
4) SeM=[0 1],obtenhaM,M e M" comn € N*,

Resposta: M? = [é ﬂ, M? = [é i]' M" = [(1) 111]

10



5) Definimos Trago de uma Matriz Quadrada como o numero igual a soma dos elementos de

sua diagonal principal . Assim, calcule o Trago da Matriz B tal que B = A . @1 P. A, onde as
. ~ 12 1 _1 o

Matrizes A e P sdo dadas por A = [1 1] eP = [2 1]

Resp.: (3)

11



