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RESUMO

Visando a importancia da Histéria da Matematica, este trabalho tem como escopo a
obra do matematico arabe Omar Khayyam, um homem a frente de seu tempo, e
objetiva desnudar a substancial contribuicdo que realizou em diversos campos da
ciéncia. Embora seja conhecido no Ocidente como poeta de proeminente agucidade
e tenaz nas criticas incutidas em seus versos, suas contribuicdes cientificas sdo tao
abrangentes que necessitam ser explicitadas tanto como seu valor poético. Desse
modo, exibiremos o contexto histérico em que Khayyam viveu, quais influéncias
sofreu e exerceu, e o quanto produziu. Exporemos a Historia da Matematica Arabe,
citando os principais matematicos arabes e suas obras, tracando assim um
panorama do inicio e da derrocada do Império Arabe. Apresentaremos brevemente a
Historia das Equacdes Algébricas a fim de subsidiar a importancia que os arabes
tiveram nesse campo da Matematica. Trataremos do trabalho empreendido por
Khayyam com as equacdes cubicas e os desdobramentos que tiveram ao longo do
tempo com o avanco das linguagens cientificas desenvolvidas. Expressaremos
consideracdes para o Ensino de Matematica utilizando o método de Khayyam e
analisaremos com que frequéncia Khayyam é mencionado nos livros didaticos. Por
fim, evidenciaremos a importancia da Historia da Matematica para o ensino da

matematica como forma de compreender seu desenvolvimento histérico.

Palavras chave: Omar Khayyam, Algebra, Histéria das Equacgdes, Historia da
Matematica, Resolucédo de Equacgbes Cubicas.






ABSTRACT

Aiming at the importance of the History of Mathematics, this work is scoped to the
work of the Arab mathematician Omar Khayyam, a man ahead of his time, and
objective stripping the substantial contribution made in various fields of science.
While it is known in the West as a poet voracious prominent and tenacious in critical
instilled in his verses, his scientific contributions are so comprehensive that need to
be explained both its poetic value. Thus, we will expose the historical context in
which Khayyam lived, suffered and which influences exerted and how produced. We
will display the History of the Arab Mathematics, citing the main arab mathematicians
and its works, thus tracing an overview of the beginning and the destruction of the
Persian Empire. Present briefly the history of Algebraic Equations in order to
subsidize the importance that the Arabs had in this field of mathematics. Deal of work
undertaken by Khayyam with cubic equations and developments that had over time
developed with the advancement of scientific languages. We will express
considerations for Teaching Mathematics using the method of Khayyam and analyze
how often Khayyam is mentioned in textbooks. Finally, we will highlight the
importance of the history of mathematics for teaching mathematics as a way to
understand its historical development.

Keywords: Omar Khayyam, Algebra, History of Equations, History of Mathematics,

Cubic Equation Solver.
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1 INTRODUCAO

O presente trabalho tem por finalidade abordar e analisar os aspectos matematicos,
cientificos e culturais da obra de Omar Khayyam®, que viveu entre os séculos X| e
XIl. Analisaremos o0 contexto histérico em que Khayyam esta inserido, as
transformacdes historicas que subsidiaram suas aspiracbes poéticas, suas
contribuicdes astronbémicas necesséarias para a época e sua enorme proficiéncia em
matematica, chegando a prever o surgimento de areas inovadoras. O estudo é
desenvolvido sob a perspectiva de fomentar e promover reflexdes a respeito da

importancia da Historia da Matematica, colocando em tela a Matematica Arabe.

Corroboramos entdo, realizando tal feito, com Iran (2009) quando diz que todo
conhecimento produzido pelo ser humano é transversalizado pela historia que o
precedeu. Por essa razao é tdo importante umedecer a cognicdo com respingos
histéricos do conhecimento que chegaram até nds por meio das incisdes e dos
registros seculares gravados nos diferentes suportes que o0 conservaram ao cargo
do tempo como pedras, 0s papiros, 0os pergaminhos, dentre outros. Tais incisdes e
registros nos permitem conhecer parte da nossa histéria e ajudam a definir alguns
padrbes de pensar e explicar saberes até hoje importantissimos e que, por essa

razao, continuam sendo usados.

Nossa motivacao para esta pesquisa esta na importancia da heranca da Matematica
Arabe, e o quanto esse desenvolvimento permeia a matematica europeia da Idade
Média e, por conseguinte, a matematica atual. O avanco algébrico realizado pelos
arabes, durante séculos, serviu de base para enormes avan¢cos em matematica.
Omar Khayyam se destaca por ser um grande algebrista, um expoente astrénomo e
um reconhecido poeta, que sintetiza seu tempo com contribuicbes importantes

nessas trés areas.

Explicitaremos, de certa forma, através da Histéria da Matematica Arabe que os
matematicos arabes ndo apenas traduziram e assimilaram conhecimentos
matematicos dos hindus, gregos e babilénicos como também os organizaram e
aperfeicoaram. Nao raro, tem-se a impressao de que eles foram apenas passivos no

contato com esses saberes, mas como Khayyam, existiram outros arabes que nos

! Grafia presente nas traducdes de Histdria da Matematica de Carl F. Boyer feita por Elza Gomide e
de Introducao da Historia da Matematica de Howard Eves feita por Hygino Domingues.
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deixaram trabalhos primorosos. Tracaremos para atingir tal intuito um panorama do
infcio ao fim do Império Persa?, citando os principais matematicos arabes, suas
obras e a importancia que as traducdes arabes tiveram na histéria do conhecimento

humano.

No campo cultural abordaremos suas obras poéticas, que se caracterizam pelas
criticas agudas a sociedade em que viveu, tecendo um emaranhado universo de
figuras de linguagens que fornecem um rico ambiente poético. Esse aspecto
forneceu um rico panorama para diversas releituras das producdes de Khayyam e

muitas analises sociais a partir de suas ironias.

Apresentaremos, de forma concisa, a Historia das Equacbes Algébricas, com o
intuito de expor um esboco do desenvolvimento das ferramentas de resolucdes
desde os babilénicos, egipcios e gregos, passando pelos hindus e arabes, e

finalmente atingindo seu apice com os europeus.

No campo matematico abordaremos o método de resolugdo desenvolvido por
Khayyan para enfrentar as equacdes de terceiro grau, tema que durante muito
tempo ocupou diversos matematicos e que despertou uma atencdo especial nos
arabes. O método algébrico desenvolvido por Khayyam foi de grande importancia
para os europeus enfrentarem as resolucdes de equacdes de terceiro grau, e delas
decorreu a criacao da Teoria dos NUumeros.

Exporemos as aplicacbes do método desenvolvido por Khayyam no Ensino de
Matematica através de ferramentas computacionais. E também faremos
observacbes da frequéncia com que os arabes, em especial Omar Khayyam, sédo
mencionados nos livros didaticos do Ensino Superior e do Ensino Fundamental

guando se abordam as resolucdes de equacdes cubicas.

Por fim, apresentaremos a enorme importancia da Histéria da Matematica para o
ensino de matematica, nos arvorando na perspectiva historica da construcdo do
conhecimento humano, tdo evidenciado no desenvolvimento do pensamento

matematico.

Z Utilizaremos arabe e persa como sinénimos, pois ambas s&o as linguas predominantes no territério
dominado pelos arabes entre os séculos VIl e XV.
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2 A MATEMATICA ARABE
“Creio que ndo é possivel compreender as
matematicas de hoje se ndo se tiver pelo menos
uma ideia sumaria de sua histéria"

Jean Dieudonné

A ascens&o e o declinio do Império Arabe segundo Eves (2011) constituem um dos
episddios mais notaveis da histéria. Até o século VII os arabes encontravam-se
divididos em vérias tribos, algumas sedentarias e outras ndmades, geralmente hostis
entre si. O Império Arabe teve inicio (BOYER, 2010) por volta de 622 d.C. com o
lider religioso e militar Maomé, e mesmo com sua morte em 632 d.C. o Império

continuou em franca expanséo.

De acordo com Boyer (2010) o primeiro século do Império Arabe fora destituido de
realizac6es cientificas, sendo esse periodo o nadir do desenvolvimento da
matematica, pois os arabes ainda néo tinham entusiasmo intelectual, e o interesse

pela cultura tinha quase desaparecido no resto do mundo.

Por mais de um século os conquistadores arabes lutaram entre si e com seus
inimigos, até que por volta de 750 d.C. abrandaram o espirito guerreiro. Nessa
época (BOYER, 2010) o califa® al-Mansur estabeleceu uma nova capital em Bagda,

cidade que logo se transformaria em um novo centro da matematica.

Houve (STRUIK, 1997) um subito despertar cultural do Isld na segunda metade do
século VIl a.C., e a Bagda foram chamados estudiosos da Siria e da Mesopotamia,
inclusive judeus e cristdos; sob trés grandes patronos da cultura abéassida®, al-

Mansur, Harum al-Rachid e al-Mamum.

Al-Mamum estabeleceu (BOYER, 2010) uma “Casa da Sabedoria” comparavel ao
antigo Museu de Alexandria e patrocinou traducdes diversas obras gregas, entre as
quais do Almagesto de Ptolomeu e Os Elementos de Euclides, fomentando um

transito de manuscritos gregos com o Império Bizantino. Nao fosse o laborioso

3. . , . . , ~ L.
Titulo que se atribuia ao chefe supremo do islamismo, durantes o periodo de expanséo do Império

Arabe entre os séculos VIl e XV.

* O califado Abassida foi fundado pelos descendentes do profeta islamico ‘Abbas ibn ‘Abd al-Muttalib,

o0 tio mais jovem de Maomé, em Harran, em 750 d.C. e mudou a sua capital em 762 para Bagda.


http://pt.wikipedia.org/wiki/Profetas_do_isl%C3%A3o
http://pt.wikipedia.org/wiki/%E2%80%98Abbas_ibn_%E2%80%98Abd_al-Muttalib
http://pt.wikipedia.org/wiki/Maom%C3%A9
http://pt.wikipedia.org/wiki/Harran
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trabalho de traducdo dos &rabes muito das inUmeras obras cientificas dos gregos e
hindus teria se perdido, e muito ndo se chegaria a Europa para traducdes para o

latim e outras linguas.

Embora em franca expansao houve um cisma entre os Impérios do Oriente e do
Ocidente, pois a unidade do Império era mais econdmica e religiosa do que politica,
e esse fato teve influéncia na escrita adotada pelos matematicos. Podemos citar que
A’bul Wefa e al-Kharki, que pertenciam ao Império do Ocidente, escreveram
aritméticas nas quais 0s numeros eram representados por meio de palavras

enquanto isso se dava de forma diferente no Império do Oriente.

Eves (2011) relata que por volta do ano 1000 o Império Arabe comeca a ser
ocupado pelos turcos seldjicidas®. Em 1258 os mongoéis tomaram Bagda, o califa do
Império Arabe do Oriente foi derrubado do poder e o declinio se instalou. Em 1492 a
Espanha derrotou o ultimo dos mouros e os arabes perderam seu dominio na parte

da Europa que exerciam seu poder.
2.1. Matematicos Arabes

Sob o reinado do califa al-Mamum no século VIII d.C. muitos intelectuais escreveram
sobre matematica, dentre (EVES, 2011) os quais destacamos al-Khowarizmi, que
escreveu um livro de algebra e outro sobre a numeracao hindu apoiado nos escritos
de Brahmagupta, esses trabalhos exerceram uma enorme influéncia na Europa

guando foram traduzidos.

Através de sua aritmética, Boyer (2010) afirma que o nome de al-Khowarizmi tornou-
se uma palavra vernacula e através de seu livro mais importante, Al-jabr Wa’'l
Mugabalah, ele nos deu uma palavra ainda, o termo algebra. A algebra de al-
Khowarizmi de acordo com Eves (2011) é inteiramente expressa em palavras, hada
como a simbologia usada por gregos e hindus é encontrado, a falta de uma notacéo

simbodlica limitava seus trabalhos.

Temos em al-Khowarizmi um exemplo de ecletismo, o que para Boyer (2010) sera

observado em outros matematicos arabes, e que apesar de sua falta de notacéo

® O nome seljicida provém de Seljuque, fundador desta civilizag&o. Entre as principais caracteristicas
deste povo, destacam-se a divisdo em tribos e 0 nomadismo.
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simbdlica ndo ha como negar elementos inconfundiveis dos gregos em suas obras,
dentre as quais vale destacar seu tratamento e aprimoramento do problema de
Heron abordando o Teorema de Pitdgoras. Boyer (2010) aponta que a sua obra

Algebra é considerada a primeira obra sobre o assunto.

Thabit ibn Qurra, viveu no século IX e ficou conhecido com o Papus dos arabes,
entre seus feitos (EVES, 2011) podemos citar a fundacdo de uma escola de
tradutores, a traducdo de os Elementos de Euclides e das Secg¢bes Conicas de
Apolbnio. Boyer (2010) comenta ser Thabit ibn-Qurra um exemplo de que os arabes
ndo foram apenas servis imitadores dos gregos, jA que o mesmo propbs uma
reformulacédo do trabalho astrondmico de Hiparco, abrindo assim caminho para a

astronomia de Copérnico.

Abd-al-Hamid ibn-Turk, que também viveu século I1X, com sua obra Necessidades
l6gicas em Equacbes Mistas que se assemelha muito com a algebra de al-
Khowarizmi, sendo em partes (BOYER, 2010) até mais completa, pois utiliza-se de
figuras para provar que se o discriminante de uma equacao quadratica € negativo

nao tem solucéo, fato que por muito tempo foi aceito como verdadeiro.

Abu’l-Wefa, do século X, se destacou pela traducdo das obras de Diofanto, por
introduzir (BOYER, 2010) a funcdo tangente em trigpnometria e elaborar uma tabua
de senos e tangentes e forneceu solu¢cdes geométricas para algumas equacdes
quarticas. Eves (2011) afirma que Abu’l-Wefa mostrou como localizar os vértices do
poliedro regular na esfera que se inscreve, com um compasso aberto, esse

problema ele possivelmente coletou em suas tradugdes dos gregos.

Ainda no século X, o Império Arabe nos brindou com os matematicos Abu Kamil e
Alhazen. Coube a Abu Kamil comentarios da algebra de al-Khowarizmi o que
posteriormente foi usado por Fibonacci (1202). Alhazen, por sua vez, teve seu nome
preservado (BOYER, 2010) devido ao chamado problema de Alhazen que
enunciamos: Tragar, por dois pontos do plano de uma circunferéncia dada, duas que
se interceptam num de seus pontos e que formam angulos iguais com a
circunferéncia no ponto de interseccdo, esse problema aparece na sua obra prima

Optica.
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Omar Khayyam, do século Xl, produziu (EVES, 2011) a mais profunda e original
contribuicdo na resolugcdo de uma equacgdo cubica, também trabalhou com equacdes
guadraticas e (BOYER, 2010) deixou contribuicbes a geometria ndo euclidiana ao

tentar demonstrar o postulado das paralelas.

No século XI ainda, al-Karkhi, adepto de Diofanto, produziu (EVES, 2011) uma obra
de algebra denominada Farhri, mas diferentemente de al-Khowarizmi (BOYER,
2010) ele néo se restringiu a trabalhar apenas com equac¢fes quadraticas. Boyer
(2010) destaca que sao atribuidas a al-Karkhi as primeiras solu¢cbes de equacbes
da forma ax?" + bx™ = c, fato que seria retomado nos primeiros anos da matematica

na Renascenca.

Nasir ed-din, século XIll, realizou o primeiro trabalho de trigonometria plana e
esférica considerado independente da astronomia. Segundo Eves (2011), Sacchieri
(1667-1733) iniciou seu trabalho em geometria ndo euclidiana a partir dos escritos
de Nasir ed-din sobre o postulado das paralelas e credita-se a ele uma

demonstracao original do Teorema de Pitagoras.

Al-Khasi viveu a época onde o declinio arabe dava mostras irreversiveis, deu
importantes contribuicdes (Eves, 2011) para as fracdes decimais e realizou
aproximacéo admiravel do valor de . Com sua morte em 1436 aproximadamente o

mundo arabe mergulha em um colapso cultural.

Num pano de fundo cientificamente estéril da época do Império Arabe, temos que
estar gratos aos arabes por suas contribuicbes, mesmo que pequenas em
determinadas &reas e principalmente pela custédia que fizeram de grande parte do
patriménio cultural existente (EVES, 2011, p. 267) até que 0s europeus acordassem

do marasmo da Alta Idade Média.
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3 CONTEXTO HISTORICO DE OMAR KHAYYAM

Iniciaremos realizando uma breve exposicdo do periodo histérico em que Omar
Khayyam viveu e quais as funcbes desempenhou na sociedade. Relataremos o
cenario politico e social, e como o0s acontecimentos influenciaram sua vida e o
quanto refletiu em suas obras. Abordaremos suas contribuicdes, mencionando seu
maior feito matemético, o método de resolucdo de equacdes cubicas, o que

posteriormente analisaremos com o devido cuidado.

De acordo com O’Connor e Robertson (1999), Ghiyath al-Din Abu'l-Fath Umar ibn
Ibrahim al-Nisaburi al-Khayyami nasceu em 18 de maio de 1048, em Nishapur,
Pérsia (atual Ird) e faleceu em 04 de dezembro de 1131, no mesmo local de
nascimento. Ha divergéncias sobre as datas de nascimento e morte de Omar
Khayyam, uma vez que em nossa pesquisa nos deparamos com discrepancias.

Podemos citar exemplos dessa divergéncia de datas de nascimento e morte:

FONTES NASCIMENTO FALECIMENTO
BOYER (2010) Cerca de 1050 Cerca de 1122
CAJORI (2007) Por volta de 1045 Por volta de 1123
KHAYYAM (2004) Cerca de 1050 Cerca de 1123
LIMA (1999) 1050 1130
STRUIK (1997) Entre 1038/48 Entre 1123/24
CONTADOR (2006) 1043 d. C. Por volta de 1131 d. C.
BERLINGOFF e GOUVEA Aprox. 1048 Aprox. 1131
(2008)
LINTZ (2007) Por volta de 1044 Por volta de 1123
Site do Centro de Estudos e Em torno de 1044 1123
Divulgacéo do Islam

Tabela 3.1 — Divergéncias nas datas de nascimento e morte de Omar Khayyam
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Como se pode perceber, a maior discordancia se encontra em Struik (1997, p.124)
em que a data de nascimento varia entre 1038 e 1048 e a de 6bito entre 1123 e
1124. Em Ball (1960) e Eves (2011) ndo ha informacdes a respeito das datas

desejadas.

Uma traducéo literal do nome de al-Khayyam (ou al Khayyami) significa “fabricante
da tenda” e isso se deve ao fato de seu pai Abrado ser um comerciante. Nesse
periodo os arabes mantinham indmeras rotas comerciais, esse fato pode ter
facilitado o contato de Khayyam com muitos viajantes, e talvez seu interesse pelo

conhecimento produzido por outros povos.

Boyer (1996) afirma que Omar Khayyam viveu o fim do periodo denominado a
hegemonia é&rabe, época notavel da histéria humana principalmente pelas
contribui¢cdes para o desenvolvimento da cultura mundial. A hegemonia arabe durou
aproximadamente oito séculos e devido ao periodo medieval da Europa a
mateméatica e outras ciéncias tiveram seu desenvolvimento futuro assegurado
gracas aos mulgumanos. Um esclarecimento deve ser feito, denominamos aqui
arabes ou mulcumanos o povo que habitava a regido dominada pelos mulgcumanos

durante o periodo da hegemonia arabe, independente da lingua ou crenca.

Os acontecimentos politicos e sociais do século Xl tiveram um papel importantissimo
no curso da vida de Khayyam. Os constantes conflitos culminados em conquistas
territoriais ocasionavam uma efervescéncia cultural dos diversos povos dominados e

facilitava o transito de obras, principalmente dos hindus para os arabes.

Os turcos seljicidas eram tribos que invadiram a sudoeste da Asia no século Xl e
fundaram um império que incluia a Mesopotamia, Siria, Palestina e a maior parte do
Ird. Os seljucidas ocuparam as terras de pastagem e, depois, entre 1038 e 1040,

eles conquistaram todo o norte do Ira Oriental.

O governante seljucida Toghril Beg proclamou-se sultdo em Nishapur em 1038 e
entrou em Bagda em 1055. Foi nesse império instavel, com disputas militares e
também com inameros problemas religiosos na tentativa de estabelecer um Estado

Islamico Ortodoxo que Khayyam cresceu.
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Em 1070 Khayyam mudou-se para Samarkand, no Uzbequistdo, que é uma das
mais antigas cidades da Asia Central. Khayyam foi apoiado financeiramente por Abu
Tahir, um notavel jurista de Samarkand, e isso Ihe permitiu escrever sua obra mais

famosa Algebra (ou Tratado sobre a Demonstracdo de Problemas de Algebra).

Em 1073, Malik-Shah, neto de Toghril Beg, tornou-se o governante de Esfahan, a
capital do império seljucida, e convidou Khayyam para criar na cidade um
Observatorio Astrondmico. Nesse Observatério permaneceu por 18 anos,
produzindo trabalhos de excelente qualidade ao lado de outros pesquisadores. Foi
um periodo de paz durante o qual a situacdo politica permitiu-lhe oportunidade de
dedicar-se inteiramente ao seu trabalho académico.

Em 1092, os acontecimentos politicos terminaram o periodo de existéncia pacifica
para Khayyam. Malik-Shah morreu em novembro do mesmo ano, um més apos seu
vizir® Nizam-al-Rahman ser assassinado na estrada de Esfahan a Bagda, pelo

movimento terrorista chamado Assassinos.

Malik-X&’, a segunda esposa de Nizam-al-Rahman, assumiu o cargo de governante
por dois anos, mas ela teria discutido com o Nizam al-Mulk e assim perdeu apoio
daqueles que a haviam lhe dado sustentacdo, ocasionando instabilidade politica. O
financiamento para executar o Observatério foi cessado e a reforma do calendario

foi suspensa temporariamente.

Khayyam também sofreu inimeras criticas dos muculmanos ortodoxos que julgavam
sua mente questionadora ndo estar em conformidade com a fé islamica. Essa
inquietacdo crescente em Khayyam se revela em suas obras poéticas e foram

acompanhadas de perto por seus criticos.

Apesar de nao tomar partido de nenhum dos lados, Omar Khayyam permaneceu no
Tribunal de Justica e tentou recuperar seu prestigio. Ele produziu um trabalho no
qual descrevia os ex-governantes do Ird como homens de honra, que tinham

apoiado as obras publicas, educacao e ciéncia.

® Titulo usado em alguns paises muculmanos para designar autoridades como ministros de Estado.
’ X4 era o titulo dos monarcas da Pérsia e gque, muitas vezes, fazia parte dos nomes por que eram
conhecidos.


http://pt.wikipedia.org/wiki/P%C3%A9rsia
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Malik-terceiro, filho de Shah Sanjar, que foi governador do Khorasan®, tornou-se o
governante do império global dos seljucidas em 1118. Algum tempo depois Khayyam
deixou Esfahan e viajou para Merv (agora Mary, Turquemenistdo) que Sanjar fez a
capital do império seljucida. Sanjar criou um grande centro de estudos islamicos em

Merv, onde Omar Khayyam escreveu mais trabalhos sobre matematica.

Quando Omar Khayyan morreu no séc. Xll, a ciéncia arabe ja dava mostra de
declinio. Boyer (2010) afirma que isso se deve em parte aos excessos de
facciosismo politico e religioso. Porém ainda surgiram dois matematicos de
destaque, Nasir Edin no séc. Xll e al-Khasi no séc. XV que realizaram trabalhos em
geometria, trigonometria e astronomia. Com a morte deste Ultimo a matematica

arabe entrou em colapso como toda cultura arabe.

3.1. Producdes Matematicas

“O maior beneficio que vocé pode conferir em mim
€ deixar-me viver em um canto, sob a sombra de
sua fortuna, para espalhar grandes as vantagens

da ciéncia". Omar Khayyam

Khayyam descende de uma linha de matematicos altamente qualificados, entre eles,
encontramos matematicos como al-Kowarizmi, Thabit ibn-Qurra, Abu Kamil, al-
Karrhi, Abu’l-Wefa, al-Biruni e Alhazen e precede Nasir Eddin e al-Kashi. Khayyam
concebe seus trabalhos na esteira de producfes matematicas de seus pares, que
lutaram para estruturar e organizar os conhecimentos absorvidos dos hindus e dos
gregos. Ha que se pontuar que ndo foi encontrada em nossas pesquisas nenhuma

referéncia a traducdes feitas por Khayyam.

Herdando inimeros aprimoramentos e desenvolvimentos algébricos, trigonométricos
e geométricos de seus predecessores, Khayyam utilizou-se de traduc¢des concisas
dos gregos e dos hindus para dar vazado ao seu talento, atuando em diversas areas

do conhecimento. Neste contexto de acordo com Eves (2004, p. 261), foi o

8 O nome Khorasan, que significa "terra do sol nascente" em persa, foi dado & maior provincia
oriental do Império Persa.


http://pt.wikipedia.org/wiki/Cora%C3%A7%C3%A3o_(regi%C3%A3o_hist%C3%B3rica)
http://pt.wikipedia.org/wiki/Cora%C3%A7%C3%A3o_(regi%C3%A3o_hist%C3%B3rica)
http://pt.wikipedia.org/wiki/Imp%C3%A9rio_Persa
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responsavel pela “talvez mais profunda e original contribuicdo algébrica arabe”, a

resolucdo geométrica de uma equacao cubica.

Khayyam estudou filosofia em Naishapur e de acordo com O’Connor e Robertson
(1999) um de seus colegas certa vez escreveu que ele era dotado de agudeza de
espirito e os mais altos poderes da natureza. No entanto, ndo vivia vida facil para os
estudiosos, a menos que fossem apoiados por um governante, ou um dos muitos

juizes de tribunais.

Ele mesmo descreveu as dificuldades que os homens estudiosos viviam durante

esse periodo, na introduc&o de sua Algebra:

Eu era incapaz de me dedicar ao aprendizado desta algebra e a
concentracdo em cima dele, por causa dos obstaculos aos caprichos do
tempo que me impediu, porque temos sido privados de todo o povo de
conhecimento, exceto por um pequeno grupo, em nhumero, com muitos
problemas, cuja preocupacéo na vida é para agarrar a oportunidade, quando
0 tempo estd dormindo, para dedicar-se, entretanto, a investigacdo e a
perfeicdo de uma ciéncia. (Wopcke,1851,p. 28)

No entanto Khayyam foi um proeminente matematico e astrbnomo e, apesar das
dificuldades que ele descreveu, compds varias obras antes de completar 25 anos de
idade.

Omar Khayyam escreveu um artigo inicial de Algebra antes de sua famosa obra

Algebra. Neste, ele considera o problema:

Encontrar um ponto em um quadrante de um circulo de tal modo que
guando onormalé cair sob o ponto de um dos raios delimitador,
comprimento do racio® entre o normal para a do raio é igual a proporcdo dos
segmentos determinados pelo pé do normal. (Wopcke,1851,p 28)

® Racio: Relacao entre duas grandezas, proporc¢ao.


https://archive.org/search.php?query=creator%3A%22Omar+Khayyam%2C++Franz+W%C3%B6pcke%22
https://archive.org/search.php?query=creator%3A%22Omar+Khayyam%2C++Franz+W%C3%B6pcke%22
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Figura 3.1 - Tradug&o feita por Franz Wopcke em 1851 da Algebra de Omar Khayyam
Fonte: site American Libraries

Khayyam mostra que este problema é equivalente a resolver um segundo problema:

Encontrar um triangulo com a propriedade que a hipotenusa é igual a soma
de uma perna além da altitude sobre a hipotenusa. (Wopcke,1851,p. 29)

Esse problema, por sua vez levou Khayyam a resolver a equagdo cubica
x3+ 200x = 20x%+ 2000 e encontrou uma raiz positiva por considerar a
intersec¢cdo de uma hipérbole retangular e um circulo. Uma solugdo aproximada
numeérica foi entdo encontrada por interpolagdes em tabelas trigonométricas. Talvez
ainda mais notavel seja o fato de que as solugdes cubicas requerem 0 UuSsO
de sec¢Bes cohnicas, e que ndo pode ser resolvido apenas com o uso régua e
compasso, um resultado que nédo viria a ser demonstrado por outros durante 0s

préximos 750 anos.

Khayyam também afirmou ter a expectativa de dar uma descricdo completa da

solucéo de equacgdes cubicas em um trabalho posterior:

Se surgir a oportunidade e eu possa discorrer, darei todas estas formas de
quatorze com todos 0s seus ramos e casos, € como distinguir o que é
possivel ou impossivel, para que um documento, contendo elementos que
sd0 muito Uteis para esta arte sera preparado. (Wopcke,1851,p. 30)


https://archive.org/search.php?query=creator%3A%22Omar+Khayyam%2C++Franz+W%C3%B6pcke%22
https://archive.org/search.php?query=creator%3A%22Omar+Khayyam%2C++Franz+W%C3%B6pcke%22
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Sua obra Algebra contém uma classificacdo completa das equacdes cubicas com
solu¢bes geomeétricas encontradas atraves da interseccdo de cOnicas. Na verdade
Khayyam apresenta um interessante relato histérico no qual ele afirma que os
gregos nao haviam deixado nada sobre a teoria das equacdes cubicas. Portanto, as
contribui¢cdes de autores anteriores, como al-Mahani e al-Khazin foram para traduzir
0os problemas geométricos em equacles algébricas, algo que era praticamente
impossivel antes do trabalho de Al-Khwarizmi. No entanto, Khayyam parece mesmo
ter sido o primeiro a conceber uma teoria geral de equacdes cubicas. Sobre isso

escreveu:

Na ciéncia dos problemas de uma algebra encontros dependem de
determinados tipos de teoremas extremamente dificeis prejudicial, cuja
solucdo nédo foi bem sucedido para a maioria dos que tentaram. Como para
0s Antigos, n&o trabalho com eles lidar com o assunto tem chegado até nos,
talvez, depois de ter olhado para as solu¢bes e tendo examinado, eles ndo
foram capazes de entender suas dificuldades, ou talvez as suas
investigacdes ndo exigir tal exame, ou finalmente, as suas obras sobre o
assunto, se existram, ndo foram traduzidos para nosso idioma.
(Wopcke,1851,p 35)

Outra conquista do livro Algebra de Khayyam é a constatacdo de que uma equacao
cubica pode ter mais de uma solucdo. Ele demonstrou a existéncia de equacdes
com duas solu¢cdes, mas infelizmente ndo descobriu que uma equacao cubica
possui trés solugdes iguais ou diferentes. Ele nutria a esperanca de que as solucdes

aritméticas poderiam ser encontradas um dia, quando ele escreveu:

Talvez alguém que vem depois de nés pode encontra-lo fora do caso,
quando ndo sdo apenas os trés primeiros tipos de poderes conhecidos, ou

seja, 0 nimero, a coisa e o quadrado. (Wopcke,1851,p. 35)
Nessa fala ele prenuncia, de certa maneira, o grande trabalho desenvolvido pelos
matematicos italianos Del Ferro, Tartaglia e Ferrari no século XVI. Fato que
descortinou a Europa para um periodo de grandes avan¢os matematicos, assumindo

a vanguarda da matematica e nos brindando com grandes especialistas no assunto.

Khayyam deixou-nos um texto onde alegava haver descoberto um método para
encontrar as poténcias quarta, quinta, sexta e mais altas de um bindmio, mas essa
obra se perdeu. Refere-se ao triangulo de Pascal, que aparece ao mesmo tempo na
China, e aparentemente de formas independentes. Segundo Boyer (2010), havia

uma rota da seda ligando a China e a Pérsia, e alguma informagdo poderia ter


https://archive.org/search.php?query=creator%3A%22Omar+Khayyam%2C++Franz+W%C3%B6pcke%22
https://archive.org/search.php?query=creator%3A%22Omar+Khayyam%2C++Franz+W%C3%B6pcke%22
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passado por ela. Essas rotas comerciais antigas proporcionaram muitas trocas de
conhecimentos, em especial foi importantissima para o florescimento da matemética

na Europa.

Na verdade, podemos estar razoavelmente certos de que Khayyam utilizou um
método de encontrar as raizes enésimas baseado na expansdo binomial e, portanto,
sobre os coeficientes binomiais. Porém né&o foi o primeiro a fazé-lo, uma vez que,
al-Karaji ja havia discutido em uma obra o triangulo de Pascal anteriormente. Isso

decorre do seguinte trecho em que tece comentario sobre os hindus:

Os hindus possuem métodos para localizar os lados dos quadrados e cubos
com base em tal conhecimento das pracas de nove figuras, que é o
quadrado de 1, 2, 3, etc, e também dos produtos formados, multiplicando-os
por si, ou seja, o produto de 2, 3 etc. Eu tenho um trabalho composto para
demonstrar a eficacia destes métodos, e provo que eles levam para o
objetivo pretendido. Tenho, além disso, aumentado a espécie, ou seja, eu
tenho mostrado como encontrar os lados do quadrado quadrados, quatro -
cubo, cubo-cubo, etc para qualquer duragdo, que néo foi feito até agora. As
provas que eu dei nessa ocasido sdo provas apenas com base na média
aritmética das partes aritmética de Euclides os  “Elementos".

(Wopcke,1851,p. 41)

Os éarabes se sentiam mais atraidos pela algebra e pela trigonometria, mas se
mostravam fascinados pela prova do Quinto Postulado de Euclides, um tema
geométrico. Como muitos matematicos gregos, os arabes se embrenharam na tarefa
de tentar demonstrar o quinto postulado®. Alhazen de acordo com Boyer (2010)
comecou por um quadrilatero trirretangulo e julgou ter provado que o quarto angulo
tinha que ser reto. Em sua “prova”, Alhazen utilizou a ideia de um ponto que se
move por uma reta, o que foi criticado por Khayyam argumentando que Aristoteles

havia condenado o uso do movimento.

© Em geometria, o postulado das paralelas, também chamado de quinto postulado de Euclides, é
um axioma independente da geometria euclidiana. O trabalho de muitos matematicos para provar
esse postulado levou-os & criacdo de uma nova geometria, a geometria ndo Euclidiana.


https://archive.org/search.php?query=creator%3A%22Omar+Khayyam%2C++Franz+W%C3%B6pcke%22
http://pt.wikipedia.org/wiki/Geometria
http://pt.wikipedia.org/wiki/Geometria_euclidiana
http://pt.wikipedia.org/wiki/Axioma
http://pt.wikipedia.org/wiki/Geometria_euclidiana
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Figura 3.2 — Quadrilatero de Sacchieri

Khayyam conforme Boyer (2010) partiu de um quadrilatero com dois lados iguais,
ambos perpendiculares a base e perguntou como seriam os angulos superiores do
quadrilatero, que sdo necessariamente iguais um ao outro (congruentes). Temos
assim trés possibilidades: 1) agudos, 2) retos, ou 3) obtusos. Khayyam exclui a
terceira possibilidade alegando estar apoiado em Aristoteles, que diz que duas retas
convergentes devem cortar-se, obtendo um enunciado equivalente ao quinto

postulado de Euclides.

O quadrilatero da figura 3.2 recebe o nome de Quadrilatero de Sacchieri, devido aos
esforcos do padre e matematico Girolamo Saccheri (1667-1733). Em seu trabalho
Sacchieri se dedicou muito a tentar demonstrar o Quinto Postulado de Euclides e
deu um passo largo no caminho das geometrias ndo euclidianas. Temos aqui uma
convergéncia na tentativa de demonstracdo de Sacchieri e Khayyam, e podemos
asseverar que as geometrias euclidianas de certa forma tiveram a contribuicdo dos

arabes.

Khayyam também apresentou resultados importantes sobre as propor¢des neste
livro. A importancia da contribuicdo de Khayyam é que ele examinou a definicdo de
igualdade de proporcbes (a primeira proposta por Eudoxo) como apontada
anteriormente por matematicos islamicos como a al-Mahani, que foi baseado
em comparacdo de fragOes. Khayyam provou que as duas definicbes sao
equivalentes. Ele também levantou a questdo de um racio ser considerado um

namero, mas deixa a pergunta sem resposta.
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3.2. Producgdes Nao Matematicas
“Nunca sera um verdadeiro matematico aquele

gue nao for um pouco de poeta.” Karl Weierstrass

Omar Khayyam € considerado um expoente na poesia persa medieval; o fato de ser
conhecido no Ocidente como poeta se deve em parte a traducéo feita pelo inglés
Edward Fitzgerald no século XIX. Rubaiyat é o titulo dado pelo inglés para a sele¢éo
de poemas traduzidos, originalmente escritos em persa e atribuidos a Omar
Khayyam. Um ruba'i (ou o plural rubaiyat) € uma estrofe de duas linhas, com duas

partes cada, dai o termo Rubaiyat (derivado da palavra arabe "quatro").

Ha que salientar que muitos tradutores e historiadores contestam a autoria de
Khayyam de certos poemas, alegando que muitos dos quartetos aparecem em
manuscritos medievais com o0 nome de outros autores. Neste aspecto ponderam
acontecer como em muitos casos da histéria, tais como Pitagoras e seus discipulos
pitagéricos. Embora se paire certa davida, enquanto ndo houver provas em contrario

0S versos permaneceram sendo atribuidos a Khayyam.

A poesia de Khayyam na concepcéo Souza (1949) incorpora opinides filoséficas que
sobrevivem até os nossos dias e dizem respeito a ontologia’*, a conceitos
universais, ao livre arbitrio, a predestinacdo e as obrigacées morais. Também nela
se percebem claras referéncias as relacées do ser humano para com o Criador e

deste para com o0 Homem, em uma reciprocidade de responsabilidades e cuidados.

Segundo Edward Fitzgerald (1899) é interessante notar que o poeta, assim como
outros proeminentes pensadores Islamicos, embora tenha sofrido influéncias da
filosofia Grega, especialmente Aristoteles, ndo absorveu 0s aspectos mais abstratos

daquele modo de pensar. Khayyam preferiu expressar-se mediante figuras de uma

1 Ontologia significa “estudo do ser”. A palavra é formada através dos termos gregos “ontos” (ser) e
“logos” (estudo, discurso). Consiste em uma parte da filosofia que estuda a natureza do ser, a
existéncia e a realidade, procurando determinar as categorias fundamentais e as relagées do “ser
enquanto ser”.
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retérica epicureana’® que, embora audaciosa para o seu tempo, o fez tornar-se

obscuro em vida e esquecido, anos ap0s sua morte, em sua propria terra.

Rubaiyat Of Omar
Khayyam

Edward Fitzgerald

Figura 3.3 - Rubaiyat de Omar Khayyam traduzido por Edward Fitzgerald
Fonte: Site do Centro de Estudos e Divulgacgdo do Islam

Transcrevemos abaixo alguns poemas de Khayyam traduzidos por Octavio
Tarquinio de Souza de 1949. Sua traducdo deriva prioritariamente da versao feita

pelo francés Franz Toussaint:

Que a tua sabedoria ndo seja uma humilhacao para o teu proximo. Guarda dominio sobre ti
mesmo e nunca te abandones a tua colera. Se aspiras a paz definitiva, sorri ao Destino que te

fere: ndo firas ninguém.

Perderei ainda muito tempo, querendo encher o mar com pedras? Desprezo igualmente os
libertinos e os devotos. Khayyam, quem te podera assegurar que irds para o Céu ou para o
Inferno?... Conheces alguém que ja tenha visitado esses paises misteriosos?

12 Epicuro (341a.C— 271a.C) foi um filésofo grego. Epicuro formou a sua teoria tendo com um dos
pontos mais importantes, o prazer. Para ele, a vida deveria ser a busca do prazer, o estado de
Aponia, que era a auséncia de dor fisica. A dor da alma deveria, segundo ele, ser combatida com as
boas lembrancas.
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Na primavera, gosto de sentar-me a orla de um campo florido. Bebo o vinho que me oferece
uma linda rapariga e ndo cuido de minha salvacdo. Se tal pensamento me ocupasse, eu

valeria menos que pobre céo.
v

Ninguém desvendera o que é misterioso. Ninguém podera ver o que se oculta debaixo das
aparéncias. Todas as nossas moradas sao provisérias, salvo a Ultima, no coracao da terra.

Bebe o vinho! Basta de palavras supérfluas.

Cabe observar as datas das traducgbes, enquanto Wopcke realizou a traducao de
Algebra para o francés em 1851, Edward Fitzgerald traduz Rubaiyat para o inglés
em 1899. Embora Khayyam fique muito mais conhecido como poeta no Ocidente,
Vemos que O0S europeus se preocuparam primeiramente com seus trabalhos

algébricos.

No campo da Astronomia Khayyam desenvolveu um arduo e proficuo trabalho.
Recebeu a incumbéncia do X4 Malik e de seu vizir Nizam Mulk para supervisionar e
dirigir a criagdo de um Observatorio juntamente com outros astrdnomos. Durante
dezoito anos, Khayyam levou muitos cientistas para o Observatério e produziram

trabalhos de excelente qualidade.

Durante esse tempo, Khayyam trabalhou para compilar tabelas astrondmicas e
também contribuiu para a reforma do calendario em 1079. Quando o X& Malik
determinou a reforma do calendéario, Khayyam foi um dos oito homens empregado
para fazé-lo, o periodo foi a época Jalali (assim chamado por Jalal-ud-din, um dos

nomes do rei) .

A respeito desse computo Gibbon (1776) diz ultrapassar a precisdo do Calendario
Juliano e se aproxima da precisdo do Calendario Gregoriano. O resultado
encontrado da medigcdo do comprimento do ano foi de 365,24219858156 dias.
Podemos tecer dois comentarios sobre este resultado. Primeiro, ele mostra uma
confianga incrivel para tentar dar o resultado a este grau de precisdo. Em segundo
lugar, a precisao é incrivel, pois nos dias de hoje, amparados em tanta tecnologia

sabemos que o comprimento ano é de 365,242190 dias.
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Encontramos na discografia do musico classico arabe Abed Azrié (1999), em
homenagem a Omar Khayyam, a menc¢do a um livro de musica, provavelmente uma
coletanea de musicas de sua cultura, mas esse livro se encontra perdido, o que nos

impossibilita de argumentar sobre a contribuicdo de Khayyam nessa area.


http://pesquisa.fnac.pt/ia371401/AZRIE-ABED
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4 HISTORIA DAS EQUACOES ALGEBRICAS

Neste estudo sobre a Historia da Matematica, particularmente sobre as equacdes
algébricas, pretendemos salientar a forma como os matematicos foram trabalhando
ao longo dos séculos. Faremos um esboc¢o da Histéria das Equacbes Algébricas,
portanto ndo esgotaremos o0 tema, visando construir um quadro historico das

solucdes de equacdes algébricas.

A palavra equacéo foi livremente utilizada por escritores medievais. Ramus (1.515-
1.572) usou a palavra “Aequatio” em sua ‘Aritmética’(1.567). A palavra equacéao
aparece em inglés em 1.570 na traducgéo de Henry Billingsley da obra “Elementos”de
Euclides:“muitas réguas da algebra, com as equagdes... usada nisso.” Aparece
também no prefacio da traducéo, por John Dee: “... que Arithmeticall grande Arte de
Aequation: algebra geralmente chamada.” Francois Viete define o termo equacao no
capitulo 8 de “Isagoge do Analyticem do Artem ” em 1591. (Citado em SMITH, 1958)

Quaisquer problemas que possam ser solucionados utilizando nimeros, certamente
serdo tratados direta ou indiretamente por meio de equacbes; sendo estas
equacdes, as expressdes algébricas, trigonométricas, diferenciais, exponenciais ou
de qualquer outra natureza onde aparece em sua escrita 0 simbolo de igualdade. O
Nnosso interesse estd em apresentar, de forma concisa, a rica Histéria das Equacdes

Algébricas.

Equacionar um problema é geralmente entendido como coloca-lo dentro de um
mecanismo do qual ele poderéa ser resolvido. Resolver uma equacao sempre foi um
desafio desde os inicios dos conhecimentos matematico, como podemos apreciar
nos papiros de Moscou (1.890 a.C), de Rhind (1.650.a.C) e outros.

Para a resolucéao destes problemas houve sempre um enorme esfor¢o, no sentido
de procurar esquematiza-los, por forma a obter mais facilmente as solu¢des. No
decorrer do tempo em varias sociedades o0s problemas matematicos,

contextualizados ou néo, foram motivo de preocupacéao de mentes brilhantes.
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4.1. Pré- Histoéria
Papiros, equagdo do 1° grau (gregos, babilénios, egipcios)

Iniciamos nossa investigacdo pela matematica dos babilénios, dos egipcios e dos
gregos. Em seguida traremos as descobertas dos arabes e dos hindus, e finalmente,
as contribuicdes que os europeus trouxeram para um dos maiores problemas que
permearam a matematica até o século XIX: a busca pela resolucéo das equacdes de

grau n = 5.

Um traco substancialmente forte na matematica babildénica refere-se a uma
geometria de carater puramente algébrico, derivando de problemas de situacdes do
dia-a-dia expressos em terminologia geométrica, mas que nao passavam de
problemas algébricos nédo triviais. Eves (2011) afirma que € impressionante a
diversidade e a profundidade dos problemas considerados por eles, tais como a
equacgdo cubica x3 + x2 = b resultante de varios problemas, os quais podem ser

resolvidos usando a tdbua dos valores de n3 + n?.

Eves (2011) sustenta que por volta do ano 2000 a.C. a aritmética babildnica parecia
ja ter evoluido para uma algebra retdrica desenvolvida. Eles resolviam equacfes
lineares e quadraticas com duas incognitas, tanto pelo método equivalente ao de
substituicdo numa formula geral, como pelo método de completar quadrados. Os
babilénios também ja discutiam a resolucdo de algumas equacbes cubicas e bi

quadraticas.

O fato dos babilénios se atentarem as equac¢fes cubicas foi facilitado pelo fato de
terem um gosto computacional e por aceitarem aproximacdes de solucdes
irracionais das equacdes (BOYER, 2010, p. 21). Encontramos em Eves (2011) a
afirmacdo de que o0s babildnicos eram infatigaveis construtores de tabuas,
calculistas extremamente hébeis e certamente mais fortes em algebra do que em

geometria.

Destacamos juntamente com a Babildonia o Egito, berco de uma das mais antigas
civilizacbes da humanidade. A maioria dos problemas abordados pelos egipcios era
de origem préatica, com questbes sobre quantificacdo de pédo, cerveja, O

balanceamento de racdes para o gado e as aves, ou producao de papiros.
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Muitos desses problemas eram resolvidos por uma equagao linear com uma
incégnita. Além de problemas de origem pratica, 0s egipcios também apresentavam
alguns problemas de natureza teorica. Suas solucbes conforme Eves (2011) néao
exigiam grandes métodos e raciocinios, sendo que o mais empregado, o da falsa
posicdo, assemelha-se bastante com o conhecido hoje como “método das

tentativas®™®”.

Figura 4.1- Papiro de Rhind (ou de Ahmes)
Fonte: http://www.britishmuseum.org/

Outro fato importante a se destacar é que, nos papiros encontrados'®, as resolucdes
de equacgédo eram (BOYER, 2010) sempre seguidas de instru¢des do tipo “facga isto”,
“faca aquilo”, “este é o resultado”, sem qualquer tipo de justificativa logica. Este
ponto de vista, ainda é reconhecido muitas vezes nos dias atuais quando se trata de
uma perspectiva de ensino-aprendizagem baseada na manipulacdo de regras e
algoritmos sem muita preocupacdo com a discussédo dos significados das ideias

matematicas.

3 Consiste em atribuir coeficientes algébricos & equacéo para serem futuramente determinados por
meio da resolucdo de um sistema. E em geral bastante eficaz, mas pode vir a tornar-se bastante
trabalhoso dependendo do nimero de espécies envolvidas na equagéo.

1 0 conhecimento gue temos hoje sobre a matematica egipcia baseia-se principalmente em dois
grandes documentos: o papiro de Rhind e o papiro de Moscou. Outros documentos importantes séo
0s papiros de Berlim, de Kahun e do Cairo.Estes papiros sdo compostos por exposicbes de
problemas triviais e suas resolucBes. Na verdade, o que distingue a mateméatica egipcia da
matematica babildnica e, mais tarde, da grega é o fato de ndo exibirem demonstracdes nem serem
conhecidas as origens das formulas utilizadas. O que se encontra sdo exemplos comprobatorios;
nunca demonstragées.


http://www.britishmuseum.org/
http://www.educ.fc.ul.pt/docentes/opombo/seminario/rhind/moscovo.htm
http://www.educ.fc.ul.pt/docentes/opombo/seminario/rhind/berlim.htm
http://www.educ.fc.ul.pt/docentes/opombo/seminario/rhind/kahun.htm
http://www.educ.fc.ul.pt/docentes/opombo/seminario/rhind/cairo.htm
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Quanto aos gregos, pode-se asseverar (BOYER, 2010) que a influéncia da
civilizacdo grega no desenvolvimento da matematica deu-se com o surgimento de
um grande numero de matematicos preocupados com os problemas que trouxeram
desenvolvimento para a geometria. Nesse periodo, a algebra aritmética foi

substituida por uma algebra geométrica.

Em sua &lgebra geométrica, os gregos, de acordo com Eves (2011) utilizavam dois
meétodos principais para a resolucdo de equacdes lineares e quadraticas, 0 método
das proporcdes e o da aplicacdo de areas, métodos esses que parecem ter suas
origens nos escritos pitagoricos. O método das proporc¢des permite que se construa
um segmento de reta X, dado pora:b=c:xoupora:x=x:b, em que a, b, c sdo
segmentos de reta e reta. Esse método fornece solugbes geométricas para

equacdes do tipo ax =bce x2=ab.

Os gregos normalmente, segundo Eves (2011), distinguiam grandezas de
dimensdes diferente em uma, duas ou trés. Suas discussfes giravam em torno de
situacfes em que surgia a necessidade de se adicionar tais grandezas, pois iSsSO
somente poderia ocorrer entre grandezas de mesma dimens&o. Tais discussdes
demandavam de problemas originados da pergunta: como encontrar o segmento X

em equacdes do tipo:
x2=a2+b? ax=bc;x2=ab.

Apos o século Il a.C. segue-se um longo periodo de declinio interrompido apenas
entre 250 a 350 d.C. em que surge o maior algebrista grego, Diofanto de
Alexandria. Diofanto (EVES, 2011) escreveu uma importante obra intitulada
Arithmetica, a qual trouxe enormes contribuicbes para o desenvolvimento da

algebra, principalmente no que se refere a simbologia.

Entre os gregos, o papel que Diofanto exerceu, relata Eves (2010), foi de grande
importancia no desenvolvimento da algebra e de grande influéncia sobre os
europeus que se dedicaram posteriormente a Teoria dos Numeros. Em particular,
Boyer (2010) afirma que Fermat foi levado ao seu célebre teorema quando tentou
generalizar um problema que tinha lido em Arithmetica de Diofanto: dividir um

guadrado em dois quadrados.
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A nocdo de equacao utilizada por essas civilizagfes, principalmente pelos egipcios,
tinha um carater pragmatico e procurava, de forma intuitiva, igualar duas

guantidades com a finalidade de encontrar o valor da quantidade desconhecida.

Percebe-se durante essa (BOYER, 2010) fase da histéria das equacbes que, na
maioria das vezes, a busca pelas solugdes relacionava-se a equagOes particulares
para resolver problemas especificos. Os métodos utilizados, em sua maior parte,
estavam ligados a ideias aritméticas e nao tinham como preocupacao a busca por

solucdes gerais para esses tipos de equacdes.

Por outro lado, os gregos para Eves (2011) ndo estavam procurando resolver
equacdes que tinham sido originadas de problemas de ordem préatica. A nocéo de
equacao utilizada por eles contemplava um carater geométrico e, de forma dedutiva,
suas resolucdes repousavam em manipulacbes geomeétricas, como percebemos no

método das propor¢des, por exemplo.

Outro ponto importante a se destacar é a diferenca na concep¢do de equacéo.
Enquanto para os babilénios e egipcios as equac¢des eram concebidas como uma
igualdade entre duas quantidades, isso era inconcebivel para os gregos, pois as
operacdes com segmentos e figuras geométricas ndo permitiam que se igualassem

grandezas de dimensdes diferentes.

Percebemos entdo que, mesmo com a mudanca de concepcédo acerca da algebra
nesse periodo, da algebra aritmética, nos babilénios e egipcios, para a algebra
geométrica, nos gregos, a busca pelas solucbes ainda estavam relacionadas a

equacdes particulares e ndo a métodos gerais.

Pode-se concluir, sem perda de generalidade, que as civilizacdes pré-helénicas,
egipcia e babilénica, trabalhavam basicamente com equacdes originarias de
problemas de ordem préatica — como aqueles ligados a agricultura e divisdo de terras.
Porém Boyer (2010) acentua que os babilénios foram superiores aos egipcios por
tratarem de resolucdes de equacgOes quadraticas e cubicas. Os gregos por sua vez,
com sua algebra geométrica, influenciaram muito os hindus e os arabes em suas

algebras como veremos posteriormente.
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4.2. Historia Antiga
Arabes e Hindus — equacdes do 2° e 3° graus

No mundo arabe, al-Khwarizmi foi um dos maiores expoentes em sua época. Na
primeira metade do séc. IX escreveu llm al-Jabr Wa al Muqgabalah que pode ser
entendida como "restauracéo por transposicdo de termos de um lado da equacao
para o outro” (BOYER, 2010, p.156). Nesse livro aparecem pela primeira vez regras
para resolver equacées de 1° e 2° graus com coeficientes numéricos. Pode-se dizer
que essas regras sdo semelhantes aquelas utilizadas hoje em dia para resolver as

equacdes do 1° grau.

A Algebra de al-Khwarizmi (BOYER, 2010) nos deixa como heranca duas
expressdes que tomaram significados muito fortes e que estdo presentes na
resolucdo de equacdes: al-Jabr e al Mugabalah. Supde-se que al-Jabr significa
“restauracdo” ou "completacao" e refere-se a transposicdo de termos subtraidos
para o outro lado da equacdo e mugabalah significa "reducdo" ou "equilibrio" e

refere-se ao cancelamento de termos semelhantes em lados opostos da equacé&o.

Boyer (2010) examina que a obra de al-Khwarizmi utiliza-se de termos como coisa,
por um lado, e tesouro, raiz e numero simples, por outro, termos estes que sao
representagcdes de elementos de natureza diferente: a cosa serve para representar
guantidades desconhecidas (e para poder operar com ela) e, tesouro, raiz e
nameros simples, representam tipos ou espécies de numeros. Essa distincdo nao se

fazia, por exemplo, na algebra babil6nica.

Percebe-se na obra de al-Khwarizmi uma preocupacdo na busca pelas formas
candnicas possiveis para se resolver qualquer tipo de equacdo quadratica. Struik
(1997) cita Omar Khayyam como outro mateméatico arabe que contribuiu para a
teoria das equacOes algébricas, encontrando uma solucdo geométrica para a
equacgdo cubica do tipo x3 + ax = b utilizando a intersec¢do do circulo x2 + yz = gx

com a parébola x% = py.

Struik (1997) também relata que Omar Khayyam trabalhou com a cubica do tipo

x3 = ax +b utilizando a intersec¢éo da parabola x?> = v/ay com a hipérbole equilatera
X (S + x) = y2. Posteriormente explicitaremos com a devida profundidade o método

de Khayyam, explorando sua aplicacdo em métodos computacionais.
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A matematica hindu, por outro lado, compreendia problemas significativos
juntamente com problemas insignificantes do ponto de vista matematico. Boyer
(2010) afirma que parte do que era bom, era magnificamente bom e que matemética

hindu era frequentemente descrita como uma matematica intuitiva.

Os matematicos hindus tinham uma predilecdo em trabalhar com numeros nas
operacles aritméticas ou na resolucdo de equagdes, utilizando frequentemente os
métodos da falsa posi¢ao ou de inversao, no qual se trabalha “de tras para frente”, a

partir dos dados do problema.

Eves (2011) aponta que os hindus aceitavam os nameros negativos e irracionais e
sabiam que uma equacdo quadratica tem duas raizes formais. Unificaram as
resolucdes pelo método de completamento de quadrados, o qual é hoje muitas

vezes conhecido como método hindu.

Brahmagupta, cita Boyer (2010), nos deixou altas contribuicdes algébricas, dentre as
quais destacamos a de ter encontrado um método de solucéo geral para a equacdes
diofantinas, determinando duas raizes, inclusive sendo uma delas negativa. Esse
fato ser torna muito relevante, pois até mesmo Diofanto havia se contentado com
uma solucdo particular. Observa-se uma influéncia da mateméatica grega em sua

obra.

Percebe-se também uma organizacdo dos trabalhos (BOYER, 2010) em élgebra ja
existentes em seus escritos, pois ele, assim como os hindus, utilizava-se da
justaposicdo para indicar a adicdo; um ponto sobre o subtraendo para indicar a
subtracdo; bha para indicar a multiplicacdo; ya para denotar a incognita; dentre

outras.

Boyer (2010) comenta que 0 mais importante matematico hindu do século Xll foi
Bhaskara, que preencheu algumas lacunas na obra de Brahmagupta e conseguiu
representar, atraveés de sua obra, um culminar das contribui¢cdes hindus anteriores. A
sua obra mais conhecida, Lilavati, € uma compilacdo de problemas de Brahmagupta,
dentre outros, que continha muitos outros sobre progressdes aritméticas e

geomeétricas, equacoes lineares e quadréticas.
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Utilizando-se do conhecimento deixado por outros matematicos hindus,
principalmente Brahmagupta, Struik (1997) sustenta que Bhaskara unificou a
solucdo geral das equacOes quadraticas pelo método de complemento de
guadrados, hoje em dia conhecido por método hindu. Essa importante formula geral

—b+vb2—-4ac
2a

para a resolucdo da equacdo de 2° grau ax2+bx+c=0, x = ,que é

conhecida nos dias atuais no Brasil como Férmula de Bhéaskara.

Pode-se perceber que tanto arabes como hindus trabalhavam com equacdes
originarias de problemas de ordem pratica, assim como o0s babilénios e os egipcios
ja tinham feito, além de situacBes que recaiam em interpretacdes e manipulacdes

geomeétricas, como 0s gregos ja o faziam.

Contudo, é notério que as questdes investigadas por arabes e hindus parecem dar a
nocao de equacdo, cada vez mais, um carater algébrico. O registro das expressdes
gue se sabe resolver passa do especifico constituido pela acumulacéo de problemas
resolvidos, técnicas e procedimentos de resolucao particularizadas para um registro

de todas as formas can0lnicas possiveis.

Boyer (2010) acentua que a nocao de equacao que os arabes e hindus utilizaram ja
apresentava uma concepcdo mais estrutural, no sentido de se observar as
caracteristicas e propriedades definidas em uma classe de equacfes e nao mais em

equacodes relacionadas a situacdes particulares.

Assim, com 0s objetivos presentes na algebra dos arabes e hindus, percebe-se
(EVES, 2011) que a busca pelas formas gerais caminha no sentido de que se
elabore um procedimento no qual seja possivel resolver todas as formas canénicas.
Exemplo disso vemos em al-Khwarizmi, ao estabelecer todas as possibilidades para

0 que conhecemos por trinbmios de grau ndo superior a dois.

Desta forma notamos que antes de al-Khwarizmi, sabia-se resolver problemas
guadraticos com procedimentos tipicos, e depois dele tornou-se possivel resolver
gualquer problema quadréatico. Notamos na obra de Omar Khayyam uma concepcao
de equacdo mais relacionada a um carater geométrico, quando ele utiliza
procedimentos geométricos para interpretar as equacdes e suas solu¢gbes como a

interseccao de curvas geometricas.
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4.3. Histéria Moderna
(Italianos e demais europeus, Abel, Galois) equagao 4° e grau 2 5

Na Europa o descortinar da Algebra se deve & obra do francés Chuquet (1455-
1500)*, mas Lucca Pacioli (1445-1514) descreve Boyer (2010) com sua obra A
Summa de arithmetica, geométrica, proportioni et proportionalita, concluida em
1487, discute aritmética, geometria, algebra e contabilidade e de certa forma
obscurece o trabalhos de Chuquet. Na parte da Algebra, Pacioli apresenta uma

resolucdo usual de equacdes lineares e quadraticas.

Nessa época (BOYER, 2010, p.191) as letras p (piu) e m (meno) eram usadas na
Itdlia para indicar a adicdo e a subtracdo. Pacioli usou as abreviaturas co, ce e ae
para cosa (incégnita), censo (quadrado da incognita) e aequalis (igualdade),
respectivamente. Pacioli estava convencido de que as equacdes cubicas nao
podiam ser resolvidas algebricamente, partiihando assim da mesma opinido de

Khayyam.

Apesar disso, vimos que, provavelmente, um dos maiores e mais extraordinarios
feitos matematicos ocorridos no século XVI foi a descoberta, por matematicos
italianos, da solucdo algébrica das equacbes cubicas e quérticas. Esse avanco
agucaria a dedicacdo de inumeros matematicos a se embrenharem em novos

desenvolvimentos algébricos.

Na esteira desse progresso algébrico, Eves (2011) assegura que por volta de 1535 o
matematico que conseguiu resolver algebricamente equacgfes cubicas do tipo
x3+mx=n, parece ter sido o bolonhés Scipione del Ferro (1465-1526), provavelmente
com inspiracfes nos arabes. Em torno de 1535, Nicolo Fontana (1500-1557), mais
conhecido por Tartaglia, anunciou ter descoberto uma solucdo algébrica para a
equacao cubica x3 + px? = n. Tempos depois, Tartaglia também conseguiu resolver a

equacao cubica desprovida do termo quadratico.

Eves (2011) descreve que o matematico italiano Girolamo Cardano (1501-1576)
estudou as equacdes cubicas e em 1545 publicou-as em sua obra Ars Magna.

Cardano utilizou nesta obra conhecimentos algébricos confidenciados por Tartaglia

15 pela facilidade de registro observada em nossas pesquisas informaremos as datas de nascimento e morte dos
personagens citados neste topico.
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sob juramento de segredo, o que ocasionou um grande atrito entre ambos. Em 1540,
0 matematico italiano Zuanne de Tonini da Coi'® propds um problema a Cardano que
recaia numa equacao quartica. Embora Cardano néo tivesse conseguido resolver
essa equacado, seu discipulo Ferrari o fez, e Cardano publicou essa resolucao

também em sua obra Ars Magna.

Francois Viete (1540-1603) é considerado por muitos como precursor da algebra
simbdlica, foi o primeiro algebrista a demonstrar as vantagens no uso de letras para
designar quantidades desconhecidas, ou incognitas. Struik (1997) relata que Viéte
tratou o desenvolvimento do simbolismo algébrico, introduzindo uma convencao
extremamente importante para a escrita das equacdes na forma geral, pois, para
representar uma quantidade, supostamente desconhecida ou indeterminada, usava
uma vogal, e para representar uma grandeza ou nimeros supostamente conhecidos

ou dados, uma consoante.

Encontramos em Eves (2011) a afirmacdo de que apesar de ter adotado esta
simbologia, a 4&lgebra de Viete consistia fundamentalmente em palavras e
abreviaturas, como: x3, Viete representava por x cubus; x2, ele representava por x
guadratus; o sinal de =, Viete representava por aequalis; a multiplicacdo, por in; a

divisdo Viete representava por /.

A respeito de René Descartes (1596-1650), matematico francés, pode-se dizer que
suas maiores contribuicbes deram-se na continuidade do desenvolvimento da
linguagem algébrica, o que possibilitou a constru¢éo de seu método cartesiano para
resolucado de equacbes. Descartes inicia (Boyer, 2010, p.232) uma andlise em sua
obra La géométrie, onde passa a tomar as préprias equagbes ndo mais como um
meio de organizagdo de fendmenos, mas no sentido de propor um movimento

vertical, que necessita de novos meios para sua organizacgao.

A partir da ideia: se a é uma raiz da equacdo, x - ,a divide o polinébmio
correspondente, Descartes (STRUIK,1997) explora o numero de raizes das
equacodes, o efeito que tem sobre as raizes o fato de trocar x por y - a, etc. Embora

Cardano e Viéte ja tivessem se debrucado sobre tais ideias, Descartes afirmou que

16 A respeito desse matematico ndo foi possivel precisar seu nascimento e morte.
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sua Algebra inicia-se justamente onde parou a de Viéte em sua obra De

emendatione oequatotionum.

Descartes, de forma diferente dos matematicos gregos, rompe (BOYER, 2010) com
a vinculacdo geométrica dos nomes das espécies ao mostrar, logo no inicio de sua
obra La géométrie, que o produto de uma linha por uma linha pode ser representada
por outra linha e ndo como uma superficie, fazendo assim que as espécies

“‘quadrados” ou “cubos” deixem de ser heterogéneas.

Viete combina as letras para representar as quantidades desconhecidas (e
conhecidas) com os numeros que Chuquet (cerca de 1450 - cerca de 1500) e Rafael
Bombelli (1526—-1572) desenvolveram para representar as espécies; foi necessaria
para que ambas as categorias estivessem representadas de maneira diferenciada e
eficiente para o célculo sintatico, possibilitando assim que se fechasse um sistema
de signos para a algebra simbdlica, sistema esse utilizado por Descartes e,

posteriormente, por Euler.

Leonhard Euler (1707-1783), (KATZ, 1993) a partir de seu trabalho com os numeros
complexos desempenhou um papel muito importante na teoria das equacdes
algébricas, pois, quando buscava resposta a questdo de como extrair uma raiz
enésima de um numero complexo, descobriu que qualquer nimero complexo nao

nulo (inclusive os reais) tem exatamente n raizes enésimas.

Tal resultado despertou os animos de muitos mateméaticos da época, pois desde
Cardano ja se sabia que as equagdes de 3° grau tinham 3 raizes e as de 4° grau, 4
raizes. Com os resultados descobertos por Euler, muitos passaram a fazer
conjecturas, sem conseguir provar que as equacdes polinomiais de grau n tinham

exatamente n raizes.

Carl Friedrich Gauss (1777-1855) de acordo com Boyer (2010) deu sua maior
contribuicdo para a teoria das equagdes com a primeira demonstragdo plenamente
satisfatoria que deu para o Teorema Fundamental da Algebra — toda equacdo
polinomial com coeficientes complexos e de grau n, n > 0, tem pelo menos uma raiz
complexa — demonstracdo esta produzida em sua tese de doutoramento em

Matemaética.


http://pt.wikipedia.org/wiki/1707
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A partir da demonstracdo do Teorema Fundamental da Algebra (BOYER, 2010)
puderam ser deduzidas relag6es muito importantes entre os coeficientes e as raizes
de qualquer equacéo algébrica, como por exemplo, que toda equacédo polinomial de
coeficientes reais e de grau impar tem pelo menos uma raiz real, pois como a
equacao tem exatamente n raizes e n é impar, sabendo-se que as raizes complexas

sempre aparecem aos pares, pelo menos uma raiz é real.

Desde que as equac¢les cubicas e quadraticas foram resolvidas no século XVI, as
equacdes de quinto grau vinham sendo objeto de estudo e pesquisa por diversos

matematicos, desde Bombelli até Viete.

Niels Henrik Abel (1802-1829) (KATZ, 1993) ainda enquanto estudante na Noruega
pensou ter encontrado a solucdo geral das equacdes de quinto grau, contudo, ele
mesmo percebeu um erro em sua demonstracdo e, em 1824, publicou o artigo
“Sobre a resolugdo de equacdes algébricas”, no qual deu a primeira prova de que

era impossivel estabelecer a solucédo da equacéo quintupla por meio de radicais.

Ao mesmo tempo em que Abel buscava (BOYER, 2010) a solucéo das equacdes de
quinto grau, outro grande matematico, o francés Evariste Galois (1811-1832)
também o fazia. O objetivo principal das pesquisas de Galois era justamente o de

determinar quando as equacdes polinomiais eram resollveis por radicais.

Galois vislumbrou os alicerces de uma forma revolucionaria de se abordar as
equacOes algébricas. Segundo Eves (2011) inspirado pela prova de Abel sobre a
irresolubilidade por radicais das equacfes de quinto grau, e nos trabalhos de Joseph
Louis Lagrange (1736-1813) sobre as permutacdes das raizes de uma equacao
polinomial. Galois desenvolveu a teoria dos grupos, que permite investigar a
possibilidade de resolucao das equacdes quintuplas, por meio de radicais.

A teoria de Galois fornece (Boyer, 2010) um método para determinar se as raizes de
uma equacao algébrica podem ser expressas por radicais, contudo, a énfase dada
por esse método na teoria das equacdes geralmente se volta mais para a estrutura

algébrica do que para o tratamento de casos especificos.

Podemos concluir que nesse periodo da Histéria das Equacdes Algébricas, assim

como ja havia ocorrido com os arabes e hindus, principalmente com al-Khwarizmi e
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Omar Khayyam, as equagOes eram vistas dentro de um sistema estrutural com

propriedades e caracteristicas definidas.
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5 METODO DE RESOLUCAO DE KHAYYAM

“‘“Nada é mais €& mais importante que
examinar as origens da invencéo, que séo
a meu ver, mais interessantes que a
prépria invengao”. Gottfried W. Leibniz

Discutiremos, nesta secdo'’ do trabalho, o método de resolucdo de equacdes
cubicas desenvolvido por Omar Khayyam e sua resolucdo utilizando o software
Geogebra. Sua maior contribuicdo em Algebra foi o método para resolver equacdes
cubicas pela interseccédo de uma parabola com um circulo, que viria a ser retomada
séculos depois por Descartes. O contexto histérico em que este se insere é
comentado por Burton (2006, p. 251) quando acentua que no século XVII,

observamos um avanco algébrico relevante em relacéo a Pérsia (atual Ird).

Omar Khayyam, como todos os matematicos arabes, aproveitou trabalhos anteriores
dos gregos e de outros arabes para engendrar sua tentativa de resolucdo das
equacdes cubicas. Historicamente para Boyer (2010), a ideia de usar cOnicas que se
cortam para resolver cubicas tinha sido usada por Menaecmus, Arquimedes e
Alhazen, mas Khayyam deu um passo importantissimo ao generalizar o método para

cobrir todas as equacdes de terceiro grau que tinham raizes positivas.

Ha que se ressaltar que (BOYER, 2010) nas antigas solu¢cdes geométricas gregas
das equacbes cubicas os coeficientes eram segmentos de retas enquanto na obra
de Khayyam eram numeros especificos. Nesse sentido temos aqui um avanco da

matematica arabe em relacdo a matematica grega.

Outros arabes se destacaram na tentativa de criar métodos de resolucbes de
equacdes algébricas. Al-Khwarizmi cujo trabalho inspirou a criacdo do vocabulo
algebra, de acordo com Boyer (2010) deu contribui¢cdes no tratamento de equacdes
guadraticas. Vale lembrar também o mateméatico Saraf al-Din al-Tusi, mencionado
por Dalmedico & Peiffer (1986, p. 96), que foi responsavel por um método de
aproximacao numeérica para raizes da cubica e que proporcionou a continuidade dos
trabalhos do arabe Al Quhi.

7 Esta se¢do do trabalho traz uma releitura do seminario Discusséo dos Métodos Arabicos para a Resolugéo da
Cubica com suporte computacional apresentado no IX Semindrio Nacional de Histéria da Matematica
(Sociedade Brasileira da Histdria da Matematica).
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Figura 5.1-Manuscrito de Algebra (Magalah fi al-jabra wa-al mugabalah) de Omar Khayyam
Fonte: http://www.maa.org/ (Mathematical Association of America)

Omar Khayyam tentou resolver equacbes do terceiro grau por meio de outra
abordagem, semelhantemente ao que efetivou com equacdes do segundo grau; e
nao encontrando uma solucdo, declarou sua nao existéncia (TABAK, 2004, p. 57).
Entretanto, as ideias geométricas aplicadas por ele a Algebra apresentam certo
carater de modernidade para a época.

Segundo Tabak (2004), Khayyam nao trabalhava diretamente com grandezas
negativas; além disso, subdividia as equacdes em grupos e, em outra parte de seu
tratado, Omar Khayyam investigou os casos de equacdes trinomiais quadraticas,
equacbes cubicas redutiveis a equacdes quadraticas, e as equacdes cubicas

trinomiais.

O processo que Omar Khayyam aplicou tdo tortuosamente - e
orgulhosamente — as equagbes cubicas pode ser anunciado com brevidade
muito maior em notacéo e conceitos modernos como segue. Seja a cubica
x3 4+ ax? + b2 x + ¢3 = 0. Entdo se nessa equagdo substituirmos x2 por 2py
obtemos (lembrando que x3 = x2.x) o resultado 2pxy + 2apy + b2x + ¢3 = 0.
Como a equacgdo resultante representa uma hipérbole, e a igualdade
x2 = 2py representa uma parabola, € claro que se tragcarmos a parabola e a
hipérbole sobre 0 mesmo conjunto de eixos e coordenadas, entdo as
abscissas dos pontos de intersec¢do das duas curvas serdo as raizes da
equagéo cubica. (BOYER, 2010, p. 165)

Derbyshire (2006, p. 55) cita que dos 14 tipos de cubicas listadas por Khayyam,

quatro eram resolvidas por meio de constru¢cdes geométricas que envolviam a
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intersecgéo de linhas e curvas. Em alguns casos, com base em enunciados de

situacdes geométricas, obtém cubicas interessantes.

Observamos um exemplo extraido de Derbyshire (2006, p. 55):

“Desenhando-se um tridngulo retangulo, construimos uma perpendicular a
partir do angulo reto para a hipotenusa. Se o comprimento desta
perpendicular mais o comprimento do comprimento do menor lado deste
triangulo for igual ao comprimento da hipotenusa, o que podemos afirmar

sobre a forma do triangulo?”.

Derbyshire (2006) aponta a seguinte equacdo, originada a partir do enunciado
anterior 2x3 — 2x? + 2x — 1 = 0. O autor comenta que o Unico real que é raiz desta
equacado € o valor 0,647798871...,que € um numero irracional muito proximo do
racional 103/159.

Derbyshire (2006) acrescenta que Khayyam passou a empregar outros métodos
indiretos para superar obstaculos envolvendo grandezas irracionais, por exemplo, 0s
de natureza geométrica. Empregando uma notacdo algébrica moderna a um dos
problemas atacados por Khayyam pode ser descrito por encontrar uma solucéo

positiva para x* + px = q, com p,g > 0.

«_n

Nos manuscritos de Khayyam identifica-se o argumento de multiplicacdo por “x
(x = 0), em ambos os lados, obtendo-se x* + px? = gx. Em seguida, ele tomou a
parabola de equacgdo descrita por x2 = \/Ey, que, substituida na equacao anterior,

resulta:

2
x*+px?t=qx o () +px® =qx o (py) +px? =qx o py*+px’ =qx o

2

<—>y2+x2=%-x voxP 4 yt= S

Notamos que podemos escrever ainda a expressdo x? + y? = %-x, do seguinte

modo:
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24 24, _ 2 _ a4, a4 z:q_z)
x“+y » x=0 <—>(x 2.x.2p+4p2)+y ( o

2
o(x-4) + -02= D%
Reparamos que a equacdo acima descrita em (1), representa uma circunferéncia de

centro (%,0), tangente ao eixo Oy. Destarte, 0 ponto de intersecdo destas duas

curvas representa a solucdo da equacéo cubica inicial dada por x3 + px = q.

Com relagéo a tal feito, Burton (2006) destaca que Khayyam assumia ser dele a
primeira solucdo de toda cubica possuindo uma raiz positiva, € como nao
considerava numeros negativos, necessitou separar 14 tipos de cubicas que nao
seriam passiveis de ser reduzidas a equacdes lineares ou quadraticas, a partir da
divisdo por x ou x2. As equacles cubicas, citadas por Derbyshire, tratadas por

Khayyam sé&o:

Uma equacéao binbmio

‘ x3=c
Seis equacdes trinbmios
x3+bx=c x3+c=bx x3=bx+c
x3+ax2=c x34+c=ax? x3=ax2+c
Sete equacdes quadrindmios
x3+ax2+bx=c x3+ax?+c=bx x3+bx+c=ax?
x3=ax?+bx+c x3+ax?=bx+c x3+bx=ax?+c

x3+c=ax?+bx

Entretanto, Khayyam descreveu alguns critérios interessantes. De fato, no seu
estudo, observou que podem ocorrer uma, duas ou trés solu¢des positivas ou de
nenhuma (as conicas nao se interceptam) e (ESTRADA, 2000, p. 432) impde as

condic¢des que os coeficientes devem verificar, correspondentes a cada caso.
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Para ilustrar a argumentacéo anterior, vamos tomar x3 + 4x = 8. Neste caso temos

p = 4 e q = 8 Na sequéncia, escrevemos: x>+ 4x=8 o x*+4x? =8x, e

tomaremos a parabola de equacgéo x> = V4y = 2y; segue que:

(\/Zy)2+4x2=8x o 4y +4x?2 =8x o y?+ x* =

» | 0o

X & X2+ y?=2x

Por fim, chegamos a circunferéncia de equacéo descrita por: (x — 1)? + y? = 1.

120 +
100 -
80 x3+4x =8
60
40

20 1

Figura 5.2 — Representagdo grafica da equacao x>+ 4x = 8.

Na figura 5.2 vemos o grafico da cubica inicial fornecida pelo Geogebra e na figura
5.3, proxima péagina, vemos o0 ponto de intersecdo da parabola x2 = 2y com a

circunferéncia de centro (1,0). Na mesma figura vemos dois pontos de intersecao;
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todavia, Omar Khayyam trabalhou com a condicdo x # 0 ,portanto descartamos o

ponto (0,0).

A=(0,0)
B = (1.36, 0.93)

)
o
-

(x-1)2+y2=1

Figura 5.3 — Graficos da parabola x°=2y e da circunferéncia (x-1)> + y°=1.
Um ponto de interseccdo das curvas (lado direito) indica apenas uma raiz real

Lima (1999, p. 15) destaca que o Khayyam acreditava ser impossivel fornecer
algumas solucdes aritméticas (em razdo das dificuldades com os irracionais) para
equacdes cubicas; por isso, suas solu¢cdes sdo apenas geométricas. Lima (1999, p.
15) explica ainda outra forma de raciocinio geral devido a Omar Khayyam do

seguinte modo:

Dada uma cubica de equagdo x> + ax? + b*x + ¢® = 0, substituimos x2 por

2py, 0 que resulta na equagdo 2py.x + 2apy + b*x+ ¢ =0 que é uma
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hipérbole. Mas como x2 = 2py é uma parabola, tracando estas duas curvas
em um mesmo plano cartesiano, teremos a intersecdo delas como uma raiz

real da equacdo cubica dada inicialmente.

Burton (2006, p. 267) nos diz que as equacgdes x3 + b?c = b%x e x3 + ¢ = ax?, como
mencionadas anteriormente, foram também resolvidas por Omar Khayyam usando
métodos geométricos semelhantes. No primeiro caso, temos x3+ b%c =b%, e

substituindo x2 = by , teremos a seguinte expressao( x # 0):
x3 + b%c =b%x © x*+ bcx =b%*x* o (x?)? + b%cx =b*x* o (by)? + b%cx =

= b%k? & b2y? +b%x = b%x* =~ y* + cx = x* (hipérbole)

Deste modo, encontrando a solucdo da intersecdo entre as curvas x? =by e
y? — x* = —cx, solucionamos a equacdo inicial. Enquanto isso, no segundo caso,
para x*+ ¢ = ax?, fazemos ent3o:
C 3 2 C 3 C 2 C
Xy=C~X=--2>X"+cCc=ax" & (—) + c=a(—) © S+ c=a—
y y y y
oct+yd=acyo x*y?+yd=acy o x*y+y*=ac o xy.x+y’=ac o
2 — _ 2
e y't+cecx=ac & xc=ac-—-y
Reparamos que obteremos as raizes de x*®+ c = ax? a partir da intersecdo de

hipérbole xy = ¢ com a pardbola y* + c¢x = ac .

Vejamos como tais modelos funcionam em casos particulares. Tomamos
primeiramente a equacgao cubica x* + 12 = 4x (b = 2,c = 3), seguimos o método de
Khayyam, neste primeiro caso. Na figura 5.4 (ha pagina seguinte) vemos o grafico

da cubica fornecida pelo software Geogebra:
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18 4

x3+3x =12

16 1

Figura 5.4 — Representacao grafica da equacao cubica x>+3x =12

Para aplicagdo do método de Khayyam admitimos a pardbola de equacao:

x2=2y » xX3+12=4x o x*+ 12x =4x* o0 4y* +12x = 4x* & y*+3x =y~



65

Observaremos pela figura 5.5, da pagina seguinte, que ocorre apenas um ponto de
intersecdo da parabola com a hipérbole. Assim, a cubica inicial possui apenas uma

raiz real, ja que a raiz x =0 ndo era considerada.

A=(-2,86; 4,1)
B = (0;0)

Figura 5.5 — Graficos da parabola x* = 2y e da hipérbole y +3x = x*
Um ponto de interseccdo das curvas indica apenas uma raiz real

Tomando a equagéo x>+ 3 = 2x* (c = 3,a = 2), para esta condi¢cdo temos que:
xy=3 & x= 3 - -5x°+3=2x* oy*+3x=6.

Neste caso, por meio do método empregado por Omar Khayyam, ndo temos
condicbes de prever o comportamento das outras raizes da equacao cubica

x® + 3 = 2x?, portanto faz-se necessario o uso de um software.
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Observamos, nas paginas seguintes, as representacfes graficas da equacdo cubica
x®+ 3 = 2x2 (figura 5.6) e da pardbola y? +3x =6 e da hipérbole xy = 3 (figura

5.7), e que ha apenas um ponto de intersecc¢éo na figura 5.7.

x3+3x =12

Figura 5.6 — Representacao grafica da clbica x*+3x =12
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y2+3x=6 61

Figura 5.7 — Representacgdo grafica da pardbola y*+3x = 6 e da hipérbole xy = 3

Vale destacar o fato de que muitos trabalhos arabes tentaram fundamentar sua
matematica em sdlidas bases, de sorte que, seu raciocinio dedutivo preserva forte

influéncia que os mesmos possuiam da geometria grega (TABAK, 2004, p. 52)

Neste sentido, Escofier (2001, p. 13) refor¢a tal argumentacdo, quando menciona:

Os gregos tentaram resolver equac¢des cubicas por meio da intersecao de:
elipses, parabolas e hipérboles. A mais velha solucéo é devida a Menechme
(375-325 — A.C.), que obteve a solugdo de x®=a?b , considerando a
intersecdo de x%2 = ay e xy = ab [...] Entretanto, os gregos ndo resolveram o

problema da duplicag&o do cubo com régua e compasso (x° = 2a%).
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Boyer (2010, p.165) narra que Khayyam estava muito a frente de seu tempo, e
sintetiza a empreitada que Descartes empreendeu séculos depois: “Quem quiser
gue imagine que a algebra € um artificio para achar quantidades desconhecidas
pensou em vao. Nao se deve dar atencdo ao fato de a algebra e a geometria serem

diferentes na aparéncia. As algebras sao fatos geométricos que sao provados.”

Por outro lado, no ambito da andlise dos métodos empregados pelos &rabes,
identificamos o fato de que o proprio momento incipiente da linguagem algébrica
daquela época funcionou como entrave para a evolucao de muitas ideias. Se duvida,
vemos que os modelos de pensamento grego foram empregados de modo decisivo
para a disseminacdo dos resultados matematicos, tanto de Omar Khayyam como

para os outros arabes mencionados ao longo do trabalho.

A evolucédo da linguagem algébrica e dos métodos algébricos empreendidos nos
trabalhos de Cardano e Tartaglia, merecem destaque no sentido de terem
desenvolvido instrumentos conceituais que puderam prever o comportamento de
raizes complexas, propiciando um avanco algébrico inicial que em pouco tempo se

tornaria extraordinario pela enormidade de trabalhos nesta area da matematica.

Ha que se considerar que as contribuicbes dos arabes foram decisivas para que os
europeus se aplicassem nas tentativas de resolucdes das cubicas, com ferramentas

algébricas ainda incipientes e insatisfatéria notacao simbdlica.

5.1. Consideracdes para o Ensino de Matematica

Em nossa pesquisa nos deparamos com estudos de grande valia para nosso intuito,
entre 0s quais destacamos a pesquisa de campo realizada por Lima (1999)
utilizando o software Cabri-géometre para a resolucdo de equacgdes do 3° grau. Os
métodos apresentados pela pesquisadora sédo: férmula de Cardano, dispositivo de

Briot-Ruffini, construtor universal de equacdes e método de Omar Khayyam.

7

O objetivo que se norteia, nesta pesquisa de campo, é se esses metodos
apresentados séo suficientes para que o aluno tenha uma visao geral de resolucéo
de cubicas e qual dos métodos em uma sequéncia didatica melhor reflete os anseios

do alunado.
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Lima (1999) acentua que o Método de Khayyam foi o escolhido pelos alunos como o
de uso garantido, caso as tentativas algébricas de resolucdo nao funcionem, sendo
possivel saber o nUmero de raizes reais que uma equacao possui e encontrar um

intervalo que as contenha.

A respeito do método de Khayyam, Lima (1999) aponta que esse nos possibilita
verificar a existéncia de raizes reais da equacdo cubica que se quer resolver, nos
mostra quantas elas sdo, e permite que se obtenha um intervalo que as contém.
Vale salientar, entretanto, que, com esse método, ndo podemos obter as solucdes
da equacao de terceiro grau inicial, jA que estamos trabalhando com um método
geomeétrico, e esse tipo de método nos da apenas aproximacdes para as raizes.

Sublinhamos que a exploracdo de algum software matematico com a intencédo de
potencializar e proporcionar um melhor entendimento para os estudantes mostra-se
promissora. Apesar da escassez nha area, encontramos autores (HOLME, 2010;
RHODES, 2005) que desenvolvem uma abordagem na area de Histéria da

Matematica com o auxilio tecnolégico constante.

Seu uso pode impulsionar e motivar a compreensao dos estudantes, desde que o
professor consiga efetivar abordagens diferenciadas, como aconselha Grugnetti
(2000, p. 35). Nesta perspectiva podemos ponderar que ferramentas inovadoras
introduzidas no ensino de matemética além de nos ajudar a compreender
comportamentos matematicos, nos possibilitando discussdes a cerca das barreiras

histéricas que foram superadas com seu desenvolvimento.

Portanto, um ensino de matemética por meio de sua Historia, apoiado em recursos
computacionais, semelhantemente ao que buscamos delinear ao longo deste
capitulo do trabalho, podera modificar e transformar um simples mecanismo de
motivagao “em um real instrumento compreensivo de instru¢do”. (FOSSA, 2001, p.
59)
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5.2. Omar Khayyam nos livros didaticos

Ao se propor sincopar parte da Historia da Matematica para introduzir determinado
contetdo, ou conceitos matematicos, ha que se ter a preocupacdo em ndo omitir
informacgBes cruciais para a compreensao histérica de como esse conceito se
desenvolveu e quais povos (ou civilizagdes) contribuiram para o desenvolvimento ou

aprimoramento desse conceito.

Faz-se indubitavel, que qualquer livro didatico de mateméatica que se proponha a
mencionar a Historia da Matematica para realcar o conteddo que se apresenta, nao
contemplara toda a histéria pertinente ao assunto. Essa constatacdo se da pela
enorme quantidade de dados histéricos que acumulamos ao longo da histéria em
diversas épocas. Embora seja necessario um cuidado para ndo se cometer

injusticas histoéricas.

Contudo, apesar da importancia dos estudos matematicos de Omar Khayyam,
muitas vezes os livros didaticos de matematica, tanto no Ensino Superior quanto na
Educacao Béasica quando tratam da resolucdo de equacdes cubicas, restringem-se
apenas a mencionar contribuicbes de nomes nao pertencentes ao mundo arabe,
como Girolamo Cardano, Nicolo Fontana de Brescia (o Tartaglia), Paolo Ruffini e
Albert Girard.

Devido ao exposto neste trabalho se justifica o interesse pelo método de resolugéo
desenvolvido por Khayyam. Para explanar e justificar nossa argumentacao,
apresentamos os livros didaticos que consultamos do Ensino Superior IEZZI (1998)
e LATHI (2004), onde ndo encontramos nenhuma men¢do aos arabes e nem a
Omar Khayyam quando trataram de equagdes cubicas.

Na Educacgéo Béasica consultamos os livros didaticos de MACHADO (1994), GENTIL
(1996) e GRECO e GRECO (1996), que também nado fazem nenhuma citagdo as
contribuicbes de Khayyam e dos matematicos arabes. Porém em Dante (1999)

encontramos mencéo a al-Khowarizmi e aos hindus, mas ndo a Omar Khayyam.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Nesse trabalho, procuramos justificar a importancia da Historia da Matematica
colocando em tela um matematico arabe e suas contribuicbes para essa ciéncia. E
inegavel a importancia e utilidade da matematica para o homem, seja para explicar
teoricamente os feitos cientificos, isto €, pela sua praticidade em resolver situacdes
probleméticas de seu dia-a-dia ou pelo valor intelectual que h& no pensamento

matematico.

E certo, entdo, que a Histéria da Matematica, com o seu desenrolar, encontra-se
descrita em Vvérios livros, por diversos e diferentes autores ao alcance de qualquer
um de nés. Cada autor pormenoriza 0s avan¢os matematicos de sua época, faz
releituras ou traducfes de desenvolvimentos matematicos de povos com 0s quais

teve contato, ou dos quais obteve manuscritos.

A algebra aparece tardiamente, e se desenvolve com a invencdo dos algarismos
arabes, criados pelos hindus, assim chamados porque foram os arabes que |hes
atribuiram utilidade ao acrescentar o simbolo 0 (zero). Uma grande parte das
ciéncias baseava-se no calculo, destacando-se o comércio, e sem a criacdo dos

algarismos arabicos e da algebra, boa parte delas néo teriam se desenvolvido.

A humanidade levou milhares de anos para descobrir a solugdo da equacao de 3°
grau, mas um aspecto interessante e atraente para estudo e discussao entre alunos
e professores que vém perdendo o significado e a sua potencialidade, é o aspecto
histérico. Os processos de resolucdo da equacdo de grau 3, que desenrolaram um
grande cenario notavel dentro da histéria, necessitam ser resgatados, pois, 0s
progressos matematicos que antecederam a solugéo, conseguiram chegar ao limite

do conhecimento matematico da época.

Na esteira dessa necessidade podemos afirmar que a ciéncia ndo se basta pelos
fatos, embora esses tenham grande importancia, ela deve ser compreendida de uma
maneira bem extensa, abrangendo ndo sO a experiéncia matematica, como,

também, todo o ambiente politico, social, enfim, cultural que a propiciou.

Boyer nos diz que “Quando parece haver uma descontinuidade, devemos primeiro

considerar a possibilidade de que o salto aparente possa se explicado pela falta de
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documentacido”. Podemos aqui também dizer que a necessidade de uma sociedade,
de certa forma, pode explicitar um novo conhecimento, talvez ndo encadeado as
necessidades prementes da época, mas nos € evidente que por vezes a matematica
avanca e produz conhecimentos que apenas futuramente, ou muito futuramente,

terdo aplicagcdo no contexto social.

Nesse sentido, cabe-nos, hoje, compreender a Historia da Matemética de uma
maneira mais ampla, analisando qual o modelo matematico que influenciava os
pensadores de uma determinada época, qual a relacdo dessas ideias matematicas
existentes com o contexto cultural e politico apresentado e como a sociedade

apropria-se de tais conhecimentos que séo, assim, transmitidos.

Acreditamos que ao se aliar a Historia da Matematica a alguma atividade de Ensino
gue preparamos ou gestamos, estamos mostrando implicitamente ao aluno que
aquele método ou conteudo carrega consigo uma bagagem historica, talvez seja
essa a melhor forma de homenagearmos todos os personagens histéricos que, por

ventura, contribuiram para desenvolvimento de tal area da matematica.

De acordo com D’Ambrosio (1999, p.97), “Acredito que um dos maiores erros que se
pratica em educacdo, em particular na Educacdo Matematica, é desvincular a
Matematica das outras atividades humanas.” Em face dessa afirmacdo, podemos
assegurar que qualquer forma de conhecimento, imprescindivelmente a matematica,
€ indissociavel de sua histéria. E que através dessa insercdo da Histéria da
Matematica com todas suas sutilezas, podemos contribuir para um desenvolvimento

critico do alunado.

Por fim, cabe ressaltar que como docentes, que somos ou iremos nos tornar, nos
travamos um dialogo com a Histéria da Matematica, construindo e reconstruindo os
fatos, objetivando ndo apenas o papel da matematica como justificativa, mas

também como forma de fomentar o conhecimento.
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