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RESUMO

Tendo em vista o carater abstrato da matematica e a importancia de aplicacoes para o
desenvolvimento em outras ciéncias, este trabalho apresenta e descreve duas aplicagoes
de codigos corretores de erros pertencentes a familia de cédigos lineares, chamadas de
codigos de Hamming e de cddigos de Reed-Muller de primeira ordem. O objetivo é entender
como funciona essas aplicagoes de algebra na teoria dos cddigos corretores de erros. Para
atingir o objetivo especificado, explica-se o que é um codigo corretor de erro, apresenta-se
conceitos basicos da teoria de codigos, desenvolve-se conceitos de dlgebra e dlgebra linear
e define-se o que é um cédigo linear. O método utilizado foi a pesquisa bibliografica e
documental. Espera-se que esta pesquisa estimule o leitor a se aprofundar neste campo da

Algebra que é interessantissimo e possui muitas aplicacoes em diversos ramos da ciéncia.

Palavras-chave: Codigos de Hamming. Cédigos de Reed-Muller de Primeira Ordem.

Cédigos Lineares. Algebra. Algebra Linear.






ABSTRACT

In view of the abstract math feature and the importance of applications for development
in other sciences, this study introduces and describes two applications of error-correcting
codes belonging to the families of linear codes, called Hamming codes and first order
Reed-Muller codes. The aim is to understand how these applications of algebra works in
the theory of error-correcting codes. To achieve the specified objective, this study explains
what a code, presents basic concepts of this theory, develops concepts of algebra, linear
algebra and defines a linear code. This is an bibliographic and documentary research. It’s
expected that this research encourages the reader delve into the study of algebra which is

very important and have many applications in several science branches.

Keywords: Hamming Codes. First Order Reed-Muller Codes. Linear Codes. Algebra.
Linear Algebra.
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1 INTRODUCAO

A teoria dos codigos corretores de erros é um campo de pesquisa muito dinamico e
ativo atualmente, devido as suas aplicacoes em diversas areas do conhecimento como a

matematica, computacao, engenharia elétrica, estatistica, etc.

Segundo Milies (2009), o que motivou o desenvolvimento desta teoria foi uma
consequéncia dos computadores serem muito caros durante a década de 1940. Assim,
apenas grandes institui¢bes como o governo ou as universidades possuiam essas maquinas.
Uma das poucas institui¢coes que disponha destes computadores era o Laboratério Bell de
Tecnologia, e o matematico estadunidense Richard Wesley Hamming trabalhava nessas

maquinas em 1947.

Nesta época, programas eram gravados em cartoes perfurados, onde os computado-
res detectavam erros a partir da leitura destes cartoes. Em caso de deteccao de erros, a
leitura era interrompida e o computador era programado para ler um préximo cartao. Por
causa disto, Hamming questionou, se as maquinas podem detectar um erro, porque nao

conseguem localizar e corrigir este erro?

Esta questao foi crucial para o desenvolvimento desta teoria. Hamming conseguiu
desenvolver codigos capazes de detectar até dois erros e corrigir um erro, este trabalho em
especifico foi publicado em 1950. Ele também desenvolveu trabalhos que questionavam

sobre a possibilidade de criar c6digos mais eficientes.

Em paralelo aos trabalhos de Hamming, o matematico estadunidense Claude
Elwood Shannon publicou o artigo A Mathematical Theory of Communication no The Bell
System Technical Journal em 1948. Este artigo respondeu indiretamente o questionamento
feito por Hamming, dando assim inicio a dois novos campos de pesquisa em matemaética:

a teoria dos cédigos corretores de erros e a teoria da informacao.

De acordo com Hefez e Villela (2008), a teoria dos c6digos corretores de erros foi
estabelecida em 1948, pelo matematico estadunidense Claude Elwood Shannon. Este tema
interessou primeiramente aos matematicos das décadas de 50 e 60. Com o inicio da corrida
espacial na década de 70, ela ganhou grande importancia em aplicacoes espaciais entre os
engenheiros, dando inicio ao desenvolvimento tecnologico, tornando-se essencial o estudo e

desenvolvimento dessa Teoria.

Nos dias de hoje, os cédigos corretores de erros sao utilizados em qualquer processo
que se utiliza transmissao e armazenamento de dados, o que garante uma comunicagao
satisfatéria, permitindo identificar a presenca de erros. Alguns exemplos desses codigos

sdo a comunicagao via satélite, as comunicagoes internas de dispositivos eletronicos (com-
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putadores, celulares, etc.), o armazenamento de dados em disco rigido (HD), pen drive,

cartoes de memoria, entre outros.

A teoria dos codigos corretores de erros nos remete a algo interessante, pois contém
diversas aplicacoes na vida real, constituindo-se essencialmente de tépicos da algebra

abstrata, o que aproxima a Matematica Pura da Matematica Aplicada.

Este tema propicia a utilizacao da algebra e algebra linear em aplicagoes praticas
da vida cotidiana dos alunos, além de ser um 6timo motivador para a utilizagao destes
conceitos no curso de Licenciatura em Matematica, ampliando as oportunidades para os

graduandos em participacoes de Congressos, féruns, SEDCITEC! e etc.

Ao trabalharmos com a teoria dos codigos corretores de erros, vemos que o potencial
de inovacao desse trabalho constitui-se em introduzir novidades e aperfeicoamento no

ambiente social, que resulte em novos estudos e pesquisas sobre aplicacoes da Algebra.

Os Parametros Curriculares Nacionais (PCN) descrevem o papel da Matematica
como decisivo, pois possibilita a resolu¢ao de problemas no cotidiano, apresentando diversas
aplicagdes no mundo do trabalho e funciona como ferramenta para construcao de outros
conhecimentos. Interfere também na formacao de capacidade intelectual, estruturacao do

pensamento e no aperfeicoamento do raciocinio logico.

A relacao da Matematica Abstrata com aplicagdes praticas é abordada, segundo

Brasil (1997), da seguinte forma:

“Mas a vitalidade da Matemaéatica deve-se também ao fato de que, apesar
de seu carater abstrato, seus conceitos e resultados tém origem no mundo
real e encontram muitas aplicagdes em outras ciéncias e em intmeros
aspectos praticos da vida diaria: na industria, no comércio e na area
tecnolégica. Por outro lado, ciéncias como Fisica, Quimica e Astronomia
tém na Matemadtica ferramenta essencial.” (BRASIL, 1997, p. 23).

Nesse trecho, podemos perceber a real importancia das aplicagoes matematicas no

desenvolvimento e construcao de novos conhecimentos dos alunos na Educagiao Basica.

Além disso, segundo Brasil (1997), a Matemédtica tem uma contextualizagdo socio-
cultural que é compreender o conhecimento cientifico e tecnologico como um resultado da
constru¢ao humana, inseridos em um processo social e histérico. A Matematica também
nos possibilita avaliar e reconhecer o desenvolvimento tecnolégico atual, suas relagdoes com
as ciéncias, seu papel na vida humana, sua presenca no mundo cotidiano e seus impactos

na vida social.

1 Semana de Ciéncia, Educacio e Tecnologia do campus Sdo Paulo. De acordo com Brasil (2019), é

um evento que envolve diversas areas académicas e aborda temas pertinentes ao desenvolvimento
profissional dos alunos, além de oferecer experiéncias culturais e oficinas praticas que aproximam os
estudantes através de temadticas e vivéncias manuais.
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O problema central desta pesquisa é como transformar o coédigo da fonte em
codigo de canal?, de maneira com que se possa identificar e corrigir erros de comunicacao
ou transmissao, ou qualquer perda de informacao em uma das partes do processo de

transmissao.

Tendo em vista a importancia do tema para aplicagcoes mateméticas, este trabalho
tem como objetivo geral entender como funcionam algumas aplicagdes de algebra abstrata
na teoria dos codigos corretores de erros que sao os codigos de Hamming e os codigos de

Reed-Muller de primeira ordem.

Com o intuito de atingir o objetivo geral, temos como objetivos especificos entender
o que é um coddigo corretor de erro e como funciona a teoria dos cédigos, relembrar
conceitos e as ferramentas necessarias de algebra e algebra linear, para que seja possivel

compreender a construcao e a classificagdo das familias dos c6digos corretores de erros.

Em relagdo a metodologia, trata-se de uma pesquisa bibliografica e documental.
Documental pois foram utilizados documentos ptiblicos nacionais. De acordo com Marconi

e Lakatos (2003), a pesquisa bibliogréfica

"[...] abrange toda bibliografia ja tornada piblica em relagdo ao tema
de estudo, desde publicacdes avulsas, boletins, jornais, revistas, livros,
pesquisas, monografias, teses, material cartografico etc., até meios de
comunicagao orais: radio, gravagoes em fita magnética e audiovisuais:

filmes e televisdo."(MARCONI; LAKATOS, 2003, p. 183).

A bibliografia basica utilizada nesta pesquisa foi o livro Cddigos Corretores de
Erros escrito, planejado e revisado por Abramo Hefez e Maria Lucia T. Villela. Publicado
pelo Instituto Nacional de Matemaética Pura e Aplicada (IMPA) na Série de Computacao

e Matematica no Rio de Janeiro, 2008.

Como é comum nas pesquisas na area da Matematica Pura e Aplicada, ter a
parte tedrica dos estudos conduzida de maneira conjunta com o orientador, consistindo
na leitura critica e cuidadosa dos trechos selecionados dos livros de Domingues e lezzi
(2018) e Hefez e Villela (2008), na resolugao de exercicios e na confecgdo de exemplos.
Em reunides semanais, além de apontar as segoes de exercicios e resolver as duvidas
levantadas, o progresso dos estudos foi continuamente avaliado. Breves exposicoes dirigidas
pela orientadora foram efetuadas, especialmente a respeito dos conteiidos abordados em

algebra abstrata e cédigos corretores de erros.

O processo de ensino—aprendizagem também foi dado por meio do desenvolvimento
do pesquisador, na confeccao de exercicios e exemplos representativos da matéria estudada
por meio de exemplos e exercicios desenvolvidos e apresentados a orientadora, que por sua

vez, revisou e indicou corregoes e aperfeicoamentos ao texto.

2 Estes conceitos serdo definidos no Capitulo 2 Se¢do 2.1.
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Este trabalho contém seis capitulos, referéncias bibliograficas, um apéndice e um

anexo. A seguir, descreveremos sucintamente a sua organizacao.

O Capitulo 2 é dedicado ao estudo de conceitos basicos da teoria dos codigos
corretores de erros. Nele, explicamos o que é um codigo, definimos os codigos corretores

de erros, métrica de Hamming, parametros, isometria e equivaléncia de c6digos.

Nos Capitulos 3 e 4 estudaremos os contetidos de algebra e dlgebra linear, necessarios
para o desenvolvimento e o entendimento das aplicacoes de cédigos lineares. No Capitulo 3
recordamos algumas estruturas algébricas bésicas, apresentando conceitos de Anéis e
Corpos com énfase no anel dos nimeros inteiros, onde veremos a divisibilidade em Z e o
conceito de inteiros modulo m, também estudaremos a mudanga de alfabeto de um codigo.
No Capitulo 4 trabalhamos nocoes bésicas de dlgebra linear e estudamos corpos finitos,

vendo algumas de suas propriedades, e aprendemos a classifica-los.

O Capitulo 5 é dedicado aos cédigos lineares. Neste capitulo definimos o que
sao codigos lineares, determinamos seus parametros, algoritmos gerais de correcao e

apresentamos duas aplicagoes dessa classe de c6digos.

O trabalho se encerra com o Apéndice A e o Anexo A dedicados a construgao
dos anéis de polinémios e a divisdo entre polinomios, conteiidos necessarios para outras

aplicagoes de codigos lineares, como por exemplo a familia dos cédigos de Reed-Solomon.

Os pré-requisitos para ler este trabalho consistem em ter uma certa maturidade
em matematica, sendo necessario que o leitor tenha nog¢oes béasicas de algebra abstrata
e algebra linear, pois todos os contetidos discutidos nos Capitulos 3 e 4 foram apenas a

titulo de recordacao.
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2 CODIGOS CORRETORES DE ERROS

Neste capitulo vamos introduzir conceitos basicos da Teoria dos Cdodigos Corretores
de Erros, de modo que, o leitor compreenda por meio de exemplos intuitivos o que sao
codigos e codigos corretores de erros. Definiremos os coédigos corretores de erros, a métrica
de Hamming, os parametros de um codigo, a isometria e a equivaléncia de c6édigos. Para a
composicao deste capitulo foram utilizados os seguintes materiais: Hefez e Villela (2008);
Luchetta (2005); Couto (2010); Milies (2009) e Lima (1970).

2.1 O que é um Codigo?
Para entendermos o que é um Cdédigo, vamos trabalhar com alguns exemplos:

Exemplo 2.1.1. Um codigo bastante utilizado é o idioma. Considere as palavras da lingua
Portuguesa como nosso conjunto &2, supondo que seja escrita a palavra “concentimento”,
comparando-a com o conjunto &, vemos que ela ndo pertence ao conjunto, sendo assim,
podemos inferir que ocorreu pelo menos um erro na grafia da palavra. Nesse caso a corre¢ao
é factivel, pois a palavra que pertence a & que mais se assemelha a “concentimento” é

consentimento, pois difere apenas em uma letra.

Porém esse tipo de cédigo de comparagao nao é muito eficiente, pois, se a
palavra bela fosse erroneamente escrita como vela, ou como cela, ou ainda como tela, o

erro nao seria identificado pois todas essas palavras pertencem a 2.

Um Codigo Corretor de Erros bastante utilizado é aquele que contém digitos
verificadores, como por exemplo o Cadastro de Pessoa Fisica (CPF) e os ntimeros de contas

bancarias que fornecem digitos adicionais para detectar erros.

Exemplo 2.1.2. Verificando agora como funciona o cédigo com digitos verificadores no
CPF. Considere o CPF: 510.702.040-21!, neste CPF os digitos verificadores sdo os tltimos
dois nimeros. Para facilitar o entendimento do algoritmo, denota-se o primeiro digito
verificador 2 por vy e o segundo digito verificador 1 por vs. Além disso sabe-se que o CPF

possui mais 9 nimeros, entao considere que o CPF tenha a forma genérica:
N1MoN3g. MaN5Ne. T71NgTg — V1V

para quaisquer n; e v; € N taisque 0 <n; <9e 0 <v; <9.

L CPF gerado apenas para fins informativos, pelo website Devs, 4. (2012), "portal com ferrementas online

e gratuitas com intuito de ajudar estudantes, programadores, analistas e testadores de software".
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Vamos descrever o algoritmo para encontrar os digitos verificadores.

Para encontrar v; devemos multiplicar n; por 10, e adicionar ny multiplicado por
9, e adicionar ns multiplicado por 8, e assim sucessivamente até o ntimero ng. Como

esquematizado a seguir:

5 1 0 7 0 2 0 4 0
I
x 10
1
50 x9
4
9 X8
1
0 X7
4
49 X6
1
0 X5
4
10 x4
1
0 X3
4

12 X 2
4
0

0+9+0+49+0+10+0+12+0=130

Se o resto da divisao entre a soma desses nimeros e 11 for 0 ou 1, entao o primeiro

digito verificador vy serd 0, caso contrario v; = 11 — r, sendo r o resto da divisao.

Entao, em nosso exemplo numérico, o resto da soma desses niimeros dividido por
11 é:

130 | 11
11 11
20

11

Como o resto ¢ 9, entdao v; = 11 — 9 = 2, corresponde exatamente ao primeiro

digito verificador.

Agora para encontrar v, deve-se multiplicar n; por 11, e adicionar n, multipli-
cado por 10, e adicionar n3 multiplicado por 9, e assim sucessivamente até v;. Como

esquematizado a seguir:
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5 1 0 7 0 2 0 4 0 2
I
x11
1
55 x10
4
10 x9
1
0 X &
4
56 X7
1
0 X6
4
12 X5
1
0 x4
4
16 X3
1

0 X2
4
4

54+10+04+56+0+4+124+0+164+0+4 =153

Se o resto da divisao entre a soma desses numeros e 11 for 0 ou 1, entdo o segundo

digito verificador vy sera 0, caso contrario vo = 11 — r, sendo r o resto da nova divisao.

Entao, em nosso exemplo numérico, o resto da soma desses nimeros dividido por
11 é:

153 |11
11 13
43

33

10

Como o resto ¢é 10, entao v9 = 11 — 10 = 1, corresponde exatamente ao segundo

digito verificador.

Tomemos um outro exemplo que ilustra bem o principio desta teoria.

Exemplo 2.1.3. Considere um tabuleiro quadriculado. Suponha que uma peca se mova
neste tabuleiro, de tal forma que, os comandos (Leste, Oeste, Norte e Sul), desloque a

peca para posicoes vizinhas da posicao atual.

Codificando os comandos dessa forma:



32 Capitulo 2. Cédigos Corretores de Erros

Leste —— 00 Norte —— 10
Oeste —— 01 Sul +—— 11

Assim, esses elementos fazem parte de um cédigo, que é chamado de Cédigo da
Fonte. Suponha que por qualquer motivo ocorra uma interferéncia na transmissao do
comando, a pega seguiria uma direcao diferente da desejada. Por exemplo, caso o comando
desejado seja 00 (Leste), sofra algum tipo de interferéncia, ou seja erroneamente escrito.
Suponhamos entao que, recebemos o c6digo 01 (Oeste), neste caso o cdigo pertence ao
Cédigo da Fonte, o que torna impossivel a identificagao do erro. Qualquer outro erro
cometido pertenceria ao codigo, entao para evitar este tipo de situacao, acrescentamos

algumas informagoes ao cddigo, como pode ser observado a seguir:

00 —— 00000
01 — 01011
10 — 10110
11 — 11101

Nessa recodificagao as duas primeiras posigoes reproduzem o cédigo da fonte, en-
quanto as restantes sao redundancias para que se identifique possiveis erros de transmissao,
este novo codigo é chamado de Cédigo de Canal. Por exemplo, se o comando 10110
(Norte) seja transmitido como 11110, nota-se que esse comando ndo pertence ao nosso
Cédigo da Fonte, portanto foi identificado um erro, porém ele se assemelha com Norte,

que seria de fato o comando transmitido.

Esse tipo de Codigo Corretor de Erros organiza e acrescenta alguns dados na
informagao que estd sendo transmitida ou armazenada, de tal forma que seja possivel

recuperar, detectar ou até mesmo corrigir alguns possiveis erros contidos na informacao.

Esquematizando o procedimento descrito no exemplo da peca sobre um tabuleiro

quadriculado, temos:

Figura 1 — Processo de Transmissao de um Codigo

Fonte da Fonte de Canal

canal

i
Decodificador R Decodificador ~ | Usuéri
de Canal da Fonte SUAtio

Fonte: Hefez e Villela (2008).

Codificador Codificador
—
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O canal pode ser de radiofrequéncia, micro-ondas, cabo, circuito integrado digital,

fita magnética, disco de armazenamento, etc.

Neste trabalho trataremos apenas dos cédigos corretores de erros que consistem
em transformar o c6édigo da fonte em cédigo de canal. Vamos considerar apenas canais
simétricos, isto €, todos os simbolos tém a mesma probabilidade de serem recebidos errados

e, se recebido errado, a probabilidade de ser um dos outros simbolos restantes é a mesma.

2.2 Meétrica de Hamming

Para que possamos comecar a construir um cédigo corretor de erros ¢ necessario
considerar um conjunto finito A que chamaremos de alfabeto. O ntimero de elementos de

A serd denotado por |A|, e simbolizado por g.

Os elementos de A serao indicados como letras ou digitos. Uma sequéncia de
elementos de A chamaremos de palavra, e o nimero de elementos desta sequéncia sera

denominado como comprimento.
Consideraremos A" o conjunto de palavras de comprimento n sobre A, ou seja,

A" ={(ay, - ,a,) | a; € A, 1 <a; <n}.

Definigao 2.2.1. Um cédigo C' é um subconjunto préprio qualquer de A", para algum

numero natural n.

A fim de tornar intuitiva a nocao de proximidade entre palavras, que foi utilizada na
Secao 2.1, definiremos a seguir uma forma de medir a distancia entre palavras pertencentes

ao conjunto A™.

Definicao 2.2.2. Dados dois elementos u,v € A", a distancia de Hamming entre u e

v é o numero de coordenadas em que u e v diferem, ou seja,
d(u,v) = [{i | u; # v, 1 <1i<n},
quando u = v definiremos a distancia como
d(u,v) = |&| = 0.

Exemplo 2.2.1. Considere A = {0,1} e A* sendo u = 0111 e v = 0010, temos que por
definicao a distancia é obtida pela quantidade de componentes diferentes entre u e v, logo

d(0111,0010) = |[{2,4}| = 2 pois os componentes 2 e 4 dos cddigos sdo os tnicos diferentes.

Anéalogamente

d(0001,0101) = |{2}] =1,
d(0101,1010) = |{1,2,3,4}| = 4,
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d(1100,0010) = |{1,2,3}| = 3.

Proposicao 2.2.1. Dados u,v,w € A", entao valem as sequintes propriedades para a

distancia de Hamming:

i) Positividade: d(u,v) > 0, valendo a igualdade se, e somente se, u = v.

i) Simetria: d(u,v) = d(v,u).

ii1) Desigualdade Triangular: d(u,v) < d(u,w) 4+ d(w,v).

Demonstracao. i) Para u # v, existe i € N*, tal que u; # v;. Desse modo, temos que

ii)

iii)

d(u,v) = [{i | w; # v, 1 <i <n}|. Logo, d(u,v) > 0.

Para u = v, nenhuma componente entre os cédigos u e v sao diferentes, entdo por
defini¢ao d(u,v) = || = 0.

Suponhamos que d(u,v) = 0, por defini¢ao todas as componentes de u e v sdo iguais,
logo u = v.

Portanto, d(u,v) > 0

Para u # v,

dlu,v) ={i|w # v, 1<i<n}|=Hi|v #w, 1<i<n} =dv,u).

Para u = v,
d(u,v) =0 =d(v,u).

Sejam u,v e w € C'. Note que a contribuicao da i-ésima componente de u, v e w sera:

Para w; # v;, a contribuicdo da i-ésima componente de u e v para d(u,v) é 1,
nesse caso nao podemos ter u; = w; e w; = v;, pois desta forma teriamos u; = v;,
o que contraria a nossa hipotese. Consequentemente a contribuicao das i-ésimas
componentes de u, v e w para d(u, w)+d(w,v) é maior ou igual a 1, logo por hipétese
d(ui,vi) =1 S d(ul,wl) -+ d(wl,vz)

Para u; = v;, a contribui¢ao da i-ésima componente de u e v para d(u,v) é 0, logo

d(ui,v;) < d(ui,w;) + d(w;, v;) pois d(u;, w;) + d(w;, v;) pode ser igual a 0, 1 ou 2.

Portanto,
d(u,v) < d(u,w) + d(w,v).
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Provada as trés propriedades da Proposicao 2.2.1, temos o que chamamos na
Matematica de métrica. Por essa razao, a distdncia de Hamming entre elementos de A"

pode ser chamada de métrica de Hamming.

Definicao 2.2.3. Dados a € A" e r > 0, tal que r € R, definiremos disco e superficie

esférica de centro a e raio r como sendo os respectivos conjuntos:
D(a,r) ={ue A" | d(u,a) <r},
S(a,r) ={uve A" | d(u,a) =r}.

O Lema a seguir nos fornece as cardinalidades desses conjuntos, lembrando que

utilizaremos a notagdo usual de Analise Combinatéria,

n n!
Cni = () D

Lema 2.2.2. Para todo a € A" e todo nimero natural r > 0, temos que
T n ;
Dl =Y ()1
i=0

Demonstragio. Sabemos pela Defini¢ao 2.2.3 que S(a,i) = {u € A" | d(u,a) = i} e
S(a,j) ={ve A" | d(v,a) = j} assim, temos que se i # j entao d(u,a) # d(v,a). Disso
podemos concluir que S(a,i) N S(a,j) = 2.

Como D(a,r) trata-se do disco, temos que a uniao de todas as superficies esféricas

resultard no disco

Podemos ver que
: n ;
sta il = ()@= 17,

pois temos que o nimero de palavras que diferem ¢ componentes de a em A" é (Z‘), e para
cada componente temos ¢ — 1 possiveis escolhas de elementos de A — {0}, desse modo,
temos (g — 1) escolhas de componentes nao nulas e diferentes de a. Observe que o niimero

de palavras que coincidem com a é (g)

De forma geral
{ue A" | d(u,a) =0} = {ue A" | d(u,a) =0} = (g)(q— N’ =1,
Sa,1) = {u € A" dtu,0) =1) = Is(a. 1] = (o= 1! = nta ~ 1)

S(,2) = {u € A" | d(w,a) = 2} = 5(a,2)| = (2) (4 1)
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Sla,r) = {u e A" | d(u,a) =r} = |S(a,r)| = (Z) (q—1).

Portanto, se somarmos todas as cardinalidades das superficies esféricas obtemos a

cardinalidade do disco

LIRS sECHIED I ([T
|

Note que |D(a,r)| depende apenas de n,q e r. Agora faremos um exemplo que

ilustre essa demonstracao.

Exemplo 2.2.2. Seja A = {0,1} e considere A = {000,001, 010, 100,011,101, 110, 111}3,
sendo a = (000) e r = 2 temos

o0y = ()2~ 10 =1

1

(‘2’)2—1

D(000,2)] = 3"15(000,4)| = |S(000,0)| + [S(000, 1)| +S5(000,2)| =1 +3+3=T.

1=0

15(000,1)] = [{(100), (010), (001)} <3> (2 1)

15(000, 2)| = |{(110), (011), (101)}

entao

Definicao 2.2.4. Seja C' um cédigo. A distdncia minima de C' é o nimero
d = min{d(u,v) | u,v € C e u # v}.

Exemplo 2.2.3. Seja C' o cédigo do Exemplo 2.1.3, calculemos as distancias entre todas

as palavras de C"

d(00000,01011) = 3
d(00000, 10110) = 3
(00000, 11101) = 4,
d(01011,10110) = 4,
( )=3
( ) =3.

)

Y

d(01011,11101
d(10110,11101

)

Podemos perceber que a menor das distancias é 3, entao por definicao de distancia

minima d = 3.
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Para calcularmos d é necessario fazer a combinacao de todos os elementos do codigo
C dois a dois, isto ¢ (]\24), onde M ¢é a quantidade de palavras de C. Porém considerando
nosso codigo sendo o conjunto das palavras da lingua portuguesa &2, entao nesse caso M
é um numero relativamente grande, o que torna o custo computacional para calcular d
muito elevado. Posteriormente veremos como calcular d de maneira mais econémica em

c6digos que possuam estruturas algébricas.

Definicao 2.2.5. Seja €' um codigo com distancia minima d, chamamos de capacidade

- [55)

de modo que [t] representa a parte inteira, para qualquer nimero real t.

de correcao de C' o niimero

Lema 2.2.3. Seja C' um codigo com distancia minima d. Se uw ev € C' e u # v, entao

D(u,k) N D(v, k) = @.

Demonstrag¢io. Sejam u e v € C'. Suponha, por absurdo, que existe z € D(u, k) N D(v, k),
logo = € D(u, k) e x € D(v, k) entdo d(u,z) < k e d(v,z) < K.

Por desigualdade triangular, simetria e pela definicdo de k temos respectivamente
d(u,v) < d(u,z) + d(x,v) = d(u,z) + d(v,z) <2k < d—1,

que é um absurdo, pois pela Defini¢ao 2.2.4, d(u,v) > d, ou seja, a distAncia minima d

nao pode ser maior do que a distancia entre u e v.

Teorema 2.2.4. Seja C' um codigo com distancia minima d. Entao C' pode detectar até

d—1

3 ] ErTos.

d—1 erros e corrigir até Kk = [
Demonstracao. Suponha que ao transmitirmos uma palavra qualquer u de C' ela sofra
uma interferéncia de t erros, tal que ¢ < d — 1, desse modo nao conseguimos encontrar
outra palavra diferente de u que pertenca a C', sendo assim, é possivel detectar o erro.
Caso contrario, se t > d — 1 é possivel encontrar outra palavra de C' diferente de u, o que

torna a detecgdo do erro impossivel.

Em contrapartida, se transmitirmos uma palavra u do cédigo C' e ocorrer t erros,
tal que t < k, recebemos uma palavra e, entao d(e,u) =t < k, logo e € D(u, k). Portanto
D(u,k) N D(e, k) # &, pelo Lema 2.2.3 e ¢ C'. Isso nos garante uma corregao de até

erros e determina u univocamente a partir de c.
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Exemplo 2.2.4. Considere o cédigo C' = {(000000), (010111),(111001)}, temos que
d = 4, logo é possivel corrigir até k = [%} = [4;21} = [1,5] = 1 erro e detectar
d—1=4—1 =3 erros sem encontrar outra palavra do cédigo. Se por qualquer motivo
ocorra uma interferéncia, e a palavra recebida seja 000001, nesse caso é possivel detectar o
erro, pois ela nao pertence a (', e ainda é possivel corrigi-la para 000000, que é a palavra
mais proxima. Agora suponha que recebemos a palavra 000011, note que é possivel detectar

o0 erro, mas nao é possivel corrigi-lo, pois d(000011,000000) = d(000011,010111) = 2.

Atente que, é essencial calcular ou determinar uma cota inferior para a distancia
minima na teoria dos c6digos, pois por consequéncia direta do Teorema 2.2.4 um codigo

tem maior capacidade de correcao quanto maior for sua distancia minima.

Definigao 2.2.6. Sejam C' C A" um cbédigo com distancia minima d e Kk = [%] O
codigo C sera perfeito se

U D(a, k) = A"

aeC

A partir do Teorema 2.2.4 é possivel tragar uma estratégia para detectar e corrigir
erros.
d—1
2

Sejam C' um coédigo com distancia minima d e Kk = [ } Quando um receptor

recebe uma palavra x, pode ocorrer as seguintes situacoes:

i) A palavra x pertence a um disco D de raio x, onde a é o centro de D e a € C, pela

demonstracao do Teorema 2.2.4 a ¢é Unica, diante disso substitui-se x por a.

ii) A palavra = nao pertence a nenhum disco D de raio k, onde a é o centro de D e

a € C, nesse caso nao é possivel decodificar.

Mesmo em i) ndo temos certeza de que a seja a palavra que pretendia-se transmitir,
pois é possivel ocorrer mais do que k erros, se isso acontecer, x se aproxima mais de outra

palavra do codigo C'.
O caso ii) nao ocorre se nosso codigo C' for perfeito.

Um céddigo C' C A™ possui trés pardmetros fundamentais [n, M, d], nos quais, n é
o comprimento do codigo, o que significa a dimensao do espago A™; M é o ntimero de

elementos de (; e d é a distancia minima entre quaisquer dois elementos de C'.

Nesse trabalho interessam os cédigos nos quais M e d sao relativamente grandes
em relacao a n. Dados trés inteiros positivos arbitrarios n, M e d, nem sempre existe um
c6digo com esses parametros, pois existe uma interdependéncia complexa entre eles, o que

nos leva em um dos problemas fundamentais da teoria dos cédigos.
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2.3 Parametros de um Cédigo

Nesta secao temos o objetivo de mostrar algumas relagées entre os parametros
[n, M, d], vistos na se¢ao anterior, de um c6digo corretor de erro, trata-se de uma breve

apresentacao de algumas Cotas Assintéticas.

Considere nesta secao a quantidade de elementos de um um alfabeto sendo g > 2.

Teorema 2.3.1. (Cota de Singleton) Seja C um codigo com parametros [n, M, d], definido

sobre um alfabeto A com q elementos. Temos que

M < qn—d—‘rl‘

Demonstragio. Sejam C' C A" com pardmetros [n, M, d], e u,v € C. Considere a proje¢ao

Pr’ : A" — Ar—(d=1)
C
(xlyx%”' y Xdy Ld41, " " * 7xn) — (xd7$d+17"' 7xn)-
Logo, se
PT’(U) = PT(U) = P'I"(Ul,UQ,"‘ y Udy Ud41, " * 7“’71) - PT(U17027”' y Udy Ud41, "+ * 7vn)
= (U, Uds1, " 5 Un) = (Vg Vg1, Vn),
n—(d-1) n—(d-1)

percebemos que possuem a mesma quantidade n — (d — 1) de componentes, e s6 valera a

igualdade quando u; = v;, onde d < i < n.

Disso conclui-se que, se u e v possuem n componentes e n — (d — 1) dessas
componentes sao iguais, é possivel que até d — 1 componentes sejam diferentes, ou seja,
d(u,v) < d—1, e por definicao de distancia minima, segue que u = v. Entao Pr(C) é

injetora.

Como Pr(C) c A"~ (4= ¢ possui M elementos, sendo assim M < ¢"~ 4+,

Definicao 2.3.1. Para todo n,r € N e ¢ > 2, define-se
r n ;
Vin,r) =3 ()@@= 1)"
i=0

Note que trata-se da cardinalidade do disco, ja demonstrada na se¢ao anterior no

Lema 2.2.2, valido apenas para q > 2.

Teorema 2.3.2. (Cota de Hamming) Se C' é um cdédigo com parametros n, M,d], e se

_ [d=1 ~
K = {T}} entao



40 Capitulo 2. Cédigos Corretores de Erros

valendo a igualdade se, e somente se, C for perfeito.

Demonstragdo. Seja C' um codigo com distancia minima d. Se v e v € C' e u # v, entao
pelo Lema 2.2.3
D(u,k) N D(v,k) =@ = | D(a,r) C A"
acC
valendo a igualdade se, e somente se, o codigo for perfeito, disso podemos concluir que

Yue C

S D(u, )| < ¢ = M(Z (2‘) (q— 1)i> <q" (pelo Lema 2.2.2)

ueC =0
= MV (n,r)) <q" (pela Definicao 2.3.1)

q"
=M<
~ Vo(n,r)’

a existéncia de C' nos garante que V,(n,r) # 0.

Considere o seguinte nimero

A(n,d) = max{M | existe um cédigo com parametros [n, M,d]}.

A partir da Cota de Hamming, obtemos o resultado a seguir.

Corolario 1. Para todos nimeros naturais n e d, temos que

n

q
Vo(n,r)’

A(n,d) <

Note ainda que a partir da Cota de Singleton obtemos que
A(n,d) < ¢" 7+

Definicao 2.3.2. Seja C' um codigo de comprimento n e distancia minima d, tal que

|C| = A(n,d), chamaremos de cédigo 6timo.

Teorema 2.3.3. (Cota de Gilbert-Varshamov) Para todos os nimeros naturais n e d com

n > d, temos
n

q

A= a1y

Demonstrag¢io. Seja C' um c6digo 6timo de parametros [n, M, d], temos pela Definigao 2.3.2
que M = A(n,d). Considere, por absurdo, que existe a’ € A"\ U D(a,d — 1), Va € C,
nesse caso teriamos um conjunto ¢! = C'U{a’'} com M + 1 elerrfeegtos, o que é absurdo,
pois C' é um cédigo 6timo. Entao

UD(a,d—1) = A"

aeC
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Portanto,

" =|A"=|JD(a,d—1)| < MV,(n,d — 1) = A(n,d)V(n,d — 1)

acC

entao

2.4 Equivaléncia de Cédigos

Sempre que definimos uma classe de objetos matematicos podemos inserir a noc¢ao
de equivaléncia entre esses objetos, com os codigos nao sera diferente, nessa secao apre-
sentaremos a nog¢ao de equivaléncia de codigos, que basea-se no conceito de isometria, ou
seja, satisfaz uma bijecdo de um espaco métrico? que preserva as distancias de Hamming,

como segue a defini¢ao.

Definicao 2.4.1. Sejam A um alfabeto e n € N, dizemos que uma fungao F' : A" — A"

¢ uma isometria de A" se preservar as distancias de Hamming, ou seja
d(F(z), F(y)) = d(z,y); Yo,y € A"

Proposicao 2.4.1. Toda isometria de A™ é uma bije¢io de A™.

Demonstragao. Seja F' : A" — A™ uma isometria. Suponha que z,y € A" tal que
F(z) = F(y), pela Definicao 2.2.2 d(F(x),F(y)) = 0, e ainda, pela Definicao 2.4.1
d(F(x),F(y)) = d(z,y) = 0, portanto x = y. Desse modo provamos que F' é uma aplica¢ao
injetora, e toda aplicacao injetora de um conjunto finito nele préprio é sobrejetora, logo F
é uma bijecao.

|
Proposicao 2.4.2.
i) A fungdo identidade de A" é uma isometria de A™.

i) Se F é uma isometria de A", entio F~' é uma isometria de A".

iii) Se F' e G sdo isometrias de A", entao F o G é uma isometria de A".

Demonstracao.

i) Seja

2 Um espaco métrico é um par (M, d) formado por um conjunto M e uma métrica d em M. Uma métrica

no conjunto M é definida pela funcao d : M x M — R que satisfaz a Proposicao 2.2.1.
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Id: A" — A"
r I

Temos que, d(Id(x),1d(y)) = d(z,y), portanto Id é isometria de A" pois preserva

a distancia de Hamming.

ii) Como F' é isometria por hipétese, pela Proposigao 2.4.1 F' é uma bijecao, logo admite

inversa ['~!. Partindo da definicao de isometria, Vz,y € A" tais que

isto ¢, d(z,y) = d(F~'(z), F(y)), portanto F~! também é uma isometria de A".
iii) Sejam x,y € A", temos que

d(F(G(x)), F(G(y))) = d(G(z),G(y)) (pois F' é isometria)

d
d

(x,y), (pois G ¢ isometria)

portanto F o G é uma isometria de A".

Definicao 2.4.2. Dado dois cédigos C' e C' em A", diremos que C’ é equivalente a C
se existir uma isometria F' de A" tal que F(C) = C".

Por consequéncia da Proposigao 2.4.2 a equivaléncia de codigos satisfaz as seguintes
propriedades de uma relacao de equivaléncia.
i) Reflexiva: Seja C' em A", considere
F: A" — A"
cC — C,
pela Proposicao 2.4.2 i) F' é uma isometria, e pela Defini¢do 2.4.2 C' é equivalente C.
ii) Simétrica: Sejam C' e C" em A", se C' é equivalente a C' existe uma isometria
F: A" — A"
cC — (),

tal que F(C) = (', pela Proposicao 2.4.2 ii) existe uma isometria F~! tal que
F~1(C") = C, entdo pela Definigao 2.4.2 C' é equivalente a C".
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iii) Transitiva: Sejam C, C" e C” em A", se C” é equivalente a C’ e C' é equivalente a

C existem duas isometrias

F: A”—>A”eG: A — A"
' o— " cC —

respectivamente. Pela Proposicao 2.4.2 iii) F'o G é uma isometria, entao F(G(C)) =
F(C") = C"”, portanto C” é equivalente a C'.

Sucede de imediato da Definicao 2.4.2 que dois codigos equivalentes possuem os

mesmos parametros.

Agora iremos apresentar exemplos de familias de isometrias que ajudarao a de-

monstrar o principal teorema desta se¢ao.

Exemplo 2.4.1. Se f: A — A é uma bijecdo, e i € Z tal que 1 < i < n, a aplicacio a

seguir é uma isometria.
T}: A" — A"
(&1,"',Cln) — (ala"'>f(ai)7"'aan)-
De fato, dados x,y € A™ quaisquer, por hipétese f é bijecao, entao

flxi) = fyi) = zi = yi,

disso temos que

d(T}(z), Ty(y)) = d(T}(:vlw' v 20), Th (Y1, Yn))

:d((‘xl? ( )7 7xn)7<y17"'7f(yi)7”'7yn>)

:d((‘rh ' ’xn>7(yl7"' yYiy * e 7yn))

=d(z,y).
Exemplo 2.4.2. Se 7 é uma bijecao do conjunto {1, - - - , n} nele préprio, também chamada
de permutagao de {1,---,n}, a aplicacdo permutacao de coordenadas a seguir é uma
isometria.

T: A" — A"
(a17"' aa'n) — (aﬂ(l)a"' 7a71'(n))-

Verificando se é uma isometria. Dados =,y € A" quaisquer, e sejam i,j €
{1,2,--- ,n}, por hipétese 7 é bijegao, logo as permutagoes dos subindices 7(1), 7(2), - -, 7T(TL)
nada mais sdo que uma reordenagao de 1,2, --- ,n. Assim, se x; # y; entao Ty 7# Yn(i)
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Logo,

d(Tx(x), Tx (y))

d(Tﬂ'(xla e 7xn)7Tﬂ'(y1a e 7yn))
d((Trys - 5 Tagm))s Yn()s > Yn(n)))
d(z,y).

O principal teorema desta se¢ao sera uma consequéncia direta dos dois lemas que
serdo apresentados e demonstrados a seguir. A partir de agora considere A um alfabeto

com ¢ elementos.

Lema 2.4.3. Dada uma isometria F' de A", comn > 2, e dados os elementosay, -+ ,0p_1 €
A, existem ay,--- ,al,_, € A, uma bijegio f, : A — A e uma permutacio o de {1,--- ,n}
tais que

(TO' OF)(ala"' 7an717x) = (alla"' 7a;717fn(x))7vx c A

Demonstragio. Para g = 1, temos que A" = {(ay, -+ ,a1)} e F(ay, -+ ,a1) = (a1, ,a1),
entao
(T, o F)(ay, - ,a1) =Ty(F(ay, - ,a1))
:To(al,“' 7a1)
= (ao(1)," "+ Ao(1))
= (ab... 7a1)_

Portanto é facil notarmos que nesse caso é valido o lema, pois o resultado independe

da permutagao e da bijecao f,, ou seja, (a1, -+ ,a1) = (a}, -+ ,dl, fular)).

Para g > 2, considere a,, e b, € A tais que a,, # b,,, de modo que
U = (a17 e 7an717an> ev = (ah e 7a/n717bn> c An

Temos que d(u,v) =1 e F' é uma isometria, entdo d(F'(u), F(v)) = d(u,v) = 1. Portanto,

F(u) e F(v) diferem apenas em uma componente.

Escolhendo convenientemente a permutacao o de {1,2,--- n}, que a principio

depende de u e v, podemos supor que

(To 0 F)(u) = (a1, -+ a5y, a,),

» Yn—17 Y'n

(To 0 F)(v) = (i, -+ ayyq, 00,),

) U'n—17"n
/ /
com a, # b, .

/
n

No caso de ¢ = 2, vamos definir a bije¢ao f, por a, — al, e b, — bl , entao

temos que

(TU © F)(“) = (TU © F)(ah T 7an*17aﬂ) = (alla T 7a;1—17a;1> = (all? co 7“%—1afn(an))7
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(To 0 F)(v) = (To 0 F)(ar, -+ an1,bn) = (ay, -+, ap, 4, b)) = (ay, -+ dyy g, fu(bn)),
logo nesse caso o lema esta provado.
Agora para g > 2, considere
w=(ay, - ,a,-1,%),Yz € Aex # ay,,
pela Proposigao 2.4.2 iii) T, o F' é uma isometria, entao
d((T, o F)(w), (T, o F)(u)) = d(w,u) = 1.
Dessa forma podemos dizer que existe um unico y € A, tal que
(To 0 F)(w) = (ay, -+, a1, Y, @iy, ),
onde y # a;. Se x = b, terlamos que w = v, entdo
(To 0 F)(w) = (ay. -+, ap, 4, b,),
ou seja, 1 = n.
Por absurdo, suponha que = # b, e ¢ < n, chegariamos no seguinte resultado
d((T5 o F)(w), (T5 0 F)(u)) = 2,
pois y # a} e al, # bl o que é absurdo, pois d(w,u) =1 e T, o ' é isometria. Assim n = i.
Consequentemente,
(To 0 F)(w) = (ay, -+, a1, ),
portanto podemos definir uma fungao f, : A — A, de modo que

(To OF)(ala U 7an—17I) = (alla U 7a;717fn(x))7v'r € A

Como T, o F' é uma isometria, pela Proposicao 2.4.1 trata-se de uma bijecao, segue
que f, é injetora, e toda funcao injetora de um conjunto finito, no caso A, nele proéprio é

também sobrejetora, portanto f, é bijetora.

Lema 2.4.4. Dados uma isometria G de A" e ay,--- ,a,_1,ay, -+ ,a,_; € A fizos.

Suponhamos que exista uma bijecao f: A — A, tal que

Glay, - ,an_1,2) = (ay, -+ ,a,_, f(x)),Vr € A

Entao, existe uma isometria H de A", tal que

G(:Cla“ ' wxnfl,xn) = (H(xlv" ' 7xn71>7f(xn))vv(x17' o 7xn) € An-
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Demonstragio. Seja (by, -+ ,b,_1) € A", tal que

(bb T 7bn—1) # (aly T 7an71>
e seja a, € A. Suponha que

u=(ap, - ,a,)ev=_(by, -+ ,by_1,a,).

Por hipotese
G(U) = (allv T 70’;1717 f(an))7
agora cosidere
G) = (c1,-+ ,¢n).
Suponha, por absurdo, que ¢, # f(a,), temos que f é bije¢do, entdo existe b, € A

tal que b, # a, e ¢, = f(by).

Considere

w = (ah Tt 7an717bn>

logo, aplicando a GG temos
G<w) = (a'/lv T 7a;L—17 f(bn))

Seja r € N*| tal que d(u,v) = r. Entao

d(u,v) =d((ar, -+ ,a,), (b1, ,bp_1,ay))
= d((‘“»'" aan—1>a(b1>"' abn—l)) (2'1)

=T

Em contrapartida como f(a,) # ¢, temos

d((a/h T ’a;z—l)’ (Cla T ’Cn—l)) = d(G<u)7 G(U)) -1
=d(u,v) — 1 (2.2)

=r—1.
Como a,, # b, temos

d(w,v) = d((ala' e 7an—17bn)7 (bla' e 7bn—17an)>
= d((ah . 7an—1)7 (b17 .. ’bn_l)) +1
—r+1. (de 2.1)

Por outro lado, como f(b,) = ¢,, temos que

d(G(w), G(v)) = d((al, -+, @y, f(bn)), (c1,- -+ )
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= d<<a,17 7a’fnfl)7(cla"' 7Cn—1))

O que é absurdo, pois G é uma isometria e d(G(w), G(v)) # d(w,v), entao ¢, =

flan).
Com isso, concluimos que para qualquer (zq,--- ,z,) € A", existe (Y1, ,Yn_1) €
A1 tal que
G<x17 U 7'rn) = (y17 s YUn—1, f(xn))7
logo, 41, ,Yn_1 S@0 univocamente determinados por x1,--- , T, 1.
Provemos agora a existéncia de H, é preciso mostrar que yq,--- ,y,_1 depende
apenas de xq, -+ ,Z,_1 € nao de z,. Considere z, # x, e suponha que

G(I’l, T wl'n—lazn) = (yia e 7y;z—17f(zn))7

no entanto, como G é uma isometria, temos

d<G($17” : 7xn—17$n)7G(x17 e 7~Tn—lazn)) = d((l’l, T 7~Tn—la$n)7 (xla e 7xn—lazn)) =1

Além disso, G é uma bijegao, se =, # z, entao f(x,) # f(z,), logo y. = y;, Vi =
1, n—1.

Portanto, a funcao H : A" 1 — A""! estd bem definida e temos
G(l’l, e 71771) = (H(xlv e 7$n—1)7 f(l'n))

Provemos que H ¢ uma isometria. Sejam (xq,- -+ ,x,_1), (2}, -, 2, ;) € A" e

T, € A, temos que

d((l‘l,--- :377171)7('1{[7'" >x;1—1)) = d((wla 7$n71>wn)7($/1"" 7$;l—1’$n))
= d(G(SCl, ;xnflaxn)uG(xllv"' 71:;1717‘1:"))
= d((H(ml, s ,xn—1)7 f(xn»u (H(xllv T 7‘7’1;171)7 f(‘rn)»
= d(H(l’l, 7:L‘n_1)7H(l’/1,"' 71‘Jn—1))'

Portanto, H é uma isometria.

Proposicao 2.4.5. Sejam A um alfabeto e 0,0’ permutagoes de {1,--- ,n}. Entao para

qualquer u = (z1, -+ ,x,) € A", temos

i) (T, 0Ty)(u) = Throp (u)

ii) (T,)~"(u) = To1(u)
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Demonstragio. Seja u = (z1,--- ,x,) € A", entao:

i) Temos que

(15 0 To)(u) = T5(Tor (21, -+, )
= Ty (Zort), » Tor(m))
= (To(o))s "+ To(or(n))
= (%oa/u), T axooo’(n))
= Thoor ().
ii) Considere
(T, 0T,-1)(u) = T,op-1(u) (pelo item 1)

= Ta(u)

= id(-rl,"‘ 71-71)

= (Tid(1), " Tid(n))

= (xl,"‘ 7xn)

= u.

Portanto, T, o T,-1 = Id. Assim, T,-1 é a inversa de T,, ou seja, (T,) '(u) =
T(,fl(u),Vu e A"

Teorema 2.4.6. Seja F: A" — A™ uma isometria, entdo exitem uma permutacio m de
{1,--+ ,n} e uma bijecao f;: A — A, 1<1i<n, tais que

F:T,,OT} o---0T%}.
1 n

Demonstragio. Considere A = {ay, -, a4}
Por indugao sobre n, temos:

Para n=1,
d(F(a;), F(a;)) = d(a;, a;),¥i,5 =1,--- ,q.

Se i # j temos que d(a;,a;) =1, logo F(a;) # F(a;).

Sejam F(a;) = a;4+1 € F(a;) = a;+1. Vamos definir f convenientemente por

akr1, sel<k<qg-—1
flar) =
ai, se k= g,
se f(a;) # f(a;) entdo a;41 # a;+1, logo f é injetora, toda funcao injetora de um conjunto

finito nele préprio é também sobrejetora, portanto f é bijetora.
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Logo, F'= 10Ty,

Agora considere como, hipétese de indugao, que o resultado seja valido para n — 1.

Sejam aq, -+ ,a,-1 € A. Pelo Lema 2.4.3 existem af,--- ,a/,_; € A, uma bijecao

fn: A—> A e uma permutagao o de {1,--- ,n}, tais que

(TO' OF)(ala U >anflax> = (alla U 7a;1—17fn(l'))7vm cA

Pelo Lema 2.4.4, existe uma isometria H de A"7!, tal que

(Ty o F)(x1, -+ ,xn) = (H(z1, -, 201), f(xn)), V(21 -+ x,) €A™ (2.3)

Por hipétese de indugdo, existem uma permutagao 7’ de {1,--- ,n — 1} e bijegdes
fi, -+, fa_1 de A, tais que

H=(Tw)o(T}) o---o(TF 1Y, (2.4)
onde
(TT/)/ . An—l — An—l
(xb e ,xnfl) — (,’L‘T/(l), e 73:7"(71—1))
e,parat € {1,--- ,.n—1}
(T}) At — At
(1, 1) (1, fi@i), o Ta).
Agora definindo a permutagao 7 de {1,--- ,n} por

(1), sel<i<n-—1

(i) =

n, set=n
e considerando
T, : A" — A"
(xla"' 7In) — (IT(1)7”' 7xT(n))
e, parai € {1,--- ,n — 1} colocamos
T}Z_: A" — A"
(9317”' axn) — (1'1,"' 7fl(xl)7 7xn)-

De (2.3) e (2.4) concluimos que

TaoF:TToT}lo---oT}ln.
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A partir da Proposicio 2.4.5 e considerando m = o~ ! o 7, obtemos que

TyoF =T, 0T} 00T} = T,i0T,0 F=T, 10T, 0T} o--- 0T}
= F =T, 1,,0T} 00T}
1 n
= F=T,0Tp0---01T},

o que nos garante o resultado.
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3 ANEIS E CORPOS

Para que seja possivel avancarmos nos estudos da teoria dos codigos corretores
de erros, é preciso recordar algumas estruturas algébricas basicas. Neste capitulo sera
apresentado conceitos de anéis e corpos com énfase no anel dos niimeros inteiros, onde
veremos a divisibilidade em Z e o conceito de inteiros médulo m, também estudaremos a
mudanca de alfabeto de um coédigo. Para composicao deste capitulo foram utilizados os
seguintes materiais: Notas de aula Algebra - ALGM5, 2° Semestre de 2018; Domingues e
lezzi (2018); Milies e Coelho (2013); Gongalves (2017); Garcia e Lequain (2018); Tarcha
(2019) e Hefez e Villela (2008).

3.1 Anéis

Definigdao 3.1.1. Seja A um conjunto nao vazio onde estejam definidas duas opera-
¢oes, as quais chamaremos de adicao e multiplicagdo em A e denotaremos por + e -

respectivamente.

Assim,
+: AxA — A - AxA — A

(a,b) +— a+b (a,b) +—— a-b

E dito que A é um anel se as propriedades a seguir sdo satisfeitas para quaisquer
a,b,c € A.
(A1) Associativa da adigao: a+ (b+c¢) = (a+b) + c.
(A2) Comutativa da adigdo: a+b="b+a.
(A3) Existéncia do elemento neutro aditivo: 304 € A, tal que a + 04 = a.

(A4) Existéncia de simétricos aditivos: Vo € A, 3y € A, denotado por y = —z, tal
que x +y = 04.

(M1) Associativa da multiplicagao: (a-b)-c=a-(b-c).
(D1) Distributiva da multiplicagdo em relagao a adigao: a- (b+c¢)=a-b+a-ce

(a+b)-c=a-c+b-c

Utilizaremos a notagao (A, 4+, ) para representar o anel A munido das operagoes

de adigao e subtragao respectivamete
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Exemplo 3.1.1. Os conjuntos dos niimeros inteiros 7Z, racionais Q, reais R e complexos C,
com as operagoes de adi¢ao e multiplicacao usuais, cujas propriedades cumprem os axiomas
da definicdo acima, sao anéis. Assim, podemos representa-los como os anéis numéricos
(Z,+,),(Q,+,-),(R,+,-) e (C,+, ) respectivamente.

Decorre de imediato, do fato de que a adigdo é uma operacao sobre A, as seguintes

propriedades.

Propriedade 3.1.1. Seja (A, +,-) um anel.

i) O elemento neutro 04 ¢é tnico. Esse elemento é chamado de zero do anel.

ii) O simétrico —a de um elemento a € A é tnico.
iii) Se a1, a9,--- ,a, € Aentdao —(a; +ag+ - +a,) = (—a1) + (—a2) + - + (—an).
iv) Se a € A entdao —(—a) = a.

V) Se a4+ = a+ y entdo x = y, ou seja, todo elemento de A é regular para a adigao.

Em outras palavras, vale a lei do cancelamento da adigao.
vi) A equagdo a + x = b tem uma e uma sé solugdo: o elemento b+ (—a).
vii) Sea € Aentdoa-0=0-a=0.
viii) Se a,b € A entdo a-(—b) = (—a)-b= —(a-b).
ix) Se a,b € A entao (—a)-(—b) =a-b.
Demonstra¢io. Consultar Tarcha (2019, p. 22-24).
|

Definicao 3.1.2. Sejam a,b € A. Chama-se diferenca entre a e b, denotado por a — b o
elemento a 4+ (—b) € A. Portanto, a — b = a + (—b).

Da defini¢do acima, segue a seguinte propriedade.

Propriedade 3.1.2. Seja (A, +, ) um anel. Se a,b,c € Aentdoa-(b—c)=a-b—a-ce

(a—b)-c=a-c—b-c

Demonstragio. Consultar Domingues e lezzi (2018, p. 224-225).
[

Definigao 3.1.3. Um anel (A, +,-) em que o conjunto A é finito chama-se anel finito.
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Defini¢ao 3.1.4. Sejam (A, +,-) um anel e B um subconjunto nao vazio de A. Seja B

fechado para as operagoes de + e - de A, ou seja,

i) 2,y € B=x+y € B;

ii) 2,y e B=x-y € B.
Assim, podemos considerar a adi¢do e a multiplicacdo de A como operagoes de B.
Se (B, +, ) for um anel com as operagoes de A dizemos que B é um subanel de A.

Defini¢ao 3.1.5. Seja (A, +, ) um anel. Se a multiplicagdo de A goza da propriedade
comutativa, ou seja, se
a-b=">b-a,

para a,b € A quaisquer, diz-se que A é um anel comutativo.

Definig¢ao 3.1.6. Seja (A, +,-) um anel. Se A possui elemento neutro multiplicativo, ou

seja, se existe um elemento 14 € A, 14 - a = a, tal que
a-ly=14-a =a,
para a € A qualquer, diz-se que 1, é a unidade de A e que A é um anel com unidade.

Definicao 3.1.7. (Poténcias num anel) Seja (A, +, ) um anel com unidade. Se a € A e

n € N, define-se a”, poténcia n-ésima de a, por recorréncia da seguinte maneira

sempre que n > 0.

Proposicao 3.1.1. Seja (A, +,-) um anel com unidade. Se a € A e m,n € N entdo

Z) a™ - q = aern;

it) (a™)" =a™".
Demonstragio. Consultar Domingues e lezzi (2018, p. 232).
|

Definigao 3.1.8. Seja (A, +, ) um anel comutativo com unidade. Se para esse anel vale

a lei do anulamento do produto, ou seja, se uma igualdade do tipo
a-b=_0y4,

para a,b € A, s6 for possivel se

entao diz-se que A é um anel de integridade ou dominio de integridade.
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3.2 Corpos

Definicao 3.2.1. Um conjunto nao vazio K é chamado de corpo se K é um dominio de
integridade, tal que para qualquer elemento de K, diferente do elemento nulo é inversivel

em relacao a multiplicacao, ou seja,
VeeK 3z 'eKtal que z-27 ! = Ik.

Exemplo 3.2.1. Os conjuntos numéricos Q, R e C sdo alguns dos exemplos mais comuns

de corpos.
Proposicao 3.2.1. Todo anel de integridade finito é um corpo.
Demonstrag¢io. Consultar Domingues e Iezzi (2018, p. 263-237).

Definigao 3.2.2. Seja (K, +,-) um corpo. Um subconjunto nao vazio L C K é chamado
subcorpo de K se é fechado para a adi¢ao e multiplicacao de K e se L também tem uma

estrutura de corpo, para as operacoes de K, restritas aos elementos de L.

Exemplo 3.2.2. O conjunto numérico Q é um subcorpo de R que, por sua vez, é um

subcorpo de C.

Proposicao 3.2.2. Sejam K um corpo e L um subconjunto nao vazio de K. Para que L

seja um subcorpo de K € necessdrio e suficiente que

Z) Ok, 1x € L;
it) Se x,y € L entiox —y € L;

iii) Se x,y € L ey # Og entdo x -y~ € L.

Demonstra¢ao. Consultar Tarcha (2019, p. 30).

3.3 Divisibilidade em Z e Inteiros médulo m
Definicao 3.3.1. Sejam a,b € Z. Diz-se que b divide a se existe um inteiro ¢ tal que
b- ¢ = a. Denotaremos por b | a. A negacao desta afirmagao serd indicada por b1 a.

Exemplo 3.3.1. Sabemos que 3 | 12, pois existe um inteiro ¢, tal que 3 - ¢ = 12. De fato,
3-4=12.

Por outro lado, 3 1 11, pois nao existe um inteiro ¢, tal que 3 - ¢ = 11.
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Definicao 3.3.2. Um inteiro p diz-se primo se tem exatamente dois divisores positivos: 1

e |pl.

Exemplo 3.3.2. Note que, 11 ¢ um ntimero primo. De fato, 11 possui apenas dois divisores

positivos: 1 e 11.

Definigao 3.3.3. Seja m # 0 um inteiro fixo. Dois inteiros a e b dizem-se congruentes

modulos m, se m divide a diferenca a — b.

Exemplo 3.3.3. Seja m = 2. Os inteiros 15 e 7 sao congruentes modulo 2, pois existe um

inteiro ¢, tal que 2 divide a diferenga 15 — 7. De fato,

2:c=15—-7T=2-c=8=c=4.

Assim, pela Definigao 3.3.1, temos que 2 | (15 — 7).

Definicao 3.3.4. Sejam a, m € Z, tal que m > 1. Chama-se classe de congruéncia de
a médulo m o conjunto formado por todos os inteiros que sao congruentes a a médulo

m. Denotaremos esse conjunto por a. Em outras palavras

a={r€Z|r=a (modm)}.

Como z = a (mod m) se, e somente se, z é da forma x = a + tm, para algum

t € Z. Assim, podemos escrever o conjunto a como

a={a+tm|tel}.

Agora vamos construir as classes residuais de Z médulo m.

Note que, as classes dos inteiros 0,1,--- ;m — 1 sao

0={0,£m,£2m,---}
T={1,1+m,1+2m,--}
2=12,24+m,2+2m,---}
m—I={m-1m—-1+tmm-—1+2m, -}

Exemplo 3.3.4. Se m = 3, temos que todas as classes possiveis mdédulo 3 sao

0=1{0,3,-3,6,—6,---}
1={1,4,-4,7,-7,---}
2=1{2,5,-5,8—8,---}
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Definicao 3.3.5. O conjunto das classes de congruéncia médulo m, denotado por Z,,, é

chamado de conjunto dos inteiros médulo m, ou ainda,

T ={0,1,--- ;m—T1}.

Dadas duas classes a,b € Z,,. Vamos definir as operacdes de adi¢do e multiplicacio

sobre Z,,, respectivamente, por

I
S
=

a+b=a+b e a-b

Decorre da definicao acima e dos axiomas para as operagdes com nimeros inteiros
as propriedades Al, A2, A3, A4, A5, M1 e D1 vistas na Secao 3.1, e ainda, Z,, possui

unidade e a operagao de multiplicacao ¢ comutativa.

Para as demonstragoes destas propriedades consultar Domingues e lezzi (2018,

p. 137-138).

Segue destas propriedades que, Z,, ¢ um anel comutativo e com unidade.

Proposicao 3.3.1. Um anel de classes de restos Z,, ¢ um dominio de integridade se, e

somente se, m € um numero primo.

Demonstragao. Consultar Domingues e lezzi (2018, p. 235).

3.4 Mudanca de Alfabeto

E possivel mudar o alfabeto A de um cédigo C' por outro, caso possua a mesma

quantidade ¢ de elementos e mantendo os mesmos parametros de C'.

Sejam A e B dois conjuntos finitos, e a fungdo f : A — B uma bijecdo. A partir

de f podemos definir a funcao
o: A" B"

SN
(l’l,"' ,.Tn) — (f(x1>7 af(xn))

Vamos verificar que ¢ é uma bijecao e preserva a distancia de Hamming.

Sejam = = (x1, -+ ,x,) ey = (Y1, ,Yn) € A", como f é bijecdo temos

d((x), (y)) = d(d(z1, -+ s 2n), d(Y1, -+ Yn))

((.f(xl)a e 7f(xn))’ (f(yl)v o 7f(yn)))
(@1, 2n), (Y1, yn))
(

x,y).

Il
Q8 A
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Logo, ¢ preserva a distancia de Hamming, ou seja, ¢ é uma isometria, e pela

Proposicao 2.4.1, ¢ é uma bijecao.
|

Seja C' C A™ um codigo com M elementos e distdncia minima d, a sua imagem

C" = ¢(C) C B™ é um c6digo sobre o alfabeto B com os mesmos parametros de C.

Desse modo, dado um céddigo C' sobre um alfabeto A com m elementos, por meio de
uma bijecao f : A — Z,, podemos obter um codigo C’ sobre o anel Z,, com os mesmos

parametros de C.

Definig¢ao 3.4.1. Diremos que w(u) é o peso do elemento u € Z,,, se
w(u) = [{z [ u; # 0},
ou seja, o numero de coordenadas nao nulas de u. Em outras palavras, temos que
w(u) = d(u,0),

onde d é a distancia de Hamming de C.

Se o codigo C é fechado para a subtracao, ou melhor, se
Vu,v € C',u—v e’
entao vale a seguinte igualdade para a distdncia minima d de C’

d=min{w(u) | ue C' u+#0}.

Observe que em (Z,,)" existe uma métrica diferente da métrica de Hamming, que

é chamada de métrica de Lee', comumente utilizada em telefonia celular.

1 Essa métrica foi definida por Lee (1958). Diferentemente da formulacio que Hamming faz, onde as

palavras de um cédigo normalmente sdo binarias, ou seja, sdo constituidas apenas de zeros e uns, € a
distancia entre um par de palavras deste cédigo é o niimero de coordenadas nao correspondentes. Lee
(1958) define esta métrica para cddigos nao-bindrios.
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4 PRELIMINARES ALGEBRICOS

Neste Capitulo vamos trabalhar com corpos finitos, estudar algumas de suas propri-
edades, e aprender a classifica-los. De modo geral, a teoria dos codigos corretores de erros
baseia-se na algebra linear sobre corpos finitos, por esse motivo também apresentaremos
algumas nogdes basicas de algebra linear. Para a composi¢ao deste capitulo foram utilizados
os seguintes materiais: Notas de aula Algebra Linear - Curso de Verao, IME-USP!: Coelho
e Lourenco (2015); Callioli, Domingues e Costa (1990); Domingues e Iezzi (2018); McCoy
(1973) Hefez e Villela (2008) Steinbruch e Winterle (1987); Boldrini et al. (1980); Hoffman
e Kunze (1970) e Santos (2010).

4.1 Nocdes Bésicas de Algebra Linear

Nesta secao, vamos apresentar apenas as nogoes basicas de algebra linear necessarias
para o desenvolvimento de cddigos lineares. Lembrando que, o contetido apresentado é um

breve resumo a titulo de recordagao.

Definicao 4.1.1. Um conjunto nao vazio V é um espago vetorial sobre um corpo
K qualquer, se em seus elementos, denominados vetores, estiverem definidas as duas

operagoes a seguir:

(A) Adigao em V
A cada par v,w de vetores de V corresponde um vetor v + w pertencente a V,

chamado soma de v e w, ou seja,

+: VxV — Vv
(v,w) +— v+w,

com as seguintes propriedades:

(A1) Comutativa: u+v =v +u, Yu,v € V;
(A2) Associativa: u+ (v +w) = (u +v) +w, Yu,v,w € V;

(A3) Existéncia do Neutro: Existe em V um vetor, denominado vetor nulo e

denotado por 0, tal que u 4+ 0 =u, Yu € V;

(A4) Existéncia do Simétrico: Para todo vetor u € V| existe um vetor em V',

denotado por —u, tal que u + (—u) = 0.

L Instituto de Matematica e Estatistica - Universidade de Sdo Paulo.
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(M) Multiplicagdo por um escalar em V

A cada par « € K e u € V', corresponde um vetor « - u pertencente a V', chamado

produto por escalar de o por u, ou seja,

KxV — %4
(,u) +— «-u,

com as seguintes propriendades:

(M1) Associativa: a(f - u) = (af) - u, Vo, € KeVu € V;

(M2) Existéncia do Neutro: 1-u = u, Yu € V, onde 1 é o elemento neutro

multiplicativo do corpo K.

Além disso, vamos impor que as duas operagoes acima se distribuam, ou seja, que

sejam validas as seguintes propriedades:

(D1) Distributiva da multiplicacdo de um escalar em relagao a adigao de

vetores: a- (u+v) =a-u+a-v, Yo € KeVu,v € V;

(D2) Distributiva da adi¢do de escalares em relagdo a multiplicagdo de um
vetor: (a+ ) - u=a-u+ - -u, Vo, e KeVueV.

Exemplo 4.1.1. Todo corpo é um espaco vetorial sobre si mesmo. Assim, sao exemplos
de espacos vetoriais os corpos R e C, visto que as propriedades acima apresentadas sao

satisfeitas nesses corpos.

Podemos, desta forma, observar que os conjuntos a seguir sao espacos vetoriais:
M wn(R) sobre R, R™ sobre R, C" sobre C, e o conjunto dos polinémios K[X] sobre um
corpo K qualquer. Esses sao alguns exemplos dos espacos vetoriais mais estudados em

algebra linear.

Definicao 4.1.2. Seja V um espaco vetorial sobre um corpo K qualquer. Um subconjunto
W de V é um subespacgo vetorial de V se a restricao das operagoes de V' a W torna

esse conjunto um espaco vetorial sobre o corpo K.

Proposicao 4.1.1. Seja V' um espago vetorial sobre um corpo K qualquer e W C V
um subconjunto nao vazio. Entao W é um subespaco de V' se, e somente se, satisfaz as

sequintes propriedades:

i) 0e W;
ii) Seu,v € W entiou+veW;

wi) Sea € K eueW entioa-ueW.
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Demonstragao. Consultar Santos (2010, p. 14-15).
[

Exemplo 4.1.2. W = {(z,y,2) € R® | z = 0} é subespaco vetorial de V = R?. De fato,

verificando as condi¢oes da Proposicao 4.1.1, temos que

i) Oy =(0,0,0) e W,sey =z = 0;
ii) Se u = (0,y1,21),v = (0,92, 22) € W entao

u+v=(0,y1,21) + (0,92, 22) = (0,41 + ¥2, 21 + 20) € W;
iii) Sea e Reu=(0,y,2) € W entao
a-u=a-(0,y,2)=0,a-y,a-z) € W.
Portanto, W é um subespaco vetorial de R3.

Definicao 4.1.3. Sejam U e V subespacos vetoriais de um espaco vetorial W sobre um
corpo K qualquer. Indicaremos por U + V' e chamaremos de soma de U com V o seguinte
subconjunto de W:

U+V={u+v|ueUeveV}

Proposicao 4.1.2. Se U eV sdo subespagos vetoriais de um espago vetorial W sobre um

corpo K qualquer entao U + V' também é um subespaco vetorial de W.

Demonstragio. Consultar Callioli, Domingues e Costa (1990, p. 56).
[

Exemplo 4.1.3. Sejam U = {(z,0,0)} e V = {(0,0,2)} subespagos vetoriais de um

espaco vetorial R? sobre R. Temos que, a soma de U com V é

U+V={u+v|ueUeveV}={(00)+(0,0,2)} = {(2,0,2)}.

Além disso, U + V' é subespaco vetorial de R3. De fato, verificando as condicoes da

Proposicao 4.1.1, temos que
i) Ogs = (0,0,0) e U+ V,se x =z = 0;
ii) Se v’ = (21,0, 21), V' = (22,0, 22) € U+ V entao
u + v = (21,0,21) + (22,0, 22) = (v1 + 22,0,21 + 20) €U + V;
iii) Sea € Reu = (z,0,2) € U+ V entado

Oé"U//:OC'(x,O,Z):(Oé'xy())a"z)€U+V'
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Portanto, U + V' é subespaco vetorial de R3.

Definicao 4.1.4. Sejam U e V subespacos vetoriais de um espago vetorial W sobre um
corpo K qualquer, tais que U NV = {0y }. Neste caso, é dito que U + V é soma direta
dos subespacos U e V', denotado por U & V.

Proposicao 4.1.3. Sejam U e V' subespagos vetoriais de um espaco vetorial W sobre um
corpo K qualquer. Entao U &V = W se, e somente se, cada vetor w € W admite uma

unica decomposi¢io w =u+v, comu €U ev e V.

Demonstrag¢io. Consultar Callioli, Domingues e Costa (1990, p. 56-57).
|

Exemplo 4.1.4. O espaco vetorial R? sobre R é uma soma direta dos subespacos U =
{(z,0) |z € R} e V ={(0,y) | y € R} de R?, pois UNV = {(0,0)}. Além disso, cada
vetor (x,y) € R? admite uma tnica decomposi¢ao (z,y) = (z,0) + (0,y), com (z,0) € U e
(0,y) e V.

Definicao 4.1.5. Seja V um espaco vetorial sobre um corpo K qualquer. Dizemos que um
conjunto L = {uy,ug, -+ ,u,} C V é linearmente independente (L.I.) se, e somente
se, uma igualdade

QU1 + ags + -+ - 4y, = 0,

com os «; € K, s6 for possivel para a; = as = -+ - = «,, = 0, chamaremos essa solugao de

trivial.

Exemplo 4.1.5. No espaco vetorial V' = R* sobre R, o conjunto L = {(2,5,0,1), (0,0,2,0)}

¢é linearmente independente, pois existem «aq, as € R tais que

2@1:0
5&1:0
ag - (2,5,0,1) + az - (0,0,2,0) = (0,0,0,0) = = a; =y =0.
20[2:0
061:0

Note que, o sistema admite apenas a solugao trivial. Portanto, L é linearmente

independente.

Definicao 4.1.6. Seja V' um espaco vetorial sobre um corpo K qualquer. Dizemos que um
conjunto L = {uy,ug, -+ ,u,} C V é linearmente dependente (L.D.) se, e somente

se, L nao ¢ L.1., isto é, seja possivel uma igualdade
aquy + oty + ¢+ - + au, =0,

sem que os escalares «; € K sejam todos iguais a 0.
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Exemplo 4.1.6. No espaco vetorial V = R? sobre R, o conjunto L = {(2,—1), (4, —2)} é

linearmente dependente, pois existem «aq, as € R tais que

2041 + 4042 =0
aq - (2, —1) + a9 - (4, —2> = (0,0) = = a1 = —209.
—Q] — 2&2 =0

Note que, a; depende de as, desse modo, o sistema admite outras solugoes além

da trivial. Portanto, L é linearmente dependente.

Definicao 4.1.7. Seja V um espago vetorial sobre um corpo K qualquer.

i) Um vetor u € V' é uma combinacao linear dos vetores uy, - -+ ,u, € V se existirem

escalares aq, - -+, a,, € K tais que

n
U= Uy + 0oy + -+ U, = Y g
=1

ii) Seja B um subconjunto de V. B é dito gerador de V', ou ainda, B gera V se todo

elemento de V' for uma combinacao linear de um ntimero finito de elementos de B.

Exemplo 4.1.7. Considere R* como espaco vetorial sobre R. Observe que, o conjunto B =
{(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)} é um conjunto gerador de R?*, pois podemos
escrever qualquer vetor (a, b, c,d) € R* como combinacio linear dos vetores de B, ou seja,

existem aq, ag, a3z, ay € R tais que
(a,b,c,d) = a1(1,0,0,0) + a2(0,1,0,0) + 3(0,0,1,0) + a4(0,0,0, 1),
entao a; = a, as =b, ag =c, ag =d com a,b,c,d € R.

Definicao 4.1.8. Seja V' um espaco vetorial sobre um corpo K qualquer. Dizemos que
um subconjunto B de V' é uma base de V se B for gerador de V e B for linearmente

independente.

Exemplo 4.1.8. Considere R? como espaco vetorial sobre R. Observe que, o conjunto
B ={(1,-1),(1,0)} é base de R?, pois

i) B ¢éum conjunto gerador de R?, visto que podemos escrever qualquer vetor (z,y) € R?

como combinagao linear dos vetores de B, ou seja, existem «aq, as € R tais que

a1 +oag =2
(z,y) = ai(l,—1) + a2(1,0) = = qp=—-yeay=71+Yy,
—Q :y

com z,y € R.

ii) B é um conjunto linearmente independente, uma vez que existem Ji, 5> € R tais que

p1+ P2 =0
61(17_1)+52(170) = (070) = { 6 0 :>51:52:0~
—B3 —
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Exemplo 4.1.9. Considere K™ um espaco vetorial sobre um corpo K qualquer. Seja B o

subconjunto constituido dos vetores

51:<1a0707“' aO)
52:(071707“' 7O>

en=(0,0,0---,1).

Sejam aq, ao, -, a, € K e coloquemos u = a1 + anes + - - - + e, € K™, Entéo

U = (ala()é?"" 7an)-

Isto posto, temos que B é conjunto gerador de K". Note que, u = Ogn se, e somente

se a; = ap = --- = a,, = 0. Desse modo, os vetores de B sao linearmente independentes.

Definigao 4.1.9. O conjunto B = {(1,0,---,0),(0,1,0,---,0),---,(0,0,--- ,1)} cons-
truido acima é uma base do espago vetorial K" sobre K. Denominaremos esta base

particular a base candnica de K”.

Definicao 4.1.10. Dizemos que um espaco vetorial V' sobre um corpo K qualquer é

finitamente gerado se possuir um conjunto gerador finito.

Exemplo 4.1.10. Considere R? como um espaco vetorial sobre R. Observe que, R? é um
espago vetorial finitamente gerado, pois o conjunto B = {(—1,0,0), (0,1,0), (0,0, —1)} é

gerador de R? e B é um conjunto finito de trés vetores.

Teorema 4.1.4. Seja V' um espago vetorial finitamente gerado nao nulo sobre um corpo

K qualquer. Entdo duas bases quaisquer de V' tém o mesmo nimero de vetores.

Demonstrag¢io. Consultar Coelho e Lourengo (2015, p. 52).
|

Exemplo 4.1.11. Considere R? como espaco vetorial sobre R. J4 vimos que, o conjunto
B =1{(1,-1),(1,0)} é uma base de R?. E facil verificar que o conjunto B’ = {(1,0), (0,1)}

também é uma base de R?. Note que, as duas bases de R? tém o mesmo ntimero de vetores.

Definigao 4.1.11. Seja V' um espago vetorial finitamente gerado. Denomina-se dimensao

de V, denotado por dim V', o nimero de vetores de uma base qualquer de V.

Exemplo 4.1.12. Considere M5(R) como um espago vetorial sobre R. Observe que, o
conjunto B = {[1 0} , [0 1} , [0 0} , [0 (1)]} é conjunto gerador de My (R), pois se {al QQ}

0o of"[o of"|1 o] o az  ag
€ My(R) entao

0 0

0 1|’

a1 Qg 1 0 01 0 0
— 051 . + a2 . _|_ as .
a3 oy 0 0 0 0 10

+ oy -
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para aq, amg, ag, a4 € R.

E facil ver que, os vetores de B sdo linearmente independentes, portanto B é uma
base de M5(R). B possui 4 vetores, logo dim My(R) = 4, e como B é finito, M3(R) é um

espago vetorial finitamente gerado.

Corolario 2. Seja V um espaco vetorial de dimensdion > 1 e B um subconjunto de V'

com n elementos. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

i) B é uma base de V.
it) B € linearmente independente.
1) B é um conjunto gerador de V.
Demonstragio. Consultar Santos (2010, p. 75-76).
[

Definicao 4.1.12. Sejam U e V espacos vetoriais sobre um corpo K qualquer. Uma
aplicagao T : U — V é chamada transformacao linear de U em V se, satisfaz as

seguintes condigoes:

i) T(up +ug) =T (uy) + T(ug), Yuy,ug € U;

i) T(a-u)=a-T(u), Ve KeVueU.

No caso em que U =V, uma transformacao linear de U em V é chamada de operador

linear.

Exemplo 4.1.13. Considere R um espaco vetorial sobre R e a aplicacdo T definida por

T R3 — R3
(x,y,2) +— (y,22x+ z,—2),

para z,y, z € R.

Verifiquemos as condigoes para T ser uma transformacao linear.

i) Sejam uy = (z1,y1,21), Uz = (T2, y2, 22) € R3 quaisquer, temos

T(uy +uz) = T((w1, 91, 21) + (22, Y2, 22))
=T(z1 + 22,1 + Yo, 21 + 22)
= (41 + y2,2(z1 + 22) + (21 + 22), — (21 + 22))
= (11 + 2, 221 + 21) + (222 + 22), —21 + (—22))
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= (y1,2x1 + 21, —21) + (Y2, 223 + 22, —22)
=T((w1,y1,21)) + T((2, Y2, 22))

ii) Sejam u = (z,y,2) € R® e a € R quaisquer, temos

T(a-w) = T(a- (3,3,2))
=T(ax, oy, az)
= (ay,2(ax) + az, —az)
= (ay,a(2z + 2),a(=2))
=a-(y,20+ 2z,—2)
=a-T(u).

Portanto, T' é uma transformacao linear de R? em R3.

Definicao 4.1.13. Sejam U e V espacos vetoriais sobre um corpo K qualquer e T': U —

V' uma transformacao linear.

i) O nucleo de T, denotado por Ker T, é o conjunto definido por

Ker T={ueU]|T(u)=0};

ii) A imagem de T, denotado por I'm T, é o conjunto definido por
ImT={veV|JuelU comT(u) =wv}.
Exemplo 4.1.14. Seja T' a transformacao linear definida por

T R? — R*
(ZE,y) — (070707‘r—y)7

para z,y € R.

Achemos o ntucleo de T, temos
(x,y) € Ker T < (0,0,0,z —y) = (0,0,0,0) & x =y.

Portanto, Ker T' = {(z,x) | x € R}.

Achemos a imagem de T, temos (a,b,c,d) € Im T, para a,b,c,d € R se existe
(z,y) € R? tal que
(0,0,0,2 —y) = (a,b,c,d),

somente tem solucdo se a =b=c=0ed=x —y.

Portanto, Im T' = {(a,b,c,d) e R |[a=b=c=0ed=x —y}.
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Proposicao 4.1.5. Sejam U e V' dois espacos vetoriais sobre um corpo K qualquer e
T :U — V uma transformacao linear. Entado Ker T é um subespaco vetorial de U e

Im T é um subespaco vetorial de V.
Demonstragio. Consultar Santos (2010, p. 221-222).
|

Proposicao 4.1.6. Sejam U e V' dois espacos vetoriais sobre um corpo K qualquer e

T :U — V uma transformagao linear. Entao T € injetora se, e somente se, Ker T = {0}.
Demonstragio. Consultar Coelho e Lourengo (2015, p. 85).
|

Teorema 4.1.7. Sejam U eV espacos vetoriais de dimensao finita sobre um corpo K

qualquer e T : U — V' uma transformagdo linear. Entdo
dim U = dim Ker(T) + dim Im(T).

Demonstragio. Consultar Callioli, Domingues e Costa (1990, p. 112-113).
[

Podemos representar uma transformacao linear por uma matriz. Sejam U e V'
espacos vetoriais de dimensao n e m, respectivamente, sobre um corpo K qualquer.
Consideremos uma transformagao linear T': U — V. Dadas as bases B = {uy, -+ ,u,}
deUe B ={vy, - ,u,} de V, temos que

T(uy) = @101 + Q912 + - -+ + Q1 Uy,

T(UQ) = (¥12V1 + (VX% + -+ A2 Um

T(up) = a1,v1 + QU2 + -+ - + QU

logo,
T(u;) = ZOéijUz‘,j €e{L,2,--- ,n}

i=1
onde os o;; € K e sao univocamente determinados.

Definicao 4.1.14. A matriz de ordem m x n sobre K é

Q11 Qg 0 Qg
Qg1 Qg -+ Qapn

Am1 Oz - Opp
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que se obtém das consideragoes feitas acima é chamada matriz de T' em relacao as bases
B e B, denotado por [T]p

Exemplo 4.1.15. Seja T" a transformacao linear definida por
T: Rz — R3
(z,y) +— (Bz+y,z+3y,0),

para z,y € R e considere as bases B = {(1,—1),(1,0)} e B’ = {(1,0,0),(0,1,0), (0,0,1)}
de R? e R? respectivamente. Com uma conta simples, temos
T((1,0)) = (3,1,0) = 3(1,0,0) + 1(0,1,0) + 0(0,0, 1).

Assim,
2 3
Tlpp = |-2 1
0 0

Definicao 4.1.15. Seja M € M,,«,(K). O posto de M é o nimero maximo de linhas
linearmente independentes de M.

Exemplo 4.1.16. Considere a matriz A € M,,3(R), tal que

_ = O O

0
1
0
1

_ o O =

Observe que, o numero maximos de linhas linearmente independentes de A é 3.

Portanto, o posto da matriz A é igual a 3.

Definicao 4.1.16. Dada uma matriz A = (a;;) € M,xn(K) denomina-se transposta de
A e indica-se por A" a matriz de ordem n x m, tal que A* = (b;;), onde b;; = a;;, para
(S {]-7 7m}ej 6{17"' 7n}'

Exemplo 4.1.17. Condisere a matriz A € Msy2(R), tal que

Agora, trocando ordenadamente as linhas por colunas de A obtemos a matriz

At:()l.
2 -1

transposta de A. Portanto,
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Proposigao 4.1.8. Dadas as matrizes A = (a;;), B = (¢jk) € Mpmxn(K). Vale a sequinte
relacdo:
(AB)' = B'A".
Demonstragio. Consultar Callioli, Domingues e Costa (1990, p. 23).
|

Exemplo 4.1.18. Sejam K um corpo qualquer. O dominio de integridade K[X], é um

espago vetorial sobre K.

De fato, seja K[X],,_1, com n € N, definido por

K[XTn-1 = {p(z) € K[X] | gr(p(x)) <n—1}U{0}.

Note que, K[X],—1 C K[X] e as restrigoes das operagoes de K[X| a K[X],_; torna
K[X],-1 um espago vetorial sobre K, desse modo, K[X],_; é um subespago vetorial de

K[X] sobre K de dimensdo n, com base {1,z,--- , 2" 1}.

De fato, os polindémios da base {1,z,---,2" '} sdo linearmente independentes
sobre K, dado que
p(x) = anl + agz + - + apz™ ' =0,

sO é possivel se a; = ap =--- =, =0, com os «; € K.

Portanto, temos um conjunto linearmente independente, cujo niimero de elementos

é igual & dimensao de K[X],_1, logo é uma base desse espago vetorial.

4.2 Homomorfismos de Anéis

Definigao 4.2.1. Sejam (A, +,-) e (B, +,-) dois anéis. Uma aplicacao f : A — B diz-se

um homomorfismo de A em B se satisfaz as seguintes condigoes:

i) flz+y) = flz)+ fly), Yo,y € A;

i) f(z-y)=f(z)- fly), Yo,y € A.

Se a aplicacao f for injetora chamaremos de monomorfismo. E, se for uma
aplicagao sobrejetora de epimorfismo. Caso a aplicagdo seja bijetora é chamado de

isomorfismo.

Agora vamos verificar algumas propriedades fundamentais sobre homomorfismo.

Proposicao 4.2.1. Sejam (A,+,-) e (B,+,") dois anéis com unidade e f : A — B um

homomorfismo. Temos que
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i) f(04) = 0g;
i) f(—z)=—f(x), Vo € A;
iir) f(x —y) = f(x) = f(y), Yo,y € A,

i) Se f € um epimorfismo entdo f(14) = 1p.

v) Se x € A € invertivel entio f(x) também é invertivel e [f(z)]™' = f(z™!);

vi) Se f é um isomorfismo entdo a aplicagio inversa f~' de f é um homomorfismo;

vii) Se A e B sao corpos entdo f € injetora e f(A) € um subcorpo de B.

Demonstracao. Sejam A e B dois anéis com unidade.

)

ii)

iii)

iv)

Pela Definigao 4.2.1 i), temos

f(04) = f(0a+04) = f(04) + f(0a),

logo, somando o simétrico aditivo de f(04) em ambos os lados da igualdade acima,

obtemos

F(04) = F(04) + F(04) = F(04) + (=f(04)) = [f(0a) + f(04)] + (=F(04))
=0 = f(OA)

Seja x € A qualquer. Temos que = + (—x) = 04. Assim, pela Definicao 4.2.1 i) e pelo

item i), temos
0p = f(04) = fz + (=2)) = f(x) + f(—2),
logo, somando o simétrico aditivo de f(x) em ambos os lados da igualdade acima,

obtemos

Op = f(x) + f(=2) = 0 + (= f(2)) = [f(2) + f(=2)] + (= f(2))
= —f(x) = f(-x).

Sejam x,y € A quaisquer. Temos que x —y = = + (—y). Assim, pela Defini¢ao 4.2.1

i) e pelo item ii), temos
f@x—y) = flz+(-y) = f(=) + f(=y) = f(z) = f(y).

Seja y € B qualquer. Como f é um epimorfismo, f é sobrejetora, desse modo existe

x € A tal que f(x) =y. Assim, pela Defini¢do 4.2.1 ii), temos
y- f(la) = f(z)- f(La) = flz-1a) = flz) =y

De modo anéalogo,
f(la) - y=y.

Portanto, f(14) é a unidade de B e denotamos por 1z, ou seja, f(14) = 1p.
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1 1

v) Se x € A e x é invertivel entdo x - 7+ =14 = 2~ ' - z. Assim, pela Defini¢oes 4.2.1

ii) e pelo item iv), temos
lp=f(la) = flz-27") = f(x) - f(=7)).

De modo analogo,

Ip = fa™) - ()

Assim, f(z7') é o inverso multiplicativo de f(z). Portanto, podemos escreve-lo como

[f(2)] 7Y, ou seja, f(x™t) =[f(x)] "

vi) Seja f um isomorfismo. Dados z,t € B quaisquer. Como f é isomorfismo, f é bijetora,
desse modo existem x,y € A tais que z = f(x) e t = f(y). Note que, pelo fato
de f ser bijetora garante que exista f~! : B — A que também é uma aplicacao
bijetora. Observe que, as igualdades acima equivalem respectivamente a f~1(z) = x

e f~(t) = y. Verificando as propriedades da Defini¢do 4.2.1 para f~!, temos

vid) [Tz +t) = [T @)+ fW) = (flety) =z +y=f12) + f7H();
vidi) [Tz t) = fTH(f (@) - fy) = T (f@ey) =2y = f71(2) - fTH(D).

Portanto, a aplicacdo inversa f~! de f é um homomorfismo.

vii) Sejam A e B dois corpos. Dados z,y € A. Se f(z) = f(y), do item iii), temos que
flx—y) = f(x) — f(y) = 0p. Se x # y entdo x — y seria invertivel, do item v),
f(z — y) seria invertivel, consequentemente nao nulo, o que é absurdo. Assim, = =y

e, portanto, f é um monomorfismo.

Para verificar que f(A) é um subcorpo de B, suponhamos que z,t € f(A) com ¢ # 0,

entdo existem z,y € A tais que z = f(z) e t = f(y), e assim temos que

Por i),

f(04) = 0p € f(A) e f(14) = 15 € f(A);
Por iii),

z=t=f(x) = fly) = [z —y) € [(A);
Por v),

e t™ = f@) - [fWIT = f@) - fyTh) = flay™h) € F(A).

Portanto, f é injetora e f(A) é um subcorpo de B.
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4.3 Miultiplos de um elemento de um Anel
Definigao 4.3.1. Seja (A,+,-) um anel. Se m € Z e a € A entdo m - a é assim definido:

i) Sem =0,

m-a=0-a=04g;

ii) Sem > 1,

iii) Se m < 0,

O elemento m - a é dito mualtiplo m-ésimo de a.

Decorre desta defini¢ao as seguintes propriedades.

Propriedade 4.3.1. Sejam a € A qualquer e m,n € Z quaisquer, temos que

i)y m-a+n-a=(m+n)-aq

iii) n-(m-a) = (nm) - a.

Proposicao 4.3.1. Seja A um anel com unidade. Se 1, indica a unidade e m,n € 7Z,

entio (mn)-14=(m-14)(n-14).

Demonstragio. Consultar Domingues e lezzi (2018, p. 261).
]

Corolario 3. Seja A um anel com unidade. Entao o conjunto Z-14 ={m-14 | m € Z}

é um subanel unitdirio de A.

Demonstragao. Consultar Domingues e lezzi (2018, p. 261).

4.4  Caracteristica de um Corpo

Definigao 4.4.1. Um dominio de integridade A ¢é dito de caracteristica 0 se m = 0

sempre que m-a =04 com a € A, a # 04.
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A diz-se de caracteristica finita se existe a € A, a # 04, tal que m-a = 04 para
algum inteiro m # 0. Nesse caso, definimos como a caracteristica de A o menor inteiro

positivo m, tal que m -a = 04 para algum a € A, a # 04.

Proposicao 4.4.1. Seja A um anel com unidade. Entdo a caracteristica de A € um
inteiro positivo h > 0 se, e somente se, h é o menor inteiro estritamente positivo tal que
h-14=04.

Demonstragio. (=) Por hipétese, h > 0 é caracteristica de A, ou seja, h-a = 04 para

todo a € A, em particular, h-14 = 04.

Suponha, por absurdo, que existe m € Z, tal que 0 < m < h e m-14 = 04. Seja
a € A, logo

m-a=a+a+---+a

m vezes

=alg+talyg+---+aly

m vezes

=a(la+1a---+14)

m vezes

=a(m-1y)

o que é absurdo, pois a caracteristica de A é h.

(«=) Por hipdtese h é o menor inteiro estritamente positivo tal que h-14 = 04. Para todo

a € A, temos que

h-a=a+a+---+a

h vezes
=alg4+alg+---+aly
h vezes
:a(1A+1A"'+1A)
h vezes
=a(h-1,)
= a(04)

=04.

Se existisse algum inteiro m tal que 0 <m < h e m-a = 04 para todo a € A entao

m-14 =04, 0 que é absurdo segundo a hipétese.
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Proposicao 4.4.2. Se a caracteristica de um dominio de integridade A ndao é zero entao

€ um numero primo.

Demonstragdo. Suponha, por absurdo, que a caracteristica do dominio de integridade A é

o inteiro h, tal que h > 0 e h nao é um ntimero primo.

Assim, h = st, onde s,t € Z% tais que 1 < s,t < h. Como h é caracteristica de A,

pelas Proposicoes 4.4.1 e 4.3.1, temos

h-lAzoAi(St)‘lAZOAj(S'lA)(t']‘A):OA’

Como A é dominio de integridade, temos que (s-14) =04 ou (t-14) = 04, 0 que

¢é absurdo, pois por hipotese h é a caracteristica de A. Portanto, A é um ntmero primo.

Proposicao 4.4.3. Seja A um anel com unidade finito. Entdo a caracteristica de A é

maior do que zero.

Demonstracio. Seja A um anel com unidade finito com n elementos. Consideremos a
sequéncia
]-A7 2'1147 3'1147”' .

Note que, os elementos dessa sequéncia pertencem ao anel com unidade finito A.
Logo, podemos afirmar que existem dois elementos s-14,t-14 € A, tais que s > t, de
modo que
S-lA:t'lA:>S~1A—t-1A:0A:>(S—t)'lAIOA,
para s —t > 0.

Observe que, o menor inteiro estritamente positivo h, tal que h-14 = 04 ¢é a

caracteristica do anel com unidade finito A.

Proposicao 4.4.4. Seja A um anel com unidade cuja caracteristica é um niumero primo
p, entao a correspondéncia que associa a cada 5 € Zy, o elemento 5-14 € Z-14 é um

isomorfismo de anéis.

Demonstracao. Considere a aplicacao f definida da seguinte forma

fi Zp — Z-14
5 > 5-1y,

para todo 5 € Z,,.
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Primeiro vamos mostrar que f é uma aplicacdo bem definida. Sejam 5,7 € Z,,
suponhamos que

s=tepl|(s—t) < s—t=ph,
para algum h € Z, pelo algoritmo da divisao.

Logo,
(s=t)-1a=(ph) - 1a=(p-1a)(h-1a) =0a(h-14) =04,
pela Proposicao 4.3.1, temos

OA:(S—t)-lA:S'lA—t'lA:>t'1A:S'1A.

Portanto, f esta bem definida.

Agora vamos mostrar que f é um isomorfismo. Verificando as condi¢oes de homo-

morfismo, temos:
i) Sejam 5,1 € Z,,.
fE+8)=[f(s+1)
= (S + t)lA

— s la+t-1a
— 1)+ 1),
ii) Sejam 35,% € Z,.
f(st) = [(st)
= (St) . 1A

= (S . 1A)(t . 1A)
= (3 f().

Portanto, f é um homomorfismo.
Verificando se f ¢ injetora. Para todo 51,33 € Zj,, temos que
fGE)=f(5) =s1-1la=s52-14

= 5114 —89-14=0y4

= (81 —Sg) -14 =04
Como p é a caracteristica de A, existe h € 7Z, tal que

s1—S2=ph=p|(s1—82) = s =59 (modp) =35 =3.
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Portanto, f é monomorfismo.

Verificando se f é sobrejetora. Toda aplicagdo injetora de um conjunto finito nele

proprio é sobrejetora, logo f é uma bijecdo. Portanto, f é um isomorfismo de anéis.

Observagao 1. Seja K um corpo. Uma vez que todo corpo é um anel de integridade,

segue da Proposicao 4.4.2 que a caracteristica de K é um ntimero primo p ou Og.

Definicao 4.4.2. Seja F um corpo com quantidade finita de elementos, diremos que F é

um corpo finito.

Teorema 4.4.5. Um corpo finito F tem caracteristica prima p.

Demonstracdo. Segue da Observacao 1 e da Proposicao 4.4.3 que um corpo finito F possui
caracteristica maior do que zero. Assim, pela Proposicao 4.4.2, temos que a caracteristica

de F é um ntimero primo.

Proposicao 4.4.6. Seja F um corpo finito com caracteristica p. Se para m € Z e a € F

tem-se m - a = Op entao m é maultiplo de p ou a = Op.

Demonstrag¢io. Suponha que para todo a € F e m € Z, temos que m - a = Op entao

(m - 1p)a = Op. Como F é um corpo, temos que m - 1 = Op ou a = Op.
Se a = O a proposi¢ao esta demonstrada.

No caso de m - 1 = Op. Como m € Z e p é a caracteristica de I, pelo algoritmo da

divisao sempre existem ¢, € Z,, tais que m = gp + 1, com 0 < r < p.

Logo,
Op=m-1lp=(qgp+7)-lg=(qp) - lg+r-lp=qp-1p) +7-lg=q-Op+r-1g =711,
pela Proposicao 4.4.1, p é o menor inteiro estritamente positivo, tal que p - 1g = Op,

consequentemente r = 0.

Portanto, p divide m, ou ainda, m é miltiplo de p.

Teorema 4.4.7. Seja F um corpo finito. Entao F tem p™ elementos, onde o primo p € a

caracteristica de F en € o grau de F sobre seu subcorpo primo.

Demonstracio. Como F é um corpo finito pelo Teorema 4.4.5, temos que sua caracteristica
¢ um primo p. Além disso, pela Proposigao 4.4.4 o subcorpo primo L de F é isomorfo a Z,

e portanto contém p elementos.
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Note que, ' é um espaco vetorial sobre L. Como F é um corpo finito, segue que tem
dimensao finita sobre L. Seja B = {uy,us, - ,u,} uma base de F sobre L, para algum

numero natural n, temos que dim F = n.

Assim, cada vetor de F é escrito de maneira tinica na forma
Q11U + Qg + -+ - + Qply,

comoso; € Leie{l,2,--- ,n}.

Como existem p possibilidades de valores para cada coeficiente «a; e, cada uma
delas nos da um elemento diferente em L, segue que F tem exatamente p" elementos, ou

seja, || = p".
|






79

5 CODIGOS LINEARES

A proposta deste trabalho é estudar os codigos lineares. Neste capitulo vamos
defini-los, determinar seus parametros e apresentar algumas aplicagoes dessa classe de

cddigos. Para a composicao deste capitulo foram utilizados os seguintes materiais: Hefez e

Villela (2008); Luchetta (2005); MacWillians e Sloane (1981); Dias (2005) ¢ Roman (1992).

5.1 Cédigos Lineares

Denotaremos por F um corpo finito com ¢ elementos tomado como alfabeto. Temos,

portanto, para cada nimero natural n, um espago vetorial F" sobre F de dimensao n.

Definicao 5.1.1. Um codigo C' C F™ serd chamado de c6digo linear se for um subespaco

vetorial de [F".

Seja v um vetor do coddigo linear C; u é dito cédigo nulo se todas as suas

componentes forem zero, denotado por O¢.

Exemplo 5.1.1. Vamos mostrar que, no exemplo da pega sobre um tabuleiro quadriculado,
descrito no Exemplo 2.1.3 do Capitulo 2, trata-se de um cédigo linear. Verificando as
condigoes para C' = {(00000), (01011), (10110), (11101)} ser subespaco vetorial de F3,

temos que

i) (00000) € C;

ii) Se u,v € C entdao u+ v € C. De fato,

(00000) + (00000) = (00000) € C
(00000) + (01011) = (01011) € C
(00000) + (10110) = (10110) € C
(00000) + (11101) = (11101) € C
(01011) + (01011) = (00000) € C
(01011) + (10110) = (11101) € C
(01011) + (11101) = (10110) € C
(10110) + (10110) = (00000) € C
(10110) + (11101) = (01011) € C
(11101) + (11101) = (00000) € C:
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iii) Se @ € {0,1} e w € C entdo - u € C. De fato, se @ = 0, temos que

a-u=0-u=(00000) € C.

Se a =1, temos que

a-u=1-u=uecdC.

Portanto, C' ¢ um subespago vetorial de F5 e pela definigdo acima C' é um cédigo

linear.

Achemos a base e a dimensao desse c6digo linear. Considere um subconjunto
B = {(01011),(10110),(11101)} de C. Verifiquemos a dependéncia linear deste conjunto.

Suponhamos que existam a1, aq, a3 € Fy tais que

ay+ a3 =0
o +a3=0
a1(01011) + a2(10110) + a3(11101) = (00000) = oo+ a3 =0
a1+ oo =0
o +a3=0
s = Q3
=g =a3 = a1 = Qs e az é qualquer.

041+062:0

Logo, o conjunto B ¢ lineramente dependente.

Consideremos B’ = {(01011), (10110)}, verifiquemos a dependéncia linear deste

conjunto. Suponhamos que existam i, 82 € Fy tais que

Ba=0
Ioh =0
B1(01011) + B5(10110) = (00000) = Ba=0 = f1=p=0,
b1+ P2 =0
Ioh =0

admitindo apenas a solucao trivial. Logo, B’ é linearmente independente. Note que, os

vetores de B’ geram C. De fato, dados 71,72 € Fy, temos que

1 (01011) + 75(10110) = (00000)

~71(01011) + 42(10110) = (01011), para v, = 1 e 75 = 0;
71(01011) + 72(10110) = (10110), para v, =0 e vo = 1;
71 (01011) + 72(10110) = (11101), para v, =1 e 5 = 1.

00000), para v, = 2 = 0;
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Portanto, B’ é uma base de C. Como B’ possui dois vetores, temos que dim C = 2.
Definigao 5.1.2. Diremos que w(u) é o peso do elemento u € F", se
wlu) = [{i[u; #0, 1 <i<n}l
ou seja, o numero de coordenadas nao nulas de u. Em outras palavras, temos que
w(u) = d(u,0¢),

onde d é a distancia de Hamming de C.
Exemplo 5.1.2. Se u = (10110) entéo w(u) = |{1,3,4}| = 3.
Definicao 5.1.3. O peso de um cdédigo linear C é o inteiro

w(C) = min{w(u) | ue C\{0c}}.

Exemplo 5.1.3. Seja C' = {(00), (01), (10), (11)} um cédigo linear. Temos

w(00) =0
w(01) =1
w(10) = 1
w(ll) = 2.

Logo, o peso do cédigo linear C' é
w(C) = min{w(u) |ue C\ {00}} = 1.

Proposicao 5.1.1. Seja C' C F* um codigo linear com distancia minima d. Temos que

i) Yu,v € F", d(u,v) = w(u —v);
it) d=w(C).
Demonstragao. i) Para qualquer u,v € F" temos, pelas defini¢oes de distancia de
Hamming 2.2.2 e peso 5.1.2, que

dlu,v) ={i Ju # v, 1<i<n}=|Hi|u—v;#0, 1 <i<n} =wlu—0ov).

ii) Sejam u,v € C' quaisquer e u # v, temos que existe z € C'\ {0}, tal que u — v = z.
Pelo item i), obtemos que d(u,v) = w(u — v) = w(z). Desse modo, pela defini¢do de

distancia minima 2.2.4, temos que

d = min{d(u,v) | u,v € C eu#v} =min{w(z) | z€ C\ {0}} =w(C).
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Note que, a proposicao acima mostra que, em codigos lineares com M elementos,
podemos calcular a distancia minima d a partir de M — 1 célculos de distancias, em vez da

maneira vista no Capitulo 2, onde para calcularmos d era necessario fazer a combinagao

M
2

grandes, esses métodos para calcular d sao inviaveis pois possuem um custo computacional

de todos os elementos do codigo dois a dois, isto é ( ) Porém, na pratica, para codigos

elevado.

Em razao da Proposigao 5.1.1 ii), a distancia minima de um cédigo linear C' sera
chamada de peso do cdédigo C'. Em Algebra Linear, temos duas maneiras de descrever
subespacos vetoriais C' de um espago vetorial F", uma como imagem, e outra como nticleo

de transformagoes lineares.

Exemplo 5.1.4. Observe que, o cédigo linear C' do Exemplo 5.1.1 pode ser representado

pela imagem da seguinte transformacao linear

T F i
(1’1,332) — (x17x27x17$1+x27$2)-

De fato,
T(00) = (0,0,0,0+ 0,0) = (00000);
T(01) =(0,1,0,0+1,1) = (01011);
T(10) = (1,0,1,1+0,0) = (10110);
T(11) = (1,1,1,14+1,1) = (11101).

Note que, Im (T') = {(00000), (01011), (10110), (11101)} = C.

Por definigao, todo c6digo linear é um espago vetorial de dimensao finita. Sejam
n € N tal que n é a dimensao de C' e B = {uy, ug, -+ ,u,} uma base de C. Assim, cada

vetor de C' é escrito de maneira tnica na forma
a1Up + Qo + + -+ + QplUy,
comosa; € Feie{1,2,--- n}.
Logo, o nimero de elementos de C' é
M =|C[=q",
e, consequentemente,

dim C =n = log,q" = log, M.

Agora vamos mostrar as duas maneiras de descrever subespacos vetoriais C' de um

espaco vetorial ™.
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Primeiro vamos obter a representacao de C' como imagem de uma transformacao

linear.

Seja C' C F™ um cédigo linear de dimensao k sobre F. Entdo C é isomorfo a F¥.
Desse modo, vamos definir uma transformacao linear injetora T : FF — F”, tal que
Im (T) =C.

De fato, dado uma base B’ = {¢1,¢9, -+ , ¢} de C e uma base B” = {ey, ea, -+ ,er}

de F*, definimos T como

T: F+ — F»
e; = Cj,

parae; € F* c; e Ceje {1, - k}.

Vamos encontrar uma matriz GG que representa a transformacao linear T' nas bases
destes espagos. Considere B = {by,by, -+ ,b,} a base candnica de F". Assim, qualquer

vetor u € F" pode ser escrito de maneira inica como

w=uyby + -+ + upby, parau; € F,ie€{0,--- ,n}.

Em particular, escrevendo todos os vetores de B’ em funcao dos vetores de B,
temos que

C1 = a11b1 + a21b2 + -+ ambn

Cy = algbl + (Iggbg + -+ Gngbn

Ck :alkbl +a2kb2+---+ankbn
para a;; € F,ie {1,--- ;n}eje{l,--- k}

Como T'(e;) = ¢; = a1;by + agjby + - - - + ay;b,, para j € {1,---  k} a matriz de T

nas respectivas bases é

ainl a2 A1k
Qg1 Q22 Qg
G =
an1 @ a
nl n2 nk nxk
Assim, considere v = (v, -+ ,v;) € F¥, a matriz de T se escreve, em coordenadas,
pela equagao
aip Qiz -0 Qi | |1 wy
Q21 Q22 -+ Qg | |V2 W2
Gv=w= =

Ap1 Ap2 - Apkg Uk W,
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Como Im (T') = C, temos que cada vetor coluna de G pertence ao c6digo linear C,

ou seja, C' é o subespago gerado pelas colunas de GG, que formam uma base de C'.

Os elementos de C' sdo as palavras y da forma Gz =y, Vo € F*.

Defini¢ao 5.1.4. Uma matriz G € M, «(F) cujas colunas formam uma base de C,

chama-se matriz de codificagao de C.

Recorde que, um espago vetorial sobre um corpo pode ter varias bases, isto posto,

podemos encontrar diferentes matrizes de codificagao para um mesmo c6digo.

Exemplo 5.1.5. Seja Fy um corpo finito com dois elementos. Considere o cédigo linear

C C 5 definido pela imagem da transformacao linear injetora

T: Fg’ — Fg
(ur,ug,uz) > (ug,uy + ug,ur, uy + ug, Uz + ug).

Verifiquemos as condigdes para 1" ser uma transformagao linear injetora.

i) Sejam u = (u1, uz, uz),v = (vy,ve,v3) € F3 quaisquer, temos que

T(u+v) = T((ur, ug, uz) + (v1,v2,3))
= T(uy + v1, ug + vg, ug + v3)
= (ug + va, (w1 + v1) + (ug + v3), ur + v1, (U1 + v1) + (u2 + v2), (U2 + v2)
+ (uz + v3))
= (ug + vo, (w1 +uz) + (v1 +v3),ur + v1, (U1 + ug) + (v1 + v2), (w2 + us3)
+ (v2 + v3))
= (ug, uy + ug, uy, uy + ug, Uz + uz) + (vo, vy + v3, V1, V1 + Vo, Vs + V3)

=T(u)+ T (v).
ii) Sejam a € Fy e u = (u1,uz, uz) € F3 qualquer, temos que

T(a-u)=T(a- (ur,us,us))
=T(a-up,a- ug, - ug)
= (a-ug, - U + U3, Q- UL, QU F Q- Uy, - Uy F - U3)
= (a-ug, - (ug +us),a-up, - (ug + us), - (ug + uz))
= - (ug, uy + ug, Uy, Uy + Us, Uz + uz)

=a-T(u).

iii) Sejam u = (uy, Uz, uz), v = (vi, ve,v3) € F3 quaisquer, temos que, se

T(u) =T (v) = (ug,u1 + uz, ur, Uy + Ug, U + u3) = (Va,v1 + V3, V1, V1 + Vo, V2 + Vs3)
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U2 = V2
Uy + ug = v1 + U3 u; = g
= { U7 = V1 = § Uy = Vg = Uu=".
Uy + U =V + V2 Uz = Vs
Uy + U3 = Vo + VU3

Portanto, T é uma transformacao linear injetora.
[
Vamos encontrar uma base de I'm (T') = C'. Todo elemento de C' pode ser escrito

como

(UQ,Ul + Us, Uy, Ug + U2, U + Ug) = UI(O, 1, 1, 1,0) —+ UQ(l,O, 0, 1, 1) + U3(0, 1,0,0, 1)

Note que, esses vetores formam uma base de C.
Considere B = {by, -+ ,bs} uma base canonica de F3.

Vamos encontrar uma matriz G' que representa a transformacao linear T'. Assim,
(0, 1, 1, 1, 0) - Obl —|— 1b2 + 1b3 + 1b4 + Ob5

(1,0,0,1,1) = 1by + 0by + 0b3 + 1b4 + 1b5
(0,1,0,0,1) = 0by + 1by + 0bz + 0by + 105

Portanto, uma matriz GG de codificagao de C' é da forma

)

|
O = == O
—_ = O O =
_ o O = O

Exemplo 5.1.6. Seja [y um corpo finito com dois elementos. Considere o cédigo linear

C C F$§ definido pela imagem da transformacao linear injetora

T: F3 — S
(w1, ug,u3) = (ug,us,us, uy + us, ug + us, uy + uz + ug).

Verifiquemos as condigdes para T ser uma transformagao linear injetora.

i) Sejam u = (uy, us, u3),v = (v, v2,v3) € F3 quaisquer, temos que

T(u+v) =T((u1,usz,us) + (v1,v2,v3))
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= T(uy + vy, us + vg, uzg + v3)
= (u1 + 1, ug + vy, uz + v, (w1 +v1) + (uz + v3), (uz +v2) + (us + v3),
(u1 + 1) + (u2 + v2) + (us + v3))
= (uy + vy, ug + Vo, ug + v, (U1 + ug) + (v1 + v3), (U2 + ugz) + (v + v3),
(w1 + up + uz) + (v1 + vz + v3))
= (uq, ug, ug, uy + uz, ug + Uz, Uy + ug + ug) + (v1, Ve, V3, V1 + V3, Vo + V3,
vy + vy + v3)

=T(u)+ T (v).

ii) Sejam o € Fy e u = (u1, us,u3) € F3 qualquer, temos que
2

T(a-u)=T(a- (ur,ug,uz))
=T(a-up, - ug, - uz)
= (- Uy, Uy, - Uz, - UL + Q- U, - Uy + U3, Q- U+ QU - ug))
= (- up, - ug, - ug, o (ug +ug), o (ug +us), a - (ug + ug + us))
= o - (ug, ug, ug, uy + uz, ug + ug, uy + Ug + ug)

= a - T(u).

iii) Sejam w = (uy,us, uz),v = (vi, ve,v3) € F3 quaisquer, temos que, se

T(U) = T(U> = (u17u27u37u1 + Uz, U2 + Uz, Uy + U + U’3) = (U17U27U37U1 + U37U2+
Uy =01
U3, U1 + V2 +V3) = Sug = vy = U=0.

Uz = vs

Portanto, T' é uma transformacao linear injetora.
Considere B = {by,--- ,bs} e B’ = {ey, €a, 3} bases canonicas de FS e F3 respecti-
vamente.

Vamos encontrar a matriz G' que representa a transformagao linear 7T'. Assim,

T(e;) = (1,0,0,1,0,1) = 1by + 0by + Obs + 1by + 0bs + 1bg
T(es) = (0,1,0,0,1,1) = 0by + 1by + 0bg + 0by + 1b5 + 1bg
T(e3) = (0,0,1,1,1,1) = 0by + 0by + 1b3 + 1by + 1b5 + 1bg
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Portanto, uma matriz de codificacdo G tem a forma

_— O = O O =
= = O O = O
— == = OO

Observe que, assim como no codigo linear da pega sobre um tabuleiro quadriculado
do Exemplo 5.1.1, as trés primeiras coordenadas sao digitos de informacao, logo possui
uma decodificagao simples, onde ao recebermos a palavra (001111) a mensagem enviada
é (001), fazendo com que as tultimas trés coordenadas sejam redundéncias para que se

indentifique possiveis erros de transmissao.

Uma codificagdo que aplica a mensagem u = (ug, - - ,ux) na palavra do c6digo
c=(c1,- - ,cy), tal que existem coordenada iy, - -- i onde uy = ¢, -+, ux = Cig, diz-se

codificagao sistematica.
Um cédigo diz-se separavel se admite uma codificacio sistematica.
As matrizes de codificagdo com a forma do Exemplo 5.1.6 recebe um nome especial

na teoria dos codigos.

Definicao 5.1.5. Diz-se que uma matriz de codificagio G' de um céddigo linear C' estd na
forma padrao, ou ainda, na forma candnica se G = <[Zk>, onde Idy € Myyr(F) é a

matriz identidade e A € M,_p)x(F) uma matriz qualquer.

Agora vamos descrever o cddigo linear C' através do nicleo de uma transformagcao
linear sobrejetora. Definiremos uma transformacao linear sobrejetora 7 : F* — F"~%_ tal
que Ker (m) = C.

De fato, dado uma base B’ = {c1, -+, ¢} de C' e a ampliando para uma base
{c1,-++ ,Cpy by, -+ by} de F") temos que qualquer vetor u € F" pode ser escrito de

maneira unica como
U =UrCy + -+ UpCr + U101 + - -+ Upbp i,

parau; € Feie {1,--- ,n}.
Definimos 7 como

. F* — Fr—k
u  — U =uppby o+ uRby
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Denotaremos por H € M,_xn(F) a matriz de posto n — k que respresenta a
transformacao linear sobrejetora m em suas respectivas bases candnicas. O conjunto das

palavras = € F" que satisfazem Hx = 0 formam o c6digo linear C, pois Ker (7) = C.

Definicao 5.1.6. A matriz H construida acima é chamada de matriz de teste do codigo

linear C.

Exemplo 5.1.7. Seja F5 um corpo finito com dois elementos. Considere a transformacao

linear sobrejetora

T IFS — IF%
(ug, -+ ug) +—— (ug + ug,uy + us + usz + us, ug + us + ug).

Verifiquemos as condigdes para 7 ser uma transformacao linear.

i) Sejam v = (u1,--- ,ug),v = (v1, -+ ,06) € IFS quaisquer, temos que

m(u+v) =7((ur, -+ ,ug) + (v1,- -+ ,v6))
=7(ug + vy, ,ug + Ug)
((ur +v1) + (ug +v4), (ur +v1) + (ug +v2) + (uz +v3) + (us + vs5),
(uy + v1) + (ug + v2) + (ug + vg))
= ((uy + ug) + (v1 + vy), (ug + ug + ug + us) + (vy + v9 + v3 + vs),
(
(

Ui —|—U2 +u6) + (Ul +UQ +U6))

= U1+U4,U1+U2+U3+U5,U1+U2+U6)+(U1+’U4,U1+U2+’U3+U5,

U1 +U2+Uﬁ)
=7(u) + m(v).
ii) Sejam o € Fy e u = (uy,- - ,ug) € F§ qualquer, temos que
mla-u) =7m(a- (ug, - ,ug))
=7(a-uy, -, ug)

=(a-u; +a- U, u +a-u+a-uz+ o us, U+ o ug + o ug)
= (o (ug +ug), - (ug + ug + ug + us), - (ug + ug + ug))
:Oé‘(Ul+U4,U1+U2+U3+U5,U1+U2+U6)

=a-7m(u).

Agora vamos encontrar o nicleo de .

Por definicio Ker (1) = {u € FS | 7(u) = Opz }. Desse modo,

m(u) = 7m(uy, -+, ug) = (ug + ug, ug + ug + uz + us, uy + uz + ug) = (0,0,0)
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U1 + Uy =0 U1l = Uy
= S U + Uz + us + us =0 = qu+us+us=u;.

Uy + Uz —|—u6:0 Uy + Usg = Ug
Portanto,

Ker (7'(') = {(Ul,UQ,’U,g,Ul,Uq + Ug + Uz, Uy + Ug) | U1, Ug, U3 € ]FQ}

Assim, definimos C' = Ker ().

Podemos escrever os elementos de Ker (m) como

(ula U2, U3, U1, U,1+U2+U3, U1+U,2) = u1<1> 07 Oa 17 17 1)+u2(0a 17 07 07 17 1)+U3(0, 07 17 Oa 17 0)

Assim, os vetores (1,0,0,1,1,1),(0,1,0,0,1,1),(0,0,1,0,1,0) geram Ker (r). E

ainda, dados aq, as, ag € Ty, temos que
a1(1,0,0,1,1,1) + a(0,1,0,0,1,1) + «3(0,0,1,0,1,0) = Ops = a1 = ap = a3 = 0.
Logo, sao vetores linearmente independentes. Desse modo, formam uma base de
Ker (). Entao a dimensao de Ker (m) ¢é 3.

Pelo Teorema 4.1.7, temos que dim F§ = dim Ker (7) + dim Im (7), ou seja,
dim Im (7) =6 —3 = 3.
Como a dimensdo da Im (7) ¢ igual a dimensdo de F3, temos que m é uma
transformacao linear sobrejetora.

Considere B = {ey, - ,es} ¢ B' = {by,by,b3} as bases canonicas de F§ e F

respectivamente.

Vamos encontrar a matriz H que representa a transformacao linear 7. Assim,

m(er) = (1,0,0,0,0,0) = 1by + 1by + 1by

m(e2) = m(0,1,0,0,0,0) = 0b; + 1by + 1by

m(ez) = m(0,0,1,0,0,0) = 0by + 1by + 0bs

m(es) = 7(0,0,0,1,0,0) = 1by + 0by + 0bs

m(es) = m(0,0,0,0,1,0) = by + 1by + 0bs
(e6) = 7( )

7(0,0,0,0,0,1) = 0by + 0bg + 1b3

Portanto, a matriz H tem a forma

H =

— =
— = O
o = o
o o =
o = O
=)
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Note que, ao escolhermos um vetor y € FS qualquer, para verificarmos se ele

pertence ao codigo (', analisaremos se satisfaz a condicao Hy = 0.

Dados os vetores u = (100111) € F§ e v = (010101) € FS. Como

1
0
1 00 0 0 1+0+0+14+0+0 0
Hu= |1 11 0 1 =11+0+0+0+1+0| =
11000 1 1+0+04+0+0+1
1
e -
0
1
1 00 0 0 0+0+0+1+0+0 1
Hv=1|1 11 ] =10+1+0+0+0+0| =
1 10 0 0 O+1+0+0+0+1 0
1

Concluimos que, u € C' e v & C.
[ |

Exemplo 5.1.8. Considere o codigo linear C' do Exemplo 5.1.5, onde C' = {(ug,u; +
ug, U1, Uy + U, us + ug) | uy,uz,uz € Fo}. Vamos encontrar uma matriz de teste desse
codigo.

Sabemos que os vetores ¢; = (01110),co = (10011) e ¢35 = (01001) formam
uma base B de C. Para ampliar essa base para uma base de F5 tomemos os vetores
cy = (00010), c5 = (00001) € F35, desse modo o conjunto B’ = {cy, ¢a, 3, ¢4, c5} é uma base
de 5.

Definindo
m(c1) = (00)
7(ea) = (00)
7 : Fy — F3 por m(c3) = (00)
m(cq) = (10)
m(es) = (01)

Vamos escrever os vetores da base candnica de F3 como combinagio linear dos

vetores da base B’ de F5.

(10000) = 0(01110) + 1(10011) + 0(01001) + 1(00010) -+ 1(00001)
(01000) = 0(01110) + 0(10011) + 1(01001) + 0(00010) -+ 1(00001)
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(00100) = 1(01110) + 0(10011) + 1(01001) + 1(00010) + 1(00001)
(00010) = 0(01110) + 0(10011) + 0(01001) + 1(00010) + 0(00001)
(00001) = 0(01110) + 0(10011) 4 0(01001) + 0(00010) + 1(00001)

De modo resumido, temos

10000) = 0C1 + 162 + 003 + 1C4 + 105
01000) = OCl + OCQ + ]_03 + 004 + 105

( )
( )
(00100) = 1¢y + Ocg + leg + leg + e
(00010) = Ocy + 0cg + Ocs + 1eg + Ocs
( )

00001) = 0cq 4 Ocy 4+ Ocg 4+ Ocy + 1cs

Assim,
7(10000) = (o) + m(cq) + 7w(cs5) = (00) + (10) + (01) = (11)
m(01000) = m(c3) + 7(cs) = (00)+ (01) = (01)
7(00100) = 7(c1) +m(es) +m(cs) +7m(es) = (00) + (00) + (10) + (01) = (11)
7(00010) = 7(cyq) = (10)
7(00001) = m(cs) = (01)
Portanto, a matriz de teste do cédigo linear C' é
. [1 011 0]
1 1101
|

Observe que, existe uma relagdo entre as transformacoes lineares 1" e 7 vistas
acima, onde C' = Im (T) = Ker (). Dado u € F*, temos que 7 o T'(u) = 7(T(u)) = 0,
pois T'(u) € Im (T) = C = Ker (m), em notacao matricial HG = 0.

Definig¢ao 5.1.7. Sejam u = (uy, -+ ,up),v = (vy -+ ,v,) € F", chamaremos de produto

escalar de u e v em F” por

UV = UV + UV + - -+ + UpUp.

Caso u - v = 0, dizemos que u e v sao ortogonais. Assim os vetores linhas da matriz

de teste H sdo ortogonais aos vetores colunas da matriz de codificacao G.

O produto escalar satisfaz as seguintes propriedades.
Propriedade 5.1.1. i) u-v=v-u, Yu,v € "

i) (u+v) w=u-w+wv- w, Yu,v,w € F;
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iii) (au)-v=oa(u-v), Ya € F, Yu,v € F".
Demonstragdo. Sejam u,v,w € F" quaisquer e a € F qualquer, temos

i)
UV =UV] +  + UV = VUL + -+ Vply =V - U.
ii)

U+ V1, Uy Uy) - (W, wy)

(u+v) - w=
= (u1 +v)wi + -+ (Un + vp)wy,

(

(

(wywy + vywy) + -+ -+ + (Upwy, + vywy)
(wpwy + -+ - + upwy) + (viwy + -+ - + vywy)

=u-w-+v-w.

iii)

Note que, se u - u = 0 nao necessariamente u = Ogn. Por exemplo, seja Fy um corpo

finito com dois elementos, dado o vetor u = (100111) € F$, temos que
w-u = (100111)-(100111) =1-14+0-0+0-0+1-14+1-14+1-1=14+0+0+1+1+1=0.

Definicéo 5.1.8. Seja C' um cédigo linear de comprimento n e dimensio k. E dito que o

conjunto

Ct={uecF"|u-v=0, YvoeC}

¢é o codigo dual de C.

Lema 5.1.2. Se C' C F™ é um codigo linear, com matriz de codificacao G, entdao

i) C* é um subespaco vetorial de F™.

i) ue Ct & uG = 0.
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Demonstracio. Seja C C F™ um cédigo linear, com matriz de codificacdo G' e C+ um

cédigo dual de C'. Verifiquemos as condicoes para C* ser um subespaco vetorial de F”.
i) ii) Seu=(0,---,0) € F" entdo u € C* pois
u-v=1(0,---,0)-v=0, YoeC.
i.ii) Sejam u,v € C*+, Vw € C, temos que
(utv) - w=v-w+v-w=0+0=0.

Logo, u +v € C*.

i.iii) Sejam o € F*, u € C+, Vv € O, temos que
(qu)-v=a(u-v)=a0=0.

Logo, au € C*+.

Portanto, C* é subespaco vetorial de F” e consequentemente um cédigo linear.

ii) Pela Definicio 5.1.8, temos que se u € C* entdo ele é ortogonal a qualquer elemento
de C', desse modo u também serd ortogonal a qualquer vetor de uma base de C.

Assim, como os vetores colunas de G formam uma base de C', concluimos que uG = 0.
|

Sejam C' um codigo de comprimento n e dimensao k com matriz de codificacao G
eu € Ct. Entdo u-v = 0, Vv € C. Em particular, u é ortogonal a todos os vetores de
uma base de C, ou seja, uG = 0. Assim, podemos definir o cédigo dual C+ a partir da

matriz de codificacdo como
C*+ ={uecF"|uG = 0}.

Exemplo 5.1.9. Recorde que, do Exemplo 5.1.8 obtemos que HG = 0, onde H ¢ a matriz

de teste do cédigo linear C'. Assim, H é uma matriz de codificacdo de C*.

Proposigao 5.1.3. Seja C C F™ um codigo linear de comprimento n e dimensdo k com

matriz de codificacio G = (ﬁ"), na forma padrdo. Entdo

i) dim C*+=n—k;
i) H=(—A|Id, ) é uma matriz de codificagio de C*;

iii) (CH)*t =C.
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Demonstragio. i) Pelo Lema 5.1.2 item ii), temos que u € C+ < uG = 0. E ainda,
consideremos a transposta, temos que (uG)" = 0. Pela Proposigao 4.1.8, isso equivale

a dizer que G'u' = 0, por esse motivo dim C+ = dim Ker (G?).

Pelo Teorema 4.1.7, temos que
dim F* = dim Ker (G') + dim Im (G') = n = dim Ker (G") + dim Im (G")

e G' = (Idy | A?) tem posto k, ou seja, k linhas linearmente independentes. Logo,
dim Im (G*) = k.

Assim,

dim Ker (G*) +dim Im (G*) =n = dim Ker (G') +k=n
= dim Ker (G') =n—k

Portanto, dim C+ = dim Ker (G') =n — k.

ii) Considere H = (—A | Id,,_;) uma matriz de posto n — k. Nessas condigoes, temos

que

Id
HG = (A | Id,_y) ( A’“) =0.

Desse modo, os vetores linhas de H sao ortogonais aos vetores colunas de GG. Logo, o
espaco gerado pelos vetores linhas de H esta contido em C* e como o posto de H é

igual a dimensao de C*, segue que H é uma matriz de codificacio do cédigo linear
Ct.

iii) Para mostrar a igualdade entre conjuntos vamos verificar que C' C (C+)*+ e (C1)* C

C.

(=) Seja u € C, uma palavra nao nula. Por definigao existe v € C*, tal que v-u = 0
entao pela Propriedade 5.1.1, temos que u - v = 0. Concluimos que, u € (C+)*.
Portanto, C' C (C+)*.

(<) Seja w € (C1)*, uma palavra nido nula. Por defini¢io existe y € C* tal que
w -y = 0 entdo pela Propriedade 5.1.1, temos que y - w = 0. Concluimos que,
w € C. Portanto, (C+)*+ c C.

Note que, espacos duais sobre um corpo finito tem propriedades diferentes das
propriedades de espacos duais sobre o corpo dos niimeros reais. Por exemplo, seja U um
espago vetorial sobre R de dimensao finita, e considere V' um subespaco vetorial de U entao
V N V+ = {0}. Isto ndo ocorre sempre no caso de um subespago W de U de dimensao
finita sobre um corpo finito IF, pois é possivel que W N WL # {0} e até W = W,
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Exemplo 5.1.10. Seja F5 o corpo finito com dois elementos. Considere C' um cédigo
linear de comprimento 4 e dimenséao 2 definido por C' = {(0000), (1100), (0011), (1111)}.

Vamos encontrar o cédigo dual C*+ de C, ou seja, C+ é formado por todas as

palavras u = (uy, ug, us, uy) € F3, tais que u-v =0, Vv € C.

Assim,

w - (0000) = (uq,us, uz, uy) - (0000) = u10 + w90 + uz0 + us0 = 0
u - (1100) = (Ul,UQ, Uz, u 4) (1100) u11 + UQ]_ + u30 + U4O =0
u - (0011) = (Ul,UQ, Uz, u 4) (0011) 10 + UQO -+ U31 + U41 =0
w- (1111) = (uy, ug, uz, ug) - (1111) = ug 1 + ugl + ugl + ugl =0

Uy + Ug = Uy = Us

= ust+us =0 = Qug=1uy = u = (uy,uy,us, us).
U1+’LL2+U3+U4:O U1+U1+U3+U3:0

Desse modo, temos os seguintes casos:

i) Se u; = u3z = 0, temos que u = (0000);
ii) Se u; =1 e uz =0, temos que u = (1100);
iii) Se uy =0 e uz = 1, temos que u = (0011);

iv) Se u; =1 e uz =1, temos que u = (1111).

Portanto, o cédigo dual C+ = {(0000), (1100), (0011), (1111)} é igual ao cédigo

linear C.

5.2 Relacao entre uma matriz de teste e o peso do cddigo linear

Nesta se¢ao, vamos mostrar que a matriz de teste H de um cddigo linear C' contém

informagoes sobre o valor do peso w(C).

Lema 5.2.1. Seja H uma matriz de teste de um codigo linear C'. Se existe u € C, tal que

w(u) =t entao existem t colunas de H linearmente dependentes.

Demonstragio. Seja H a matriz de teste do codigo linear C, tal que

H, Hs Hn
hll h12 e hln

h21 h22 e h2n
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e como u € C', temos que

hiy hig - Uy hituy + higug + -+ + hipuy,
hay L S U2 horuy + hogug + - -+ + hapuy,
Hu = . . . . = . =
hnfkl hnka e hnfkn Unp hnfklul + hnfk2u2 + -+ hnfknun 0
Assim, temos
hiiuy + higus + -+ - + hypu, =0
h21U1 + h22u2 +-F hgnun =0
hn—klul + hn—k’2u2 + -+ hn—knun =0
Note que, a componente u; multiplica todos os elementos da coluna H,, isto ocorre
com todas as componentes da palavra u, isto é, Hyuy, Hous, - -+ , Hyu,.

Logo, podemos representar estas multiplicagoes por

H, H> Hy,
hu hlg hln
h h han
O (L P B R O
hn—kl hn—k? hn—kn

Por hipétese, w(u) = t. Logo, u tem ¢ coordenandas nao nulas entdo as colunas que
multiplicam essas coordenadas sao linearmente dependentes. Assim, H possui ¢ colunas

linearmente dependentes.

Lema 5.2.2. Seja H uma matriz de teste de um codigo C'. Se existem t colunas de H que

sao linearmente dependentes entao w(C') < t.

Demonstracao. Suponhamos que existem t colunas de H linearmente dependentes, de-
notadas por h;,,--- ,h;,. Entao existem escalares ¢;,---,¢;, € F, nao todos nulos, tais

que

Cilhil + -+ Cithit = 0.

. Ci:CZ’j7 SGjG{l,"’,t}
Tomando ¢ = (¢, -+ ,¢,) € F" definido por
c; =0, caso contrario.
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Entdo He = 0, portanto ¢ € C. Logo, como H possui t colunas linearmente

dependentes, temos que ¢ tem até t coordenadas nao nulas. Portanto, w(c) < ¢. Assim,

w(C) < t.
|

Teorema 5.2.3. Seja H uma matriz de teste de um codigo C'. Temos que o peso de C' é
tgual a d se, e somente se, quaisquer d — 1 colunas de H sdo linearmente independentes e

existem d colunas de H linearmente dependentes.

Demonstragio. (=) Seja o peso de C igual a d e suponhamos, por absurdo, que a
matriz H possui d — 1 colunas linearmente dependentes segue, do Lema 5.2.2, que

w(C) <d—1<d, o que contradiz nossa hipotese.

Observe que, como w(C') = d, existe alguma palavra v € C nao nula, tal que w(u) = d.

Pelo Lema 5.2.1, temos que existem d colunas de H linearmente dependentes.

(<) Considere, por hipdtese, que d — 1 colunas de H sao linearmente independentes e d

colunas de H sao linearmente dependentes.

Denotaremos as colunas de H por Hy,--- , H,. Seja ¢ € C' uma palavra qualquer e
nao nula. Entao
He=Hyci +---+ Hyc,, =0.

Como quaisquer das d — 1 colunas de H sao linearmente independentes, temos que
pelo menos d coordenadas de ¢ s@o nao nulas, ou seja, w(c) > d, Ve € C. Assim,
w(C) >d.
Pelo Lema 5.2.2, como d colunas de H sao linearmente dependentes, temos que
w(C) < d.
Portanto, w(C) = d.

|

Lembre que, no Teorema 2.3.1 demonstramos a Cota de Singleton. Agora vamos
reescrevé-lo a partir de outros parametros pois quanto maior o peso de um codigo linear

melhor sera sua capacidade de correcao.

O Corolario a seguir ¢ consequéncia imediata dos resultados anteriores demonstrados,
porém como ja o demonstramos no Capitulo 2, aqui apresentaremos uma demonstracao

que utiliza os conceitos trabalhados neste capitulo supracitado.

Corolério 4. (Cota de Singleton) Seja C um codigo linear com parametros [n, k, d], onde
d=w(C). Temos que
d<n—k+1.



98 Capitulo 5. Cédigos Lineares

Demonstracao. Pelo Teorema 2.3.1, temos que

M < ¢" " = log, M <log,q" """ =log, M <n—d+1.

Ja vimos neste capitulo que

dim C =log, M = dim C' <n—d+1.

Como a dim C' = k, temos que

k<n—-d+1=>d<n-d+1.

Observe que, a Cota de Singleton nos mostra que um codigo linear C' de dimensao

k em F" tem o peso maximo de
wC)=d=n—-k+1

Definicao 5.2.1. Um cédigo diz-se c6digo separavel pela distdncia maxima se vale
a igualdade d =n — k + 1.

Exemplo 5.2.1. Vamos construir um cédigo linear C' de comprimento 6 e dimensao 3,
tal que uma palavra ¢ € C' qualquer possua os trés primeiros digitos de informagao e os
trés ultimos digitos de redundéncia. Denotaremos por ¢y, co, c3 0s digitos de informacao e

4, C5, Cg 0s digitos de redundancia. Definiremos os digitos de redundancia por

Cy =C1+ Co
C5ZCl+Cg

Cg = C2 + C3

em notagao matricial, temos que

1 00 c1
010 Co
(8]
0 01 C3
Co| = )
1 10 c1+ ¢
C3
101 1+ cs
011 Co + C3

onde a matriz apresentada acima é a matriz de codificacdo G do cédigo linear C'.

Suponhamos que recebemos uma palavra v = (uy, - -+ ,ug) € FS. Para que possamos

descobrir se essa palavra pertence ou nao a C' devemos verificar se as equagoes definidas
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pelos digitos de redundancia sao satisfeitas, ou seja,

U + Uo = U4 U + Usg + Uy =0
Uq +us =us; = U + us + Us =
Ug + U3 = Ug U + U3 —|—u6:O

em notagao matricial, temos que

Uy

1 10100 0
U2

1 01010 =10},

01 1001 0
Ug

onde a matriz apresentada acima é a matriz de teste H do codigo linear C', em outras
palavras
veC & Hu=0.

Observe que, quaisquer duas colunas de H sao linearmente independentes entre si
e as trés primeiras colunas sao linearmente dependentes. De fato, sejam o, as, a3 € Fo,

temos que
a1+ Qg =0 o] = Oy
a1(110)+as(101)+a3(011) =0 = ¢ oy +a3=0 =qa =03 =>a=0a=as.

062+013:0 Qg = (3

Admitindo assim outras solugoes além da trivial.

Isto posto, pelo Teorema 5.2.3, temos que d é igual a 3. Como o comprimento n é

igual a 6 e a dimensao k é igual a 3, temos, pela Cota de Singleton, que

d<n—k+1=3<6-3+1=3<4.

Logo, C nao se trata de um codigo separavel pela distancia maxima. Observe ainda
que, G estd na forma padrao e o nimero de digitos de redundancia é igual ao nimero de
linhas de H.

E comumente visto em teoria dos codigos corretores de erros que a matriz transposta

G' da matriz de codificacdo G, cujas linhas geram o cédigo é donotada por matriz geradora.

Logo, uma matriz geradora G' estd na forma padrao se G* = (Idy, | A), para
Idy € Mgy (F) é a matriz identidade e A € My, (F) uma matriz qualquer. Entao a
matriz de teste H fica da forma H = (— A" | Id,_), para Id,,_j € M, _gxn_i(F) é a matriz
identidade.



100 Capitulo 5. Cédigos Lineares

5.3 Aplicacoes

Nessa secao vamos apresentar algumas aplicacoes dos codigos lineares que dese-
penharam um papel importante no desenvolvimento da teoria dos codigos corretores de

€rros.

Aplicagao 1. (Cédigos de Hamming)

De acordo com Roman (1992, p. 253), os cédigos de Hamming sao possivelmente,
o tipo de codigos corretores de erros mais famoso, devido a sua capacidade de corrigir
erros simples. Esses codigos foram fundamentados por Marcel Golay em 1949 e Richard

Hamming em 1950.

Seja C' um cddigo linear de pardmetros [n, k], com uma matriz de teste H, sobre
um corpo finito 5. Pelo Teorema 5.2.3, a distadncia minima é o menor inteiro d, tal que

existam d colunas de H linearmente dependentes.
Vamos construir um coédigo capaz de corrigir um tnico erro, ou seja, a capacidade
de correcao k de C' é igual a 1. Desse modo, temos que

n:[d;l];»1=ld;1];»2:d—1;»d:3.

Logo, consideremos o cddigo C' com os prametros [n, k, 3] descrito acima. Sabemos
que C' pode ser definido a partir de uma matriz de teste H cuja ordem é m X n, onde

m=mn—Kk.

Consequentemente, a matriz de teste de um cédigo C' de pardmetros [n, k, 3] tem a
propriedade que duas de suas colunas nao sao linearmente dependentes, isto é, nenhuma
coluna é multipla de outra coluna por um escalar, porém algum conjunto de trés colunas

sao linearmente dependentes.

Recorde que, a matriz de teste representa uma transformacao linear sobrejetora.
Neste caso, 7 : Fy — F3*, onde Ker (7) = C.

Denotaremos o vetor nulo (0,0,---,0) € FJ* por 0. Assim, construiremos uma
matriz de teste H de C, tal que as colunas de H sejam os elementos de F35' \ {0},

independente da ordem.

Consideremos todos os vetores possiveis, nao nulos, de comprimento m em [F5'.
Logo, o nimero de palavras nao nulas em FJ' é 2™ menos o vetor nulo de FJ', ou seja,
2™ — 1. Assim, a matriz de teste H possui 2™ — 1 colunas, o que equivale a dizer que o

comprimento de C' é n = 2™ — 1.

Segue que, para cada m dado, a matriz H construida acima determina um cédigo

linear C, sobre um corpo finito 5, de comprimento n = 2™ — 1.
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Pelo Teorema 4.1.7, temos que

dim Fy = dim Ker (7) +dim Im (7) =n=k+m
=k=n—-m
=k=2"-1—-—m.
Definicao 5.3.1. Um cédigo linear C, com a matriz de teste H construida acima e

pardmetros [n, k,d|, tais que n = 2™ — 1, k =2™ — 1 —m e d = 3, diz-se cédigo de

Hamming de ordem m.

Vamos escolher uma forma "padrao" de escrevermos a matriz de teste H de um

codigo de Hamming, organizando a ordem das colunas desta matriz.

Como as colunas de H sdo elementos de F5* \ {0}, coloquemos os vetores colunas
da base canonica de F3' no bloco direito da matriz H, ou seja, considere B = {by,- -+ , by, }

a base canénica de F35', de modo que os b; sejam vetores colunas, para i € {1,--- m}.

Seja U o conjunto de todos os vetores colunas, nao nulos e diferentes dos vetores

da base canonica de F3'. Logo, U tem 2™ — 1 — m vetores.

Desta forma, construimos um conjunto cujos elementos sao dois a dois linearmente
independentes. Logo, os vetores uy, ug, -+ ,usm_1_,, € U formam as colunas do bloco

esquerdo de H.

Assim, a matriz de teste tem a forma

H=|u, - tpm 1 by -- bm}'

De modo que, a ordem dos vetores colunas u; ¢ qualquer, onde j € {1,---,2™ —
1 —m}.

Definicao 5.3.2. A matriz H construida acima é dita como matriz de Hamming de

ordem m.

Faremos um exemplo que ilustre bem esse algoritmo.

Exemplo 5.3.1. Sejam Fy um corpo finito e C' um coédigo de Hamming de ordem 4 sobre
Fs.

Temos que os parametros deste codigo sao:

n=2"-1=2'-1=15 k=n—-m=15-4=11 e d=3.

Portanto, C' é um cédigo de Hamming com os pardmetros [15, 11, 3].
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Vamos contruir a matriz de Hamming H de ordem 4. Sabemos que, a base canonica
B de F3 ¢ igual a {(1000),(0100),(0010),(0001)}. Assim, os vetores transpostos de B

formam as colunas do bloco direito de H.

As palavras (vetores) de F3 sdo:

Figura 2 — Diagrama de arvore para os vetores de Fj que comecam com o digito 0
/ 0 HHEH

/0\1 0001
\1/0 0010

T 0011

/ T
\ 0 o
1

T 0111

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 3 — Diagrama de arvore para os vetores de F3 que comegam com o digito 1

T 1011

0 1o
0

/ TT— 1
\ 0w
1

T

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Note que, os vetores de F§ que foram tachados sdo os vetores de B e o vetor nulo.
Assim, os vetores restantes pertencem a F3\ BU{0}. De modo que, esses vetores tanspostos

formam o bloco esquerdo da matriz H.

Portanto, podemos escrever a matriz de Hamming de ordem 4 como

000011111 11T1O0¢00O0
H:011100011110100
101101100110O01O0
1101101010100 071

Proposicao 5.3.1. Todo codigo de Hamming é perfeito.

Demonstracao. Sejam C' um codigo de Hamming, sobre um corpo finito Fy, com parametros
[n, k,3] e u € C' uma palavra qualquer, segue do Lema 2.2.2, que o niimero de elementos

do disco de centro uw eraio k =1 é

Z()

Pelo Lema 2.2.3, temos que se u e v sao palavras distintas de C' entao
D(u,1) N D(v,1) =

ou seja, os discos sao disjuntos.
Assim, como o nimero de elementos de C' é 2%, temos
U D(u, 1) = (2m)2° = (2m)2"™™" = 2" = [F3],
ueC

e consequentemente,

U D(u, 1) =F3.

ueC

Portanto, C' é um cdédigo perfeito.
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Note que, um codigo de Hamming de ordem m é um codigo separavel pela distancia

maxima se, e somente se,

d=n—k+1=3=2"-1-2"-1—-m)+1
=3=2"—-1-2"4+1+m+1
=3=m+1

=m = 2.

Aplicagao 2. (Cddigo da Mariner 9)

Segundo Siddiqi (2018, p. 103), Mariner 9 foi uma missao com o objetivo de orbitar
Marte. A espagonave Mariner-711 / Mariner-I da missao se tornou o primeiro objeto feito
pelo homem a entrar em oOrbita de outro planeta em 14 de Novembro de 1971. A sonda
capturou 7329 imagens de Marte e mapeou cerca de 85% da superficie do planeta. Esta
missao foi projetada e desenvolvida pela NASA!/JPL2.

O c6digo usado na nave espacial Mariner-711 / Mariner-I é um membro particular
de uma familia de c6digos R(1,m) definidos sobre um corpo finito Fy, cujas matrizes de

codificacao sejam da seguinte forma:

Considere a matriz A cuja ordem é m x 2™, de modo que, as primeiras 2™ — 1
colunas sejam a matriz de Hamming H de ordem m vista na Aplicacao 1 e a tltima coluna

de A seja o vetor nulo transposto de 5.
Logo,
A= (H|0".

Construiremos a matriz de codificagdo G com 2™ linhas e m + 1 colunas, de modo
que, os elementos da primeira coluna sejam todos 1 e o bloco direito da matriz G seja A’.

Denotaremos o vetor linha (1,1,--- ;1) € F} por 1, e consequentemente, o vetor coluna

t gt
G:{l H].
1 0

Proposigao 5.3.2. Os parametros do codigo R(1,m) sdo [2™,m + 1].

por 1%,

Assim,

Demonstragio. Recorde que, as colunas de uma matriz de codificagdo G geram o codigo
R(1,m). Assim, como G tem m + 1 colunas e elas sdo linearmente independentes em
virtude do bloco H, e do fato dos elementos da primeira coluna serem todos 1, nos garante
que essa coluna é linearmente independente das demais. Isto posto, temos que a dimensao

de R(1,m) é m+ 1 e G tem 2™ linhas, segue que o comprimento de R(1,m) é igual 2.

National Aeronautics and Space Administration.

2 Jet Propulsion Laboratory.
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Agora vamos verificar que a distdncia minima de R(1,m) é igual a 2™~1. Para isso,

vamos construir a familia de cédigos R(1,m) de maneira recursiva.

i) Se m = 0, temos que
R(1,0) = {0,1} = .

ii) Se m =1, temos que
R(1,1) = Fy x Fy = {00,01,10,11} = F3

iii) Se m > 1, temos que

R(lym):{uu,u(u+1)|\v’uER(1,m—1)e1:11...1}‘
S——
om—1

Exemplo 5.3.2. Se m = 2, temos um c6digo R(1,2) sobre um corpo finito Fy, tal que

R(1,2) = {w u,u (u+11) | Vu € R(1,1)}.

Logo, para u u temos

00 00 — 0000
01 01 — 0101
10 10 — 1010
11 11 — 1111
e para u (u + 11) temos
00 00411 — 0011
01 01411 — 0110
10 10+11 — 1001
11 11411 — 1100

Portanto,

R(1,2) = {0000,0101, 1010, 1111, 0011, 0110, 1001, 1100} = F2.

Anélogamente, a partir de R(1,2), obtemos

00000000 01010101 10101010 11111111
R(1,3) = 00110011 01100110 10011001 11001100
" 100001111 01011010 10100101 11110000

00111100 01101001 10010110 11000011

Através de R(1,3), obtemos R(1,4) e assim sucessivamente.
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Teorema 5.3.3. A distancia minima do cédigo R(1,m) é 2m~ 1.

Demonstra¢io. Vamos mostrar que o peso de qualquer palavra de R(1,m), exceto as
— P — .. m—1 — —_ om
palavras 0 = 002m Oel 112m 1 tem peso 2™~ ' Segue que, w(0) =0 e w(1) = 2™.
Por indugao sobre m, temos:

Para m = 1, temos o cédigo R(1,1) = {00,01, 10,11}, onde para qualquer palavra
c€ R(1,1), tal que c 20 =00 e ¢ # 1 = 11, tem peso 2™~! = 2171 = 1. De fato, as

palavras 01 e 10 possuem peso 1. Logo, o resultado ¢ valido para m = 1.

Agora considere como, hipdtese de indugao, que o resultado seja valido para m — 1.

Assim, qualquer palavra ¢ € R(1,m — 1), tal que ¢ # 0 = 00- -;O ec#1=11- -;1, tem
gm— gm—
peso 2m—D-1 — gm=2,

Seja ¢ € R(1,m), tal que ¢ # 0 = 002-7;-0 ec#1= 112-7;~ 1. Temos as seguintes
possibilidades:

i) Para ¢ = u u, onde v € R(1,m — 1). Temos que, como ¢ # 00---0e c # 11---1.
2'm 2’7’”
e Ce A 3 5 — om—2 :
Segue que, u # 00 : Oeu#11 : 1. Por hip6tese de indugdo, w(u) = 2™ 2 ou seja,
gm— 2m—
u tem 2™2 componentes iguais a 1. Logo, ¢ = u u terd o dobro de componentes

iguais a 1, isto é, 2(2™72) = 27! componentes iguais a 1. Portanto,

ii) Parac=wu (u+1),onde u € R(1,m—1)e1=11---1. Temos que
—_——

gm—1

ii.i) Seu=00---0 entdo u+ 1 =11---1. Logo,
N—— N——

ogm—1 ogm—1

c=00--011--1= w(c) =21,
——

om—1 gm—1

ii.ii) Sew =11---1 entdo u+ 1 =00---0. Logo,
N———r N———r

gm—1 gm—1

c=11---100---0 = w(c) = 2",
—_—

om—1 gm—1

..... - s . ~ ~ _ m—1
ii.iii) Por hipétese de indugdo, sew # 00---0ew # 11--- 1 entdo w(u) = 2™72 = 25—
gm—1 om—1
isso equivale a dizer que, metade das componentes de u sao iguais a zero e a

outra metade iguais a 1.
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Observe que, em u+1 as componentes 0 viram 1, e as componentes 1 viram 0, ou
seja, w(u) = w(u+1) = 2™2. Logo, ¢ = u (u+1) terd o dobro de componentes

iguais a 1, isto é, 2(2™72) = 2™~! componentes iguais a 1. Portanto,
_ om—1
w(c) =2""".

Defini¢ao 5.3.3. Um cédigo R(1,m), com a matriz de codificacdo G construida acima
e os parametros [n, k,d], tais que n = 2™, k= m+ 1 e d = 2™} é dito cédigo de

Reed-Muller de primeria ordem.

Exemplo 5.3.3. Considere o cédigo R(1,4), sobre um corpo finito Fy. Como ja vimos no

Exemplo 5.3.1 a forma da matriz de Hamming H de ordem 4, temos que

10 0 1 1]
1 0 1 0 1
1 0 1 1 0
1 0 1 1 1
1 1 0 0 1
1 1 0 1 0
1 1 0 1 1
G_ |11 100
1 1 1 0 1
1 1 1 1 0
11 1 1 1
1 1.0 0 0
1 0 1 0 0
1 0 0 1 0
1 0 0 0 1
10 0 0 0

Observe que, ao somarmos quaisquer duas colunas de GG, temos que o peso é
2"t =2t =38
Como exemplo numeérico, considere a palavra u = us + uy € R, temos que

u = (0000111111110000) 4 (1011011001100100) = (1011100110010100).

Portanto,
w(u) = w(1011100110010100) = 8.
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Assim, é facil verificar que o peso serd igual a 8 para qualquer palavra do cédigo
R(1,4).

O cédigo utilizado na Mariner 9 corresponde ao caso em que m = 5. Logo, é um

codigo de Reed-Muller de Primeira Ordem R(1,5) cujos parametros sao [32,6,16] e k = 7.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

E possivel concluir a partir deste trabalho que a teoria dos cédigos corretores de erros
tem diversas aplicagoes em diferentes ramos da ciéncia, como por exemplo na matematica,
computacao, engenharia elétrica, estatistica, etc. A nivel elementar e introdutério, este
trabalho depende apenas de conceitos basicos de algebra, algebra linear e técnicas de
contagem, conceitos esses que podem ser aplicados por professores do ensino béasico para
ensinar matrizes e sistema binario. Deixo como proposta de trabalhos futuros a elaboragao
de planos de aula que utilizam c6digos de Hamming ou cédigos de Reed-Muller de Primeira
Ordem. Um bom exemplo é Dias (2005, p. 20-22), ele elabora um plano de aula para 2°

ano do Ensino Médio que utiliza o codigo da Mariner 9.

Em muitas disciplinas durante a graduagao temos um olhar bastante abstrato sobre
a matematica, diversas vezes nao vemos aplicagoes e uma relacao entre uma disciplina
e outra. Por esse motivo, foram apresentadas duas aplicagoes de codigos lineares que
utilizam conceitos de algebra abstrata, teoria dos niimeros e algebra linear, criando assim
uma relacdo entre esses contetdos. E possivel apresentar estas aplicacdes para alunos do
curso de Licenciatura em Matemaética, servindo como motivagao aos estudos de anéis,

corpos, corpos finitos, inteiros médulo m, transformagoes lineares, etc.

Em trabalhos futuros é possivel utilizar-se dos conceitos apresentados no desenvol-
vimento desta pesquisa e no Apéndice A, que trata-se de polinémios, para estudar outras
aplicacoes de cddigos lineares, decodificagao ou ainda estudar outras classes de cédigos
corretores de erros. Também ¢é viavel, a partir do Apéndice A, elaborar um trabalho sobre
os codigos de Reed-Solomon, que utiliza conceitos de calculo, cdlculo numérico e anéis de

polindémios.

Espero que, este trabalho sirva para estimular alunos e professores na elaboracao
de novas aulas e desenvolvimento de pesquisas, de modo que, aprofundem os estudos em
diversos campos da Algebra, contribuindo de maneira positiva com o desenvolvimento da

educacao e da ciéncia.
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APENDICE A - POLINOMIOS

Neste apéndice vamos construir os anéis de polinomios através de sequéncias,
desenvolver a teoria da divisibilidade e apresentar o algoritmo de Euclides para polindmios.
Para a composicao deste apéndice foram utilizados os seguintes materiais: Garcia e Lequain
(2018); Lang (2004); Jacobson (1985); Milies e Coelho (2013); Hefez e Villela (2008) e
Tarcha (2019).

A.1 Anéis de Polinomios

Seja (A, 4+, ) um anel comutativo. Denotamos por A[X] o conjunto formado pelas

sequéncias infinitas (ag, a1, - - ), que tem apenas um nimero finito de termos a; nao nulos.

As sequéncias (ag,ay,---) e (b, by, ) sdo consideradas iguais se, e somente se,
a; = b; para todo ¢ € N. Em outras palavras, A[X] é o conjunto das aplicac¢oes i — a; do

conjunto dos naturais N no anel A, tal que a; = 0 para algum ¢ suficientemente grande.

Um polindmio numa variavel sobre A é uma sequéncia (ag,as, -+ ,a,, ),

onde a; € A para todo indice e a; # 0 somente para um nimero finito de indices.

Seja A[X] = {polindémios numa varidvel sobre A}. No conjunto A[X] definimos as

seguintes operacgoes:

+: AIX] x A[X] N AIX]
(a()ual?"'7a’n7.")7(b07b17”'abna"') — (a0+b0aa1+b17"')an+bn7”')
AIX] x A[X] N A[X]
(a07al7"' y Gy = ')a(b07b17"' 7bn7"') — OQOa(Ila"' 7C¥n7"')7
onde
Qo = Qg - bo

Oélzao'b1+a1'bo

Oénzao'bn+a1'bn_1+a2'bn_2+"’+(ln_1'b1+an'b0

Como nao ha possibilidade de confusao, e por razoes de ordem prética omitiremos
a utilizacao do simbolo - para multiplicacao. Por exemplo, para ag - by escreveremos como

aobo.
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Teorema A.1.1. Com as duas operagoes definidas acima, A[X] é um anel comutativo.

Demonstragio. Sejam p = (ag, a1, ),q = (bo, by, ),t = (co,c1,--+) € A[X] quaisquer,

temos:

i) Associativa da adigao: p+ (¢+1t) = (p+q) + t.

p+(q+1) = (ao,ar, )+ [(bo, b1, ) + (co, 1, -+ )]

= (ag,ay, )+ (bo+ co, b1 +c1,--+)

= (ao + (bo + co), a1 + (b1 +c1), )

= ((ap + bo) + co, (a1 +b1) +¢1,--+)  (assoc. da ad. de A)
= (ag + by, a1 +by,--+) + (co,c1,- )

= [(ao,ah"')—i-(b07b1,"')]+(co,c1,"')

= (

p+q)+t
ii) Comutativa da adi¢ado: p+ ¢ = q + p.

p+q:(a07a17"')+(60ab1>"')

= (ap+ by, a1 +by,---)

= (bp + ap, by +ay,---) (comut. da ad. de A)
:(bo,b17"')+(ao,a1,“')

=q-+p.

iii) Existéncia do elemento neutro aditivo: 3lg € A[X] tal que p+ g = p.

Seja g = (eg, e1,---) € A[X]. Suponha que a igualdade a seguir seja valida

p+g9=p=(ap,a1, )+ (eo,e1,--) = (ap,a1, - -)

:>(a0+€07a’1+617”'):(a’()’al;"')'

Logo,

a0+€0:a0

a1 +er=a

Como todos os elementos das sequéncias p e g pertencem ao anel A, e existe elemento

neutro aditivo em A, temos

60:61:"':0A.

Portanto, existe um tnico g € A[X] tal que g = (04,04, ).
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iv) Existéncia de simétricos aditivos: Vp € A[X],3!p’ € A[X] tal que p+p' = 041x],
onde OA[X] = (OA, OA, tee )

Seja p' = (ay, al, - --) € A[X]. Suponha que a igualdade a seguir seja vélida
P+ =0ax) = (ao, a1, ) + (ag, ay, -+ ) = (04,04, )
= (ap+ag, a1 +ay, )= (04,04, ).
Logo,

a0+a6:0A

a1+a,1:0A

Como todos os elementos das sequéncias p e p’ pertencem ao anel A, e existem

simétricos aditivos em A, segue que

Q Q
=~ S~

:—al

Portanto, para todo p € A[X], existe um p’ € A[X] tal que p' = (—ag, —aq,---).
v) Associativa da multiplicagao: p(qt) = (pq)t.
p(qt) = (ag, a, - )[(bo, b1, )(co, c1, -+ )]
ag, ax, - - - )(boco, boct + bico, - - - )

Qa (boCo) a0(6001 —+ b100> -+ aq <b060)7 s )
aobo)co, (apbo)cr + (aogbr)co + (arbo)co,---)  (assoc. e dist. de A)

(
=
=
=
=
=
= |
=

aobo)co, (aobo)cr + (apbr + arbp)co, - - - ) (dist. de A)
aobo, apby + aybg, - -+ )(co, 1y - )
(ag, ax, -+ )(bo, by, - -+ )](co, c1, -+ -)
pq)t.

vi) Comutativa da multiplicagao: pg = gp.

pq = a07a1;"‘)(b07b17"‘

= (aobo, apb1 + a1bg, - - -

(comut. da ad. de A)

( )
( )
= (boao, brag + boay, - - +) (comut. da mult. de A)
= (boao, boay + brag, - - )
= (b )

0, b1, )(flmal,"'

= gp-
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vii) Distributiva da multiplicacdo em relacdo a adigao: p(q +1t) = pg + pt e

(p+q)t = pt + qt.

plg+1) =

g, G, - ')[(b07b17 o ) + (607017” )]
a07&17"')(bo+00>bl+Cla"')
ao(bo -+ CQ),CLg(bl + Cl) -+ al(bg -+ CQ), .. )

> >
\[\3&—‘

(

(

(

(agbo + agco, [aghy + agc] + [arbo + arcol, -+ )
(aobo + aoco, [aght + aibo] + [ager + arco), - - +) (
(aobo, apby + arbo, - -+ ) + (aoco, aper + aico, - - +)

[(ao, ax, - -+ )(bo, by, - - - )| + [(ao, ar, - -+ )(co, €1, - +)]

pq + pt.

Note que, nas equacoes A.1 e A.2 todos os elementos pertencem ao anel A, entdo as

propriedades distributiva, associativa e comutativa sdo validas.

Como a comutativa das operagoes de adi¢ao e multiplicagao sao validas em A[X],

temos que (p + ¢)t = pt + ¢t também é valido.

Portanto, podemos concluir que A[X] é um anel comutativo.

Proposicao A.1.2. Se A é dominio de integridade entio A[X] é um dominio de integri-

dade.

Demonstragio. Note que no Teorema A.1.1 demonstramos que A[X]| é um anel comutativo.

Seja‘mp: (a'Ovah"')vq:

seguintes propriedades:

(bo, by, - -+) € A[X] quaisquer, desse modo, vamos mostrar as

i) Existéncia do elemento neutro multiplicativo: 3'h € A[X] tal que ph =p e

h 75 OA[X]-

Seja h = (sg, 51, -+ ) € A[X]. Suponha que a igualdade a seguir ¢é valida

ph=p = (ag,ar,--)(so,s1, ) = (ao, a1, )

Logo,

= (apso, aps1 + a1S0, - -+ ) = (ag,ar,- ).

QpSp = Qo

apS1 + a1S0 = a1
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ii)

Como todos os elementos das sequéncias obtidas pertencem ao anel de integridade
A, logo sg é elemento neutro multiplicativo de A, ou seja, so = 1. Por igualdade de

sequéncias, obtemos que

agS1 + a189 = a1 = agS1 + a1ls = aq
= apS1 + a1 = aq

= ags1 = 04.

Como ag ¢ um elemento qualquer da sequéncia p, temos que s; = 04. De maneira
analoga, se substituirmos sy e s; na proxima igualdade agss + a1s1 + assg = as,

obtemos que sy = 04, logo de maneira recursiva obtemos que

51252:"'—0A.

Portanto, existe um h € A[X] tal que h = (14,04,04, ).

Lei do anulamento do produto: pg = 04x] = p = 04x] ou ¢ = 04(x].

Suponha que a igualdade a seguir é valida

pq = OA[X] = (a‘07a’17”')(b07b17”') = (0A70A7”'>
= (agbo, apby + arbg, -+ ) = (04,04, --).

Logo,

aobg = OA (A3)
a0b1 + (llb(] = OA (A4)

Como A é anel de integridade, da igualdade A.3 obtemos que ag = 04 ou by = 04.

Sem perda de generalidade, considere ag = 04 e by # 04. Desse modo, de A.4 temos

aoby + a1bg = 04 = 0401 + a1bg =04
= a1b0 = OA. <A5)

Assim, da igualdade A.5 obtemos que a; = 04, pois by # 04. Portanto, de maneira
recursiva, temos que ag = a3 =ag = -+ = a, = -+ = 04, logo p = (04,04, ) =
Por outro lado, se considerarmos ag # 04 e by = 04, obtemos que ¢ = (04,04, ) =

0arx]- Logo, vale a lei do anulamento do produto em A[X].
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Portanto, A[X] é um anel comutativo com unidade e nao possui divisores de zero,

sendo assim, A[X] é um dominio de integridade.

Seja a sequéncia (ag,aq,---) € A[X], entdo o simbolo (ag,ai,---)" denomina o

elemento

(a07a17"')(a07a17“')"'(a()aala"')'

n vezes

Utilizando as operacoes de adigdo e multiplicagiao definidas em A[X], temos

(a070A70A7 T ) = (a(boAaOAa e )(1Aa0A70A7 T )
(0A7a170A70A7 o ) = (aboAaoAa T )(0A7 1A70A70A7 te )

(OAv'“ 7OA7an70A70A7'“) = (an70A70A7“')(0A7"' 70A71A70A70A7“')a

an na posicdo n + 1 14 na posicao n + 1

note que, a, encontra-se na posicao n + 1, pois nossa sequéncia comeca na coordenada ag,

consequentemente 1,4 encontra-se na mesma posicao n + 1.

Observe que

(1A7 0A7 OA? e )
(0A7 1Aa OAa 0A7 T )
(0A7 OAa 1A7 OA7 OA T )

(04,14,04,04,---)°
(04,14,04,04,-+)"
(0A7 1Aa OAa 0A7 e )2

(04, - ,04,14,04,04, ) =(04,14,04,04,---)".

14 na posicdon + 1

Portanto, podemos escrever uma sequéncia como

(ag, a1, -+ ,n, 04,04, ) Z[(ao,OA,OA,“')(OA,lA,OA,OA,"')0]
+ [(a1,04,04, - )(04,14,04,04,--)"]
+ [(a2,04,04, - )(04,14,04,04,- )7
+ [(@n,04,04,--)(04,14,04,04,---)"].
Para simplificar essa expressao, vamos usar o simbolo x para representar o elemento
(04,14,04,04,--+) e a; para respresentar (a;,04,04,--), tal que ¢ € N.

Logo, podemos representar o elemento p = (ag, a1, -+ ,a,,0,---) € Alz] por
p(x) = ap + a1z + -+ - + aza™.
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Defini¢ao A.1.1. Seja (A, +, ) um dominio de integridade. O conjunto A[X] dos po-
lindbmios numa variavel sobre A é um anel de polindmios e pode ser representado

por

A[X]:{Zai:cﬂnENeaiEA}.

1=0

Defini¢do A.1.2. Se p(x) = >, a;z" é um polindomio nao nulo em A[X] com a, # 0,
define-se o grau de p(z) como sendo o inteiro n. O coeficiente a, serd chamado de
coeficiente lider de p(z). Quando o grau do polinémio p(z) é igual a n e o coeficiente

lider de p(x) for igual a 1, o polinémio ¢ dito ménico.

Se p(z) = 0, ndo se define grau de p(x). Para p(z) # 0, denotaremos o grau por

gr(p(x)). Observe que, gr(p(x)) = 0 se, e somente se, p(z) = ag € A\ {0}.

Proposicao A.1.3. Seja A dominio de integridade. Temos que

i) Se p(x),q(x) € A[X]\ {0}, entdo gr(p(v)q(x)) = gr(p(x)) + gr(q(z)).

ii) Os elementos invertiveis de A[X] sdo os elementos invertiveis de A.

Demonstracio. i) Sejam p(x) = ap+ ayx + -+ + apa™, q(z) = bg + bz + - - - + bpa™ €

A[X]\ {0}, com a, e b, diferentes de zero, temos que

p(2)q(z) = (ap + a1x + - - + apx™) (b + bz + - -+ + bz™)
= apbo + (aoby + ar1bo)x + - - - + apbypx™ .

Como a,, € b, sdo elementos nao nulos de A, e A é um dominio de integridade, entao

apb, # 0. Logo, pela Definicao A.1.2, temos
gr(p(x)q(z)) = n+m = gr(p(x)) + gr(q(z)).

ii) Seja p(xz) um elemento invertivel de A[X], logo existe um elemento ¢(z) € A[X]
tal que p(x)q(x) = 1ax). Pela Proposicao A.1.3 ii) temos que A[X] é dominio de
integridade, logo p(x) # 0apx] € q() # 0a[x], ¢ pela Proposicao A.1.3 i), temos que

gr(p(z)q(x)) = gr(p(z)) + gr(q(z)) = gr(lapx)) = 0.

Desse modo, gr(p(x)) = 0 e gr(q(z)) = 0, entdo p(z), q(x) € A\ {0}, logo, p(z) é um
elemento invertivel em A. Por outro lado, a reciproca é imediata pois, seja ag € A
um elemento invertiverel em A, entao podemos representar ag como um polinémio

de grau 0, portanto ap ¢ um elemento invertivel em A[X].
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A partir de agora vamos supor que A é um corpo qualquer K, logo pela Proposi-
¢ao A.1.3 ii) K[X] é um dominio de integridade.

Definigao A.1.3. Sejam p(z), ¢(x) € K[X], p(x) e ¢(x) sdo ditos polindmios associados

se, e somente se, existe um elemento nao nulo k£ € K tal que p(z) = kq(x).

Seja p(z) = ap + a1z + - - + a,2" € K[X], com a,, # 0, logo, p(x) = a,(5* + 22x +

-+« + z™). Portanto, todo polindmio néo nulo é associado a um tunico polindémio monico.

A.2 Divisao de Polindmios

Tendo em vista o Algoritmo de Fuclides, nessa se¢ao vamos desenvolver a teoria

da divisibilidade para poliniémios.

Teorema A.2.1. (Divisdo FEuclidiana para polinémios) Dados dois polinémios p(x)
e g(x) pertencentes ao anel de polinomios K[ X]|, com coeficientes num corpo K, g(z) ndo
nulo e o coeficiente lider de g(x) invertivel entao é possivel determinar inicos polinémio

quociente q(z) e polinémio resto r(z) em K[X]| tais que
p(x) = g(x)q(x) + r(z), com r(x) =0 ou gr(r(z)) < gr(g(x)).

Demonstragio. Existéncia: Suponhamos que p(x) = a9 + a1z + -+ + a,2" e g(z) =

by + bix + - - + bpx™ com m > 0 e b, invertivel, separando em casos temos:

i) Para p(z) = 0. Neste caso, g(z) = r(z) =0, logo 0 = ¢g(x)0 + 0.
) p(z) , q(z) =r(x) =0, log g

ii) Para p(z) # 0 e gr(p(x)) < gr(g(z)). Neste caso, tomemos ¢(z) =0 e r(z) = p(zx),
logo p(x) = g(x)0 + p(x).

iii) Para p(x) # 0 e gr(p(z)) > gr(g(z)). Neste caso, utilizaremos indugdo sobre o grau
do polinémio p(x).
Se n = 0, como por hipétese, gr(p(x)) é maior ou igual ao gr(g(z)), temos gr(g(z)) =

0, logo p(z) e g(z) sao polindmios constantes nao nulos: p(z) = ag e g(x) = by, onde

by ¢é invertivel por hipdtese. Agora temos uma divisao possivel no corpo K, de modo

ag

que g(x) = 32 e r(x) = 0, logo ag = by3® + 0.

Suponha que n > 0, e considere, como hipotese de indugao, que a proposicao seja

valida para todo polinémio de grau menor que j, com 0 < j < n.

Considere o polindémio p;(z) pertencente a K[X]| definido por

In gn=m g (), (A.6)
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isolando p(z) obtemos

p(x) = ;Zx”mg(x) + p1(z).

Se pi(z) = 0 ou gr(pi(x)) < gr(g(z)), entdo ¢(z) = 22"~ e r(z) = p1 ().

Caso contrario, tem-se gr(pi(z)) > gr(g(z)) e gr(pi(z)) < n, pois o coeficiente lider
de p(z) ¢ igual ao coeficiente lider do polindmio y*z"~"™"g(z). Portanto, por hipdtese

de indugdo, existem ¢ () e r(x) tais que
pi(x) = g(x)qu(x) + ri(x), comri(z) = 0ou gr(ri(z)) < gr(g(z)). (A7)

Igualando A.6 com A.7, temos

an n—m

p(a) = 2" "g(w) = g(@)ar(x) + ra(x) > ple) = 0" () + g()n(w) + 1 ()
= p(r) = |0+ u(a) o) +ra(a),
com r1(z) = 0 ou gr(ri(z)) < gr(g(x)).
Portanto, existem polinémios ¢(z) = §22" ™" + qi1(z) e 7(v) = ri(v).

Unicidade: Suponha, por absurdo, que existam ¢;(x),r1(x), g2(z), r2(z) € K[X]

tais que
p(z) = qi(2)g(x) + ri(z) = g2(x)g(x) + r2(z),
com r;(x) = 0 ou gr(ri(z)) < gr(g(z)), i € {1,2}.
Assim,

[ (2) = g2(2)]g(x) = ra(2) = r(2).

Se q1(x) # qa(x), € by, # 0, pela Proposicio A.1.3 temos
gr(ra(z) —ri(z)) = gr([q(z) — g2(2)]g(2)) = gr(a(z) — ¢2(x)) + gr(g9(x)).
Logo, gr(ra(z) — ri(x)) > gr(g(z)), o que é absurdo, pois
gr(g(x)) > max{gr(ri(z)),r2(z))} =2 gr(ra(x) — ri(z)).
Portanto, q(z) = ga(x) e consequentemente
ri(z) = p(z) — qu(@)g(z) = p(x) — @2(2)g(x) = ra(x).

Conclui-se que os polindémios ¢(z) e r(x) existem e sdo nicos.



122 APENDICE A. Polinémios

A partir de agora vamos desenvolver um algoritmo capaz de calcular maximos

divisores comuns entre polinémios.

Dados p(z), g(x) € K[X], com g(z) # 0, podemos aplicar a divisao Euclidiana para

polinémios sucessivamente com o resto, obtendo

p(x) = g(x)qu(x) +ri(z), com ri(z) =0 ou gr(ri(z)) < gr(g(x)); (A.8)
g(x) = ri(x)ga(x) + ro(z), com ra(x) =0 ou gr(ra(z)) < gr(ri(x)); (A.9)
ri(x) = ro(z)gs(x) + r3(x), com rz(xz) =0 ou gr(rs(z)) < gr(rs(z)); (A.10)

Tn—2(x) = rp_1()qn(x) + (), com r,(x) =0 ou gr(r,(z)) < gr(rn-1(x)); (A.11)
Tn-1(x) = 1 (2)gni1(x) + g1 (z), com rppq(x) = 0. (A.12)

Como o resto diminui a cada passo, o processo nao pode continuar indefinidamente,
logo alguma dessas divisoes deve ser exata. Suponha que 7,41(z) seja o primeiro resto

nulo, como esta esquematizado acima.

Teorema A.2.2. O polinémio r,(x) acima existe e é o mdzimo divisor comum de dois

polindmios p(x) e g(x) em K[X], ndo simultaneamente nulos, podendo ser escrito da forma

ro(x) = Mx)p(x) + p(x)g(z), tal que existam N x), p(x) € K[X].

Demonstragao. Inicialmente vamos mostrar que 7,(z) é um divisor comum de p(x) e
g(x). De fato, de A.12, temos que r,(z) | r,_1(x), logo dessa relagao e de A.11, temos
que 7, (z) | rn_2(z). Repetindo esse processo até que de A.10 obtemos que r,(z) | 1 (z),
juntamente de A.9 temos que 7, | g(z), e por fim de A.8 temos que r, | p(x).

Seja t(z) € K[X] um polindémio qualquer, suponha que t(x) | p(x) e t(z) | g(x), de
A.8 obtemos que t(x) | r1(x) , dessa relagdo e de A.9, temos que t(x) | o(z). Repetindo
esse processo até A.12 obtemos que t(z) | 7, ().

Logo, para qualquer polinémio t(x), t(x) < r,(z). Portanto r,(x) é o maximo
divisor comum de p(z) e g(z).

Agora vamos provar a existéncia dos polinémios A(x) e u(x). Por indugao sobre n,

temos:

Para n = 1, da primeira divisao A.8 obtemos que

ri(z) = p(r) = qu(z)g(z), (A.13)

ou seja, r1(x) foi escrito em funcao de p(z) e g(x). Portanto, existem A\ (x) e () tais
que \(x) =1e pui(z) = —qi(z).
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Para n = 2, substituindo A.13 em A.9, temos que

9(x) = [p(z) = g(x)q1 (2)|g2(x) + r2(2) = r2(x) = g(2) — p()e2(z) + g(x)q1(x)g2()
= 12(2) = —ga(0)p(x) + [1 + @1 (2)ga(2)]g ().

Note que, novamente pudemos escrever ry(x) em funcao de p(z) e g(x). Portanto,
existem Ao(z) e po(x) tais que Ao(z) = —qa(x) € pa(x) =1+ ¢1(z)g2(x)).

Considere, como hipétese de indugdo, que existam \;(z) e p;(z) para todo subindice
1 € N* tal que ¢ < n.

Para n, de A.11 e pela hipdétese de indugao, obtemos

Tn(z) = rp—2(x) — rao1(2)gn ()
= A2(2)p(x) + pin—2(2)g(2) — A1 (2)qn (2)p(2) — pn—1(2)qn(2)g(x)
= [Ana(z) — )‘n71<x>Qn<I)]p($) + [pn—2() = pin—1(x)qn(x)]g(x)
= An(2)p() + pin(2)g(2).

Portanto, o resultado vale para todo valor de n. Em particular, colocando A\(z) =
M(@) ¢ i) = pin(x), temos

Por razoes de ordem pratica, de agora em diante, denotaremos o méaximo divisor

comum ou MDC entre dois poilinémios p(z) e g(z) em K[X] por mdc(p(z), g(z)).

O teorema acima prova a existéncia de um maximo divisor comum de dois polindémios

e nos fornece um algoritmo para calculé-lo, nos garantindo que
mde(p(x), g(x)) = mde(g(x),r1(x)) = mde(ri(z), ra(2)) = - - = mde(rn—1(x), rn(2)).

Portanto, como r,(z) | r,_1(x) temos que mde(ry,_1(z), rp(x)) = rp(x), consequen-
temente mdc(p(x), g(z)) = rn(z), ou seja, nesse processo, o maximo divisor comum de

p(z) e g(x) é o ultimo resto diferente de zero.

Para dividir p(x) por g(x) vamos utilizar o seguinte esquema:

Desse modo, tem-se assim o seguinte algoritmo de Fuclides para polinémios:
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¢i(x) | () | g3(z) | --- o @) | ()
p(x) | glx) | m@) | re() | -+ | raa(®) | roa(®) | Ta(2)
ri(z) | ra(x) | r3(x) | e | oo | () 0

Portanto, como existe mde(p(x), g(x)) ndo nulo, para p(z) e g(z) ndo simultanea-
mente nulos em K[X], logo MDC ¢ associado a um tnico polinémio ménico que também ¢é

um MDC. Sendo assim, o inico MDC monico de p(x) e g(z).
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ANEXO A - RESULTADOS DO
ALGORITMO DE EUCLIDES PARA
POLINOMIOS

Proposicdao A.0.1. Dois polinomios p(x) e g(x) sao primos entre si em K[X]| se, e

somente se, existem polinomios \(x) e p(z) tais que

A@)p(x) + p(x)g(x) = 1.

Proposigao A.0.2. Sejam p(z), g(z), h(z) € K[X]. Sep(z) | g(z)h(z) e mde(p(x), g(x)) =
1, entao p(z) | h(z).

Proposicdao A.0.3. No anel K[X], todo elemento nao invertivel e irredutivel é primo.

Proposicao A.0.4. Todo polinomio nao invertivel possui pelo menos um divisor primo

monico.

Proposicao A.0.5. Sejam p(x),pi(z),p2(x) -+, pn(x) polindmios primos monicos tais

que p | (p1(z))(p2(x)) - - - (pu(x)), entdo p(x) = pi(x) para algum i € N,

Teorema A.0.6. Todo polinomio monico em K[X], ndo constante e ndo irredutivel, se
escreve como produto de polinomios de K[X| irredutiveis e monicos. Essa escrita € iunica

a menos da ordem dos fatores.

Corolario 5. Para todo poliomio monico p(x) € K[X]|\ K, existem n > 1, polinomios
monicos irredutiveis distintos pi(x),--- , p,(x), inteiros positivos ay,--- ,«, € a € K* tais

que

al |

p(z) = apy ()™ -+ po(2)*.
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