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Resumo

Este trabalho tem como objetivo principal apresentar um estudo das relagdes de
isomorfismo existentes entre extensdes algébricas de corpos. Através de uma pesquisa
bibliogréfica, mostraremos em especial que o ntiimero de automorfismos de uma ex-
tensdo algébrica e finita L D K que fixam o corpo K é igual a dimensdo do espago
vetorial L sobre K. Para consecugdo de tal finalidade, apresentamos também um es-
tudo introdutoério sobre as teorias de anéis, homomorfismo e dlgebra linear, bem como
sobre a teoria de polindmios em uma indeterminada.

Palavras-chave: Anel, Polin6mio, Extensdo, Isomorfismo, Automorfismo.
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Abstract

This work has as main objective to present a study about the existing isomorphism
relations between algebraic extensions of fields. Through a bibliographic research, it
especially demonstrates that the number of automorphisms of a finite and algebraic ex-
tension L O K fixing K is equal to the dimension of the vector space L over K. To achi-
eve this goal, it also presents an introductory study about the rings, homomorphism,
and linear algebra theories, such as about the polynomial in a single indeterminate
theory.

Key Words: Ring, Polynomial, Extension, Isomorphism, Automorphism.
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Introducao

O estudo dos isomorfismos e automorfismos de corpos sdo de importante rele-
vancia no contexto da algebra abstrata. Sendo estes corpos particularmente extensdes
de tipo algébrica e finita, somos levados a seguinte questdo: é possivel determinar o
nimero de automorfismos de uma extensdo algébrica e finita L > K que fixam o corpo

K? Baseando-se nesta problematica, dividimos nosso texto em quatro capitulos.

O primeiro capitulo é dedicado a apresentagdo de nogdes basilares sobre as teo-
rias de anéis, homomorfismos e dlgebra linear. Aqui demos preferéncia em apresentar
os principais conceitos que estdo diretamente relacionados com a nossa posterior cons-
trucdo tedrica e com os objetivos de nosso texto. Evidentemente, muitos contetidos
da teoria de anéis, tais quais anéis quocientes e ideais, ndo estdo contemplados neste
trabalho, visto que ndo nos foi necessario referir diretamente a estes topicos durante
a execugdo de nosso texto. Analogamente, ndo apresentamos aqui também o estudo
matricial da 4lgebra linear, bem como o estudo especifico dos espagos vetoriais R" so-
bre R, encontrados em Winterle e Steinbruch| (1987). Ainda, este trabalho foi escrito
baseando-se na premissa de que o leitor ja saiba previamente alguns tépicos bésicos
de matematica elementar, tais quais fung¢des e teoria dos conjuntos, ntimeros primos,

complexos, etc.

O segundo capitulo é dedicado a uma apresentacdo geral da teoria de polind-
mios sobre um corpo K e em uma indeterminada z. Demos prioridade em destacar o
estudo das raizes de um polindmio, bem como as nog¢des de divisibilidade e irreduti-

bilidade de polindmios sobre o corpo Q.

O terceiro capitulo apresenta um estudo sobre as extensdes algébricas de corpos.
Aqui apresentamos inicialmente o processo de adjuncdo de raizes, de fundamental

importancia em nosso texto, e seguimos com o estudo das extensdes L de um corpo K,
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com énfase na apreciacdo das extensdes de tipo algébrica e seus resultados no contexto

da 4lgebra linear.

O capitulo final, e principal em nosso trabalho, apresenta um estudo das relagdes
de isomorfismo entre extensdes algébricas. Demos énfase inicialmente aos conceitos de
extensdo galoisiana e extensdo normal, que sdo importantes em nosso texto, e segui-
mos com o estudo dos isomorfismos e automorfismos sobre estas extensoes, até a de-
monstra¢do do teorema final e objetivo tltimo de nosso trabalho, referente ao nimero
de automorfismos de uma extensao algébrica e finita L que fixam o subcorpo K C L.
Para melhor visualizacdo dos resultados obtidos, este capitulo segue com numerosos
exemplos referentes as defini¢des e teoremas. Em especial, este capitulo é finalizado

com exemplos concretos dos resultados referentes ao teorema principal.

Todas as referéncias apresentadas ao final deste trabalho foram citadas ao longo
do texto. Em particular, esse trabalho segue de perto as contribuicdes de (Gongalves
(1979), (Grillet| (2007), [Hungertord (1974), Dummit e Foote| (1991). Nos apoiamos nos
demais autores de forma mais pontual e discreta, enquanto os autores citados acima,
principalmente Gongalves| (1979), foram mais presentes na estruturagdo e execugdo de
nosso texto. Em especial, os autores da editora Springer serviram de imprescindivel

contribuicdo para a escrita deste trabalho.



Capitulo 1

Nocoes Preliminares

Neste capitulo apresentaremos no¢des introdutérias necessdrias para um me-
lhor entendimento deste trabalho como um todo. Em especial, apresentaremos alguns

resultados basicos da teoria de anéis e da algebra linear.

1.1 Teoria de Anéis

Definicdo 1. Seja A # @ um conjunto sobre o qual definimos as operagdes de adigio e
multiplicagdo, indicadas respectivamente por + e -

+:AxA—- A T AXA—- A
(a,b) —a+b (a,b) —a-b

Dizemos que (A, +,-) é um anel se as seguintes propriedades sdo validas para todos

elementos a, b, c € A:

1. (a+b)+c=a+ (b+ c) (associatividade da adigado).
2. a+ b= b+ a(comutatividade da adic¢ao).
3. Existe 0 € A tal que a + 0 = a (existéncia de elemento neutro aditivo).

4. Para todo a € A, existe um tnico (—a) € A tal que a + (—a) = 0 (existéncia de

elemento oposto aditivo).

5. a(b+c) =ab+ace (b+ c)a = ba + ca (distributiva a direita e a esquerda da operagdo

de multiplicagdo em relac¢do a adigdo).
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6. a(bc) = (ab)c (associatividade da multiplicacdo).

Se (A, +, ) é um anel que satisfaz a propriedade:

7. Existe 1 € Atalquea-1=1-a = q, paratodo a € A, dizemos que (A, +,-)

é um anel com unidade 1.
8. a-b=10-a,paratodosa,b e A, dizemos que (A, +,-) é um anel comutativo.

9. Para todos a,b € A, se a-b = 0 implicar que ¢ = 0 ou b = 0, dizemos que

(A, +, ) é um anel sem divisores de zero.

Ainda, se (A, +, -) € um anel comutativo, com unidade, e sem divisores de zero,

dizemos que (A, +, -) é um dominio de integridadd]

Quando estdo subentendidas as operagdes do anel (A, +, -), indica-se este anel
somente por A. Ainda, estas operac¢des ndo necessariamente sdo as operagdes usuais

de adicdo e multiplicagao.

Definicdo 2. Seja A um dominio de integridade. Se para todo elemento ndonuloa € A
existir algum elemento b € A tal que a - b = 1, dizemos que A é corpo. Nestas condigdes

indicamos b = a~ L.

Exemplo 1. O conjunto Mat,(R) de todas as matrizes com elementos reais e ordem

n € N* munido das operagdes usuais de adi¢do e multiplicagdo de matrizes é um anel.

Exemplo 2. Os conjuntos numéricos Z, Q, R e C munidos das operagdes usuais de adi-

¢do e multiplicagdo sdo anéis, sendo Z dominio de integridade e Q, R, C corpos.

Definigao 3. Seja A um anel e B C A um conjunto ndo vazio. Se B for um anel com as

operagOes de A dizemos que B é um subanel de A.

Definigao 4. Se um subanel 5 de um dominio de integridade A é também dominio de
integridade, dizemos que B é subdominio de A. Analogamente, se um subanel B de um

corpo A é também corpo, dizemos que B é subcorpo de A.

!Nestas condigdes, Monteiro (1969) denomina (A, +, -) anel de integridade.
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Janesch e Taneja| (2011) apontam que sendo B C A subanel com unidade e A

dominio de integridade, entdo a unidade de B é a mesma unidade de A.

Exemplo 3. Como A D A, todo anel A é subanel de si mesmo. Sendo A dominio de

integridade ou corpo, vem que A é também subdominio ou subcorpo de si.
Exemplo 4. Z,Q e R sdo subanéis de C, sendo Q e R subcorpos.

Teorema 1. Seja A um anel com elemento neutro aditivo 0 € Ae B C A um con-
junto ndo vazio. Entdo B é subanel de A se, e somente se, as seguintes condi¢des sao

atendidas:

1. 0e B
2. x —y € B, para todos z,y € B.

3. v-y € B, paratodos z,y € B.

A demonstrac¢do do teorema acima pode ser encontrada em (Gongalves| (1979) e

em Domingues e lezzi (2003).

1.2 Homomorfismos

Definic¢do 5. Sejam K e K’ anéis. Dizemos que a fungdo f : K — K’ é um homomorfismo
de Kem K'se f(x +y) = f(x)+ f(y) e f(x-y) = f(z) - f(y), paratodos z,y € K.

E importante observar que, nas condi¢des da defini¢do acima, as operagdes do

anel K ndo necessariamente sdo as mesmas operagdes do anel K'.

Se o homomorfismo f : K — K’ for bijetivo, dizemos que f é isomorfismo de K
sobre K'. Nestas condi¢des, dizemos que K e K’ sdo isomorfos e indicamos K ~ K'. Ao

isomorfismo f : K — K chamamos automorfismo de K.

Exemplo 5. Sendo K e K’ anéis, a fungdo f : K — K’ tal que f(z) = 0 € K’ para todo

z € K é um homomorfismo, denominado homomorfismo nulo.
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Exemplo 6. A fungdo f : K — K tal que f(z) = x para todo € K, denominada fungio

identidade, é um isomorfismo de K sobre K e, portanto, um automorfismo de K.

Exemplo 7. A funcdo f : C — Ctal que f(a+ bi) = a — bi, para todos a + bi € C, define

um automorfismo de C.

Teorema 2. Sejam K e K’ anéis com elemento neutro aditivo 0 e (', respectivamente.

Se f: K — K’ é homomorfismo, entao:

1. f(0) =0

2. f(—z) =—f(x), paratodoz € K.

3. Se K e K’ sdo dominios de integridade entdo f(x) = 0 para todo = € K ou f(1) =1,

sendo 1 e 1’ as respectivas unidades de K e K.

4. Se K e K’ sdo corpos entdo f(z) = 0 para todo z € K ou f é injetiva.

Definic¢do 6. Sejam K e K’ anéis e f : K — K’ um homomorfismo. Chama-se niicleo

do homomorfismo f o conjunto formado por todos elementos a € K tais que f(a) = 0.

Nas condi¢des da defini¢do acima, indicamos o nticleo do homomorfismo f por

Kerf. Observamos que Kerf C K e, pelo item 1 do teorema anterior, Kerf # @.

Teorema 3. Sejam K e K" anéise f : K — K’ um homomorfismo. Entdo f é injetiva se,

e somente se, Kerf = {0}.

As demonstragdes dos Teoremas 2 e 3 podem ser encontradas em [Gongalves
(1979) e em |Winterle e Steinbruch! (1987), respectivamente. Traremos agora algumas

defini¢des que serdo importantes, em especial, para o dltimo capitulo deste trabalho.

Definigao 7. Sejam L, L' e K corpos tais que L, L' O K. Dizemos que o homomorfismo

[+ L — L' é K-homomorfismo se f(x) = x paratodo x € K.

Nas condi¢des da defini¢do acima, dizemos que o homomorfismo f fixa o corpo

K. Caso o K-homomorfismo f seja isomorfismo, dizemos que f é K-isomorfismo.
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Ainda, aos automorfismos de L que fixam K denominamos K-automorfismos de L. In-
dicamos o conjunto de todos os automorfismos de L que fixam K por Aut}, sendo o

numero de elementos deste conjunto denotado por |Autk|.

Exemplo 8. A funcdo f : C — C tal que f(a + bi) = a — bi, para todo a + bi € C, é um
automorfismo de C que fixa R. Dizemos entdo que f é um R—automorfismo de C e

indicamos f € Autg.

1.3 Algebra Linear

Defini¢do 8. Sejam K corpo e W um conjunto ndo vazio. Definidas as seguintes ope-

ragdes, denominadas adigdo e multiplicagdo por escalar

+ WxW =W KXW =W
(u,v) —u+v (A, u) — Au

dizemos que W munido dessas operagdes é um espaco vetorial sobre K se para todos

u,v,w € Wel ve K forem vélidas as seguintes propriedades:

1. (u+v)+w=u+ (v+w) (associatividade da adi¢ado).
2. u+v =v+ u (comutatividade da adi¢ao).
3. Existe 0 € W tal que u + 0 = u (existéncia de elemento neutro aditivo).

4. Para todo u € W, existe um tnico (—u) € W tal que u + (—u) = 0 (existéncia de

elemento oposto aditivo).
5. 1u = u, sendo 1 a unidade do corpo K.
6. Mu+v) =+ e (y+Nu=yu-+ A\u.

7. Myu) =v(Au) = (yA)u.

Nas condi¢des da definicdo acima, os elementos de W sdo chamados vetores e os

elementos de K sdo chamados escalares.
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Exemplo 9. C é espaco vetorial sobre R e Q. Ainda, R é espago vetorial sobre Q.

Exemplo 10. De forma geral, sendo W corpo e K C W subcorpo, W é espacgo vetorial
sobre K.

Sahai e Bist| (2002) apontam que, nas condi¢des do exemplo acima, as operagdes
que definem o espago vetorial W sobre K sdo as operagdes de adi¢do e multiplicacdo
do corpo . Deste modo, para todo A € K e u € W, a multiplicacdo por escalar \u é a

multiplicacdo dos elementos A e u em W.

Definigao 9. Seja W um espaco vetorial sobre K. Dizemos que um conjunto nao vazio

S C W é um subespago vetorial de W se (r+s) € Se Ar € S,paratodosr,s € Se ) € K.

Sahai e Bist| (2002) afirmam que, nas condi¢des da defini¢do anterior, o subcon-
junto S C W é subespaco vetorial de W se S é espacgo vetorial sobre K com as opera¢oes
de W.

Exemplo 11. De forma geral, sendo W, S e K corpos tais que W O S D K, temos que

S é subespaco vetorial de W, sendo W espago vetorial sobre K.

Defini¢ao 10. Seja W espaco vetorial sobre o corpo K e {vq,vs,--- ,v,} C W. Chama-

mos de combinagdo linear dos vetores vy, vq, - - - , 14 @ eXpressao

t

E ;U

=1

sendo aq, as, - - - , a; escalares em K.

Definic¢do 11. Dizemos que um subespaco vetorial S de um espago vetorial W sobre K

é gerado pelos vetores vy, vy, - -+ , v, € W se

t
S = {Zaivi/ai € K}
i=1

Exemplo 12. Observa-se que o espaco vetorial C sobre R é gerado pelos vetores 1,7 € C

em combinacdo linear com escalares a,b € R pois C = {a + bi/a,b € R}.

Definicao 12. Seja W espago vetorial sobre o corpo K e vy, vy, -+ ,v, € W. Dizemos
que {vy,v9, -, v} é um conjunto de vetores linearmente independentes se toda vez que
existirem escalares ay, as, - ,a; € K tais que ajv; + agve + -+ - + a4v, = 0, entdo a; = 0

parat=1,2,--- t.
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Caso os vetores vy, v2, -+ ,v; € W ndo sejam linearmente independentes, dize-

mos que sdo linearmente dependentes.

Definicao 13. Seja W espaco vetorial sobre K e {vy, v, -+ ,v;} C W. Dizemos que o
conjunto de vetores {vy, v2,- - ,v;} é uma base do espago vetorial W sobre K se estes

vetores sdo linearmente independentes e geram V.

E importante observar que sendo {vy, vy, - -+ ,v;} C W uma base do espago veto-
rial W sobre K, para todo elemento u € W existem escalares a;, as,--- ,a; € K tnicos
tais que u = ayv1 + agv2 + - -+ + a4v. Ainda, Winterle e Steinbruch| (1987) afirmam
que nestas condi¢des todo subconjunto de W com mais de ¢ vetores serd linearmente

dependente.

Definigao 14. Se o espacgo vetorial W sobre K possui uma base com ¢ elementos, dize-

mos que t é a dimensio do espago vetorial W sobre K e indicamos [W : K| = t.

Nas condi¢des da definicdo acima, se o nimero de vetores que formam uma
base do espaco vetorial W sobre K é finito, dizemos que W é um espago vetorial de

dimensdo finita sobre K.

Exemplo 13. Temos que {1,7} é uma base do espago vetorial C sobre R e consequen-
temente [C : R| = 2.

Defini¢ao 15. Dois espacos vetoriais L e L’ sobre K sdo isomorfos se existir uma bijegdo
f:L— L'talque f(u+v) = f(u)+ f(v) e f(Au) = Af(u) para todos u,v € Le X € K.

Exemplo 14. Sendo L, L' e K corpos taisque L, L' D Ke f : L — L' um K-isomorfismo,
temos que f é isomorfismo dos espacgos vetoriais L e L’ sobre K. De fato, pela Defini¢do
5, vem que f(u +v) = f(u) + f(v) para todos u,v € L, e para todo A € K temos que
f(Aw) = f(N) f(u) = Af(u), pois f é fun¢do identidade para todo A € K.

Teorema 4. Sejam L, L’ corpos e espacos vetoriais de dimensdo finita sobre o corpo K.

Entdo L e L' sdo isomorfos se, e somente se, [L : K| = [L': K].

Demonstracgido. A fim de ndo nos extendermos demasiadamente, demonstraremos so-
mente a ida deste teorema. Uma demonstracdo completa pode ser encontrada em|Sahai

e Bist/(2002). Seja {u1, us, - - ,u;} C L uma base do espago vetorial L sobre K e f : L —
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L' isomorfismo. Mostraremos que { f(u1), f(uz2),-- -, f(u;)} C L' é uma base do espago
vetorial L' sobre K. Mostraremos primeiro que os vetores f(uy), f(uz),--- , f(u;) sdo
linearmente independentes. De fato, sendo a,as, - - - ,a; € K tais que

ar f(ur) + axf(ug) + -+ arf(u) =0
como [ : L — L' é isomorfismo de espagos vetoriais, pela Defini¢do 15 temos que
f(a1u1 + asug + -+ + atut) =0

e como f ébijetivae f(0) = 0, vem que aju; +asus+- - -+a;uy = 0. Sendo {uy, ug, - - -, us }
uma base do espaco vetorial L sobre K, temos que estes vetores sao linearmente inde-
pendentes e, portanto, a; = 0 parai = 1,2,--- ,t. Segue que { f(u1), f(u2), -+, f(w)} é

linearmente independente.

Mostremos agora que {f(u1), f(uz), -, f(us)} gera L'. Devemos mostrar que
todo vetor v € L' pode ser escrito como uma combinacdo linear de f(uy),- -, f(ut)
com escalares em K. De fato, como f é sobrejetiva, para todo v € L' existe u € L tal
que f(u) = v. Sendo L um espago vetorial sobre K, sabemos que para todo vetor u € L

existem by, b, -+ , b, € K tais que
u = byuy + baug + - - - + by

Logo, temos que

v=f(u)=f (Z bi“i) = Z f(bi) fu;) = szf(ul)

e assim {f(u1), f(u2), -+, f(u)} gera L', sendo uma base do espago vetorial L’ sobre
K. Como f é injetiva, temos que as bases {uy, us,--- ,us} e {f(u1), f(u2), -, f(ur)}

tém o mesmo ntmero de vetores e portanto [L : K| = [L' : K].



Capitulo 2

Polinomios em uma Indeterminada

Neste capitulo faremos um estudo geral da teoria de polindmios em uma inde-
terminada z. E importante observar que no contexto de nosso trabalho consideraremos

L, K e M corpos.

2.1 Apresentacao Geral de Polindmios

Defini¢ao 16. Um polindmio sobre K em uma indeterminada = é uma expressao for-
mal do tipo f(z) = ap+a1x+---+a,z"+--- coma; € K paratodoi € Neexisten € N
tal que a; = 0 para todo ¢t > n.

Aos elementos a; € K chamamos coeficientes do polindmio f(z) e denotamos por

K{z] o conjunto de todos os polindmios com coeficientes em K.

Dados dois polindmios f(z) = ag + a1z + -+ + a,2" + --- € K[z] e g(x) =
bo+bix+ -+ bypa™+ - € K[z] dizemos que f(x) e g(x) sdo iguais se, e somente se,

a; = b; para todo ¢ € N.

Um polinémio f(z) = ap+a1z+---+a,2"+- - - sobre K é dito identicamente nulo
se, e somente se, a; = 0 para todoi e N.Sea; =0 para todo ¢ > 1, temos que f(z) = ao,

sendo g € K, e chamamos f(x) de polindmio constante ay.

Sendo f(z) = ap + a1z + - - - + a,2™ + - - - um polindmio sobre K tal que a,, #

0 ea = 0 para todot > n, dizemos que n é o grau do polindmio f(z) e indicamos

11
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Jf(z) = n. Neste caso podemos simplesmente representar o polindmio f(x) por f(x) =
ap + a1z + - - - + a,2". De acordo com (Gongalves| (1979), o grau do polinémio f(z) =0
é indefiniddll

Sendo f(z) = ap + a1z + - - - + a,2™ um polindmio sobre K de grau n, dizemos
que a, é o coeficiente dominante de f(z). Se a, = 1 dizemos que f(z) é um polindmio

monico.

Sejam f(z) = ap+amx + -+ a 2" +--- e g(zr) = by + byx + -+ + bx® + - -
polindmios sobre K. Definimos as seguintes operagdes de adicio e multiplicagdo sobre o

conjunto K[z

f(@)+g(x) = (ag + bo) + (a1 +by)x + - + (ap + bp)" + - - -

f(w)g(@:Co+C1I+---+ckxk+---

sendo Co = &Qbo, C1 = &le + albo e de forma geral Cr = aobk -+ (Ilbk,1 +--- 4+ ak,1b1 + akbo.
Explicitamente, para um polindmio f(z) de grau r e um polindmio g(x) de grau s,

supondo r > s temos:
f(z)+g(x) = (ag+bo) + (a1 + b))z + - - + (a, + b,)x"
Observe que considerando r > s temos b, = 0 para s +1 < ¢t < r. Com relagao
ao produto, temos:
f(x)g(x) = (aoho) + (aobi + aibo)z + (agbs + arby + asbo)z® + - - - + a,bya’**

e como apontado por Gongalves (1979), a definigdo do produto é proveniente da regra
™ = g,

Teorema 5. K[z] é dominio de integridade com as opera¢des de adi¢do e multiplicagdo
de polindmios definidas acima, sendo f(z) = 0 o elemento neutro aditivoe f(z) =1a
unidade de K|x].

IGrillet (2007) também define grau somente para polindmios nao nulos.
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Monteiro| (1969) aponta o processo formaﬂ de construcdo do anel de polino-
mios em uma indeterminada. Uma construc¢do similar também pode ser encontrada
em Hungerford (1974). Ainda, através do polindmio constante f(z) = ay podemos

observar a inclusdo K C K|z].

Uma vez definidas as operagdes de adi¢do e multiplicagdo de polindmios, pode-
mos observar as seguintes propriedades com relagdo ao grau da soma e do produto de

polindmios:

Teorema 6. Sejam K corpo e f(z), g(z) polindmios ndo nulos sobre K. Entdo 0(f(z) +
9(z)) < max {0f(x),09(x)} se f(z) + g(z) #0,e I(f(x)g(x)) = Of(x) + Og(x).

2.2 Divisibilidade em K|x]

Seguiremos agora com algumas nogdes de divisibilidade em K [x] necessérias ao

nosso trabalho.

Definic¢do 17. Sejam K corpo e f(z),g(x) € K|z]. Diz-se que o polindmio ndo nulo
f(z) divide o polindmio g(x) em Klz|, e indica-se f(x)|g(x), se existir um polindmio
h(z) € Kz] tal que f(x)h(z) = g(x).

Neste caso, dizemos também que o polindmio f(x) é um divisor de g(z). Domin-
gues e lezzi (2003) denominam tal divisdo de divisdo exata. Os mesmos autores apon-

tam que, com as notagdes da defini¢do acima, se f(x)|g(x) entdo consequentemente

of (z) < 9g().

Teorema 7. (Algoritmo da Divisdo) Sejam K corpo e f(z),g(z) € K|z], com g(z) # 0.
Entdo existem tnicos ¢(z), r(z) € K[z] tais que f(x) = ¢(z)g(x) + r(x), sendo r(z) = 0
ou Or(z) < dg(x).

Exemplo 15. Com as notacdes do teorema acima, para f(z) = 2*—22?+1e g(z) = 2%+2,

temos q(z) =x —2er(x) = -2z +5.

ZNeste tipo formal de construcdo, [Monteiro| (1969) define polindmio com coeficientes em um anel A
comutativo com unidade como uma sucessdo de elementos (a; € A), sendo a; # 0 somente para um
numero finito de indices ¢ € N.
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Nas condi¢des do teorema anterior, os polindmios ¢(x) e 7(z) sdo denominados
respectivamente quociente e resto da divisdo de f(z) por g(z). A demonstragdo deste
teorema pode ser encontrada em Monteiro (1969ﬂe Gongalves|(1979). Prosseguiremos
adiante com o estudo das raizes de um polindmio f(z) € K|[z] e sua existéncia em um

corpo L D K.

2.3 Raizes de um Polindomio

Defini¢ao 18. Sejam K corpoe f(x) = ag + a1 + - - - + a,2™ € K[z] um polindmio nédo

nulo. Diz-se que @« € L D K é uma raiz de f(z) se f(a) = ap + mpa + - - - + a,o™ = 0.

Teorema 8. Sejam K corpo e f(x) = ap + ez + - -+ + a,2™ € K|z] um polindmio ndo

nulo de grau n. Entdao o ndmero de raizes de f(z) em K é no maximo igual ao df(x).

Demonstra¢do. Se o polindmio f(z) € K[z] ndo possui raizes quaisquer no corpo K

segue que o teorema estd imediatamente demonstrado.

Seja @ € K uma raiz de f(z). Pelo Algoritmo da Divisdo, existem tnicos
q(z),r(x) € K[z] tais que f(z) = (x — a)q(z) +r(z), sendo r(z) = 0 ou dr(x) < 1. Supo-
nhamos entdo r(z) = by e assim f(z) = (z—a)q(z)+bo. Segue que f(a) = (a—a)g(a)+bg
e portanto by = 0. Consequentemente r(z) = 0 e f(z) = (v — a)q(z). Agora, pelo Te-
orema 6 temos que 0f(z) = 1+ dq(x) e assim dg(xz) = n — 1. Se f € K é uma raiz de
f(x), temos que f(5) = (8 — a)q(B) = 0. Como K é um anel sem divisores de zero

segue que 5 = a ou ¢(f) = 0. Logo as raizes de f(x) sdo o e também as raizes de ¢(z).

Facamos agora indugédo sobre df(x) = n. Para n = 0 segue que f(z) ndo possui
raizes em K e neste caso ndo ha o que demonstrar. Supondo que a hipétese é vélida
para ¢(x), como 9q(z) = n — 1, segue que ¢(x) possui no maximo n — 1 raizes em K.
Sendo f(z) = (z — a)q(x) e as raizes de ¢(x) também raizes de f(x), como ¢(x) possui
no maximo n — 1 raizes em K e « é raiz de f(z), segue portanto que f(x) possui no

maximo n raizes em K.

Corolario 1. Sejam K corpo e f(x) = ag + a1z + - - - + a,2™ € K[z] um polindmio nédo

nulo de grau n. Entdo o ntimero de raizes de f(z) em qualquer corpo L O K é no

3Ver ainda neste autor um estudo detalhado sobre anéis euclidianos, a partir da pagina 359.
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maximo igual a df(z) = n.

Demonstragdo. Se f(z) € K[z|] e L D K, segue que f(z) € L[x]. Assim, aplicando o

teorema anterior, temos que f(z) possui no méximo n raizes no corpo L.

Defini¢do 19. Seja K corpo. Dizemos que K é algebricamente fechado se para todo po-

lindmio ndo constante f(z) € K[z] existir algum elemento a € K tal que f(a) = 0.

Em outras palavras, K é um corpo algebricamente fechado se todo polindmio

de grau n > 1 com coeficientes em K possuir ao menos uma raiz em K.

Teorema 9. (Teorema Fundamental da Algebra) O corpo C dos nimeros complexos é

algebricamente fechado.

A demonstragio do Teorema Fundamental da Algebra estd além das delimita-
¢Oes tedricas deste trabalho, podendo ser encontrada em Monteiro| (1969) e Waerden
(1985). Para um estudo mais aprofundado, [Fine e Rosenberger (1997) dedicam um

livro completo a este teorema.

Teorema 10. Sejam K C C e f(r) € K[z] um polindmio de grau n € N* com raizes

distintas oy, o, - - - , ¢ € C. Entdo f(x) pode ser decomposto da forma
flz)=clx —a)™(x —a)™ - (x — o)™ € Clz]
sendo ¢ € K e m; um inteiro positivo.
Nas condi¢des do teorema acima, chamamos o inteiro positivo m,; de multipli-

cidade da raiz o;. Se m; = 1 dizemos que «; é raiz simples de f(z). Observe que nas

condi¢des do teorema acima temos n = my + mg + - - - + my, pelo Teorema 6.

Exemplo 16. O polindmio f(z) = x° — 8z* + 252° — 3822 + 28z — 8 possui raizes a; = 1
e ay = 2 de multiplicidade 2 e 3, respectivamente, pois pode ser escrito da forma

fla) = (z = 1)*(x - 2)°.
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2.4 Polinomios Irredutiveis

Apresentaremos agora nog¢oes sobre um tipo particular de polindmios sobre X,
os quais denominamos polinémios irredutiveis, que representam no anel K [z] algo ané-

logo ao que os ntiimeros primos representam no anel Z.

Defini¢do 20. Sejam K corpo e f(z) € K[z] um polindmio de grau n > 1. Dizemos
que f(z) é irredutivel sobre K se sempre que existirem ¢(x), h(z) € K|[z| tais que f(x) =

g(x)h(x) entdo g(x) = a ou h(z) = b.

Também dizemos nas condi¢oes da defini¢do acima que f(x) é irredutivel em
KJz]. Se f(x) ndo é polindmio irredutivel sobre K dizemos que f(x) é redutivel sobre
K. Repare que nas condi¢des da defini¢do acima um polindmio pode ser irredutivel
sobre K mas redutivel em algum corpo L D K. Ainda, se f(z) € K|z] é redutivel sobre

um corpo K e M D K, entdo f(x) é redutivel sobre M.

Exemplo 17. O polindmio f(z) = 2% + 2 é irredutivel sobre Q e R, mas redutivel sobre

C pois f(z) = (x — V/2i)(x + V/20).

Exemplo 18. O polindmio f(z) = z* + 4 é redutivel sobre Q pois pode ser escrito da

forma f(z) = (2* — 2z + 2)(z* + 2z + 2).

Exemplo 19. Pelo Teorema Fundamental da Algebra e de acordo com o Teorema 10,

observamos que todo polindmio f(z) de graun > 1 sobre K C C é redutivel sobre C.

Teorema 11. Sejam K corpo e f(z) € K[z] um polindmio ndo constante. Entdo existem
fi(z), fo(x), -, fr(z) € K[x] irredutiveis sobre K (ndo necessariamente distintos) tais

que f(z) pode ser escrito na forma

f(@) = filx) fala) - - fr(2)

sendo esta forma tinica a menos da ordem dos fatores.

De acordo com o teorema acima, todo polindmio ndo constante f(z) € Klx]
pode ser escrito, portanto, de forma tnica (a menos da ordem dos fatores) como
f(x) = fi(z)™ fo(x)™2 - fi(x)™, sendo os polindmios f;(x) € K|[z] irredutiveis sobre

K e distintos dois a dois.
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Conrad (2020b)) aponta que, nas condi¢des do teorema acima, se existem f;(z) €
Klz] e pj(x) € K|[z] irredutiveis sobre K tais que f(z) = fi(x)f2(x)- - f,(z) e também
f(z) = p1(z)p2(x) - - - ps(x) entdo r = s, isto é, o numero de fatores todos irredutiveis
na decomposicdo de f(z) é invaridvel. Ainda, nestas condic¢des p;(z) = ¢; fi(z), sendo
c; € K*.

2.5 Irredutibilidade sobre Q

Apresentaremos agora nogdes sobre irredutibilidade de polindmios sobre o
corpo Q. Sempre que mencionarmos que um polindmio f(x) é redutivel (ou irredu-
tivel) simplesmente, sem especificar sobre qual corpo, subentende-se que f(z) é re-
dutivel (ou irredutivel) sobre Q. Em especial, mostraremos um critério que nos da
condicOes para verificarmos a irredutibilidade de um polindmio sobre este corpo, de-

nominado Critério de Eisenstein.
Teorema 12. (Gauss) Seja f(z) € Z[zx] um polindmio irredutivel sobre Z. Entdo f(x) é
irredutivel sobre Q.

A demonstragdo do resultado acima pode ser encontrada em Gongalves| (1979).

Teorema 13. (Critério de Eisenstein) Seja f(z) = ap + a1 + - - - + a,2™ € Z[x]. Se existe

um primo p tal que:
1. plag, a1, ,an_1
2. pTay
3. p* T ao

Entdo f(x) é irredutivel sobre Q.

Exemplo 20. Verifica-se que o polindmio f(z) = 72* + 1222 + 9z + 3 é irredutivel sobre

Q utilizando o Critério de Eisenstein para p = 3.
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Exemplo 21. Todos os polindmios da forma f(z) = ¥ — ¢, com p, ¢ primos positivos,
sdo irredutiveis sobre Q utilizando o Critério de Eisenstein considerando o préprio

primo q.

Apesar do Critério de Eisenstein ser til para a verificacdo da irredutibilidade
de polindmios sobre Q, é possivel ainda a existéncia de polinémios f(x) € Q[z], irredu-
tiveis sobre Q, para os quais ndo conseguimos aplicar o Critério de Eisenstein. Um tipo
de polindmio que ilustra esta situagdo, que veremos adiante, é o polindmio ciclotémico

de grau p — 1, sendo p primo.

Defini¢do 21. Chama-se polindmio ciclotémico de grau n — 1 o polindmio f(z) = 2" +

e 2 ol

Observe que o polindmio ciclotdmico f(z) de grau n — 1 pode ser obtido a partir

da seguinte divisdo
" —1

:In_1+$n_2+"'+l‘+1
z—1

e portanto suas raizes sdo todos nimeros distintos ( € C tais que (" = 1e ¢ # 1.
Observe que essas raizes serdo da forma u,u?, -+ ,u"™*, sendo u = cos (%) +isen (2).
Mostraremos agora que o polindémio ciclotomico f(x) de grau p — 1 é irredutivel sobre

Q, e para isso precisaremos do seguinte resultado:

Teorema 14. Seja f(z) € Q[z] um polindmio de graun > 1 e a € Q. Entdo f(x) é

irredutivel sobre QQ se, e somente se, f(x + a) for irredutivel sobre Q.

Teorema 15. Seja p um nimero primo. Entdo o polindmio ciclotdmico f(z) = 27! +

2?2 4+ ...+ x + 1 é irredutivel sobre Q.

Demonstra¢do. Pelo Teorema 14, nos € suficiente mostrar que f(z + 1) é irredutivel

sobre Q. De fato, podemos observar que

Crp—1 (g)xp+(p£1>xp—1+...+(119>x+<]5>$0_1

(z+1)—1 T

p—1 p p—2 p
flz4+1) ==z +(p_1)x +---+(1)

fla+1)=

Ou seja
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Como p divide o bindmio (Z) paral < k < p—1, considerando o Critério de Eisenstein
para o préprio primo p, segue que f(x + 1) é irredutivel sobre Q. Portanto f(x) é

irredutivel sobre Q.






Capitulo 3

Extensoes Algébricas de Corpos

Neste capitulo faremos o estudo de extensdes algébricas de corpos. E impor-
tante observar que todos os anéis L e K trabalhados neste capitulo sdo subcorpos de
C. Primeiramente, apresentaremos o corpo de decomposi¢io de um polindmio ndo nulo
f(z) € K[z]. Em seguida, apresentaremos a defini¢do formal de extensdo e prossegui-

remos com nosso estudo das extensdes algébricas no contexto da élgebra linear.

3.1 Processo de Adjuncao de Raizes

Defini¢do 22. Sejam K corpoe o € L O K. Definimos K[a| = {f(«)/f(x) € K[x]}.

7

Nas condig¢des da defini¢do acima, como apontado por Gongalves|(1979), K[a] é

um subdominio de L contendo K.

Teorema 16. Sejam K corpo e o € L O K raiz de um polindmio ndo nulo f(z) € K|z].

Entdo K[a] é subcorpo de L contendo K.

Exemplo 22. Podemos através do Algoritmo da Divisdo mostrar que R[i] = C. Pela
defini¢do acima, temos que R[i| = {f(i)/f(x) € R[z]}. Considerando f(z) € R[z] temos
que existem ¢(z),r(x) € Rlx] tais que f(z) = (2* + 1)¢(x) + r(z), sendo r(z) = 0 ou
Or(x) < 2. Considerando r(z) = a + bx, com a,b € R, temos f(i) = (1> + 1)q(i) + (i) =
0+ 7(i) = a+ bi e, portanto, R[] = {a + bi/a,b € R} = C.

Exemplo 23. Sendo p primo positivo, por um processo analogo ao do exemplo anterior

demonstra-se que Q[,/p] = {a + b\/p/a,b € Q}.

21



22 CAPITULO 3. EXTENSOES ALGEBRICAS DE CORPOS

Considere K um subcorpo de C e f(z) € K[z] um polindmio ndo nulo com
raizes distintas oy, o, - - - , ;. Pelo Teorema Fundamental da Algebra, C é um corpo

algebricamente fechado e consequentemente todas as raizes de f(x) estdo em C.

Definicdo 23. Sejam L C C corpo e f(z) € Klz] um polindmio com raizes dis-
tintas oy, g, -+ ,aq. Dizemos que L é corpo de decomposicio de f(z), e denotamos
L=Gal(f(z),K),se LD Ke

1. f(x)se decompde sobre L da forma f(x) = c(x —ay)™ (x — ag)™* - - - (x — o)™, sendo

ce K,o, 09, -+, € L em, inteiro positivo multiplicidade da raiz ;.

2. Se existir um corpo L' talque L D L' D K, entdo L = L.

Nestas condig¢des, construimos o corpo Gal(f(x), K) através do processo de ad-

jungdo de raizes. Considerando as seguintes inclusdes
KCK,= K[Oél] C Ky = Kl[ag} c---C Kt_l[ozt] = K;

temos que Gal(f(z),K) = K; = Klag, a9, , 4] é 0 corpo de decomposicdo do po-
lindbmio f(z) € KJ[z]. Observe que nem sempre é necessdrio ¢ etapas para construir-
mos o corpo de decomposicdo de f(z). Considerando, por exemplo, o polindmio
f(z) = 2 + 1, temos que Gal(f(z),Q) = Q[i,—i] = Q]i], isto é, as duas raizes dis-

tintas de f(z) foram obtidas em somente uma tinica etapa.
Teorema 17. Sejam K C C corpo e f(z) € K|[z] um polindmio de grau n € N*. Entdo:

1. Existe Gal(f(z), K).

2. Se L, D K sdo corpos de decomposic¢do de f(z), existe um K-isomorfismo o : L —
L.

As demonstragdes dos itens 1 e 2 deste teorema podem ser encontradas em Lang
(2005). E como apontado por Gongalves| (1979), Gal(f(z), K) é a intersec¢do de todos os
subcorpos de C contendo K e todas as raizes de f(x). Podemos observar que este corpo
existe pois, como observado por |Grillet (2007),[Dummit e Foote (1991), a intersecgao de

subcorpos de C é, por sua vez, subcorpo de C.
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Exemplo 24. Se todas as distintas raizes oy, as, -,y de f(z) € K[z estdo em K,
decorre que Gal(f(z), K) = Klog, ag,- -+ , 4] = K.

Exemplo 25. Considerando o polindmio z" — 1 e suas raizes distintas 1, u, u?, - -+ ,u"?,
temos que Gal(z" — 1,Q) = Q[u], sendo u = cos (%) + isen ().

Exemplo 26. Sendo p,q primos positivos, pelo Critério de Eisenstein temos que
f(x) = aP — q é irredutivel, considerando o primo ¢. Sendo ¢ = ¢4 € Reu =
cos (%”) + isen (2?"), temos que 0, Ou, - - -, OuP~! sdo as raizes de f(z) e Gal(f(z),Q) =
Q[o, 0u,--- ,0ur~'] = QO ul.

Exemplo 27. Considerando o polindmio f(z) = 2® — 2, observamos que suas raizes
sdo V/2 (cos (%) +isen (%)), com k € Z tal que 0 < k < 7. Assim temos que
Gal(f(x),Q) = Q[V/2,1].

3.2 Extensoes de Corpos

Definic¢do 24. Dizemos que o corpo L é uma extensio do corpo K quando K é subcorpo
de L.

Quando ja esta entendido que L e K sdo corpos, expressamos que L é uma ex-
tensdo de K somente pela inclusdo L O K. Sendo L D M D K extensdes, usaremos
por vezes o seguinte diagrama para ilustrarﬂque L é extensdo de M que, por sua vez, é
extensdo de K.

L
|
M
|
K
Exemplo 28. Sendo K corpo é imediato que K D K e, portanto, K é uma extensdo de

si mesmo.

Exemplo 29. Temos que C é extensdo de R que, por sua vez, é extensdo de Q, pois
CoO>RDOQ.

! Dummit e Foote|(1991) utilizam a mesma notacéo. |[Lorenz (2006) também a utiliza em sua exposi-
¢do sobre extensdes.
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Definigao 25. Sejam K corpo e L O K uma extensdo de K. Dizemos que um elemento
a € L é algébrico sobre K se existir algum polindmio ndo nulo f(z) € K|[z| tal que

f(a) = 0. Caso contrério dizemos que a é transcendenteﬂ sobre K.

Nestas condigdes, é imediato que todo elemento a € K é algébrico sobre K
através do polindmio f(z) = z — a € K|[z|. Repare que sendo L D M D K extensdes,

se o € L é algébrico sobre K entdo a € algébrico sobre M.

Exemplo 30. Todas as raizes a;, a9, -+ ,a4 € C D K do polindbmio f(x) € KJz| sdo

elementos algébricos sobre K.

Exemplo 31. O elemento i € C é algébrico sobre R pois, considerando o polindmio

f(z) = 2? + 1, temos que f(i) = 0.

Exemplo 32. Sendo p um primo positivo, temos que ,/p € algébrico sobre Q pois, para

f(z) = z* — p, temos f(,/p) = 0.

Definic¢do 26. Sejam K corpo, L O K extensdo de K e a € L algébrico sobre K. O po-
linémio minimo de « sobre K, denotado por irr(a, K), é o polindmio monico, de menor

grau, irredutivel em K{[z], que tem a como raiz.

Como apontado por Gongalves (1979), nestas condigdes, o polindomio irr(«a, K)
é inico. Uma demonstracdo da existéncia e unicidade do polindmio irr (o, K) pode ser

encontrada em [Fine e Rosenberger| (2007).

Exemplo 33. Como todos os polindmios f(z) = x — a € K|[z] sdo irredutiveis em K[z],

segue que irr(a, K) = x —a para todo a € K.

Exemplo 34. Considerando a + bi € C, temos que irr(a + bi,R) = 22 — 2ax + (a* + b?).

Paraa =0eb =1, segue que irr(i,R) = 2 + 1.

Teorema 18. Se o é um elemento algébrico sobre K e f(z) € K|x] é um polindmio nao

nulo tal que f(a) = 0, entdo irr(«, K)|f(x).

2Q0s elementos transcendentes sobre um corpo K ndo sdo objetos de estudo em nosso trabalho. Para
um estudo mais aprofundado sobre estes elementos consultar [Parshin e Shafarevich|(1997).
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O teorema acima é enunciado como um corolério por Fine e Rosenberger (2007).
Podemos observar que se a € K é raiz de f(z) € K|z], entdo irr(a, K) = x — a divide

f(z). Este resultado, por sua vez, é enunciado como teorema por lezzi (1977).

Teorema 19. Sejam K corpo e f(z) € K[z] um polindmio de grau n € N*. Se f(z) é

irredutivel sobre K entdo todas suas raizes sdo simples.

A demonstragdo do teorema acima pode ser encontrada em Gongalves| (1979).

Segue imediatamente que todas as raizes de irr(«a, K) sdo simples.

Definicdo 27. Dizemos que uma extensdo L de um corpo K é uma extensdo algébrica se

todo elemento « € L for algébrico sobre K.

Exemplo 35. Sendo K corpo, temos que K D K é uma extensao algébrica de si mesmo,

pois para todo elemento a € K basta considerar o polindmio f(z) =z —a € K|z|.

Exemplo 36. A extensdo C D R é uma extensdo algébrica visto que todo elemento

a + bi € C é algébrico sobre R através do polindmio f(z) = 2% — 2ax + (a* + b*) € Rx].

Exemplo 37. A extensdo Q[i] = {a+ bi/a,b € Q} é uma extensdo algébrica de Q por

um polindmio de coeficientes racionais andlogo ao do exemplo anterior.

Temos que toda extensdo L de um corpo K pode ser entendida como um es-
pago vetorial L sobre K definidas as seguintes operagdes de adigdo e multiplicagdo por

escalar:
+: LxL—L - KxL—=L

(u,v) > u+v (A u) = Au
Veremos adiante que os espacos vetoriais de dimensdo finita se relacionam diretamente

com as extensdes algébricas.

Definicdo 28. Seja L uma extensdo do corpo K. Dizemos que L é uma extensdo finita de
Ksel|L:K]=neN*".

Sendo n € N* a dimensao do espacgo vetorial L sobre K, também dizemos que n é
o grau da extensido L O K. De acordo com esta defini¢do, dizemos que a extensdo L O K
é finita quando o nimero de vetores que constituem uma base do espaco vetorial L

sobre K é finito.



26 CAPITULO 3. EXTENSOES ALGEBRICAS DE CORPOS

Exemplo 38. Sendo K corpo, temos que K D K é uma extensdo finita pois [K : K] = 1.

Exemplo 39. A extensdo C D R é uma extensao finita pois, sendo {1,¢} uma base do

espago vetorial C sobre R, temos que [C : R] = 2.

Exemplo 40. De formal geral, sendo {a;, s, - ,a,} C L uma base do espaco vetorial
L sobre K temos que
L= {Z(IZ’O{Z‘/CLZ‘ € K}
i=1

é uma extensao finita de K e [L : K| = n.

Teorema 20. Seja L uma extensdo do corpo K. Se L O K é uma extensao finita, entdo

L D K é uma extensdo algébrica.

Demonstragido. Sendo L. O K uma extensdo finita, considere [L : K| = n € N* e
« € L um elemento qualquer. Temos que o conjunto de vetores {1, a,a?, -+, a"} é
linearmente dependente pois caso contrario [L : K] = n + 1. Deste modo, existem
ap,ai, - ,a, € K ndo todos nulos tais que a9 + ;o + --- 4+ a,a” = 0. Tomando
f(x) = ap + ez + - + a,2" € K|z], decorre que f(z) é um polindmio ndo nulo e
f(a) = 0. Portanto todo elemento oo € L é algébrico sobre K e assim L D K é uma

extensdo algébricaﬁ

Teorema 21. Seja L uma extensdo do corpo K. Sendo a € L um elemento algébrico
sobre K e dirr(a, K) = nentdo [K[a] : K] = ne {l,a,a? - - ,a" '} é uma base do

espago vetorial K[a| sobre K.

Demonstragao. Utilizando um processo apontado por Hungerford| (1974), considere o
polindmio f(z) = irr(«, K), de grau n € N*. Para todo polindmio p(z) € K|z], pelo
Algoritmo da Divisdo, existem ¢(x),r(x) € K|[z] tnicos tais que p(z) = f(z)q(x) +r(x),
sendo 7(z) = 0 ou Or(z) < df(z) = n. Considerando entdo r(z) = ap + ayz + --- +
an—12""!, temos que p(a) = f(a)q(a) + r(a), isto é, p(a) = 0 - g(a) + r(a). Portanto,

todo elemento p(«) € K[a] pode ser escrito da forma

ap+ aja + -+ ap_jo"

3Goncalves (1979) e Hungerford| (1974) demonstram o mesmo resultado de forma analoga. Entre-
tando, é importante observar que a reciproca deste teorema nédo é verdade, pois é possivel a existéncia
de uma extensdo algébrica infinita. Ver|Gongalves (1979) p.100 e |Araujo|(2009) p.134.
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2

com a; € K. Logo, observamos que os vetores 1, a, a*, - - - ,an ! geram O espago veto-

rial K[a] sobre K. Para mostrar que {1, o, a?,--- ,a" "'} é uma base do espaco vetorial

=1 530 linear-

K|a] sobre K, nos falta somente mostrar que os vetores 1,a,a?, -+ |«
mente independentes. Se 7(«) = 0 vem que « é raiz de r(z) e como f(x) = irr(a, K),
pelo Teorema 18, segue que f(z)|r(z). Sendo Or(x) < n —1e df(x) = n temos que
r(z) = 0,isto é, a; = 0. Portanto {1, a, a?, - -- ,a" "'} é linearmente independente e uma

base do espaco vetorial K[a] sobre K, sendo [K[a] : K] = n.

Como consequéncia imediata, temos que se « é um elemento algébrico sobre K,

entao

Klo] ={ay+ma+ - +a,_10" " /a; € K}

¢ uma extensdo finita e algébrica.

Exemplo 41. Sendo K D K uma extensdo e a € K, como irr(a, ) = v — a decorre que
[K:K]=0(x—a)=1.

Exemplo 42. Podemos observar que irr(i, R) = z? 4 1. Considerando a extensdo R[] =
C D R temos que [C : R] = d(irr(i,R)) = 2.

Exemplo 43. Sendo p, ¢ nimeros primos positivos, temos que irr(/q, Q) = 2 — ¢q. Do
teorema anterior temos que [Q[¢/q] : Q] = 0(2? — ¢q) = p. De fato, podemos observar

que
Q4] = {ao + a1 (Vq) + az(\’/a)2 4+ -+ &p_l({’/a)p_l/ai € Q}

¢ uma extensdo algébrica de Q e um espaco vetorial sobre QQ, possuindo o conjunto de

vetores {1, (¢/q), (¢/2)%, -+, (3/q)"~*} como base.

Teorema 22. Sejam L D H D K corpos tais que L D H e H D K sdo extensdes finitas.
Entdo L D K é extensdo finitae [L : K] =[L: H] - [H : K].

Demonstragdo. Sejam L D H D K corpos tais que [L : H| = me [H : K| = n.
Utilizando um processo apresentado por Dummit e Foote (1991), podemos observar
que sendo {ay, as, - - -, o, } uma base do espago vetorial L sobre H temos que todos os

vetores u € L podem ser escritos da forma

U= a1 + aoQs + + -+ + Ay
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com a; € H. Sendo {31, fs,- -, .} uma base do espago vetorial H sobre K, temos
que cada elemento a; € H pode ser escrito como uma combinacdo linear dos vetores
B1, B2, -+, B, com escalares em K. Assim, todo elemento a; € H pode ser escrito da

forma

a; = by B+ bpfBa+ - + binfn

com b;; € K. Portanto, todo vetor v € L pode ser escrito da forma

Z bz’jﬁj@i

e nos resta agora somente mostrar que {f;a;} é um conjunto de vetores linearmente

independente. De fato, considerando

decorre que ayv; + asas + - - - + @, = 0. Como {ay, ag, - -+ , ay, } é linearmente inde-
pendente, temos neste caso que a; = 0 para¢ = 1,2,3--- ,m. Mas sendo a; um vetor
de H, temos que b;1 51 + bi2fa + -+ - + b3, = 0. Como {f1, B2, -+, B,} € linearmente
independente, segue que b;; = 0 para j = 1,2, 3, --- ,n. Portanto {3;a;} é um conjunto
de vetores linearmente independente e uma base do espaco vetorial L sobre K. Como

{B;a;} tem mn elementos, segue que [L: K| =[L: H|-[H : K].

Exemplo 44. Temos que Q[v/5, 1] D Q[i] D Q sdo corpos tais que Q[v/5,i] D Qli] e Q[i] D
Q sdo extensdes finitas. Nas condigdes do teorema anterior temos que Q[v/5,i] D Q é
finita e:

[Q[v5,i] : Q] = [Q[v5,i] : Q[i]] - [Q[i] : Q] =2-2 =4

De fato, também podemos observar que {1, i,/5, \/52} é uma base do espago vetorial

Q[v/5, i) sobre Q.

Exemplo 45. Temos que Q[v/2,4] D Q[v/2] D Q sdo extensdes tais que Q[v/2,i] D Q[v/2]
e Q[v/2] D Q sdo finitas. De acordo com o teorema anterior, temos que Q[v/2,i] D Q é
finita e

[Q[V2,1]: Q] = [Q[V2,4] : Q[V2]] - [Q[V2] : Q] = 2-8 = 16
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Exemplo 46. Sejam p;, ps, - - -, p: primos distintos dois a dois e considere as seguintes

extensoes:

Ko=QC K1 =Qlvp] € Ko = Qlv/pri vp2] € -+ C Ky = Qly/prs vz, -5 /i)

Temos que [K, : K,_1] = 2pois K, = K,_1[\/p,] e {1, \/p_r} é base do espaco vetorial KX,
sobre K,_;, parar = 1,2,--- ,t. Considerando as extensdes K; D K;_; D --- D K; D

Ky, nas condi¢des do teorema anterior, temos que K; D K| é finita e
[Kt . Ko} = [Kt . thl] . [thl : thg] s [KQ . Kl][Kl . Ko] = 2t

Portanto, Q[/p1, /P2, -+ ,/Pt) : Q] = 2.

Teorema 23. Sejam K corpo e L D K uma extensdo de K. Se o € Autk e f(z) € K|x],
entdo o(f(a)) = f(o(a)) para todo « € L. Em particular, se « é raiz de f(z) entdo o(«)

também é raiz de f(x).

Demonstra¢io. Utilizando um processo apontado por Conrad| (2020a), podemos ob-
servar que como o« € Le L D K, entdo f(a) € L para todo f(z) € Klz]. Sendo
f(z) =ap+azx+---+ay2” eo : L - Lum K-automorfismo, temos que o(a;) = a;

paratodoa; € K, e

n n

o(f(a)) =0 (Z aiai> =D _olaio(a) a;0(a)' = f(o(a))

i=0 =0

Agora, se a é raiz de f(z), entdo f(a) = 0. Logo f(o(«)) = o(f(a)) = 0(0) =0,

portanto, o(«) também é raiz de f(x).

Teorema 24. Sejam L D K D Q extensdes tais que L D K seja uma extensdo finita.

Entdo, existe u € L tal que L = K[u].

Nao teremos ocasido para a demonstragdo do teorema citado acima. A mesma
pode ser encontrada em Gongalves| (1979). Este teorema nos serd necessdrio para a

demonstracdo do coroldrio que segue:

Coroldrio 2. Seja L D K D Q extensdes tais que L D K seja finita. Temos entdo que
|Autk| < [L: K].
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Demonstra¢do. Sendo L O K uma extensao finita, pelo teorema anterior, existe u € L
tal que L = K[u]. Considere f(z) = irr(u, K) e 0 € Autl. Pelo Teorema 23, temos
que sendo u € L raiz de f(z), entdo o(u) = v’ € L também serd raiz de f(x). Pelo
Teorema 21, [K[v'] : K] = 0f(x) = [L : K], isto é, K[u'] e L sdo espagos vetoriais
sobre K de mesma dimensdo. Como v’ € L e L D K, temos que K[u'] C L. Logo
L = K] = Klu].

Sendo ¢ : L — L um K-automorfismo, pela Definicdo 7 temos que o(a) = a
para todo a € K. Logo, o fica determinada pelo valor o(u) = v/, isto é, pelas raizes de
f(z) que pertencem a L. Entdo |Aut%| é no maximo igual ao niumero de raizes de f(z)
em L. Pelo Corolario 1, o nimero de raizes de f(z) na extensdo L O K é no méximo
igual a 0f(z) = [L : K]. Portanto |Aut%| < [L : K].



Capitulo 4

Isomorfismos entre Extensoes
Algébricas

4.1 Extensoes Galoisianas e Extensoes Normais

Com o propo6sito de demonstrar o principal teorema de nosso trabalho, o qual
afirma que o nimero de automorfismos de uma extensao algébrica e finita L D K que
fixam o corpo K éigual a dimensao do espaco vetorial L sobre K, estabeleceremos aqui
duas definigdes fundamentais: as definicoes de extensio galoisiana e extensio normal. E
importante ressaltar que, ao longo deste capitulo, L e K sdo extensdes tais que C D

LD>KD>DQ.

O conceito de normalidade de uma extensdo L O K se relaciona diretamente
com o conceito de separabilidade. De acordo com Stewart (2004, p.107) : "Separabilidade
é uma propriedade complementar a normalidade". Dizemos que um polinémio f(z)
é separdvel se todas suas raizes sdo simples em seu corpo de decomposi¢do. Sendo K
corpo e L O K, dizemos que um elemento o € L é separduvel sobre K se o é algébrico
sobre K e irr(a, K) é separdavel. A extensdo L D K é separdvel sobre K se todos os
elementos de L sdo separdveis sobre K. Sendo L. O K uma extensdo algébrica e C D
L, pelo Teorema 19 todas as raizes do polindémio irr(«, K) sdo simples. Logo L D
K é automaticamente separdvel e omitiremos o estudo da separabilidade para estas

extensoes El

Definicdo 29. Seja L uma extensdo finita de K. Dizemos que L D K é galoisiana se

Para um estudo mais aprofundado do conceito de separabilidade consultar[Dummit e Foote|(1991)
e[Ribenboim| (2001).

31
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existir algum polindmio ndo nulo f(z) € K|[z| tal que L = Gal(f(z), K).

Decorre desta defini¢do que a extensdo finita L D K é gailosiana se L é corpo de
decomposicdo de algum polindmio f(z) € K[z]. De forma geral, sendo f(z) € K|z]
um polindmio com raizes distintas a;, as, - -+, ¢ € C temos que Ko, az, -+ ,04) DO K

é uma extensdo galoisiana.

Exemplo 47. Temos que K D K é galoisiana, pois Gal(z —a, K) = K[a] = K, para todo
ac K.

Exemplo 48. Temos que C D R é galoisiana, pois Gal(z* + 1,R) = R[i] = C.

Exemplo 49. Temos que Q[v2,v/3] D Q é extensdo galoisiana, pois Gal(z* — 52% +
6,Q) = Gal((2* - 2)(«* - 3),Q) = Q[v2, V3].

Exemplo 50. Considere o polindmio f(z) = z* — 5 irredutivel sobre Q (Eisenstein para
p = 5). Temos que Q[v/5,u] D Q é uma extensdo galoisiana pois, de fato, Gal(z® —
5,Q) = Q[V/5, ], sendo u = cos (%) + isen (&).

E importante observar que se L O K é uma extensdo galoisiana e existe um
corpo H tal que L D H D K, entdo L D H também é extensdo galoisiana. Como
apontado por |Lang (2005), temos que todos os isomorfismos de L que fixam H sdo
também isomorfismos de L que fixam K. Logo Auty; D Autl e através de um H-
automorfismo o : L — L temos que L D H é isomorfo a L D K, isto é, L é galoisiana
sobre H.

Defini¢ao 30. Dizemos que uma extensado algébrica L D K é normal se para todo po-
lindbmio f(z) € K]lx], irredutivel sobre K, f(z) ter ao menos uma raiz em L implicar

que f(z) possui todas suas raizes complexas em L.

Logo, sendo L D K uma extensdo normal e f(z) € K[z irredutivel sobre K,

sendo oy, as,-- -,y € C todas as raizes distintas de f(z), temos que se oy € L entdo
aj, g, -+ a4 € L. Pelo Teorema 10, temos que f(x) se decompde em L[z] em fatores
da forma

f@) = clz = an)™(x — az)™ -+ (z — )™
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Sendo c € K e m; a multiplicidade da raiz a;, parai = 1,2, --- ,t.

Exemplo 51. A extensdo C D R é uma extensdo normal, pelo Teorema Fundamental
da Algebra.

Exemplo 52. Sejam 6,6u, - -- ,0uP~"! as raizes do polindmio irredutivel f(z) = 2F — ¢,

com p, ¢ primos positivos. Temos que Q[f, u] é extensdo normal, sendo § = ¢/qg € Re
_ o) 2
u-cos(p) —l—zsen(p).

Observaremos adiante que uma extensdo finita é galoisiana se, e somente se,
é extensdo normal. |Ribenboim| (2001) define uma extensédo algébrica L de um corpo
K como galoisiana se L é uma extensdo normal e separdvel sobre K. Como a ques-
tdo da separabilidade serd omitida em nosso estudo, neste contexto nos sera suficiente
mostrar que, para uma extensao finita, ser galoisiana e ser normal sdo defini¢des equi-

valentes.

Defini¢ao 31. Sejam K, K’ D Q corpos e 0 : K — K’ isomorfismo. Sendo f(x) =
ap+ a1z + - - + apx™ € K|x] definimos f7(z) = o(ag) + o(ay)z + -+ + o(an)2z" € K'[z],
para todo n € N.

Pelo Teorema 11 sabemos que todo polindmio ndo constante f(z) € K|z| pode
ser escrito de forma tinica como um produto de polindmios irredutiveis sobre K. Isto

é, existem fi(z), fa(x),- -+, fr(z) € K|x] irredutiveis sobre K tais que

f(x) = filx) fala) - - fr(2)

Logo, de acordo com a Definic¢do 31, decorre que

fo(@) = f7 () f5 () - f7 ()

Sendo K, K’ D Q corpos e o : K — K’ isomorfismo, segue imediatamente que se f;(z)
é irredutivel sobre K entdo f{ () é irredutivel sobre K'. Ainda, Dummit e Foote (1991)
apontam que podemos obter o isomorfismo ¢ : K[z] — K'[z] como uma extensdo do
isomorfismo o, sendo ¢(f(z)) = f?(x). Dai segue que se todas as raizes de f(z) € K[z

estdo em K, entdo todas as raizes de f?(x) € K'[x] estdo em K.

Teorema 25. Sejam K, K’ D Q corpose o : K — K'isomorfismo. Se f(z) € K[z] possui

n raizes distintas, entdo f7(x) € K'[z] possui n raizes distintas.
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Demonstragio. Sabemos que o polindmio f(z) € Klz] pode ser escrito da forma
f(x) = filx)™ falx)™ - fr(x)™, sendo f;(x) polindmios irredutiveis sobre K e
distintos dois a dois. Como ¢ : K — K’ é isomorfismo, temos que f7(z) =
[T (@)™ fg(z)m2 - f7(x)™, sendo f7(x) polindmios irredutiveis sobre K’ e também
distintos dois a dois. Como os polindmios f;(x), f7(x) sdo irredutiveis sobre K e K’,
respectivamente, pelo Teorema 19 temos que todas as suas respectivas raizes sdo sim-
ples, isto é, possuem multiplicidade 1. Logo, o nimero de raizes distintas em f;(z) e
em f7(x) é igual ao seus respectivos graus, de modo que Jf;(z) = df7(z), para todo
i =1,2,---,r. Portanto, sendo a soma dos graus de todos polinémios f;(x) igual a n,
temos que a soma dos graus de f7(z) também sera n e assim f?(xz) possui também n

raizes distintas.

4.2 Isomorfismos entre Extensoes Galoisianas

Definicao 32. Sejam L D K e L' extensdes tais que ¢ : L — L’ seja isomorfismo.

Definimos a fung¢do |k como a restri¢do do isomorfismo ¢ ao corpo K.

Teorema 26. Sejam K, K’ D Q corpos e 0 : K — K’ isomorfismo. Sendo f(z) € K|x]
e f?(x) € K'[z] polindmios irredutiveis sobre K e K’, com raizes « € Ce 8 € C,
respectivamente, existe um tnico isomorfismo ¢ : K[a] — K'[5] tal que (o) = [ e

&’KIO'.

Demonstragio. Existéncia: Sendo « e [ raizes dos polindmios irredutiveis f(z) € K|z]
e f7(x) € K'[z], respectivamente, adotando 0f (z) = 0f?(x) = t € N*, pelo Teorema 21,
temos que

Kla] = {ao ‘aja+ a0 a; € K}

K'[B] = {by+ b1+ +b_187" /b € K'}
sdo espacgos vetorias sobre K e K', respectivamente. Ambos com dimenséo ¢ e bases
{La,--- a7}, {1,8,--+, B!} respectivamente. Como a; € K,b; € K'eo : K — K’
tal que o(a;) = b; é isomorfismo, podemos criar o isomorfismo ¢ : K[a] — K’'[f] tal
que 6(a) = fed(a;) = b, parai = 0,1,---,t — 1. Observa-se que 7|x = o, isto &,
6(a;) = o(a;) =b; € K', para todo a; € KH

2 Uma outra demonstracio para este resultado pode ser encontrada em [Dummit e Foote| (1991),
péagina 431.
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Unicidade: Monteiro| (1969) aponta um processo pelo qual podemos mostrar a
unicidade do isomorfismo ¢ : K[a] — K'[f]. Suponha que exista um isomorfismo
A : Kla] — K'[B] nas mesmas condig¢des de 4, isto é, um isomorfismo A : K[a] — K'[f]
tal que A\(a) = B e A\|x = 0. Tomando p(a) = ag+aja+---+a;_1a'~F como um elemento
qualquer de K|a], temos que

t—1 - -
Alp(@)) = A (Z aiai) =D MaA(a) = o(a)f' =) (a8’ = 6(p(c))
i=0 =0 =0 =0
e portanto A = o.
Coroldrio 3. Sejam K, K’ D Q corpos e o : K — K’ isomorfismo. Sendo o € C raiz
de f(x) € K[z] entdo existe § € C tal que f7(3) = 0 e K[a] ~ K'[5] nas condi¢des do

teorema anterior.

Demonstragido. Pelo Teorema 11, sabemos que existem fi(x), fa(x), -, fr(z) € K[z],
irredutiveis sobre K, tais que f(x) = fi(z)f2(z)--- fr(x). Deste modo, f7(x) =
fi(x)fg(z)--- f7(x), sendo f7(x) € K'[z] irredutivel sobre K’ parai = 1,2,--- ,r. Se
f(a) = 0, podemos admitir que « é raiz de f;(z) € K[z], para algum j € {1,2,--- ,r}.
Sendo f;(v) irredutivel sobre K e 8 uma raiz qualquer de f7(x) € K'[z], temos que
f7(B) = 0 e, pelo teorema anterior, 6 : K[a] — K'[] é isomorfismo tal que 6(a) = [ e

(3'|K:0'.

Exemplo 53. Considere o polinémio irredutivel f(z) = z? — ¢, com p, ¢ primos positi-
vos, e suas raizes 0, Qu, - - - ,0uP~t. Com as notac¢des do teorema anterior, considerando
K=K =Qeoc:Q — Qcomo a fun¢do identidade, temos que f(z) = f7(z) e

o : Q] — Q[u] é isomorfismo tal que 7(f) = bu e dlg = 0.

Exemplo 54. Novamente, considerando o polindmio irredutivel f(z) = 27 — g,
com p, g primos positivos, e suas raizes 0, 60u,--- ,0u~"', pelo Teorema 26 temos que
Q[A],Q[fu] D Q sao corpos tais que existe ¢ : Q[f] — Q[fu| isomorfismo. Consi-
derando o polindmio p(x) = z? + 1 irredutivel sobre Q[f], temos que p?(z) = p(z)
e ¢ : (QO)|a] — (Q[ou])[s] é isomorfismo tal que ¢(a) = B e Plgy = ¢, sendo
o, ==+i e C.

Teorema 27. Sejam K, K’ D Q corpos e o : K — K’ isomorfismo. Sendo f(z) € K[z
um polindmio com raizes oy, s, - -+, o € C distintas, decorre que existe um isomor-
fismo ¢ : Gal(f(z), K) — Gal(f?(z),K’) tal que 6(v),6(az),---,6(ay) € C sdo as

raizes distintas de f7(z) € K'[z] e 6|k = 0.
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Demonstragio. Se f(z) € K|[z]| possui somente uma raiz ; de multiplicidade m, de-
corre que f(z) = c¢(x — aq)™. Logo, a1 € K e 0(q) € K’ de forma que o(ay) é raiz
de f7(z) € K'[z]. Assim Gal(f(z),K) = K e Gal(f?(z),K') = K'. Sendo K ~ K’,

podemos adotar ¢ : Gal(f(x), K) = Gal(f’(x), K') como o isomorfismo o : K — K'.

Sendo oy, s, -+, € C raizes distintas de f(x), pelo Teorema 25, decorre que
existem ¢ raizes distintas de f?(z). Sejam i, 52, - - , B, estas raizes. Pelo Coroldrio 3,

sabemos que existe oy : K[ay] — K'[] isomorfismo, sendo o1(a) = 1 e 01|k = 0.

Denotando K; = K[a;] e K] = K'[] considere as entensdes Ky = Kj[as] e
K} = Ki[f,]. Como K; ~ K] por o1, novamente pelo Corolario 3 temos que existe
oy Kias] = K{[B:] isomorfismo, sendo oy(ay) = [ € 02|k, = 01. Repare que, como

K, D Ky D K, temos que 02| = 01|k = 0.

Podemos repetir esse processo sucessivas vezes até obtermos as extensdes K; =
Ky 1|y) e K] = K| _[8:]. Através do isomorfismo oy, : K;_y — K] _,, utilizando o
Coroldrio 3, podemos criar o isomorfismo o : K;_1[ow] = K;_;[F:] tal que o¢(a) = i e

Ut’KH = 0¢—1-

Como o, : K; — K] é isomorfismo, sendo K; = K[ay, as,- - ,a¢] = Gal(f(z), K)
e K| = K'[p1, B2, , 0] = Gal(f°(z), K'), decorre que existe um isomorfismo o, =
6 : Gal(f(x),K) = Gal(f?(z),K’). Esendo K; D K;—; D --- D K; D K, temos que:
0|k = 0t|k = 01-1|k = 12|k = - -+ = 02|k = 01|k = 0. Ainda, observe que do fato de
Oilk, , =01 Ki_y — K|_;, paratodoi = 2,3,--- ,t, temos que ¢(«;) = f3; para todo

i=1,2,---,t. Por fim, podemos observar estes isomorfismos no seguinte diagrama:

K, =Kloy, a9,y — K[ =K'[1,Pa,-, ]

or=06

| |
| |
KQZK[Ofl,(]ZQ] — Ké:K/[ﬁl,Bg]

| |
Ky = Ka] — K1 = K'[1]

| |
K — K’
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Exemplo 55. Sejam p, ps, - - - , p; primos distintos dois a dois e considere

t

f(x) =[] —p)

i=1

Como Q ~ Q pela fun¢édo o : Q — Q identidade, temos que f(z) = f7(x) e

Gal(f(r),Q) = Gal(f7(x), Q) = QlV/p1, VP2, - VIl

Com as notagdes anélogas as notagdes utilizadas no Teorema 27, sendo o; = /p; e
B; = £./p; podemos criar os isomorfismos ¢; : Q[ay, -+, ;] = Q[By,---, 3], sendo

oi(a;) =Piedilg=oparai=1,2,--- .

Coroldério 4. Sejam H, H' corpos e L O K uma extensdo galoisiana talque L D H, H' D
K.Sendo o : H — H' um K-isomorfismo, entdo existe um automorfismo ¢ € Aut% tal

qued|g =o.

Demonstra¢ido. Sendo L D K uma extensdo galoisiana, temos que existe f(z) € K|[z]
tal que L = Gal(f(z),K). Como L D> H,H > K, temos que L D H, H' também
é galoisiana. Sendo ¢ : H — H’' um K-isomorfismo, decorre que f(z) = f7(z) e
L = Gal(f(r),H) = Gal(f°(x),H"). Pelo teorema anterior, sabemos que existe um
isomorfismo ¢ : L — L tal que 6|y = o. Portanto, existe um automorfismo & € Autk

tal que 6|y = o.

Por um processo analogo, apontado por Stewart (2004), podemos visualizar o

seguinte diagrama:

L % L
| |
H % H
| |
K K

Teorema 28. Seja L O K uma extensdo finita. Entdo L é normal se, e somente se, L é

galoisiana.

Demonstra¢do. Seja L O K uma extensao finita e normal. Como L é finita, pelo Teo-
rema 24, existe u € L tal que L = K[u]. Considere o polindmio p(z) = irr(u, K). Como
p(x) tem uma raiz u € L e L é normal, pela Defini¢do 30, decorre que todas as demais

raizes de p(x) estdo em L. Portanto L = Gal(p(z), K), isto é, L é galoisiana.
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Por outro lado, considerando L galoisiana sobre K, decorre que existe f(z) €
Klz] tal que L = Gal(f(x), K). Seja v(xz) € K[z] um polindmio irredutivel sobre K
tal que v(x) possua uma raiz o« € L. Mostraremos que qualquer outra raiz 4 de v(x),

distinta de o, também pertence a L.

De fato, como v(z) € K|z é irredutivel sobre K, pelo Teorema 26 decorre que
existe um isomorfismo o; : Kla] — K[f], sendo o;(a) = [ e podemos considerar

01|k = 0 : K — K como a fun¢do identidade.

Considere agora L' = Gal(f(z), K[f]). Como L D Kla] D K, temos que L D
KJa] é galoisiana e assim L = Gal(f(z), K[a]) = Gal(f(z),K). E como K[5] D K,
temos que Gal(f(z), K[8]) D Gal(f(z), K),istoé, L' D L.

Sendo ¢ : K — K a funcdo identidade, decorre que f7'(z) = f7(z) = f(2).

Assim, temos que
L' = Gal(f(z), K[B]) = Gal(f*(x), K[f])

e como K|a] ~ K|[f] por o; podemos, através do Teorema 27, criar o isomorfismo o5 :
Gal(f(x), K[a]) = Gal(f?(x), K[3]) tal que 03|k[a] = 01. Repare que 03| = 01|k = 0,

ou seja, 02 é K-isomorfismo.

Sendo L e L' espagos vetoriais sobre K isomorfos entre si, pelo Teorema 4 temos
que [L : K] =[L": K]. Logo, como L C L', temosque L = L'. Como € L'e L' = L,

segue que € L e portando L é extensao normal.

4.3 Automorfismos de Extensoes Galoisianas

Teorema 29. Seja L D K uma extensdo finita. Se L é galoisiana, entdo |Aut%| = [L : K].

Demonstracdo. Sendo L D K uma extensdo finita, pelo Teorema 24, existe u € L tal
que L = KJu]. Considere o polindmio f(x) = irr(u, K), de grau n. Como L é galoi-
siana, pelo Teorema 28, temos que L é normal e pela Defini¢do 30 segue que todas as
demais raizes de f(z) estdo em L. Pelo Teorema 19, sendo f(z) irredutivel temos que
todas as raizes de f(z) sdo simples, isto é, f(x) possui n raizes distintas com multipli-

cidade 1. Sejam wuy, us, us, - - - , u, € L essas raizes, e considere u = u;.
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E imediato que K ~ K pela fun¢do identidade ¢ : K — K. Neste sentido, temos
que p(x) = p¥(x), para todo p(z) € K[z]. Podemos entdo considerar u raiz de f(z)
e u; € L raiz de f¥(z), respectivamente. Utilizando o Teorema 26, temos que existe
um isomorfismo o; : K[u] — Klu;] tal que o;(u) = w; e 0;|x = ¢, parai = 1,2,--- ,n.
Portanto,

oi(u) =u; oi(a)=pla)=a Yae K

isto é, 0; : K[u] — Klu;] é K-isomorfismo. Mostraremos agora que, para cada

i € {1,2,---,n}, existe um ¢, que é K-automorfismo. Pelo Coroldrio 4, L =
Gal(f(x), K[u]) = Gal(f7 (x), K[u;]) e existe 6; : L — L tal que 6;|gj) = 0;. Logo,
6ilx = oilx = ¢ : K — K. Portanto, 6; € Autk parai = 1,2,--- ,n. Pelo Teorema 26

temos que cada isomorfismo o; é tinico. Logo, cada automorfismo &; é tinico. Portanto

L possui pelo menos n K-automorfismos distintos, ou seja, |Aut%| > n.

Agora, pelo Teorema 21 temos que [L : K| = Jf(z) = n e de acordo com o
Corolério 2 temos que |Autl| < [L : K] = n. Logo, como |Autl| > n e |Autl| < n,

segue que |Autl| = n, isto é, |Autl| = [L : K].

Exemplo 56. Como K D K é galoisiana de acordo com o Exemplo 47, temos que

|Autf| = [K : K] = 1. Logo, Aut® = {0}, sendo o, é a funcdo identidade.

Exemplo 57. Como C D R é extensdo galoisiana de acordo com o Exemplo 48, temos
que |Autg| = [C : R] = 2, visto que {1,i} é uma base do espaco vetorial C sobre R.
Assim, Autt = {01,0,}, sendo o, a fungdo identidade e oy(a + bi) = a — bi, para todo
a + bi € C. Podemos observar que, de forma geral, para todo c € R:
g1: C—¢C gy: C—C
L1 T — —1
Exemplo 58. De acordo com o Exemplo 49, L. = Q[v/2,v/3] D Q é extenséo galoisiana.
Como Q[v2,v3] D Q[v2] D Q, utilizando o Teorema 22, temos que

|Autf| = [L: Q] = [L: Q[V2]]- [Q[v2] : Q] =2-2=14

pois {1, v/3} é uma base do espago vetorial Q[v/2, v/3] sobre Q[v2] e {1, 2} é uma base
do espago vetorial Q[v/2] sobre Q. Deste modo Auth = {01, 03,03, 04} sendo o;(c) = ¢,
para todo ¢ € Q. Sendo f(z) = (z* — 2)(2* — 3), temos que Gal(f(x),Q) = L. Pelo

Teorema 23, sabemos que se ¥ € L é raiz de f(z), entdo o(¢) também é raiz de f(x),
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sendo o € Autf. Deste modo, como V2 é raiz de #? — 2, temos que (0(v/2))? — 2 =
0. Analogamente, como /3 é raiz de 22 — 3, temos que (¢(v/3))? — 3 = 0. Assim,
(0(v/2))? = 2 e (0(+/3))? = 3, isto &, as possibilidades de imagem para o(v/2) sdo ++/2
e as possibilidades de imagem para o(+/3) sdo ++v/3. Os elementos de Aut ficam,

portanto, determinados da seguinte maneira:

o1 V2= V2 oo V2> =2 o3 V22 g1 V2> =2
V3= V3 V3= V3 V3= -3 V3= -3

Exemplo 59. Pelo Exemplo 50, temos que L = Q[v/5,u] D Q ¢é extensdo galoisiana,
sendo u = cos (&) + isen (¥). Como Q[v/5,u] D Q[u] D Q, utilizando o Teorema 22,
temos que:
Auth] = [L: Q] = [L: Q] - [Q[u] : Q] =3-2=6

pois {1, (V5), (V/5)*} é base do espago vetorial Q[v/5, u] sobre Q[u] e {1,u} é base do
espago vetorial Q[u] sobre Q. Logo, Autf = {01,09,--- , 06}, sendo o;(c) = ¢, para todo
¢ € Q. Sendo f(z) = x* — 5, temos que Gal(f(x),Q) = L. Utilizando novamente
o Teorema 23, temos que sendo ¥ € L raiz de f(x), entdo o(v) também serd raiz de
f(z), para todo o € Autf. Assim (0(V/5))® = 5 e temos /5, v/5u, vBu? como possi-
bilidade de imagem para o(+v/5). Analogamente, considere o polindmio ciclotoémico
g(z) = 22 + z + 1 com raizes u e u?. Temos que Gal(g(z),Q) = Q[u] e como u é raiz
de g(z), novamente pelo Teorema 23, decorre que o(u) também é raiz de g(x). Assim,
temos u e u® como possibilidades de imagem para o(u). Os elementos de Aut ficam

determinados, portanto, da seguinte maneira:

o1 : 6/3-)\6/3 oy : \3’/3—>\3/3u 03 : %%%UQ

uU—1u U—1u U—"u
o4 : 5 — /5 05 : V5 = Bu 06 - V5 — /Bu?
u — u? u — u? u — u?
Exemplo 60. Com as notagdes do Exemplo 52, temos que 6, 0u, 0u?, - -, fuP~" sdo as

raizes do polindmio irredutivel f(x) = 2P —q, com p, g primos positivos, e L = Q[f, u] D
Q é extensdo normal. Pelo Teorema 28, decorre que L D Q é extensdo galoisiana. De
fato, podemos observar que L = Gal(z? — ¢, Q). Como Q[f, u] D Q[u] D Q, utilizando

o Teorema 22, temos que
[Autg| = [L: Q] = [L: Q[ul] - [Qlu] : Q) =p(p— 1)

pois {1,6,6% --- ,67~'} uma base do espago vetorial Q[0, u] sobre Q[u] e {1,u, - ,uP~?}

é base do espaco vetorial Q[u] sobre Q. Utilizaremos novamente o Teorema 23, o qual
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afirma que sendo ¥ € L raiz de f(z), entdo (1)) é raiz de f(x), para todo ¢ € Autg.
Deste modo, ((f))? = q e temos 0, Ou, Ou?,--- ,0uP~" como opgdes de imagem para
o(6). Considerando agora o polindmio ciclotdomico c(z) = 2?7 + 2P 2 + .-+ + 2 + 1,
com raizes u, u?,--- ,u?~!, temos que Gal(c(z),Q) = Q[u]. Sendo u raiz de ¢(z), utili-
zando novamente o Teorema 23, decorre que o(u) também é raiz de ¢(z). Logo, temos
u,u?, -+, uP~! como possibilidades de imagem para o(u). Deste modo, os elementos

de 0 € Autf; sdo determinados da seguinte forma:
o(0) € {9,9u,6u2,~~ ,Hup’l} o(u) € {u,u2,~-- ,up’l}

e temos p(p — 1) possibilidades distintas para formagdo do automorfismo o.






Consideracoes Finais

Este trabalho apresentou um estudo tedrico e demonstrativo em éalgebra abs-
trata, com énfase nos isomorfismos e automorfismos das extensdes algébricas L de um
corpo K. Demonstrou-se, entre outras coisas, que o nimero de automorfismos de uma
extensdo algébrica e finita L O K que fixam o corpo K é igual a dimensado do espaco
vetorial L sobre K. Mais que isso, apresentou-se também exemplos concretos dos re-
sultados referentes a este teorema, como o niumero de automorfismos da extensao C

do corpo R e de algumas extensdes algébricas dos racionais.

Ainda, como encontrado em (Gongalves| (1979), este trabalho apresentou alguns
topicos introdutérios ao estudo da teoria de Galois elementar. De acordo com Hun-
gerford (1974, p.230) : "A idea chave da teoria de Galois é relacionar a extensdo F' do
corpo K com o grupo de todos os automorfismos de F' que fixam K". Entretanto, evi-
dentemente a apreciacdo da teoria de Galois em particular ndo foi contemplada como
objetivo de nosso texto e necessita de contetidos que estdo além das delimitagdes te6-

ricas desta pesquisa.

Este trabalho possibilitou um entedimento mais generalizado dos conceitos de
extensdo, isomorfismo, automorfismo, entre outros, e suas correlacdes. A inclusido de
topicos de dlgebra linear e espagos vetoriais, além de necessérias ao objeto de estudo
da pesquisa, possibilitou melhor compreensdo de algumas propriedades referentes as
estruturas algébricas de corpos. De fato, segundo Aratjo (2009, p.116): "A estrutura
de espago vetorial subjacente a uma extensdo de corpos é fundamental no estudo de

extensdes de corpos".

Espero que este trabalho possa servir de auxilio as pessoas que se dedicam a
estudar os topicos apresentados em algebra abstrata, bem como aquelas que se interes-

sam por matemadtica de forma independente.
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