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RESUMO

Neste trabalho, foi desenvolvido um modelo matematico utilizando a Teoria dos
Conjuntos Fuzzy para o processo de fermentacédo de paes artesanais. A abordagem
escolhida para construi-lo foi o Principio da Extensdo de Zadeh. Usando como
metodologia a Modelagem Matematica. O desenvolvimento do modelo fuzzy foi feito
a partir dos dados experimentais presentes em Boeno (2018) e € também com esse
texto que se justifica a escolha de fuzzificar o0 modelo logistico continuo de Verhulst.
O parametro escolhido para ser descrito com a Teoria dos Conjuntos Fuzzy
(fuzzificado) foi a populacao inicial que é representada por um numero fuzzy triangular.
Durante o texto, sdo apresentados os conceitos de Modelagem Matematica, modelo
matematico, modelo deterministico de Verhulst, e conceitos da Teoria dos Conjuntos
Fuzzy que séo utilizados na aplicacdo do Principio da Extenséo de Zadeh, tais como:
subconjuntos fuzzy, suporte, a-nivel, extensédo de Zadeh e nimeros fuzzy. Além disso,
uma solucdo fuzzy do modelo logistico para a fermentacdo de pédes artesanais é
apresentada.

Palavras-chave: Modelagem Matematica; Modelo Matematico; Principio da Extenséo
de Zadeh; Teoria dos Conjuntos Fuzzy.






ABSTRACT

In this work, a mathematical model was developed using Fuzzy Sets Theory for the
fermentation’s process of handmade breads by Zadeh Extension Principle. For that,
the Mathematical Modeling was used as a methodology. The choice of the fuzzy
parameter and the mathematical model was based on the experimental data present
in Boeno (2018). The parameter chosen to be described with the Fuzzy Sets Theory
was the initial population, which is represented by a triangular fuzzy number. During
the text, the concepts of Mathematical Modeling, mathematical model, Verhulst
deterministic model, and concepts of Fuzzy Sets Theory are used in the application of
Zadeh Extension Principle are presented, such as: subsets fuzzy, support, a-cut,
Zadeh Extension Principle and fuzzy numbers. In addition, a fuzzy solution of the
logistic model for the fermentation of handmade breads is presented.

Keywords: Fuzzy Sets Theory; Mathematical modeling; Math model; Zadeh Extension
Principle.
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INTRODUCAO

Ao longo dos anos, muitos autores tém apresentado definicdes acerca do que
€ o0 processo de Modelagem Matematica. Para este trabalho, a Modelagem
Matematica pode ser descrita como “[...] um processo que alia teoria e pratica, motiva
seu usudario na procura do entendimento da realidade que o cerca e na busca de meios
para agir sobre ela e transforma-la” (BASSANEZI, 2006, p. 17).

Dito de outra forma, € um processo dinamico capaz de transformar fenébmenos
do mundo real em expressdes matematicas que conseguem descrevé-los com um

determinado grau de fidelidade.

Segundo Bassanezi (2006), a Modelagem Mateméatica com seu poder de
sintese e abrangéncia € por exceléncia o0 método cientifico usado nas ciéncias
factuais. Neste trabalho, ela tera esse viés. A relevancia de usa-la como instrumento
de pesquisa esta na sua capacidade de poder:

e Estimular novas ideias e técnicas experimentais;

e Dar informacfes em diferentes aspectos dos inicialmente previstos;

e Ser um método para se fazer interpolacdes, extrapolacdes e previsoes;

e Sugerir prioridades de aplicacdes de recursos e pesquisas e eventuais tomadas

de decisao;

e Preencher lacunas onde existe falta de dados experimentais;

e Servir como recurso para melhor entendimento da realidade;

e Servir de linguagem universal para compreensao e entrosamento entre

pesquisadores em diversas areas do conhecimento (BASSANEZI, 2006, pp. 32-

33).

Para Bassanezi (2006), a eficiéncia da Modelagem Matematica estad na

conscientizacdo de que o matematico estd trabalhando com aproximacdes da

realidade, que esta elaborando representacdes de um sistema ou parte dele.

O autor ainda destaca que a modelagem eficiente permite fazer previsoes,
tomar decisdes, explicar e entender; enfim participar do mundo real com capacidade

de influenciar mudancgas.

Existem diferentes formas, técnicas e teorias para se modelar
matematicamente um problema, dentre elas destaca-se a modelagem através da

Teoria dos Conjuntos Fuzzy ou simplesmente Modelagem Fuzzy.

Segundo Barros e Bassanezi (2010), a Teoria dos Conjuntos Fuzzy foi

introduzida no meio cientifico em 1965 pelo azerbaijano Lofti Asker Zadeh com a
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intencdo de dar um tratamento matematico a termos linguisticos subjetivos, como
“aproximadamente” e “em torno de”. E, desde entédo, vem ganhando destaque por ser
capaz de formalizar matematicamente fendmenos e termos que carregam
subjetividades e/ou imprecisdes em suas classificacfes, através do conceito de grau
de pertinéncia a um conjunto.

Palavras como “muito”, “pouco”, “aproximadamente”, “proximo”, “perto”,
‘longe”, “alto”, “baixo” e intensificadores no geral sdo exemplos de termos que podem
ser matematizados usando essa teoria, uma vez que em diversas situacées do mundo
real o ser humano deve lidar com frases, oragdes, acontecimentos, momentos,

fenbmenos etc. que sdo subjetivos e/ou imprecisos.

Ao utilizar a légica convencional é possivel "traduzir" esses termos da
linguagem natural (lingua portuguesa, inglesa etc.) para a linguagem Matematica.
Porém, esse tipo de modelagem ndo consegue contemplar as subjetividades,

imprecisdes e incertezas que estdo presentes em seus significados e usos.

Isso acontece, pois a lei do terceiro excluido que é definida por Mortari (2001)
como: Dada uma proposi¢éo e sua negacéo, pelo menos uma delas é verdadeira. E
uma das leis que rege a logica classica. Ou seja, no caso desse tipo de légica a
modelagem ndo permite meio termo, ou um elemento estd completamente em um

conjunto ou nao esta.

No caso da légica fuzzy, os elementos podem pertencer parcialmente a um
conjunto e com isso, aumenta-se significativamente a quantidade de
simbolos/expressdes matematicas que séo capazes de estabelecer correspondéncias

com esses termos subjetivos e/ou imprecisos.

Para que a ideia figue mais clara, considere, como exemplo, uma pessoa que
esta a caminho de um parque. E razoavel pensar que ela esta mais proxima do parque
conforme a distancia entre ambos fica menor, isto é, no sentido de proximidade estar

a 10 km do destino ndo é exatamente 0 mesmo que estar a 5 km.

Pode-se dizer que, no segundo caso, a pessoa esta mais préxima, e conforme
a distancia entre ela e o parque vai diminuindo a pessoa estara cada vez mais proxima
do seu ponto de chegada. Sendo assim, € perceptivel que existe um grau de
proximidade entre a pessoa e o0 parque. Além disso, a palavra “préximo” € subjetiva,

pois depende do que se considera como préximo.
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Para modelar a palavra “préximo” pode-se recorrer a Teoria dos Conjuntos
Fuzzy, pois como descrito anteriormente, estar proximo pode ser algo gradualmente

diferente e subjetivo.

Nos modelos mateméticos, h&4 parametros que carregam incertezas que
podem influenciar na representatividade dos resultados obtidos. A Teoria dos
Conjuntos Fuzzy permite modelar tais incertezas ao considerar sua subjetividade com

o intuito de obter modelos que sejam mais representativos do problema real.

Modelos Fuzzy ou Sistemas Variacionais Fuzzy sdo modelos matematicos que
utilizam a Teoria dos Conjuntos Fuzzy na sua constru¢do. Eles “[...] podem comportar
varios tipos de incertezas (subjetividades ou fuzziness) que podem estar acopladas
nos parametros, nas condigdes iniciais ou nas proprias variaveis de estado”,
(CECCONELLO; SILVA; BASSANEZI, 2010, p. 8).

Bassanezi ressalta que:

A importéncia do modelo matematico consiste em se ter uma linguagem
concisa que expressa nossas ideias de maneira clara e sem ambiguidades,
além de proporcionar um arsenal enorme de resultados (teoremas) que
propiciam o uso de métodos computacionais para calcular suas solugcdes
numéricas. (BASSANEZI, 2006, p. 20)

Diferentemente da Modelagem Matematica de sistemas por meio de
equacOes deterministicas, a Modelagem Matematica de sistemas por meio da Teoria
dos Conjuntos Fuzzy propde a insercdo de elementos subjetivos e/ou imprecisos ao

processo de modelagem.

A caracteristica essencial da Modelagem Matematica, utilizando sistemas de
equacgdes deterministicas, € a precisao obtida nas previs6es de fendmeno.
Evidentemente, tais previsdes ou inferéncias estdo sempre dependentes de
informacdes precisas que sao inseridas nos valores médios dos parametros
utilizados. (JAFELICE; BARROS; BASSANEZI, 2012, p. 11)

O objetivo deste trabalho € aplicar ao processo de fermentacdo de paes
artesanais uma abordagem utilizando a Teoria dos Conjuntos Fuzzy e com isso

construir um modelo fuzzy para este processo.

Visto que esse processo foi apresentado por Boeno (2018) e envolve
caracteristicas que indicam a incerteza e a imprecisao desse tipo de fenébmeno, como
por exemplo, a medicdo dos ingredientes para se fazer os paes, o papel da
temperatura no processo de fermentacao, frases como “sove bem” presentes na
receita (Anexo A), € possivel utilizar a Teoria dos Conjuntos Fuzzy para modelar

matematicamente esse problema.
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Para isso, € necessario escolher a abordagem a ser utilizada. Barros e
Bassanezi (2010) destacam quatro formas para se trabalhar com sistemas dinamicos
fuzzy: Equagbes Diferenciais fuzzy, Inclusdes Diferenciais fuzzy, Base de Regras
fuzzy e o Principio da Extensdo de Zadeh. Cada uma dessas formas se distingue pelo
tratamento dado a taxa de variagdo e/ou como ela se relaciona com as variaveis de

estado (variaveis que descrevem a evolugao do sistema).

Os autores também destacam que a primeira utiliza a derivada de Hukahara'
relacionada com fungdes fuzzy;, a segunda utiliza os conceitos de integrais e
diferenciais fuzzy; a terceira relaciona a variacao a partir de regras fuzzy construidas
por especialistas da area, isto €, ndo utiliza propriamente as equacdes diferenciais
para descrever os fendmenos; a quarta € dada pela fuzzificacdo da solucéo
deterministica via Extensdo de Zadeh, supondo que algum parédmetro da equacao

diferencial seja representado por um conjunto fuzzy.

Como modelos deterministicos para a fermentacdo de pédes artesanais ja
foram desenvolvidos por Boeno (2018), a abordagem escolhida para elaborar um
modelo fuzzy para a fermentacéo de paes artesanais nesta pesquisa foi o Principio da
Extensdo de Zadeh, e o parametro escolhido para ser descrito com a Teoria dos

Conjuntos Fuzzy (fuzzificado) foi a populacgao inicial.

A escolha por essa abordagem também se justifica pelo fato de que nédo ha a
necessidade de se construir 0 modelo deterministico novamente, pois é possivel
inserir as subjetividades presentes no processo de fermentacdo de paes artesanais

apos a resolugéo do problema deterministico que ja foi realizada por Boeno (2018).

Além disso,

A reformulacao de modelos é uma das partes fundamentais do processo de
modelagem e isto pode ser evidenciado se considerarmos que: Os fatos
conduzem constantemente a novas situagdes; qualquer teoria é passivel de
modificacdes; as observac¢des sdo acumuladas gradualmente de modo que
novos fatos suscitam novos questionamentos; a prépria evolugdo da
Matemética fornece novas ferramentas para traduzir a realidade (Teoria do
Caos; Teoria Fuzzy etc). (BASSANEZI adaptado, 2006, p. 31)

1 A funcdo u':[a,b] » F(R) cujos a-niveis sdo dados por: [u'(t)]* = [(u§)'(t), (ug)'(t), para todo
a € [0,1], é a derivada fuzzy da funcéo fuzzy u(t), conhecida como derivada de Hukahara. A existéncia
das derivadas classicas (uf)'(t) e (u§)'(t) estd sendo suposta. Para mais informagdes consulte
“Tépicos de Logica fuzzy e Biomateméatica” (BARROS e BASSANEZI, p. 252-253, 2010).
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E importante destacar que Boeno (2018) concluiu em seu trabalho que o
modelo logistico de Verhulst é o mais indicado para representar o processo de
fermentacdo de pées artesanais. Dessa forma, a Teoria dos Conjuntos Fuzzy sera
aplicada nesse modelo com os dados experimentais e resultados presentes no texto
de Boeno (2018).

Para tanto, sdo apresentados no Capitulo 1 os conceitos de Modelagem
Matematica e de modelo matematico. No Capitulo 2, apresenta-se a teoria envolvendo
conjuntos fuzzy utilizada na construgcdo do modelo fuzzy de fermentacdo de paes
artesanais. No Capitulo 3, os dados experimentais utilizados para a construcdo do
modelo fuzzy e a construcdo desse modelo sdo apresentados. No Capitulo 4,

finalmente, sdo feitas as discussdes com base nos resultados obtidos.
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1 MODELAGEM MATEMATICA

A Matematica tem sido usada em diversas Ciéncias, como na Fisica, na
Biologia, na Economia, na Quimica, na Estatistica, entre outras, e sua aplicacdo nao
esta restrita apenas a construcao de tabelas, gréaficos e célculos de porcentagem. Ao
contrario, ela vem sendo utilizada como uma base sélida de conhecimento, capaz de

sustentar e/ou subsidiar afirmacdes feitas em diferentes pesquisas cientificas.

Nas pesquisas cientificas, a matematica passou a funcionar como agente
unificador de um mundo racionalizado, sendo o instrumento indispensavel
para a formulacdo das teorias fenomenoldgicas fundamentais, devido,
principalmente, ao seu poder de sintese e generalizagdo. (BASSANEZI,
2006, p. 19)

Neste ponto, a Modelagem Matematica apresenta-se como uma importante
area de pesquisa, pois, por meio dela, é possivel traduzir fenbmenos e problemas do
mundo real para linguagem matematica, servindo como uma interlocutora entre o

problema real e o fendbmeno ao qual ela modela.

E importante destacar que a Modelagem Matematica “[...] pode ser tomada
tanto como um método cientifico de pesquisa quanto como uma estratégia de ensino-
aprendizagem [...]” (BASSANEZI, 2006, p. 16).

Neste trabalho, o interesse esta em utilizar a Modelagem Matematica como
método de pesquisa, a qual pode ser descrita como a “[...] arte de transformar
problemas da realidade em problemas matematicos e resolvé-los interpretando suas
solugdes na linguagem do mundo real” (BASSANEZI, 2006, p. 16). Sendo assim, a
Modelagem Matematica é utilizada para transformar fenébmenos do mundo real em
equacdes matematicas, estas, por sua vez, descrevem o fendmeno estudado por meio

de modelos.

A palavra “modelo” é usada em diferentes areas do conhecimento humano, por
exemplo, na moda, nas ciéncias exatas e na arte, apresentando diferentes

significados dentro de cada uma dessas éareas.

Neste texto, modelo tedrico sera tratado segundo Bassanezi (2006), como

aguele vinculado a uma teoria geral existente. E modelo como:

[...] representacdo de um objeto ou fato concreto sendo suas caracteristicas
predominantes a estabilidade e a homogeneidade das variaveis. [...] Ele deve
conter as mesmas caracteristicas que o sistema real, isto €, deve apresentar
as mesmas variaveis essenciais existentes no fenémeno e suas relacdes sao
obtidas através de hipoteses (abstratas) ou de experimentos (reais).
(BASSANEZI, 2006, p. 19-20)
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Tal definicdo sobre modelo, em nenhum momento, cita que ele precisa ser
obrigatoriamente matematico, mas, entdo, por que utilizar um modelo matematico?
Existe alguma vantagem em seu uso? As respostas a esses questionamentos Sao

dadas por Bassanezi ao citar que:

O objetivo fundamental do “uso” de matematica é de fato extrair a parte
essencial da situacao-problema e formaliza-la em um contexto abstrato onde
0 pensamento possa ser absorvido com uma extraordinaria economia de
linguagem. Desta forma, a matematica pode ser vista como um instrumento
intelectual capaz de sintetizar ideias concebidas em situagGes empiricas que
estdo quase sempre camufladas num emaranhado de variaveis de menor
importancia. (BASSANEZI, 2006, p. 18)

Nota-se, portanto, que a utilizacdo de modelos mateméticos auxilia na

sintetizac&o e generalizacdo dos objetos/acontecimentos que estdo sendo estudados.

E importante destacar que o modelo matematico n&o é o fenébmeno em si, mas,
sim, uma aproximacao dele, capaz de carregar consigo as principais caracteristicas
observadas para a ocorréncia do fenbmeno. Por exemplo, se uma caracteristica
importante do fendmeno observado é o crescimento, entdo o modelo desenvolvido

devera, no minimo, descrever algo crescente.

Sendo o modelo uma aproximacao da realidade, ele ndo precisa carregar todas
as caracteristicas e relacdes que o fendbmeno possui, mas deve carregar as
caracteristicas essenciais para uma boa representacdo do que esta sendo estudado
no fendmeno. Por exemplo, em um modelo sobre o estudo da quantidade de veiculos
em um engarrafamento, ndo é viavel considerar o peso do veiculo, ja que isso ndo é
uma informacéo essencial para o estudo. Porém, se o objetivo do estudo for outro,
como, por exemplo, a relagdo entre o peso do veiculo e o desgaste do asfalto, entdo

essa informacédo se torna relevante e devera ser considerada.

Assim, a missdao do pesquisador, ao construir um modelo matematico, é
procurar “[...] resolver o problema da maneira mais simples possivel, e ndo complica-
lo desnecessariamente” (BASSANEZI, 2006, p. 26). Além disso, para Bassanezi
(2006), os fendmenos sao, geralmente, muito complexos se forem considerados em

todos os detalhes.

Portanto, a selecdo de variaveis/caracteristicas é essencial para a criagdo do
modelo matematico. Uma vez que essa escolha esta diretamente ligada a validade do

modelo e também a sua caracteristica de sintese, a Modelagem Matematica se torna

32



um processo dindmico, utilizado para obtencdo de modelos matematicos
(BASSANEZI, 2006, p. 24).

Para que os conceitos de Modelagem Matematica e de modelo matematico
figuem mais claros, considere a seguinte analogia com um fotégrafo, uma camera

fotografica, uma paisagem e uma fotografia.

O matemaético seria o fotografo buscando capturar a melhor foto de uma
paisagem, isto é, uma fotografia que traduza mais fielmente o que esta acontecendo
naquele local, quando a foto for tirada. Ele sabe escolher qual € o melhor angulo,
quadro e lugar para fotografar. A paisagem seria o fendbmeno real, o que, de fato,
acontece com a participacdo de todas as variaveis. A camera representaria a
modelagem, pois, através dela, o fotdgrafo € capaz de observar a realidade e verificar
guais aspectos da paisagem sdo os mais relevantes, isto €, selecionar as variaveis
gue tém mais relevancia dentro do seu plano de estudo. A fotografia seria 0 modelo,
uma vez que traz uma aproximacao da realidade. Vale ressaltar que essa fotografia
pode ser editada; 0 mesmo acontece com o modelo, ele nao € fixo, pode ser sempre
revisto e recriado dependendo das caracteristicas do problema de estudo. Vide
ilustragéo na Figura 1.1.

Figura 1.1: Analogia entre Modelagem Matemética e fotografia
EEENEENENEEENENEENEERRE SEEESNEENNENEEENENEND

SEEEEEEEERREREENEERERERD agEEEEENR
Fonte: Autoria propria.?

Uma vez definidos os conceitos de modelo e modelagem, apresentar-se-a

COMO esse processo acontece.

A Figura 1.2 é apresentado um fluxograma representando um processo de
Modelagem Matematica, no qual as setas continuas indicam a primeira aproximacao,

e o dinamismo do processo é representado pelas setas pontilhadas.

2 |lustragdo produzida por Heitor Aquino.
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Figura 1.2: O processo de Modelagem Matematica.
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Fonte: Bassanezi (2007, p. 27).

Inicialmente, tem-se um problema ndo matematico que se deseja resolver. A
partir dai, € necessario observa-lo e, se possivel, reproduzi-lo em um laborat6rio para
que se possa criar diferentes faces para o fendbmeno ou até mesmo ter controle sobre

algumas variaveis, conduzindo a etapa de experimentacao.

Apos se obter os dados experimentais, é necessario extrair as informacdes que
estdo presentes nestes dados como, por exemplo, as caracteristicas sobre seu
comportamento, isto €, verificar a existéncia de tendéncias como
crescimento/decrescimento ou qualquer outra caracteristica que auxilie na construcao
do modelo do fendmeno analisado, o que é feito na fase da abstracdo. Em seguida, o

modelo matematico é desenvolvido e, entdo, deve ser resolvido.
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Terminada a etapa de resolucdo, € necessario validar o modelo, para
determinar se 0 mesmo pode ser aplicado ou necessita ser modificado. Caso o modelo
nao seja validado, € necessario modifica-lo; do contrario, ja pode ser feita a aplicacao

do mesmo, que é a Ultima etapa do processo de modelagem.

As etapas do processo de Modelagem Matematica, segundo Bassanezi (2006),

sao descritas com mais detalhes a seguir.
1- Experimentacao

E a fase de obtencdo dos dados. Geralmente, ocorre em um laboratério. O
papel do matematico, nessa etapa, € facilitar o calculo dos futuros parametros,
ao utilizar métodos estatisticos. E importante destacar que a metodologia
utilizada para a obtencédo dos dados é escolhida de acordo com o objeto de

pesquisa, isto €, ndo é fixa.
2- Abstracao
a. Selecao das variaveis

E nesta fase que ocorre o processo de selecdo e separacdo das
variaveis do sistema. E importante que essas estejam bem definidas
para que figue claro com o que se esta trabalhando. Aqui, também,

ocorre a distingdo entre as variaveis de estado (que descrevem a

evolucédo do sistema) e as de controle (que agem sobre o sistema).

b. Problematizacdo ou formulacdo dos problemas tedéricos em uma

linguagem prépria da area em que se esta trabalhando

E, nesta etapa, que se descreve o problema de pesquisa, ou seja, se
especifica e se indica o que realmente se pretende resolver. E
importante tomar cuidado com a formulagéo do problema, para que ele
nao fique aberto e a pesquisa se torne mais abrangente do que deveria

Ser.

c. Formulacdo de hipéteses

Nesta etapa, sdo criadas formulagdes que vao guiar a investigacdo. A
geracao das hipéteses acontece de varios modos: observagéo dos fatos,
comparacao com outros estudos, deducao l6gica, experiéncia pessoal
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do modelador, observacdo de casos singulares da propria teoria,

analogia de sistemas etc.

d. Simplificacdo

Esta etapa é importante, pois €& possivel chegar a problemas
incompreensiveis ou sem solucdo, e nesse momento, deve-se voltar e
simplificar o problema, tomando cuidado para que o modelo ndo perca
a sua capacidade de representar o fenbmeno e, a0 mesmo tempo,
consiga ser algo que possa facilitar as analises/previsbes que o

pesquisador deseja obter ao utiliza-lo.

Resolucao

E, nesta etapa, que se resolve o modelo desenvolvido. E importante destacar
gue a sua resolucdo esta sempre ligada ao grau de complexidade de sua
formulacao e pode se dar por métodos computacionais. A resolucéo € papel do

matematico e pode ser desvinculada do problema real.
Validacao

E nessa etapa que ocorre o processo de aceitar ou ndo o modelo. Este teste é
feito por meio da comparagéo entre os dados empiricos, hipéteses, solugdes e
previsbes do modelo. O grau de aproximacao entre o modelo e o sistema real
sera fundamental na aceitacdo ou ndo do mesmo. A aceitacdo ou ndo do
modelo esta mais ligada aos objetivos e recursos do modelador do que a
comparacao entre os dados. E nesta etapa que se verifica a necessidade de

aperfeicoamento dos modelos.
Modificacéo

E, nesta etapa, que ocorre a modificacdo dos modelos; para isso, é necessario
verificar se alguma hipotese é falsa ou simplifica demais o fenbmeno, se o0s
dados experimentais foram obtidos de maneira incorreta ou sao insuficientes,
assim como as hipéteses; se existem variaveis importantes para o estudo do
fenbmeno, que ndo foram consideradas; e, também, se ndo ocorreu algum erro
no desenvolvimento matematico do modelo. Resumidamente, €, aqui, que se

reformulam os modelos caso eles ndo sejam considerados validos.
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6- Aplicacdo

Nesta etapa, como o proprio nome ja diz, acontece a aplicacdo do modelo
matematico. O objetivo da aplicacdo esta diretamente ligado a pesquisa, isto €,
se inicialmente o intuito de criacdo do modelo era prever o comportamento do

fenbmeno, o modelo sera usado para este fim.

Note que o processo de Modelagem Matematica é dinamico, pois conforme
novas teorias vao surgindo o modelo dito “bom” pode deixar de ser. Segundo
Bassanezi (2006), um bom modelo € aquele que tem capacidade de fazer previsédo de
novos fatos ou relagdes insuspeitas, de tal forma que o usuério, especialista na area
onde se executou a modelagem, o considera como tal, tendo as qualidades de ser
suficientemente simples e representar, razoavelmente, a situacdo analisada. Além
disso, “[...] a aplicabilidade de um modelo depende substancialmente do contexto em
gue ele é desenvolvido - um modelo pode ser “bom” para um bidlogo e nao para o
matematico e vice-versa” (BASSANEZI, 2006, p. 31).

O dinamismo dos modelos € fundamental para sua evolucédo, conforme pode
ser visto no historico de alguns modelos matematicos classicos. Caso o leitor tenha
interesse nesse assunto, sugere-se a leitura das obras Ensino-aprendizagem com
Modelagem Matematica (Bassanezi, 2006), Modelagem Matematica (Bassanezi,
2013) e Sistemas Dinamicos Fuzzy: Modelagens Alternativas Para Sistemas

Biolégicos (Cecconello, Bassanezi e Silva, 2010).
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2 TEORIA DOS CONJUNTOS FUZZY

A Teoria dos Conjuntos Fuzzy foi desenvolvida em meados dos anos 60 por
Lofti Asker Zadeh, com o objetivo de dar um tratamento matematico a termos
linguisticos subjetivos por meio do estabelecimento de graus de pertinéncia de
elementos a um conjunto, permitindo um tratamento matematico para fendbmenos

Cujas variaveis e parametros envolvem subjetividades e/ou incertezas.

“As incertezas das quais a logica fuzzy trata sdo do tipo monotdnicas, no
sentido que quanto menos incertas forem as premissas, menos incertas serao as
conclusdes” (BARROS e BASSANEZI, 2010, p. 80).

Ainda, segundo Barros e Bassanezi (2010), € possivel pensar que para
conjuntos classicos, essas incertezas tendem a zero. Com isso, percebe-se que esse

tipo de conjunto € um caso particular dos conjuntos fuzzy.

Uma vez que a Teoria dos Conjuntos Fuzzy trabalha com incertezas e
subjetividades, entender de que forma a Matemética poderia ser utilizada para estudar

fendbmenos ou objetos que possuem essas caracteristicas se torna essencial.

As proximas secdes deste capitulo apresentam 0s conceitos preliminares a
respeito da Teoria dos Conjuntos Fuzzy, que ajudardo a responder tal

guestionamento.

As definicBes e os teoremas encontrados neste capitulo foram baseados nos
livros “Topicos de Légica Fuzzy e Biomatematica” (Barros e Bassanezi, 2010), “Teoria
dos Conjuntos Fuzzy com Aplicacdes” (Jafelice, Barros e Bassanezi, 2012) e
“Sistemas Dinamicos Fuzzy - Modelagens Alternativas para Sistemas Biol6gicos”
(Bassanezi, Cecconello e Silva, 2010), e na dissertacdo de mestrado “Um estudo
sobre o espalhamento da dengue usando equacdes diferenciais parciais e logica
fuzzy” (Gomes, 2009).

21 SUBCONJUNTOS FUzZzZY

Nesta sec¢do, inicialmente, serd apresentado o conceito de subconjuntos fuzzy,
gue é utilizado tanto nas aplica¢des, quanto nos conceitos teéricos. Em seguida, nas
subsecoes, serdo abordadas as possiveis representagdes de um conjunto fuzzy e as

definicbes de suporte e a-nivel.
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“Entre as caracteristicas proprias da logica classica costuma-se colocar a
obediéncia a alguns principios logicos fundamentais [...] denominados principios
l6gicos classicos” (MORTARI, 2001, p. 352).

Segundo Mortari (2001), os principios e suas definicbes sao os quatro listados

a seguir:

1. Principio da identidade: Se uma proposicdo é verdadeira entdo ela é
verdadeira.

2. Principio da ndo-contradicdo: Dada uma proposicao e sua negacao, pelo
menos uma delas é falsa.

3. Principio do terceiro excluido: Dada uma proposicéo e sua negac¢ao, pelo
menos uma delas é verdadeira.

4. Principio da bivaléncia: Toda proposicéo € verdadeira ou falsa.

Seguindo esses principios, é possivel construir uma funcdo capaz de

representar 0s conjuntos classicos, a qual € dada na defini¢cdo a seguir.

Definicdo 2.1: Seja U um conjunto classico e A um subconjunto de U. A funcao

caracteristica de A é dada por:

1 sex €A,
Xa(x) = {0 sex & A,

sendo U o dominio da funcédo, e a imagem esta contida no conjunto {0; 1}.

Note que a funcdo avalia se os elementos de U pertencem ou ndo a A. Se a
imagem do elemento for 1, significa que ele pertence a A ; se for 0, significa que ele

nao pertence.

Exemplo 2.1: Sejam U =1{2;3;5;7;11; n} e A={2;5}. Sendo X,(x) a funcao

caracteristica de A, segue que:
X4(2) =X4(5) =1,
X4(3) = X4(7) = X,4(11) = Xy() = 0.
Isto €, 2 e 5 sdo elementos de A4, enquanto 3,7,11 e m n&o o sao.
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Por outro lado, em problemas envolvendo fendmenos reais, existe a
possibilidade de elementos pertencerem, parcialmente, a um determinado conjunto,
por exemplo, um copo de suco. Esse copo ndo estando totalmente cheio e nem
totalmente vazio, ndo atende aos trés ultimos principios légicos classicos. Além disso,
pode-se dizer que o0 copo esta parcialmente cheio (ou vazio). Dessa forma, ele ndo
pertence totalmente ao conjunto dos copos cheios (ou vazios) e, assim, hao se pode

utilizar a Definicédo 2.1.

Uma possivel abordagem para este problema consiste em estender o
contradominio da funcdo caracteristica, de modo que englobe mais casos de

pertinéncia.

7

Definicdo 2.2: Seja U um conjunto classico; um subconjunto fuzzy F de U é

caracterizado por uma funcao
U - [0,1],

pré-fixada, chamada funcéo de pertinéncia do subconjunto fuzzy F.

A imagem de cada elemento de U representa o quanto esse elemento pertence
ao conjunto F (grau de pertinéncia); @(x) =1 e ¢@g(x) =0 representam,

respectivamente, a pertinéncia e a ndo pertinéncia completa de x ao conjunto F.

Essa funcdo indica o quanto um elemento do dominio U pertence ao conjunto
F, e é escolhida dentro das caracteristicas e/ou do contexto que o pesquisador deseja

analisar no fendbmeno estudado.

Neste trabalho, ora sera dito conjunto fuzzy, ora sera dito subconjunto fuzzy.
Deixa-se claro ao leitor que, sem perda de generalidade, ambos os termos se referem

a subconjunto fuzzy.

Exemplo 2.2: Suponha que se deseja representar os numeros reais proximos a 9 com
conjuntos numéricos. Nesse caso, pode-se usar tanto a teoria de conjuntos classica
guanto a fuzzy. Ao utilizar a primeira, pode-se escolher como resposta, por exemplo,

o intervalo [8,10]. Porém, se esse fosse o raciocinio escolhido todo elemento do
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intervalo estaria igualmente proximo de 9, isto significa que 8 e 8,9 sao igualmente

proximos a 9, o que ndo é verdade. A representacdo matematica para isso é:

1 sex €[810]

Xa(0) = {0 sex & [8,10]

cuja representacao grafica pode ser visualizada na Figura 2.1.

Figura 2.1: Representacao grafica da funcéo X, do Exemplo 2.2

Xa(z)

1 ® @
0.8
0.6
0.4
0.2

0 = o >
6.5 7 7.5 8 8.5 9 9.5 10 10.5 11 1.5 o

Fonte: Autoria prépria.

Observe que a transicao entre a pertinéncia e a nao pertinéncia de um elemento
ao conjunto formado pelos elementos proximos a 9 é abrupta, isto é, existem degraus
no gréfico.

Pensando em evitar essa transicdo abrupta, a Teoria dos Conjuntos Fuzzy
pode ser utilizada para construir outros tipos de fun¢des de pertinéncia, como, por

exemplo:

x—8 se8<x<9
@pr(x) ={—-x+10 se9<x <10,
0 caso contrario

cuja representacao grafica pode ser observada na Figura 2.2.
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Figura 2.2: Representacao grafica da fungéo ¢ do Exemplo 2.2

1
0.9
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0.6
0.5
0.4
0.3
0.2

0.1

X
0

7 72 74 76 738 8 82 84 86 88 9 9.2 94 96 938 10 10.2 104

Fonte: Autoria prépria.

Neste caso, a partir do valor 8, conforme os valores aproximam-se de 9, pela
esquerda, seu o grau de pertinéncia a F aumenta, atingindo o maximo no proprio 9. O
raciocinio € analogo ao se aproximar de 9, a partir de 10, pela direita. Por exemplo,

8,5 € proximo de 9 com grau de pertinéncia 0,5.

Sendo assim, nota-se que a representacao que utiliza a Teoria dos Conjuntos
Fuzzy é capaz de adicionar informac¢des como os diferentes graus de proximidade a
9; que ndo sao consideradas quando se utiliza a teoria de conjuntos classica. Logo,
se essas caracteristicas forem relevantes para analise do fenémeno, a Teoria dos

Conjuntos Fuzzy é mais indicada do que a classica.

Note que a Definicdo 2.2 engloba a Definicdo 2.1, o que torna os conjuntos

classicos (crisp) casos particulares dos subconjuntos fuzzy.

Além disso, é possivel relacionar os subconjuntos fuzzy com um conjunto

classico de pares ordenados. Para isso, considere um subconjunto F de U, tal que:
F = {(x, goF(x)),x € U},

no qual, a abscissa é um elemento de U e a ordenada representa o grau de pertinéncia

da abscissa ao conjunto F.
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2.1.1 Representacdes de um subconjunto fuzzy

Segundo Jafelice, Barros e Bassanezi (2012), as representacdes das funcdes
gue definem um conjunto fuzzy podem ser feitas em forma de tabelas, listas, graficos

ou representacédo analitica.

I.  Representacdo em Tabela

Essa representacao consiste em listar todos os elementos do conjunto em uma

coluna da tabela e os seus graus de pertinéncia em outra coluna.

Exemplo 2.3: Seja U um conjunto classico que representa os clientes que foram a um
determinado restaurante em uma quarta-feira das 14h as 15h. Considere F,
subconjunto fuzzy de U, como o conjunto dos clientes que gostam do restaurante. E
razoavel que alguns gostem mais e outros menos do restaurante. A representacao de

F pode ser vista na Tabela 2.1.

Tabela 2.1: Representacdo na forma de tabela do subconjunto fuzzy F

Cliente Grau de pertinénciaa F
Naruto 0,8
Kakashi 0,3
Itachi 0,4
Tsunade 0,1

Fonte: Autoria propria.

Assim, Naruto gosta do restaurante com grau de pertinéncia 0,8, enquanto

Tsunade gosta com grau de pertinéncia 0,1.

. Representacdo em Lista

Essa representacdo é semelhante a anterior, porém néo utiliza uma tabela para
dispor os dados. Nela, os elementos e os graus de pertinéncia sao dispostos em linha

segundo a formula a seguir:

F= zn: or(x) /%,
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em que o simbolo “/” ndo significa divisédo. Ele serve como uma forma de associar o
elemento x do conjunto universo em questao com o seu respectivo grau de pertinéncia
@r(x) ao conjunto F. O simbolo de “Y;” também n&o significa somatorio, é utilizado

para conectar os elementos do conjunto.

Exemplo 2.4: A representacdo em forma de lista dos dados da Tabela 2.1 € dada por:

F =0,8/Naruto + 0,3/Kakashi + 0,4/Itachi + 0,1/Tsunade .

Vale ressaltar que as duas formas de representacdo de um conjunto fuzzy

apresentadas até aqui s6 podem ser usadas em conjuntos finitos.

lll. Representacado Gréfica

‘A interpretacdo gréfica € a mais usada na literatura fuzzy por ter uma
interpretacdo mais intuitiva” (JAFELICE, BARROS e BASSANEZI, 2012, p. 16). No
caso darepresentacdo em duas dimensodes, 0 eixo horizontal representa os elementos
do conjunto universo (informacéo a ser modelada) e o eixo vertical representa o grau
de pertinéncia de cada um desses elementos ao subconjunto fuzzy, dentro do intervalo
[0,1].

Exemplo 2.5: Na Figura 2.3 esta a representacado gréfica de um subconjunto fuzzy F

de R. Ele indica qual é o grau de pertinéncia de cada niumero real a F.
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Figura 2.3: Representacao grafica de um conjunto fuzzy F de R
1.2

vrp(@)

0.8

0.6

0.4

0.2

0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6 65 7 75 8 85 9 o
Fonte: Autoria prépria.

Assim, o elemento 3 tem grau de pertinéncia 0,4, enquanto o elemento 8 tem

grau de pertinéncia 0,8.

IV. Representagcdo Analitica

7

Essa forma também é muito utilizada e consiste em escrever a equacao

algébrica da funcao de pertinéncia do subconjunto fuzzy em questao.

Exemplo 2.6: A representacdo analitica do subconjunto fuzzy F cuja representagéo

gréfica é apresentada no exemplo 2.5 é:

0,2x seld<x<?2
0,4 se2<x<6
pr(x) =1 0,2x—0,8 se6<x<8
—-08x+7,2 se8<x<9
0 caso contrario

2.1.2 Suporte e a-niveis de um subconjunto fuzzy

Nesta subsecéo, sdo apresentados os conceitos referentes a suporte e a-nivel,

gue servem como base para realizar célculos, utilizando a Teoria dos Conjuntos Fuzzy
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, €, também, para definir conceitos posteriores, como, por exemplo, o de nimeros

fuzzy.
Definicdo 2.3: O suporte do subconjunto fuzzy F de U é definido por:
supp(F) = {x € U; pr(x) > 0},

ou seja, o suporte de um subconjunto fuzzy F de U s&o todos os elementos de U que

tém grau de pertinéncia diferente de zero em F.

Exemplo 2.7: Seja F um subconjunto fuzzy de U dado por:
F=07/4+03/5+04/34+09/0+0/15+0,1/7.

Neste caso, supp(F) = {0; 3;4;5; 7} .

Exemplo 2.8: Suponha que a temperatura média de um forno de cozinha a gas é dada

pelo subconjunto fuzzy F de R com funcéo de pertinéncia:

x — 165
c se 165 < x <170

_] 1 se170<x<190
or() =1 195 - x

se 190 < x <195

5
0 caso contrario

Cuja representacao grafica é apresentada na Figura 2.4.

Figura 2.4: Representacéo grafica do conjunto fuzzy F do Exemplo 2.8

pr(x)

0.8

0.6

0.4

0.2

supp(F)

165 170 175 180 185 190 195

Fonte: Autoria prépria.
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Para calcular o supp(F) basta observar em quais pontos o grau de pertinéncia
dos elementos é maior do que zero, 0 que ocorre no intervalo ]165,195[. Deste modo,

tem-se que supp(F) =]165,195].

Definicdo 2.4%: Seja F um subconjunto fuzzy de U e a € [0,1]. O a-nivel de F é o

subconjunto classico de U definido por
[F]* = {x € U: pp(x) = a},Va €]0,1].

O nivel zero do subconjunto fuzzy F é definido como o fecho do suporte de F, ou seja,

€ menor subconjunto classico fechado de U que contém o suporte de F,

[F1° = supp(F).

Exemplo 2.9: Considerando o Exemplo 2.7, tem-se:
a) [F1°' ={0;3;4;5;7}

Neste caso, o0 conjunto é formado por todos elementos do conjunto universo

U ={0;3;4;5;7;15} que possuem grau de pertinéncia a F maior ou igual a 0,1.

b) [F]%* ={0;3;4}

Neste caso, o interesse esta nos elementos de U cujo grau de pertinéncia a F

seja maior ou igual a 0,4.

c) [F1° =supp(F) = supp(F) ={0;3;4;5;7}

Diferente dos itens anteriores, para este conjunto deve-se considerar 0s
elementos que estdo no fecho do suporte de F, ou seja, 0 menor conjunto fechado
gue contém o suporte de F. No caso, como supp(F) é fechado, por definicdo, tem-se

gue ele e o seu fecho séo iguais.

3 Note que a definicdo 2.4 ndo admite ¢r(x) > 1, pois de acordo com a definicdo 2.2 (subconjunto
fuzzy) a imagem de uma fung&o de pertinéncia ndo assume valores maiores que 1.
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Exemplo 2.10: Considerando o Exemplo 2.8, tem-se:
a) [F]%* = [167,193]

Observando sua representacao grafica, nota-se que o grau de pertinéncia 0,4
se encontra nos intervalos [165,170[ e ]190, 195], respectivamente, trechos crescente
e decrescente de ¢g(x). Além disso, o intervalo [170,190] também fara parte do
0,4-nivel de F, pois todo elemento pertencente a ele tem grau de pertinéncia igual a
1, ou seja, maior que 0,4.

Os trechos crescente e decrescente de ¢x(x), sdo dados respectivamente por

x—165
5

195—x

Qr, (x) = e p,(x) = , € determinar o 0,4-nivel de F consiste em encontrar

os valores de x, nas duas expressoes, que sao maiores ou iguais a 0,4.

Para ¢, (x) = X185  tem-se:
x — 165
—>04 ©x =167,
e, para gp, (x) = o=, tem-se:
195 — x
TZOA & —x=>-193 ©x<193.

Dessa forma, organizando as informacdes, obtém-se:

[F]%4 = [167,193].

A Figura 2.5 representa no grafico de ¢x(x) o 0,4-nivel de F.
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Figura 2.5: Representa¢éo grafica do nimero fuzzy do Exemplo 2.8
e do seu 0,4-nivel destacado em azul

pp(T)

0.8
0.6
T T B e B aa s ooemaemeeees
0.2
0,4
D [F] :
165 170 175 180 185 190 195

Fonte: Autoria prépria.

b) [F]° = supp(F) = [165,195]
Para este caso, basta calcular o fecho do suporte. Do exemplo 2.8, tem-se
supp(F) =]165,195].

Sendo assim,

[F1° = supp(F) = [165,195] .

Na proxima secéo, sdo apresentados o Principio da Extenséo de Zadeh e o

conceito de nimeros fuzzy.

2.2 PRINCIPIO DA EXTENSAO DE ZADEH E NUMEROS FUZZY

O Principio da Extensdo de Zadeh € uma das ideias que estendem conceitos

matematicos ndo-fuzzy em fuzzy.

Segundo Barros e Bassanezi (2010), dada uma fungéo f: X — Z , esse principio
tem como objetivo indicar como deve ser a imagem de um subconjunto fuzzy A de X

por f. E de se esperar que esse conjunto seja um subconjunto fuzzy de Z.
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Definicdo 2.5: Sejam f uma fungéo tal que f: X — Z e A um subconjunto fuzzy de X. A
Extensdo de Zadeh de f é a funcdo f (I&-se f chapéu)que, aplicada a A, fornece o
subconjunto fuzzy f(A) de Z, cuja funcéo de pertinéncia é dada por

sup pu(x) sef '(z)# @
Ppa(z) =@
0se flz2)=0

onde f~1(z) = {x: f(x) = z} denomina-se a pré-imagem de z.

Os trés topicos a seguir descrevem o Principio da Extensao de Zadeh.

e O grau de pertinéncia de um valor do contradominio Z a f(A) é definido
diretamente pelo grau de pertinéncia de sua pré-imagem a A.

e Quando um valor do contradominio Z € mapeado por varios do dominio X, o
seu grau de pertinéncia a f(4) é obtido pelo supremo dos graus de pertinéncia
dos valores da entrada a A.

e Quando um valor do contradominio Z n&o é mapeado por nenhum do dominio

X, 0 seu grau de pertinéncia a f(A) é zero.

Exemplo 2.11: Considere o diagrama da Figura 2.6, que ilustra como X se relaciona

com Z a partir de f.

Figura 2.6: Relagdo entre X e Z a partir de f injetora

Fonte: Autoria propria
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Observe que f:X — Z é injetora. Sendo assim, f~1(15) = {2}, f~1(13) = {7},
f~1(17) = {8}, f~1(19) = @. Note que o nimero de elementos das pré-imagens é no
maximo um.

Considere o subconjunto fuzzy A de X representado a seguir:

A=01/2+02/7+0,7/8.

O que se deseja fazer, neste exemplo, é encontrar o subconjunto fuzzy f(A) de

Z utilizando o principio da extensao.

A extensdo de Zadeh indica como relacionar os graus de pertinéncia dos

elementos de X a A com os elementos de Z a f(A) a partir de uma funcéo f: X — Z.

Viu-se, no inicio do exemplo, que, para todo z € Z o nUmero de elementos da

sua respectiva pré-imagem é igual a zero ou um.
Para o caso do numero de elementos da pré-imagem ser um, pode-se
considerar que o grau de pertinéncia desses z € Z a f(A) ser4& o mesmo que o do

Unico elemento que estd na sua respectiva pré-imagem a A, isto é, ndo ha

necessidade de calcular o supremo. Sendo assim, tem-se:
05 (17) = 9a(8) = 0,7;
Q7 (15) = 9a(2) = 0,1;
@7 (13) = 9a(7) =0,2.

Por outro lado, o nimero de elementos de f~1(19) é igual a zero, isto é, nédo
h& nenhum elemento x de X que se relaciona com 19 em Z a partir de f (vide Figura
2.6). Desse modo, é necessario indicar que o grau de pertinéncia de 19 a f(4) é zero,
pois, caso isso nao seja feito, pz,y:Z — [0,1] nao seria uma funcdo, uma vez que
existiria um elemento do dominio que nao estaria relacionado com nenhum elemento

do contradominio.

A escolha de (pf(A)(19) =0 estabelece a n&o pertinéncia de 19 a f(A),

resolvendo, assim, o problema de um elemento do dominio ndo ter nenhum

representante na imagem, transformando ¢4, em uma funcao.

Dessa forma, o subconjunto fuzzy f(A) de Z dado ap6s a aplicacdo da extens&o

de Zadeh no subconjunto fuzzy A de X é:
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F(4) =0/19+0,7/17 +0,1/15 + 0,2/13..

Exemplo 2.12: Considere o diagrama da Figura 2.7, que representa como X se

relaciona com Z a partir de f.

Figura 2.7: Relagdo entre X e Z a partir de f sobrejetora

Fonte: Autoria prépria.

Observe que f:X —» Z é sobrejetora, tal que f~1(15)={2} e f~1(13) =

{7,8,12}. Note que o nimero de elementos das pré-imagens é pelo menos um.
Considere o subconjunto fuzzy A de X representado a seguir:
A=0,1/24+0,2/740,7/8+0,9/12.

O que se deseja fazer, neste exemplo, é encontrar o subconjunto fuzzy f(A4) de

Z utilizando o Principio da Extensdo de Zadeh.

Utilizando a extensdo de Zadeh para relacionar os graus de pertinéncia dos
elementos de X a A com os elementos de Z a f(A) a partir de uma fungéo f: X — Z,

tem-se que para todo z € Z o numero de elementos das pré-imagens € igual a 1 ou 3.

Para o caso de o numero de elementos da pré-imagem ser um, pode-se
considerar que o grau de pertinéncia desses z € Z a f(A) serd o mesmo que o do

Unico elemento que esta na sua respectiva pré-imagem a A, ou seja,
(Pf(A)(15) = @s(2) =0,1.

Por outro lado, o nimero de elementos de f~1(13) é igual a trés, isto é, existem

trés elementos x de X que se relacionam com 13 em Z a partir de f (vide Figura 2.7).
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Como ¢4, € uma funcao de pertinéncia, deve-se escolher uma Unica imagem para o

elemento 13 do dominio (Z). Para isso, utiliza-se o conceito de supremo, que neste

caso resulta em:
@ 7a)(13) = sup{pa(7); 94(8); 9(12)} = sup{0,2;0,7;0,9} = 0,9.

Com isto, resolve-se o problema de um elemento do dominio ter mais que um
representante no contradominio. Sendo assim, ao aplicar a extensao de Zadeh no

exemplo, obtém-se:

f(4) =0,1/15+0,9/13 .

Para o caso de f:X — Z ndo ser nem injetora e nem sobrejetora, tem-se 0s
problemas encontrados nos exemplos 2.11 e 2.12. Havera elementos no
contradominio que ndo possuem representante no dominio (a pré-imagem desses
elementos serd igual ao conjunto vazio), nesse caso basta escolher como imagem em
®fa):Z — [0,1] o valor zero. Também havera elementos no contradominio que terao
mais de um representante no dominio de f:X — Z, neste caso, utiliza-se como
imagem em @z,:Z — [0,1] o supremo do grau de pertinéncia dos elementos de X a
A, cuja imagem por f leva no mesmo elemento do contradominio. Para os elementos
de Z, que ndo se encaixam nos dois problemas destacados, o grau de pertinéncia
deles a f(A) sera o mesmo que o dos elementos de X a A, que se relacionam com

eles a partirda f.

Quando f for bijetora, ndo havera os problemas elencados no ultimo paragrafo

e, portanto,

i@ = o(f1(2).

Em resumo, os exemplos apresentados permitem discutir acerca da
necessidade de se utilizar o conceito de supremo e f~1(z) = @ na extens&o de Zadeh.
E claro que, na resolucédo de exercicios, ndo € necessario fazer toda essa discussao,

ja que apenas a aplicacdo dos conceitos € suficiente.

Teorema 2.1: Sejam f: X — Z uma funcdo continua e A um subconjunto fuzzy de X.

Entéo, para todo a € [0,1] vale
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[F]" = FIA]1Y).

“Este resultado indica que os a-niveis do conjunto fuzzy, obtidos pelo Principio
da Extensédo de Zadeh, coincidem com as imagens dos a-niveis pela funcéo crisp”
(BARROS e BASSANEZI, 2010, p.40).

Exemplo 2.13: Considere U = [0, %]V = [O, z] e a funcao

fr U — %4
X — 5x?—4x+1

Determine a extensdo de Zadeh f:F(U) - F(V) aplicada ao conjunto fuzzy A de U

dado por:
x— 0.2 02<x<0,5
03 se0, x <0,
x)=<—x+0,8
a(x) —— 5e05<x<0,8
0,3
0 caso contrario

sendo F(U) e F(V) as familias de todos os subconjuntos fuzzy de U e V,

respectivamente.

A Figura 2.8 é normalmente utilizada para representar a extensdo de Zadeh.
No primeiro quadrante do plano cartesiano, tem-se o grafico da funcédo f: U — V dada
por f(x) = 5x2 —4x + 1 (destacada em verde). No segundo quadrante do plano
cartesiano, tem-se a representacdo do grafico da extensdo de Zadeh (curva em
vermelho). E, no quarto quadrante do plano cartesiano, é representada a funcéo de

pertinéncia do conjunto fuzzy A do enunciado (curva em azul).
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Figura 2.8: Extenséo de Zadeh do Exemplo 2.13
N

f(z) =2

-

1
wa(z) !

Fonte: Autoria propria.

A seguir, a solucéo algébrica do exemplo é realizada.
Observe que se U = R entdo A seria 0 numero fuzzy triangular
A =1(0,2;0,5;0,8).
Sem perda de generalidade, considere que A é esse nimero fuzzy triangular?.
Sendo assim, 0s seus a-niveis sdo dados por:

[4]% = [03a +0,2; —03a+08] = |[—at+2: - gt
= BsamUes =03 T 0= 170 10’ T10% T 100

4 Destaca-se que a definigdo de numero fuzzy triangular e o calculo de seus a-niveis serdo realizados
na sequéncia do texto.

56



Observe que, Va € [0,1], tem-se [A]* €U = [0%] Sendo assim, pode-se

considerar que 0s a-niveis do numero fuzzy triangular sdo os mesmos do conjunto

fuzzy do enunciado.

Como f é continua pode-se aplicar o Teorema 2.1. Dessa forma, tem-se:

o =i = (3 = ) = G+ ) (-5 5)
3 2\2 3 2 3 82 3 8
=[5(E“+E) _4<Ea+ﬁ>+1;5<_ﬁa+ﬁ> _4<_Ea+ﬁ)+1l

_9a2 12a_|_8_9a'2 24¢z_|_20_1[92 126 + 8; 9a? — 24a + 20]
“120 20 "20°20 20 "20| 20-¢ aTea @

A sequir, a partir de [f(A)]a, funcéo de pertinéncia do conjunto fuzzy f(4),
pode-se construir V. Para isso, considere primeiramente que z = %(%2 —12a + 8),
isto é, z € VV é 0 extremo esquerdo do intervalo dos a-niveis de f(A). Lembre-se que,
nesse caso, a representa o valor da imagem da fungédo de pertinéncia do conjunto
fuzzy f(A), isto é, os graus de pertinéncia de z € V a f(A):

20z =9a? —12a + 8 © 9a? —12a + 8 — 20z = 0. (2.1)

A equacao (2.1) é uma equacédo de segundo grau na variavel a e suas raizes
sao tais que:

A=12%12 —4 %9 % (8 — 20z) = 122(1 — 2 4 5z) = 122(—1 + 52)
_12+12V-1+5z_2+2V-1+5z 2(1im)

2%9 3 "3
S={ae[o,1]; a=§(1+\/—1+52)0ua=§(1—\/—1+52)}

a

Procedendo de modo andlogo e considerando agora que

z= 2—10 (9a? — 24a + 20), isto é, z € V é o extremo direito do intervalo dos a-niveis de

f(A), os valores de a s&o dados por:

2
a=§(2iv—1+52).

S = {a € [0,1]; 2(2 —V-1+ SZ) ou %(2 +vV-1+ 52)}.
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Observe que % (2 + Vv—1 + 5z) é maior que 1 para todo z em V, logo, das quatro

funcbes em z para representar a, apenas trés delas pertencem ao intervalo [0, 1].

Para a fungéo 1: a = %(1 ++/—1+5z), obtém-se:

2 3 1
os§(1+\/—1+5z)31<=>os1+x/—1+5zs§(=>—1Sx/—1+5zsE :

Adicionando a condicéo de existéncia de a tem-se:

1 1
OSV—1+SZS§=>OSI—1+SZISZ$OS—1+SZS

Portanto, tem-se:
2 11
a= 5(1 +vV=1+45z), quando z€ [E’Z] .
Com afungéo 2: a = 2(1 — =1+ 5z), obtém-se:

0<2(1-V=T+5) sl 0<1-V-l+5z<ie-l<V-T+5<1.

Adicionando a condicao de existéncia de a tem-se:

1 2
0SV—1+SZS1<:>OS|—1+SZ|S1=>0S—1+SZS1<:>ESZS§ .

Portanto, tem-se:
2 12
a= 5(1 —v=1+5z), quando ze [E'E :
Para a fungéo 3: a = %(2 — =1+ 5z), obtém-se:
0<2(2-V=T+52)<1©0<2-V-T+52< e -<V-1+52<2

5 1
S—1+SZS4=>ZSSZSS(=ZSZS1

I

1
:ZSI—1+SZI <4=
Portanto, tem-se:
2 1
a= 5(2 —vV=1+5z), quando ze€ [Z’ 1] :

Observe que, em alguns intervalos, h4 mais de uma fungé@o que o representa.
Para resolver esse problema, considere a Figura 2.9 que exprime o grafico de cada

uma dessas funcdes, em seus respectivos intervalos.
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‘P}'(A)(Z) T

0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2

0.1

fungao 1

funcao 2

Figura 2.9: Comparacéao entre as funcdes 1, 2 e 3 do Exemplo 2.13

funcéo 3

01 02 > 03

I
I
1
I
I
I
I
I
I
1
4

04 05 06 0.7

Fonte: Autoria prépria.

08 09 1

11

1.2

1.3

N |

Note que, no intervalo Eﬂ funcdo 1 = funcao 2. Sendo assim, a funcao 1 sera

escolhida para representar esse intervalo, pois a extensao de Zadeh utiliza o supremo.

No intervalo Eﬂ funcdo 3 > funcéo 2. Portanto, a funcéo 3 seré escolhida.

Sendo assim, tem-se que a extensdo de Zadeh solicitada no enunciado do

exemplo é:

emquezeV.

~ 7Z) =
vin(@) =3

2
3

(1+V-1+5z)

S@-ViT5)
0

1< <1
seS 2_4

1< <1
Se 7 <X

caso contrario
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Um conceito amplamente utilizado dentro da Teoria dos Conjuntos Fuzzy é o
de numero fuzzy, que corresponde a subconjuntos fuzzy com algumas caracteristicas

especificas.

Definicdo 2.6: Um subconjunto fuzzy F de U é chamado de namero fuzzy quando o
conjunto universo no qual ¢, esta definida é o conjunto dos nimeros reais R e satisfaz

as condicoes:

.  Todos os a—niveis de F sao ndo vazios;
II.  Todos os a—niveis de F sao intervalos fechados de R;

. suppF = {x € R: ¢p (x) > 0} € limitado.

Os a-niveis de um numero fuzzy F podem ser representados da seguinte

maneira:
[F]* = [af, a5],

em que af e aj representam, respectivamente, os extremos inferior e superior do

intervalo.

Os numeros fuzzy mais comuns sao os triangulares e trapezoidais, definidos a

seqguir.

Definicdo 2.7: Um nuamero fuzzy F é dito triangular se sua funcéo de pertinéncia é da

forma
X —a
, sea<x<u
u—a
X) = x—b
¢r(x) , seu<x<bh
u—=>
k 0, caso contrario

O numero leva esse nome, pois a representacdo grafica de sua funcdo de
pertinéncia se assemelha a forma de um triangulo, cuja base tem, como vértices, os
pontos (a,0) e (b,0) e o vértice fora da base tem coordenadas (u,1), sendo
frequentemente representado pela terna ordenada (a;u;b) ou por (a/u/b). Sua

representacdo gréfica pode ser vista na Figura 2.10.
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Figura 2.10: Representacao grafica de um numero fuzzy triangular (a; u; b)

or(r)

}-_________________________
@ - m oo

a u b T
Fonte: Autoria prépria.

Da Definicao 2.7, os a-niveis do subconjunto F podem ser interpretados como
a projecdo, no eixo horizontal, das imagens em ¢ maiores ou iguais a um «

estabelecido.

Graficamente, para se calcular os a-niveis, traca-se para cada a €]0,1] uma
reta (pr(x) = a) paralela ao eixo horizontal (reta pontilhada da Figura 2.10), e verifica-
se quais elementos do dominio possuem graus de pertinéncia maiores ou iguais a
essa reta, isto €, para quais elementos do dominio a funcéo de pertinéncia estéa sobre
ou acima da reta horizontal tracada. Esses elementos do dominio formardo cada um

dos a-niveis.

Essa verificacdo dos elementos pode ser feita por meio da projecéao ortogonal
das imagens maiores ou iguais a reta ¢ = a sobre o eixo horizontal ([F]* na Figura

2.10) que determina os a-niveis (a €]0,1] ) de F.

Aplicando a definicdo de a-niveis a expressao analitica que representa o

segmento de reta crescente do numero triangular, obtém-se:

X —a

>a o x—azax(u—a),
u—a

pois, por construcéo, (u — a) > 0, logo:

x=>ax(u—a)+a.

61



Analogamente, para a expressdo analitica do segmento de reta decrescente

tem-se:

x—Db
u—>=n

>a o x—b<ax(u->b),

pois, por construcdo, (u—b) < 0, logo:
x<ax(u-—-b)+b.
Sendo assim,
[FI*=[a*(u—a)+a,ax(u—>b)+b],Va €]0,1].

Como destacado na Definicdo 2.4, [F]° = supp(F), logo para calcular [F]°,
deve-se calcular o suporte do conjunto F. Com base no que foi feito para encontrar os
a-niveis  diferentes de zero, tem-se que supp(F) =]a,b[. Logo,
[F1° = supp(F) = [a, b].

Dessa forma, o a-nivel de um namero fuzzy triangular F é:

[FI*=[a*(u—a)+a,ax(u—>b)+b],Vae[01]. (2.1)

Exemplo 2.14: Considere o numero fuzzy triangular dado por (3; 4;5).

Neste caso, substituindo a =3, u =4 e b = 5 na Definicdo 2.7 e na equagéao

(2.1) tem-se o namero triangular fuzzy definido analiticamente por:
x — 3, se3<x<4
pr(x) ={—x+5 se4<x<5

0, caso contrario

e seus a-niveis dados por:

[F]* = [a + 3,—a + 5],Va € [0,1].
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Figura 2.11: Representacao grafica do numero fuzzy (3;4;5)

11er(z)
0.8
0.6 f === === mm e e e e

0.4

0.2

0
26 28 3 32 34 3

é
4

] e
6

3.8 4 42 4 46 438 5 52 54 g

Fonte: Autoria propria.

Por exemplo, 0,6-nivel de F é dado por [F]%® =[0,6 + 3; —0,6 + 5] = [3,6; 4,4]

e esta destacado na Figura 2.11 em azul.

Definicdo 2.8: Um numero fuzzy F € dito trapezoidal se sua fungcéo de pertinéncia é

da forma
xX—a
, sea<x<b
b—a
1, seb<x<c
(PF(X)Z d—x

, sec<x<d
c

d —_
L 0, caso contrario.

O numero leva esse nome, pois a representacdo grafica de sua funcdo de
pertinéncia se assemelha a forma de um trapézio, cuja base maior tem como vértices
os pontos (a,0) e (d,0) e base menor tem como vértices os pontos (b,1) e (c, 1),
sendo frequentemente representado pela quadrupla ordenada (a;b;c;d) ou por

(a/b/c/d). Sua representacdo grafica pode ser vista na Figura 2.12.
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Figura 2.12: Representagéo grafica de um namero fuzzy trapezoidal (a; b; c; d)

pr(x)

[F]”

A b ¢ d

Fonte: Autoria prépria.

Um tratamento analogo ao que foi feito para o numero fuzzy triangular permite
obter os a-niveis de um numero fuzzy trapezoidal que, de modo generalizado pela

expressao analitica da Definicdo 2.8, € dado por:

[Fl* =[ax(b—a)+a,ax(c—d)+d],Va € [0,1]. (2.2)

Exemplo 2.15: Substituindo, na Definicdo 2.8, a=7,b =8,c =9 e d = 10, obtém-se

a forma analitica do numero fuzzy trapezoidal:

x—7, se7<x<8

(x) = 1, se 8<x<9,
PrX)=3 _x 410, se9<x<10
0, caso contrario.

Ao aplicar a equacao (2.2) tem-se que 0s a-niveis para este numero fuzzy

trapezoidal F sao:
[F]* =[a+7,—a + 10],Va € [0,1].

Por exemplo, 0,4-nivel de F é dado por [F]%* = [0,4 + 7; —0,4 + 10] = [7,4; 9,6]
e esta destacado na Figura 2.13 em azul.
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Figura 2.13: Representagéo grafica do numero fuzzy trapezoidal do exemplo 2.15

pr(T)
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Fonte: Autoria propria.
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3 DADOS EXPERIMENTAIS E MODELO

Os dados experimentais para este trabalho foram obtidos por Boeno (2018) em
seu trabalho sobre a modelagem do processo de fermentacdo de pées artesanais.
Deste trabalho, sera fuzzificada a condicao inicial do modelo por meio do Principio da
Extensao de Zadeh, apresentado no capitulo anterior.

Para tanto, inicialmente, sera apresentado o modelo logistico deterministico de
Verhulst e suas principais caracteristicas. Depois, baseado em Boeno (2018), os
dados da fermentacdo de pées e a justificativa da escolha do modelo logistico de
Verhulst serédo discutidos. Por fim, na ultima sec¢do do capitulo, a solugéo fuzzy do

modelo sera obtida.

O modelo logistico continuo de Verhulst sera tratado exclusivamente para
populacdes crescentes, pois, neste trabalho, sé sera utilizada essa face do modelo, ja
gue o fendbmeno a ser analisado apresenta crescimento de populacdo. Uma analise
mais detalhada sobre esse modelo pode ser encontrada no livro Ensino-aprendizagem

com Modelagem Matematica (Bassanezi, 2006).

3.1 MODELO DETERMINISTICO DE VERHULST

Segundo Bassanezi (2006), o primeiro modelo a pressupor uma variagao na
taxa de crescimento relativo foi proposto em 1837 pelo matematico belga Pierre

Francois Verhulst.

Esse modelo tem como caracteristica o inibidor de crescimento populacional,
isto é, considera que havera um momento no qual a populagdo ndo crescera mais e
desenvolvera uma tendéncia de estabilizacdo. Isso acontece por pressupor que o
ambiente possui um limite maximo sustentavel que ocorre por falta de alimento,
espaco, presenca de pragas, doencas, entre outros fatores. Ou seja, existe uma

capacidade suporte para a populagéo que impede o crescimento indefinido da mesma.

De acordo com Cecconello, Silva e Bassanezi (2010), no modelo logistico de
Verhulst a funcdo de crescimento relativo é linear e decrescente com relacdo a

populacao.
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A formulacéo diferencial desse modelo considera que a taxa de crescimento
B (P) é proporcional a populacdo P, em cada instante de tempo t, e sua formulagéo

matematica € dada pela equacéo diferencial ordinéria (EDO):

dP

P B(P)P, (3.1)

com B(P) = @ =r (1 — %) em que r > 0 e K > 0 sdo, respectivamente, o indice

intrinseco de crescimento, que indica a capacidade do individuo se reproduzir sem a
interferéncia do meio e a capacidade suporte, também chamada de valor limite da

populacao.
Ao explicitar (P) na equacao (3.1), obtém-se:

dp P rP?
w=P-g) =P (3.2)

Essa segunda formulagcédo pode ser interpretada como a variagao da populacéo,
em funcado do tempo, sendo proporcional a propria populacdo em cada instante, mas

também limitada, em seu crescimento, pela interacdo da populagéo.

Supondo que P(0) = P,, pode-se associar a este modelo, o seguinte problema
de valor inicial (PVI):
dpP P
=rp(1-7)

dt k

(3.3)
P(0) = Py, k,7 >0

Para resolver a EDO do PVI (3.3), serd usado o método da separacdo de

variaveis, isto é:

dP r
— =Pk —P)
dpP T
PG—P) K
dpP T
fP(k—P) :Efdt (3.4)

Inicialmente, o primeiro membro da equacao (3.4) sera reescrito utilizando a

técnica de fracdes parciais.

1 __A B (3.5)
P(k—P) P k—-P
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1=A(k—-P)+BP
OP+1=(—A+B)P + Ak (3.6)

Ao realizar a igualdade de polinémios em (3.6), tem-se:

Ak =1 A=

1

o | =

—-A+B=0<B-= (3.7)

Ao substituir os valores de A e B, presentes em (3.7), na equacéo (3.5), obtém-

Se:

1 1 1 1 (1 1 ) 3.8)

Pi—P) kP k(k—P) k\P k—p

Substituindo (3.8) em (3.4), obtém-se:
1(fdP+ dP )—rfdt
k k—P/) k

P
fdP_I_ a fdt
P k=P "

Resolvendo a integral, tem-se:
In|P|—Inlk —P|=rt+cq,
sendo c; € R uma constante de integracao.
Reorganizando e aplicando propriedades de logaritmos e de exponenciais:

—In|P| + Inlk — P| = —rt+c,

1 <|k_P|> t+
n = —-Tr C
|P| 2

kPl _
P]
k=Pl _

— Ce—rt
|P| (3.9)

—Tt+C2

sendo c = ez =e~“,
Como hipotese inicial, 0 modelo representa um crescimento populacional tal
que k— P, > 0e P, >0, entdo é possivel retirar os modulos em (3.9).

k—P

—7;—-—ce‘” (3.10)
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Utilizando a condicao inicial P(0) = P,, pode-se encontrar o valor da constante
de integracao c:

k—Py . (3.11)
P,

Substituindo (3.11) em (3.10) e explicitando P, obtém-se a solucédo do PVI
proposto em (3.3):

k—P k—P
P P

—-rt

e

k

(k — P(,) ort 11 (3.12)
Py

P(t) =

Pode-se ainda reescrever (3.12), de forma equivalente, da seguinte maneira:

k
k ((k—Po)e_rt‘l‘Po) Pok
P t) = = =
© (k = PO) 2 o Py (k—Pet+p,  (313)
Py Py

A sequir, é realizado o estudo do PVI (3.3) tanto sob o ponto de vista do Célculo
Diferencial e Integral, quanto com uma analise qualitativa de equacdes diferenciais.
Serviram como base as referéncias “Calculo” (Stewart, 2016) volume 1, “Equagdes
Diferenciais com aplicacbes” (Bassanezi e Ferreira Jr., 1988), e “Licdes de equacdes

diferenciais ordinéarias (Projeto Euclides)” (Sotomayor, 1979).

Assintotas Horizontais

Para verificar a existéncia desse tipo de assintota, calcula-se o limite da
equacao (3.12), quando t tende para mais infinito ou para menos infinito. O segundo
caso nao sera realizado, pois, no fendmeno estudado, a variavel t de (3.12) denota

unidade de tempo, logo ndo pode ser negativa.

k k
lim P(t) = lim = lim =— =k
t—>+oo t—o

+o00 k_PO —rt t—)-l—oo(k_Po) i _1
( Py )er +1 P, (e”)+1

Dessa forma, tem-se que 0 modelo logistico de Verhulst possui uma assintota
horizontal em P = k. Isso significa que os valores de P(t) ficam mais proximos de k a

medida que os valores de t ficam maiores. Observe que, apesar de ocorrer essa
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aproximacao entre P(t) e k, teoricamente, P(t) ndo sera igual a k mesmo que t seja

tdo grande quanto o leitor queira.

Assintotas Verticais

Nesse caso, verifica-se a existéncia de pontos no dominio ou fora dele que,
guando tomados os limites laterais em torno destes pontos, tem-se que pelo menos
um deles é igual a + . Este problema é equivalente a existéncia de algum valor de t,
pertencente ou ndo ao dominio de (3.12), que anule seu denominador.

Matematicamente, tem-se:

Po

ZOT0Y vt — -rt _ _
- )er— lee™ = k=P, (3.14)

(k—PO

-t 1=0<:)<
Py )e +

Porém, e ™ > 0,Vt€R, P, >0 e k — P, > 0, 0o que faz com que a igualdade

(3.14) seja impossivel. Portanto, ndo ha assintota vertical.

Pontos criticos

No Célculo Diferencial e Integral, os pontos criticos sdo os pares ordenados em
gue os valores do dominio da funcéo séo raizes da primeira derivada ou que a primeira
derivada néo existe. Esses valores do dominio sdo chamados de numeros criticos.
Sendo assim, deve-se procurar os valores t do dominio tais que P'(t) = 0 ou que P'(t)
nao existe. Para isso, vamos utilizar a expressao (3.2).

dp P
Ezrp(1—z)=0=>P=00uP=k (3.15)

Para P = 0, como esta sendo considerado apenas a face crescente do modelo
e foi suposto P > 0, entdo ndo h&a qualquer valor t* no dominio de P(t) tal que
P(t*) = 0.

Para P = k, como P = k é uma assintota horizontal e P(t) é crescente, tem-se
gue ndo ha qualquer valor t* no dominio de P(t) que faz a funcdo ter como imagem
k.

Além disso, ndo h& qualquer ponto do dominio em que a fungcdo P(t) esta
definida e P'(t) ndo esta (isso fica claro ao reler o topico “assintotas horizontais”, ja

gue é mostrado que ndo ha nenhum valor t € R tal que o numerador de (3.12) seja
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igual a zero). Dessa forma, pode-se afirmar que P(t) (equacao (3.12)) ndo possui

pontos criticos sob o ponto de vista do Calculo Diferencial e Integral.

Pontos de inflexao

Os pontos de inflexdo sdo os pontos presentes na curva P(t) tais que ela
apresenta uma mudanca de concavidade. Para calcula-los, deve-se encontrar os
pontos nos quais a segunda derivada da funcao é zero e verificar o sinal de P"(t) na

vizinhanga dos pontos.

Para verificar a existéncia desses pontos, primeiro deve-se calcular a segunda
derivada da equacao (3.12). Como a prépria EDO presente em (3.2) é a primeira

derivada, basta deriva-la mais uma vez, como segue:

Pr(t) = P r 2p ar dp (1 ZP)_ 2P<1 P)<1 2P>
T L C ™ A Ty A G (3.16)

Para encontrar os candidatos a ordenada do ponto de inflexdo, basta calcular

as raizes de P"(t).

, P 2P P 2P
T P(l—z)(1—7)=O@P<1—E)=00u<1—7)=0

k
S P=0ouP=kouP = >

Como ja foi visto no topico anterior, ndo existem valores t* no dominio de P(t)
tais que P(t*) =0 ou P(t*) =k, entdo esses valores ndo podem ser pontos de

inflexd@o, ja que ndo estédo sobre a curva P(t). Resta avaliar se o ponto cuja ordenada

e S € um ponto de inflexao.
Para isso, deve-se estudar o sinal da segunda derivada. Note que P"(t)
(equacéo (3.16)) € maior que zero em |0, % [ e menor que zero em ]g, k[. Dessa forma,

P = S € ordenada do ponto inflexdo e também é o ponto onde a taxa de variacdo da
funcdo P(t) € maxima, pois € ponto critico de P'(t) (é raiz da primeira derivada de

P'(t) e possui um valor de t no dominio de P'(t) tal que P'(t) = %) e o sinal de P"(t)

(primeira derivada de P'(t)) muda de positivo para negativo em S
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Sendo assim, basta encontrar a abscissa desse ponto. Para isso, deve-se

. k *
igualar (3.12) a - € encontrar o valor t* correspondente.

Py
k— P,

k k <k—P0
f—4

R (AP

Py

)e‘”* +tl=2ceT =

1 P 1 k—P
(:t*=——ln( 0 )=—1n< 0)

(:)—rt*=ln< 9 )
k — P, r k — P, Py

Portanto, o ponto de inflexdo de (3.12) tem coordenadas:

n(5)2)
»\"p, )2

Observe que a ordenada do ponto de inflexdo do modelo logistico de Verhulst

€ a metade da capacidade suporte.

Pontos de estabilidade

Na andlise qualitativa de equacdes diferenciais ordinarias, pontos de
estabilidade de uma EDO de 12 ordem autdbnoma (n&o envolve explicitamente a
variavel independente) sdo solucdes constantes que a anulam, isto é, sdo as raizes
da EDO. Note que, diferente dos pontos criticos, os pontos de estabilidade né&o
precisam estar relacionados com algum ponto do dominio da funcéo®. Sendo assim,

para calcula-los, basta encontrar as raizes de (3.3).

dp P
o=rp(1-7)=0eP=00up =k
dt k

Logo, os pontos de equilibrio da EDO (3.3) s@do P =0e P = k.

A Tabela 3.1 apresenta algumas das caracteristicas do modelo logistico de
Verhulst abordadas nessa secdo. Lembre-se que foi abordado apenas o modelo

deterministico continuo na face que representa o crescimento populacional.

> Alguns autores referem-se a ponto de estabilidade como ponto estacionario ou, ainda, ponto critico.
Neste texto, decidiu-se por considerar ponto critico e ponto de estabilidade como conceitos distintos.
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Tabela 3.1: Informacgdes sobre o Modelo deterministico de Verhulst

Modelo logistico de Verhulst

Nome
Forma diferencial ap =rP (1 — 5)
dt k
~ Pk
Funcéo P(t) =

(k — Py)e "t + P,

Restricbes nos parametros

k>Py,r>0

Assintota horizontal

P=k

Assintota vertical

N&o possui

Pontos criticos

N&o possui

Ponto de inflexao

(72 2)
r Py, /2

Pontos de estabilidade

P=0eP =k

Fonte: Autoria propria.

A Figura 3.1 apresenta um gréafico genérico do modelo logistico de Verhulst,

segundo as hipoteses discutidas nessa sec¢ao.

Figura 3.1: Gréafico do Modelo deterministico de Verhulst para populacao crescente

P(#) .

7

By

1ln k—P
r Py

Fonte: Autoria prépria
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Na proxima secdo, com base no trabalho “Modelagem Matemética e a arte da
fabricacdo de paes artesanais” de Boeno (2018), serd apresentada e justificada a

escolha dos parametros para o modelo.

3.2 JUSTIFICATIVA E ESCOLHA DOS PARAMETROS

Os dados experimentais utilizados neste trabalho foram obtidos da monografia
“‘Modelagem Matemaética e a arte da fabricacdo de pées artesanais” de Boeno (2018),
e corresponde a area de secao transversal de fotografias binarizadas tiradas durante
0 processo de fermentacao de péaes artesanais, em intervalos de tempo regulares.

O objetivo do trabalho de Boeno (2018) consistia em avaliar, entre 0s modelos
logistico e exponencial assintotico, qual representava melhor o processo de
fermentagcdo de pées artesanais. Para isso, a autora desenvolveu os modelos
matematicos para a fermentacao de quatro paes artesanais, preparados, seguindo a

receita presente no Anexo A.

Boeno concluiu que: “[...] o modelo que pode ser utilizado para descrever a
fermentacédo de paes artesanais € o modelo logistico” (BOENO, 2018, p. 51). Essa
afirmacao foi feita, pois, em todos os casos, o0 modelo logistico foi 0 que melhor

representou os dados experimentais.

Dentre os quatro modelos elaborados por Boeno, serdo utilizados apenas os
parametros referentes ao Pdo 1 (P1), cuja equacdo de crescimento obtida pelo
processo de modelagem € dada por (3.17), e 0os parametros estdo explicitados na
Tabela 3.2.

3.477.738 (3.17)
11,8355¢-00018t 4 1

P(t) =

Tabela 3.2: Pardmetros do modelo logistico deterministico

Parametro Valor
k 3.477.738
T 0,0018
Py 270.946,8272

Fonte: Adaptado de Boeno (2018, p. 42).

75



A Figura 3.2 apresenta o grafico de dispersédo dos dados experimentais do P&o

1 e a curva logistica do modelo de Verhulst a ele associado.

Figura 3.2: Grafico dos dados do Péao 1 e curva logistica do modelo de Verhulst associado

4.000.000
3.500.000 /w
3.000.000
_ X o
= 2.500.000 O
X Y o
2 2.000.000 //
(5]
Q
& 1.500.000
1.000.000
500.000
0
0 1000 2000 3000 4000 5000
Tempo (segundos)
& Dados Experimentais Logistico

Fonte: Adaptado de Boeno (2018, p. 43)

O eixo vertical da Figura 3.2, representa a area (pixel?) das fotografias
binarizadas tiradas durante o processo de fermentacdo do Pao 1, isto €, representa a
area do péao, que aumenta, na forma, conforme cresce a populacao de bactérias que
atuam na fermentacdo de paes. Enquanto o eixo horizontal, representa o instante

(segundos) em que cada uma dessas fotografias foi tirada, depois da primeira delas.

Caso haja interesse em uma explicacdo mais detalhada sobre a obtencao dos
dados e a construcdo de cada um desses modelos deterministicos para a fermentacéo

de paes, sugere-se a leitura da monografia de Boeno (2018).

Nesta pesquisa, o parametro escolhido para ser fuzzificado, isto é, descrito a
partir da Teoria dos Conjuntos Fuzzy, € a populacao inicial P,. A justificativa para tal
escolha se da pela forma em que a receita para a producédo de péaes artesanais €

apresentada (Anexo A). Observe que:

e No modo de preparo, a orientagdo é que se modele a massa na forma, no entanto
nem sempre serd possivel modelar exatamente no mesmo formato;
e Segundo Boeno (2018), o fermento bioldgico seco utilizado no preparo do péo

artesanal € influenciado pela temperatura do local, de modo que quanto maior for
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a temperatura do ambiente, mais rapido sera o processo de fermentacéo, logo, o
tempo de espera de 20 minutos entre a primeira e segunda sova pode néao resultar
sempre no mesmo tamanho de pao;

e No modo de preparo, a orientacao é aguardar até que a massa dobre de volume,
medicao que, em geral, é feita a olho nu, isto €, a pessoa que observa se a massa

dobrou de volume n&o o faz com um instrumento preciso de medigao.

Essas observacgdes indicam que a primeira fotografia binarizada do p&o nao
tera sempre a mesma area, o que justifica a escolha da condi¢cdo inicial como

parametro a ser fuzzificado.

Para adaptar o valor da condi¢cdo inicial para um numero fuzzy, serdo
consideradas as condicdes iniciais obtidas por Boeno (2018) para cada um dos quatro
paes considerados em seu trabalho. Os valores, em pixels ao quadrado, sao
apresentados na Tabela 3.3, em que P1, P2, P3 e P4 sao, respectivamente, os dados
dos pées 1, 2,3e4.

Tabela 3.3: Populagdes iniciais
P1 P2 P3 P4

284.780 150.721 257.784 317.381
Fonte: Adaptado de Boeno (2018, p. 59)

Note que os valores séo diferentes, o que reforca as observagdes apresentadas

anteriormente.

O valor de P2 sera desconsiderado por ser o mais discrepante em relacdo aos
outros, ademais, como o modelo a ser fuzzificado considera os parametros obtidos
através dos dados de P1, é justo que a condicao inicial deste modelo tenha grau de
pertinéncia maximo (um), e os outros valores, P3 e P4, terdo grau de pertinéncia

minimo (zero). Portanto, a condi¢ao inicial serd o niamero triangular fuzzy:
P, = (257.784/284.780/317.381), (3.18)
cujos a-niveis sdo obtidos aplicando a equacao (2.1), dados por:
[2,]° = [26.996a + 257.784,— 32.601 + 317.381], (3.19)
para todo « € [0,1] .

Sendo assim, os parametros para o modelo logistico fuzzy deste trabalho séo
apresentados na Tabela 3.4.
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Tabela 3.4: Pardmetros do modelo logistico fuzzy.

Parametro Tipo Valor
k Crisp 3.477.738
r 0,0018
P, Fuzzy (257.784/284.780/317.381)

Fonte: Autoria propria.

3.3 MODELO LOGISTICO DE VERHULST COM CONDICAO INICIAL FUZZY

Considere o PVI (3.3) dado por:

dP_ P(l P)
dcr | k)’
P(O)_PO;

sendo P:R—- R, e PyER.

Note que sua solugéo, dada pela equacéo (3.13), depende somente de t e da
condicao inicial P,. Assim, pode-se reescrever (3.13) com a seguinte notacao:
P.(P) =P(t,P): R, xR—>R

_ Pok (3.20)
(t,PO) - Pt(PO) - (k _ Po)e_rt + PO

Agora, considerando a condigdo inicial o numero triangular fuzzy P,
apresentado na Secéo 3.2, enuncia-se o problema de valor inicial fuzzy (PVIF) para o
modelo logistico de Verhulst com condicao inicial fuzzy:

dP_ P(l P)
| k)’

13(0) = ﬁo ,
com P:F(R) - F(R), e Py € F(R) .

(3.21)

A solucéo, neste caso, é obtida aplicando o Principio da Extensédo de Zadeh a

solucéo deterministica (3.20), ou seja:
P.(Py) = P(t,P): R; X F(R) — F(R)

PO Pk
(t, By) - P(B,) = i ﬁo)(:?‘” v (3.22)

E, pelo Teorema 2.1, tem-se que 0s a-niveis da solugéo fuzzy (3.22) sao:

[ﬁr(ﬁo)]a = Pt([po]a) (3.23)

78



Logo, substituindo (3.19) em (3.23), o modelo logistico fuzzy para o fenbmeno

tratado neste trabalho é:

[P,y = k[27a + 257,8; — 32,6a + 317,4]
(Pl = 272 12578, —326a + 3174De " + [27a + 2578 —326a + 3174]  (3-24)

Deste modo, a solucdo (3.22) é determinada por uma familia de solucdes
deterministicas dadas por (3.20), sendo que, para cada P de (3.20), o grau de

pertinéncia da solucdo P,(P) em P,(P,) é o mesmo grau de pertinéncia de P em P,,.

Para um estudo mais detalhado sobre equacdes diferenciais fuzzy consulte as
obras: “Modelagem alternativa para dinamica populacional: Sistemas Dinamicos
fuzzy” (Cecconello, 2006), “Estabilidade de sistemas dindmicos fuzzy” (Mizukoshi,
2004) e “Introducdo as equacgdes diferenciais fuzzy: inclusées diferenciais versus
extensdo de Zadeh” (Mizukoshi, 2014).

No proximo capitulo, serdo apresentados os resultados do modelo fuzzy

construido no capitulo 3, bem como os comentérios e discussdes sobre eles.
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4 DISCUSSAO E RESULTADOS

Neste capitulo, € apresentada a representacdo grafica da solucdo do modelo
logistico fuzzy construido no capitulo anterior. Também é feita uma comparacgao
grafica entre o modelo fuzzy e o modelo deterministico desenvolvidos para o processo
de fermentacao de paes artesanais.

A Figura 4.1 representa a solucéo fuzzy do modelo logistico de Verhulst para

fermentacéo de paes artesanais, indicada na equacéao (3.24).

Figura 4.1: Representacao grafica da solucdo do modelo logistico fuzzy
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Fonte: Autoria prépria.

Observe, na Figura 4.1, que ha diversas curvas deterministicas com uma

graduacgéo de cor na escala de cinza. Essas cores representam os diferentes graus
de pertinéncia das curvas ao conjunto fuzzy Pt(ﬁo), determinadas a partir do grau de

pertinéncia dos P, ao ntimero fuzzy triangular P, determinado em (3.22), utilizando a

extensao de Zadeh.
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Para notar essa sutileza, observe a Figura 4.2, na qual é exibida a regido do

grafico da Figura 4.1 no intervalo t € [0,100].

Figura 4.2: Aproximacao do grafico da Figura 4.1 do modelo logistico fuzzy

% 10°

FPopulacao P

247 - 10.2
22T . 10.1
2 i i i i | D
0 20 40 60 80 100
Tempo t

Fonte: Autoria propria.

Note que ha uma diferenca na tonalidade de preto da curva. Como ja foi dito,
isso é feito para representar os diferentes graus de pertinéncia das curvas ao conjunto
fuzzy ﬁt(ﬁo). Quanto mais escura (mais proxima do preto) for a regido em que o ponto
esta, maior é o grau de pertinéncia do elemento ao conjunto e quanto menos escura
(mais proxima do branco) a regido for, menor € o grau de pertinéncia do elemento ao

conjunto.

A Figura 4.4, apresenta as curvas do modelo logistico fuzzy (3.24) e modelo

logistico deterministico (3.17) para a fermentagéo de pées artesanais.
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Figura 4.3: Modelos fuzzy e deterministico para a fermentacéo de paes artesanais
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Fonte: Autoria propria
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Observe que o modelo logistico fuzzy abrange o modelo deterministico, ou seja,

a solucdo deterministica faz parte da solugéo fuzzy do modelo. A Figura 4.5 apresenta,

em detalhes, essa observacéo.
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Figura 4.4: Aproximacéo dos graficos da Figura 4.4
10°
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Fonte: Autoria prépria

A curva deterministica ndo esta na faixa mais escura do grafico fuzzy, pois o
seu grau de pertinéncia ndo é alto o suficiente para isso acontecer, ja que a escolha
que foi feita para o namero fuzzy P, leva em consideracdo os dados experimentais
gue estdo presentes na Tabela 3.3. Comparando o valor de P, do modelo

deterministico (Tabela 3.2) e o numero fuzzy definido em (3.18) pode-se chegar a essa
mesma concluséao.

Mesmo com as observacdes feitas no paragrafo anterior é evidente que o

modelo deterministico desenvolvido por Boeno (2018) faz parte da solucao fuzzy (vide
Figura 4.5).

Para a construcdo dos modelos fuzzy presentes nesse capitulo foi necessario
o desenvolvimento de um codigo de programacdo. O coédigo utilizado para a
construcdo da Figura 4.1 esta presente no Anexo B. A construc¢do das demais figuras

e feita a partir de algumas adaptacdes do codigo disponibilizado.
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CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, foi aplicada a Teoria dos Conjuntos Fuzzy ao processo de
fermentacao de paes artesanais. Para isso, foi considerada uma condigé&o inicial fuzzy
(descrita utilizando a Teoria dos Conjuntos Fuzzy) para o modelo logistico de Verhulst
relativo ao conjunto de dados experimentais do Pao 1 apresentado por Boeno (2018).

A abordagem utilizada na construcdo do modelo fuzzy foi o Principio da
Extensdo de Zadeh, uma vez que a solucédo analitica € conhecida e, no caso deste
trabalho, obtida de um modelo logistico deterministico de Verhulst construido por
Boeno (2018).

Nesse ambito, a vantagem de se utilizar a extensao de Zadeh foi a de poder
primeiro resolver o problema na forma deterministica e depois transforma-lo em fuzzy,
ou seja, a solucao do problema € encontrada na forma deterministica (usando a légica
cladssica) e depois é fuzzificada. Isso € uma vantagem visto que em algumas das
outras abordagens primeiramente o problema seria fuzzificado e, em seguida, seria
resolvido. Do modo como foi feito, o processo de modelagem fuzzy pode ser

simplificado.

Com a apresentacéo gréfica da solucao do modelo fuzzy foi possivel ver que o
modelo deterministico encontrado por Boeno (2018) faz parte da solugdo fuzzy
descrita na atual pesquisa. Dessa forma, pode-se concluir que o objetivo da pesquisa
foi alcancado, pois foi possivel construir o modelo fuzzy para a fermentacdo de paes
artesanais. Ressalta-se, no entanto, que, por ser um modelo, é uma aproximacédo da

realidade, isto é, ha variaveis que nao foram consideradas.

A utilizacdo da Teoria dos Conjuntos Fuzzy no processo de fermentacédo de
paes artesanais conseguiu, portanto, cumprir seu papel de incluir parte das incertezas

presentes na receita (Anexo A).

Como trabalhos futuros, propde-se fuzzificar outros parametros do modelo
logistico como a capacidade suporte, k, e o indice intrinseco de crescimento, r. Além
disso, a populagao inicial (P,) pode ser fuzzificada escolhendo outro conjunto fuzzy
para representa-la. Outras abordagens para a utilizacdo da légica fuzzy podem ser
utilizadas, tais como o Sistema Baseado em Regras Fuzzy e/ou a Inclusdo de
Equacdes Diferenciais fuzzy, as quais podem ser encontradas nas referéncias deste

trabalho.
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ANEXO A — RECEITA PARA A FABRICACAO DE PAES CASEIROS
Ingredientes:

e 480g de farinha

e 50g de acucar

e 200 ml de leite morno

e 50g de manteiga ou nata em temperatura ambiente
e 1 pitada de sal

e lovo

e 10g de fermento biolégico seco

e 1gema
Preparo:

Coloque o leite morno em uma bacia, adicione o fermento bioldgico seco e
mexa para “hidratar” o fermento, entdo acrescente o ovo e a manteiga e misture bem
até ficar quase homogéneo, em seguida pode colocar 0s secos junto a mistura e sove
bem por 10 minutos, pois a massa precisa incorporar todos os ingredientes até soltar

das maos.

Apds a primeira sova, cologue a massa num recipiente e cubra, deixando
descansar por 20 minutos ou até dobrar de tamanho, em um local que néao seja frio

(ex: forno micro-ondas, forno convencional, sem liga-los).

Feito isso, sove novamente para ativar o fermento, modele o péao, coloque numa
forma para péao, deixe crescer por 40 minutos, pincele a gema em cima do p&ao, mas
com cuidado para ndo apertar a massa, leve para assar em forno pré-aquecido a

180 °C por aproximadamente 30 minutos.

Fonte: Modelagem Matematica e a arte da fabricacdo de paes artesanais
(Boeno, 2018, p. 57)
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ANEXO B — CODIGO DO MODELO FUZZY

clc

clear all

n=1000;

t = linspace(0,5000,n);

%definicdo dos parémetros
= 0.0018;
3477738;

=~ B
Il

%Pontos auxiliares para construir a reta da capacidade suporte
Pinf = linspace(K,K,n);

%definindo o numero fuzzy triangular
a = 257784; b = 284780; c = 317381;
P01 = linspace(a,b,n);

P02 linspace (b,c,n);

%Criando uma variavel para alterar a cor das curvas
cor = linspace(1,0,n);

%criando os graficos dos modelos

figure
for i=1l:n
hold on
P = K./ (1+(K./P01(i)-1) .*exp(-r.*t));
S = K./ (1+(K./P02 (n+1-1)-1) . *exp(-r.*t)) ;
f = fill([t,fliplr(t)], [P, fliplr(S)],cor(i)*[1 1 11);
set (f, "EdgeColor',cor(i)*[1 1 11);
end

%criando o grafico da capacidade suporte
plot(t,Pinf, 'r--");

xlabel ('Tempo t')

ylabel ('Populacdo P'")

hold off
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