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Resumo

Este trabalho tem como objetivo utilizar a Teoria de Conjuntos Fuzzy para desenvolver
um modelo matematico capaz de descrever o comportamento do nimero de casos de
COVID-19 no Estado de Sao Paulo em fungao do tempo. Para isso, € utilizado um
Sistema Baseado em Regras Fuzzy para desenvolver um modelo logistico p-fuzzy.
Sao apresentados alguns conceitos de Modelagem Matematica, bem como o con-
ceito de modelo matematico e o método empregado no processo de modelagem. Sao
exibidas as principais definicoes sobre a Teoria de Conjuntos Fuzzy, como conjuntos
fuzzy, niveis de um conjunto, nimero fuzzy, légica fuzzy, Sistema Baseado em Regras
Fuzzy e sistemas p-fuzzy. Também sao apresentadas informagdes sobre a COVID-19,
as quais auxiliaram na formulagao do modelo. Por fim, € exibida a curva solugdo do
modelo construido e sao feitas consideracoes a seu respeito.

Palavras-chaves: Teoria de Conjuntos Fuzzy, Modelo Logistico, Modelagem Ma-
tematica, Sistemas P-Fuzzy, COVID-19.






Abstract

This work has the purpose use Fuzzy Set Theory to develop a mathematical model
capable to describing the behaviorof the number of COVID-19 cases in the State of Sao
Paulo as a function of time. For this a Fuzzy Rules Based System is used to develop
a p-fuzzy logistic model. Some concepts of Mathematical Modeling are presented,
as well as the concept of mathematical model and the method used in the modeling
process. The main definitions about Fuzzy Set Theory are shown, such as fuzzy sets,
levels of a set, fuzzy number, fuzzy logic, Fuzzy Rules Based System and p-fuzzy
systems. Information about COVID-19 is also presented, which helped in formulating
the model. Finally, the solution curve of the built model is displayed and considerations
are made about it.

Key Words: Fuzzy Set Theory, Logistic Model, Mathematical Modeling, P-Fuzzy Sys-
tem, COVID-19.
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Introducao

A modelagem € uma ferramenta muito utilizada na Matematica e possibilita o
desenvolvimento de modelos matematicos comumente utilizados para a compreensao
e projegao futura de fendbmenos. De forma mais especifica, pode-se dizer que ela é
“[...Jum processo que alia teoria e pratica, motiva seu usuario na procura do entendi-
mento da realidade que o cerca e na busca de meios para agir sobre ela e transforma-
la” (BASSANEZI, 2006, p. 17).

Segundo Jafelice, Barros e Bassanezi| (2012) a caracteristica essencial da mo-
delagem matematica, utilizando sistemas de equacdes deterministicas (ou seja, equa-
cOes especificas com um conjunto de entrada conhecido e que resultara em uma
Unica saida), € a precisao obtida nas previsdes do fenébmeno. Contudo, essas pre-
visOes estdao sempre dependentes de informacgdes precisas, diferentemente dos mo-
delos estocasticos, que ndo possuem solugao Unica, a qual esta associada a certa
probabilidade.

O exemplo utilizado por Jafelice, Barros e Bassanezi| (2012) explana melhor
essa situacao.

[...] se temos uma populagao de ‘fumantes’ num instante t,, sujeita a
alguma taxa de mortalidade, podemos querer saber como estara com-
posta esta populagdo no futuro. Se considerarmos que cada individuo
desta populacéao é simplesmente fumante ou nao fumante o problema
pode ser resolvido com um modelo deterministico, tomando separa-
damente ambas as populagdes. Por outro lado, se temos inicialmente
uma distribuicao de probabilidades dos fumantes desta populagao, po-
demos usar um modelo estocastico para estudar a evolugdo desta
distribuicao inicial. Agora, se a caracteristica de ser fumante depen-
der da quantidade de cigarros que se fuma diariamente, qualidade dos
cigarros fumados, intermiténcia do ato de fumar etc, devemos caracte-
rizar também o grau de ser fumante [...]. (JAFELICE; BARROS; BAS-
SANEZI, 2012 p. 12)

Dessa forma, € possivel perceber como, em algumas situacoes, as variaveis
utiizadas — principalmente as presentes no cotidiano — permanecem fora do trata-
mento matematico tradicional, em que sdo simplesmente classificadas como “per-
tence” ou “nao pertence” ou respondidas com um simples “sim” ou “nao” (BARROS;
BASSANEZI, 2010).



18 Introdugéo

Para descrever certos fenébmenos relacionados ao mundo sensivel, te-
mos utilizado graus que representam qualidades ou verdades parciais
ou padrdes do melhor [...] € precisamente nesse tipo de incerteza que
a Ldgica Fuzzyﬂ tem dado suas principais contribuigées. (BARROS;
BASSANEZI, 2010, p. 11)

Em 1965, Lofti Asker Zadeh apresentou a Teoria dos Conjuntos Fuzzy “com o
objetivo de fornecer um método de obtencao e manuseio de informacdes imprecisas
gue sao tipicas do raciocinio humano” (FERREIRA, 2011} p. 1), ou seja, traduzir ma-
tematicamente termos linguisticos incertos na Matematica, como “aproximadamente”,
“em torno de”, dentre outros.

Com isso, esse também “seria um primeiro passo no sentido de se programar
e armazenar conceitos vagos em computadores, tornando possivel a producao de
calculos com informacdes imprecisas, a exemplo do que faz o ser humano” (BASSA-
NEZI, 2006, p. 12).

Segundo Jafelice, Barros e Bassanezi (2012) a Teoria de Conjuntos Fuzzy pode
ser utilizada para modelar fenémenos incertos, com variaveis que sao frequentes em
fendbmenos biologicos e dificeis de serem avaliadas como médias de dados experi-
mentais. Nesta obra, € possivel observar diversas aplicagcdes utilizando subconjuntos
fuzzy, dentre elas, a utilizagao de um Sistema Baseado em Regras Fuzzy (SBRF) para
construir um modelo de evolugdo da AIDS.

No artigo de Melo e Moraes| (2018) ¢ feita a aplicacdo da Teoria de Conjun-
tos Fuzzy em um sistema espacial de suporte a decisao para gestao do combate a
dengue, onde novamente é utilizado um SBRF para detectar areas de prioridade de
combate ao agravo da dengue, utilizando dados obtidos por meio de uma parceria
com a Secretaria de Saude do Estado da Paraiba.

O modelo obtido considera diferentes fatores que envolvem o problema em
questao, utilizando-os na tomada de decisao, que tem por objetivo identificar locais
prioritarios para o modelo nos municipios da Paraiba, e contribuindo para o desenvol-
vimento de politicas publicas.

Em Leite e Bassanezi (2010) foi feito uma aplicacao de sistemas p-fuzzy — em
que as variaveis de entrada sao descritas por uma série de regras — para modelar
equacoes diferenciais parciais utilizando o método de Inferéncia de Mamdani, como
proposto neste trabalho.

“Apesar da forte resisténcia a teoria dos conjuntos fuzzy, muitos pesquisadores
vislumbraram as possibilidades que esta teoria oferecia” (FERREIRA, 2012, p. 1) e
com aplicagdes praticas cada vez mais bem sucedidas, tem-se explorado bastante seu

1 Area de estudo que envolve Conjuntos Fuzzy e suas operagdes.
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potencial na modelagem de fendmenos biolégicos (BARROS; BASSANEZI, 2010).

Esta nova maneira de modelar problemas ligados a realidade biolégica,
onde tanto as variaveis de estado como os parametros sao impregna-
dos de subjetividade, vem ganhando terreno na area de Biomatematica
com resultados significativos e animadores. (JAFELICE; BARROS;
BASSANEZI, 2012, p. 13)

Algumas das aplicagdes da Biomatematica sao tipicas de dinamica de populacao,
como, por exemplo, o numero de casos de COVID-19, doenca que vem sendo muito
estudada e debatida desde que foi caracterizada como pandemia pela Organizagcao
Mundial da Saude (OMS) em margo de 2020.

Estudar o comportamento dessas populagdes, através da modelagem, permite
gue medidas de prevencao sejam adotadas para evitar o agravo da doenga.

Assim, o objetivo principal deste trabalho € modelar, por meio da Teoria de Con-
juntos Fuzzy, uma curva que descreva o comportamento do numero de infectados por
COVID-19 no Estado de Sao Paulo em funcao do tempo e, para isso, serao utilizados
conceitos da modelagem matematica e da Teoria de Conjuntos Fuzzy.

Com a modelagem matematica, sera possivel avaliar qual modelo melhor se
ajusta aos dados coletados. Com a Teoria de Conjuntos Fuzzy, sera possivel consi-
derar incertezas e imprecisdes que o fendmeno apresenta, uma vez que esta teoria
permite a manipulagao de informagoes subjetivas.

De forma mais especifica, sera elaborado um modelo p-fuzzy dos casos de
COVID-19 no Estado de Sao Paulo considerando incertezas.

No Capitulo (1| sdo feitas consideragdes a respeito da Modelagem Matematica,
bem como conceitos fundamentais sobre a Teoria de Conjuntos Fuzzy, com exemplos
e suas principais definicoes.

No Capitulo [2] sdo apresentados conceitos sobre sistemas p-fuzzy, seu funcio-

namento e sua estrutura.

No Capitulo 3| é elaborado o problema a ser modelado, trazendo mais detalhes
referentes a pandemia de COVID-19 no Estado de Sao Paulo, apresentacao dos dados
utilizados e a construgao do modelo.

Por fim, sao feitas as consideracdes finais sobre o modelo, bem como su-
gestoes para trabalhos futuros.
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1 Conceitos Preliminares

Neste capitulo serao apresentados conceitos e exemplos sobre Modelagem
Matematica e Teoria de Conjuntos Fuzzy que serao utilizados ao longo do trabalho.
As definicdes e exemplos utilizados sao baseados nos livros Tépicos de Logica Fuzzy
e Biomatematica (BARROS; BASSANEZI, 2010), Teoria dos Conjuntos Fuzzy com
Aplicacdes (JAFELICE; BARROS; BASSANEZI, 2012), Ensino-Aprendizagem com
Modelagem Matematica (BASSANEZI, 2006), e nas dissertacdes de mestrado de
Gayer| (2017) e de |Ferreira (2012).

1.1 Modelagem Matematica

A grande motivagdo do desenvolvimento da Matematica ao longo da historia
veio da preocupacao em solucionar problemas praticos de determinada época. O ser
humano sempre buscou entender e explicar o mundo e seus fendémenos, logo, a busca
por modelos que explicassem, ou pelo menos descrevessem esses fatos, manifesta-
se desde os tempos mais antigos.

De fato, a Matematica foi, e permanece sendo desenvolvida a partir das neces-
sidades de uma sociedade a resolver problemas.

O objetivo fundamental do “uso” de matematica € de fato extrair a parte
essencial da situagao-problema e formaliza-la em um contexto abstrato
onde 0 pensamento possa ser absorvido com uma extraordinaria eco-
nomia de linguagem. Desta forma, a matematica pode ser vista como
um instrumento intelectual capaz de sintetizar idéias concebidas em
situacdes empiricas que estdo quase sempre camufladas num emara-
nhado de variaveis de menor importancia. (BASSANEZI, 2006, p. 18)

Em geral, a matematica estuda a simulagao de sistemas reais, criando mode-
los, a fim de prever o seu comportamento, sendo empregada em diversos campos de
estudo como a Quimica, Biologia, Fisica, Economia e Engenharias. Com isso, Bas-
sanezi (2006) cita que a matematica tem servido de base para modelar mecanismos
gue controlam a dindmica de populacdes, a epidemiologia, a ecologia, a neurologia, a
genética e os processos fisiologicos.

Ainda segundo Bassanezi (2006), um modelo matematico € um conjunto de
simbolos e relagdes matematicas que representam de alguma forma o objeto estu-
dado, e que podem ser formulados de acordo com a natureza dos fenbmenos ou
situagdes analisadas e classificados conforme o tipo de matematica utilizada.

O intuito de se criar modelos é porque eles permitem entender o comporta-
mento de fendmenos de forma mais simples, ou entdo descrevé-lo de forma mais
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completa, de forma que seja tao precisa quanto o fenébmeno real. No entanto, é im-
possivel criar modelos que representem com fidelidade o problema real, dessa forma,
sdo utilizadas hipoteses simplificadoras.

Nesse sentido, a Modelagem Matematica visa descrever um problema real,
modelando o problema por meio de um modelo aproximado, e desse problema apro-
ximado, obter solugoes reais.

Desse modo, a Modelagem Matematica “é um processo dinamico utilizado para
a obtencao e validacao de modelos matematicos [...]” e ela “[...] consiste, essencial-
mente, na arte de transformar situagdes da realidade em problemas matematicos cu-
jas solucoes devem ser interpretadas na linguagem usual” (BASSANEZI, 2006, p. 24).

Segundo Bassanezi (2006), a modelagem nao deve ser utilizada como um re-
curso que pode ser adaptado a qualquer tipo de realidade, pois isso pode ser mais
destrutivo do que esclarecedor, visto que seu uso é adequado somente se auxiliar no
desenvolvimento e compreensao do fenémeno analisado.

A Modelagem Matematica de um problema real deve seguir uma sequéncia de
etapas, que podem ser vistas na Figura[l]

Figura 1 — Esquema de um processo de modelagem.

| - Problema nao
Matermatico

T , S

,*' 3 - Resolugéo: Estudo
," Analitico & Numérico

» 2 - Abstragao —* |||l - Modelo Matematico

1 - Experimentacao

e

b o -..-.-.-.-*

e L L L L L L
.

L 4 ar -~ h ;

. - | —l . - —— -
Il - Dados Experimentais| Qe 4 - Validagao A > IV - Solugdo
6 - Aplicagao

Fonte: Bassanezi| (2006).
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Segundo |Bassanezi| (2006), cada etapa pode ser entendida da seguinte forma:

1. Experimentacdo: Essa etapa ocorre em laboratério, com o objetivo de processar
os dados obtidos. E a natureza do fenémeno e o objetivo da pesquisa que vao
ditar o método experimental que deve ser adotado.

2. Abstracdo: E a fase que deve levar a formulacdo do Modelo Matematico, e possui
algumas subetapas:

a) Selecao das variaveis: As variaveis devem ser bem definidas, distinguindo
entre as variaveis de estado (que descrevem a evolugao do sistema) e as varia-
veis de controle (que agem sobre o sistema).

b) Problematizacao ou formulagao aos problemas tedricos numa linguagem
propria da area em que se esta trabalhando: Formular o problema de forma
especifica, indicando exatamente o que se pretende fazer. O enunciado do pro-
blema deve ser definido de forma clara, compreensivel e operacional.

c) Formulacao de hipdteses: Formular as hipoteses, ou seja, as partes da
teoria que podem ser testadas. Pode-se dizer que as hipoteses se referem
a frequéncia da interrelagdo entre as variaveis observadas experimentalmente.
Elas podem ser formuladas de varios modos: observacao dos fatos, comparacao
com outros estudos, deducao légica, experiéncia pessoal do modelador, obser-
vacao de casos singulares da propria teoria, analogia de sistemas etc.

d) Simplificagao: Muitos fenbmenos estudados podem ser complexos e difi-
ceis de compreender, por isso, pode ser necessario uma simplificacao selecio-
nando somente as informagdes necessarias. Contudo, € importante nao simpli-
ficar demais e perder informagdes necessarias.

3. Resolugao: Quando é possivel substituir a linguagem natural das hipéteses por
uma linguagem matematica coerente, é que se tem o modelo matematico. Sua
resolugao esta diretamente relacionada com a complexidade empregada em sua
formulacao, podendo ser necessario a utilizacado de meios computacionais para
conseguir solugdes aproximadas.

4. Validacdo: Nessa etapa sao feitos testes para saber se 0 modelo, juntamente
com as hipdteses anteriormente elaboradas, vao ser aceitos ou nao. Esse pro-
cesso é feito comparando os dados reais com os dados obtidos pelo modelo,
que deve, no minimo, prever os fatos que o originaram. De maneira geral, um
bom modelo é aquele que o especialista que executou a modelagem o con-
sidera como tal. Graficos das solugcdes podem ser utilizados para facilitar a
interpretacao das previsoes.
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5. Modificagdo: Fatores como hipéteses falsas, pressupostos incorretos, dados ob-
tidos de maneira incorreta, hipéteses e dados insuficientes, variaveis na situagao
real que nao foram utilizadas e erros no desenvolvimento matematico, podem
causar uma rejeicao do modelo matematico. Dessa forma, seria fundamental
realizar ajustes necessarios.

A Modelagem Matematica pode ser utilizada, tanto como método cientifico de
pesquisa, quanto estratégia de ensino e aprendizagem, como forma de incentivo a
alunos e professores. No primeiro caso, quando utilizada como instrumento de pes-
quisa, segundo Bassanezi (2006), pode estimular novas ideias e técnicas experimen-
tais, fornecer informagodes diferentes das inicialmente previstas, ser utilizada como um
método para fazer interpolacdes, extrapolagdes e previsoes, pode ajudar na tomada
de decisoOes, preencher lacunas onde existir falta de dados, servir de linguagem uni-
versal para pesquisadores compreenderem determinado fenémeno e, principalmente,
servir como recurso para melhor entendimento da realidade.

1.2 Conceitos de Conjuntos Fuzzy

E possivel descrever variaveis do dia a dia usando a linguagem de conjuntos,
reunindo caracteristicas e elementos comuns em determinados grupos através da Te-
oria Classica de Conjuntos, definida pela funcao caracteristica a seguir.

Definicao 1.2.1. Seja U um conjunto e A um subconjunto de U. A fung&o carac-

teristica de A é dada por
1, sexe A

;

za(z) = 0. scagAd (1.1)

Assim, x4 € uma fungdo com dominio U e imagem no conjunto {0, 1}. A funcéo

indica quais elementos de U pertencem e quais nao pertencem a A. No entanto, em

alguns casos pode nao ser possivel determinar se algum elemento pertence ou nao

a um conjunto com a mesma facilidade, como por exemplo, ao tentar determinar o

conjunto de pessoas de “meia idade”. Uma pessoa com 29 anos pertence a esse

conjunto? E uma com 56 anos? E incerto dizer qual a idade necessaria para fazer

parte desse conjunto, contudo, parece razoavel dizer que uma pessoa de 56 anos
pertence mais a esse conjunto do que uma pessoa de 29 anos.

Dessa forma, na Teoria de Conjuntos Fuzzy existe um grau de pertinéncia de
cada elemento a um determinado conjunto.

Definicao 1.2.2. Seja U um conjunto classico. Um subconjunto fuzzy F de U é carac-
terizado por uma fungao:
or U —[0,1],



1.2. Conceitos de Conjuntos Fuzzy 25

chamada de fungao de pertinéncia do subconjunto fuzzy F.

O valor de ¢y indica o grau de pertencimento com que o elemento z de U esta
no conjunto F. Quando ¢r(x) = 0 pode-se dizer que x ndo pertence ao conjunto F,
e quando pr(x) = 1, x pertence completamente ao conjunto F. Assim, um elemento
pode pertencer a mais de um conjunto fuzzy, com diferentes graus de pertinéncia.

Para o exemplo citado anteriormente, do conjunto de pessoas de “meia idade”,
pode-se, entao, considerar que uma pessoa de 56 anos possui um grau de pertinéncia
mais préximo de 1 do que uma pessoa de 29 anos.

Um subconjunto fuzzy F' é formado por elementos de um conjunto classico U,
esses elementos possuem um valor de pertinéncia a F, entdo pode-se dizer que um
subconjunto fuzzy F de U é formado por pares ordenados:

F ={(z, pp(x)), comz € U}.
Exemplo 1.2.1. Considere o subconjunto fuzzy F dos numeros inteiros proximos a 4:

or(x) ={z € R: x € prozimo de 4}.

Definindo o conjunto solugdo como os elementos pertencentes ao conjunto
(3, 5], tem-se a fungdo ¢r(x) : R — [0, 1], que associa a cada x real o valor de proximi-
dade ao ponto 4, dada por:

1—|z—4, sexe][3,5]
pr(z) = )
0, sex & [3

cuja representagdo pode ser vista na Figura|2

E possivel perceber que, quanto mais se aproxima, tanto pela direita quanto
pela esquerda, do numero 4, o grau de pertinéncia é maior, atingindo ¢r(x) = 1 no
proprio 4. No entanto, a proximidade é relativa e depende da fungao de pertinéncia
determinada pelo que se considera “proximo’.

Na Teoria Classica de Conjuntos, também chamada crisp, a representacao
analitica poderia ser dada da seguinte forma:

(2) = 1, sez € [3,5]
TN 0, sex ¢35

cuja representagdo pode ser vista na Figura[3
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Figura 2 — Gréfico da fungéo ¢ () do exemplo[1.2.1]

or()
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0.2 1
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Fonte: Autoria propria.

Figura 3 — Grafico da fungao z 4(x) do exemplo 1.2.1.

za(x)

0.8 1
0.6 1
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0.2 1

Fonte: Autoria propria.

1.2.1 Niveis de um Conjunto Fuzzy

Nesta subsecao sao apresentados os conceitos de suporte de um conjunto
fuzzy e a-nivel, necessérios para definir um ndmero fuzzy.

Definicao 1.2.3. Suporte de um conjunto fuzzy A sdo todos os elementos de U que
tém grau de pertinéncia diferente de zero em A e denotado por Supp (A):

Supp (A) ={x € A: pa(x) > 0}. (1.2)
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Definicao 1.2.4. Seja A um subconjunto fuzzy de U e « € [0,1]. O «-nivel de A é o
subconjunto classico de U definido por:

[A]* ={x € U :pa(x) > a}, paratodo 0 < a < 1. (1.3)

Assim, um elemento = de [A]* pertence ao conjunto fuzzy A com, no minimo,
grau . Quando a = 0, tem-se que [A]° = Supp A.

Exemplo 1.2.2. Sgja U = R o conjunto dos numeros reais, € A um subconjunto fuzzy
de R com a seguinte fun¢ao de pertinéncia

r—2, se2<x<3
oa(z) =% 4—z, sed3<z<4 .
0, se x¢][24]

Pela definigao|[1.2.3 tem-se Supp A =]2,4|.

Determinando o conjunto «-nivel, com 0 < a < 1, considerando z — 2 > a e
4—x>a,entdo[A* =2+ a,4—ql.

Na Figura|4 é apresentada uma representacao grafica de [A|*, no eixo z, para

um valor de a € |0, 1].

Figura 4 — Grafico da fungao ¢ 4(x) do exemplo 1.2.2 com representacao do «a-nivel.

<N

palz)

O e = = =

Fonte: Autoria prépria.

1.2.2 Numero Fuzzy

Quando um objeto € medido com a utilizacdo de uma régua, em alguns casos,
pode ser dificil dizer com exatidao o tamanho obtido através da medicdo e € comum
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ouvir que o tamanho ficou “em torno de” algum valor. Essa expressao linguistica pode
ser indicada por um subconjunto fuzzy A cujo dominio da fungdo de pertinéncia de A,
dada por ¢4, € 0 conjunto dos nimeros reais que representa os possiveis valores para
o tamanho do objeto medido.

Definicao 1.2.5. Um subconjunto fuzzy A é chamado de numero fuzzy quando o con-
junto universo no qual ¢ 4 esta definida é o conjunto dos numeros reais R e satisfaz as
condigées:

I. todos os a-niveis de A s&o ndo vazios, com 0 < a < 1;
/. todos os a-niveis de A s&o intervalos fechados de R;
. Supp (A) = {x € R: pa(x) > 0} é limitado.
Podemos observar que todo namero real € um numero fuzzy particular cuja

funcdo de pertinéncia é sua fungao caracteristica. Os numeros fuzzy mais comuns
sao os triangulares e trapezoidais.

Definicao 1.2.6. Um ndmero fuzzy A é dito triangular se sua fungao de pertinéncia é

da forma )

0, se r<a

T —a
, Sea<zx<u
U—a
@A(x)_ b
aj_
, seu<z<b
u—>b

\ 0, sexr>b

O numero triangular possui esse nome pois o grafico da fungao de pertinéncia
tem o formato de um tridngulo, de forma que a base é o intervalo [a, b] € 0 ponto (u, 1),
o vértice. Um numero fuzzy triangular pode ser denotado por (a; u;b) ou por a/u/b e
nao necessariamente é simétrico, pois o valor de b — u pode nao ser igual ao valor de

u — a.
Os a-niveis dos numeros triangulares tém a forma:
[A]* = [(u —a)a+a,(u—Db)a+b], VYael0,1].

Exemplo 1.2.3. A expressao “em torno das duas horas” pode ser modelada matema-
ticamente pelo numero fuzzy triangular, cuja fun¢ao de pertinéncia é dada por:

0 se r<1,8

se 1,8<x <2

se 2<x <22

0 se x>2,2
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cuja representagao gréfica pode ser vista na Figura[§

Figura 5 — Grafico da fungéo ¢4 () do exemplo 1.2.3.
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Fonte: Autoria propria.

Os a-niveis do exemplo 1.2.3 sdo dados por [A]* = [0,2a + 1,8; —0,2a + 2,2].
Por exemplo, para a = 0,5 tem-se [A]>® = [1,9; 2,1].

Definicao 1.2.7. Um numero fuzzy A é dito trapezoidal se sua fungdo de pertinéncia
tem a forma de um trapézio e é dada por

(T —a
, Sea<x<b
b—a
1, se b<z<c
pa(r) = d— =
, Se c<zx<d
d—c
0, caso contrario

\

Os a-niveis dos numeros trapezoidais tém a forma:
[A] = [a(b—a) + a,a(c — d) +d], VYa€]0,1].

Exemplo 1.2.4. O conjunto fuzzy dos adolescentes pode ser representado pelo numero
fuzzy trapezoidal, dado pela funcdo de pertinéncia a seguir

—11
(T sell<z<l4
1, se 14<x <17
palz) = 20 — x )
, se 17T<x <20
. 0, caso contrario

cuja representagdo grafica pode ser vista na Figura|6,
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Figura 6 — Grafico da fungao ¢ 4(x) do exemplo 1.2.4.

0 5 10 15 20 25 30

Fonte: Autoria propria.

Os a-niveis do exemplo 1.2.4 sdo dados por [A]* = [3a + 11, —3« + 20]. Por
exemplo, para o = 0, 7 tem-se [A]>7 = [13,1; 17,9].
1.2.3 Ldgica Fuzzy

Na logica classica as preposicoes sdo consideradas verdadeiras ou falsas, ba-
seadas na Teoria Classica de Conjuntos. A légica fuzzy tem como base a Teoria de
Conjunto Fuzzy e uma preposicao fuzzy é do tipo “Sex é A ey é B, entao » é C”,
sendo verdadeira ou falsa com um certo grau (SILVA, 2005).

Variaveis Linguisticas

As variaveis linguisticas sao variaveis cujos valores sao palavras, ao invés de
nuameros. Cada termo linguistico corresponde a um conjunto fuzzy. Por exemplo, “al-
tura” € uma variavel linguistica que pode assumir valores: Baixa, Média, Alta.

Operacoes t-norma e t-conorma

Definicao 1.2.8. (t-norma). O operador A : [0,1] x [0,1] — [0,1], A(z,y) =z Ay, €
uma t-norma, se satisfazer as sequintes condicées:

ay) elemento neutro: A(l,z) =1Ax = x;
az) comutativa: A(z,y) =xDNy=y Az =Ay,x);

as) associativa: t A (y A z)=(x Ay) A z;
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a4) monotonicidade: sex <u ey <wv,entdoxr Ay <ulv;

A operacao t-norma estende o operador A que modela o conectivo “e”.

Defini¢ao 1.2.9. (t-conorma). O operador<; : [0,1] x [0,1] — [0,1], V(z,y) =2V ¥,
€ uma t-conorma, se satisfazer as seguintes condigées:

b1) elemento neutro: \7(0,2) =0 = = x;
by) comutativa: </(z,y) =2V y=yv ="y, ),
bs) associativa: t~7 (y~7 2) = (x\V y) V 2,

by) monotonicidade: sex <uey <v,entdoxryy < uyv;
A operacao t-conorma estende o operador V que modela o conectivo “ou”.

1.2.4 Sistemas Baseados em Regras Fuzzy

O Sistema Baseado em Regras Fuzzy (SBRF) € um sistema que utiliza a légica
fuzzy para gerar saidas para cada entrada fuzzy, ou seja, ele utiliza conceitos da Teoria
de Conjuntos Fuzzy.

Uma base de regras fuzzy é da seguinte forma:
Se “estado” Entao “resposta”,
assim, cada regra € uma proposicao fuzzy que retorna uma classificagao.

Controlador Fuzzy

Quando cada entrada fuzzy corresponde a uma saida fuzzy, ou seja, quando
cada “condicao” resulta em uma “acao”, o sistema de base de regras € chamado de
controlador fuzzy. A estrutura de um controlador fuzzy possibilita a transformacao do
dominio do fenémeno, normalmente os nimeros reais, para 0 dominio dos conjuntos
fuzzy. Depois disso, é utilizado um método de inferéncia nas regras pré-estabelecidas
para que seja tomada uma decisdo. Para concluir, € possivel fazer a transformagao
inversa, do conjunto fuzzy para o escolhido. O processo para a construgao do sistema
fuzzy é feito pelos seguintes modulos:

(i) Modulo de fuzzificagdo: Neste médulo as entradas sdo modeladas matematica-
mente por conjuntos fuzzy. As fungdes de pertinéncia devem ser formuladas com
o auxilio de algum especialista e, mesmo se o conjunto for classico, eles devem
ser fuzzificados por meio de sua fungao caracteristica.
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(ii)

(i)

Maodulo de base de regras: O modulo de base de regras é constituido pelas
proposicoes fuzzy e podem ser dadas da seguinte forma:

Se X é A;entdo Y é B,.
Essas proposicdes sao construidas fazendo as combinacdes adequadas entre
as variaveis de entrada e as variaveis de saida.

Maodulo de inferéncia fuzzy: Neste mddulo cada proposi¢ao € traduzida mate-
maticamente através dos conceitos da Teoria de Conjuntos Fuzzy, definindo os
conectivos l6gicos (t-normas, t-conormas e regras de inferéncia) mais adequa-
dos para obter a relagao fuzzy que ira modelar a base de regras criada. Nesse
trabalho, sera utilizado o método da inferéncia de Mamdani.

Modulo de defuzzificagao: No modulo de defuzzificagao é possivel transformar
a variavel de saida fuzzy em um valor numérico. Existem varios métodos de
defuzzificagdo, os mais comuns sdo: centro de gravidade, centro dos maximos e
média dos maximos. Nesse trabalho, sera utilizado o centro de gravidade.

Na Figural[7]é possivel ver um esquema simplificador dos médulos de um SBRF.

Figura 7 — Esquema de um SBRF.

( Fuzificador )

(Defuzzﬁ cador )

Fonte: |Silva (2005).

Inferéncia de Mamdani

Um método de inferéncia fuzzy utilizado para se concluir a respeito das regras

fuzzy é a Inferéncia de Mamdani. Esse método é baseado na regra de composicao de
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inferéncia max-min, apresentando uma relacao fuzzy binaria para modelar as regras
fuzzy, que pode ser exemplificado da seguinte forma:

 Para cada regra R, a condicional “se x é A; entdo u é B;” é modelada por A
(minimo);

» Adota-se a t-norma A (minimo) para o conectivo légico “e”;

 Adota-se a t-conorma Vv (maximo) para o conectivo logico “ou”.

Com base em Barros e Bassanezi (2010), a relagao fuzzy M é o subconjunto
fuzzy de X x U cuja funcao de pertinéncia é dada por:

QOM(ZE,U) = 1nax (@Rj (I7u)) =  mnax (¢Aj (ZL’) N ¥B; (U)),
1<j<r 1<j<r

onde r é o numero de regras da base e A; e B; sdo subconjuntos fuzzy da regra j. Os
valores py,(z) € ¢, (u) S0 0s graus com que x e y estdo nos subconjuntos fuzzy de
entrada A; e saida B;, respectivamente.

Centro de Gravidade

O método de defuzzificagcdo centro de gravidade € similar a média aritmética
para uma distribuicdo de dados, porém os pesos sdo os valores ¢ (u;), que indicam
o grau de compatibilidade do valor u; com o conceito modelado pelo conjunto fuzzy
B. Assim, o centro de gravidade fornece a média das areas de todas as figuras que
representam os graus de pertinéncia de um subconjunto fuzzy. Ele é o mais utilizado
dentre os métodos de defuzzificacao (BARROS; BASSANEZI, 2010).

A equacao do centro de gravidade para um dominio discreto é

f: uipp(u;)
G(B)=5—. (1.4)
;)903(%)

A equacao do centro de gravidade para um dominio continuo é

/R o (u)du

A Figura [8/mostra o grafico do defuzzificador G(B).
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Figura 8 — Defuzzificador centro de gravidade G(B).

Pg A

G(B) u

Fonte: (2008).
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2 Sistemas p-fuzzy

Equacoes diferenciais e equacdes de diferencas deterministicas sao comu-
mente utilizadas para criar modelos matematicos de fendbmenos em que as variaveis
de estado estao sujeitas a variagao ao longo do tempo. No entanto, existem relagdes
nas quais as variaveis e suas variagées ndo sdo conhecidas, além de possuirem
parametros dificeis de mensurar. Em alguns casos, as relagdes também podem ser
parcialmente conhecidas (VILLAR, 2008).

Nesse sentido, nos sistemas parcialmente fuzzy (p-fuzzy) a relacao que des-
creve as variagbes com as suas respectivas variaveis de estado é descrita por uma
base de regras fuzzy no lugar de equacoes explicitas, permitindo a incorporagcao de
informagodes imprecisas.

Elas recebem esse nome porque sao parcialmente fuzzy, ou seja, o Problema
de Valor Inicial (PVI) em questao € parcialmente conhecido. Porém, sua solugdo é
real e, em cada instante de tempo, um valor é obtido depois de um processo de
defuzzificagao (FERREIRA, 2012).

Nesse trabalho, 0 modelo do numero de infectados por COVID-19 no Estado
de Sao Paulo em funcdo do tempo é elaborado a partir de um sistema p-fuzzy. A base
de regras e os parametros das fungdes de pertinéncia do SBRF sdo construidos a
partir dos dados de COVID-19 obtidos pela Fundacao Sistema Estadual de Analise de
Dados (SEADE).

2.1 Sistemas Dinamicos P-fuzzy

Um sistema dinamico p-fuzzy € um sistema iterativo. Neste trabalho, sera abor-
dado apenas o caso unidimensional, aqueles com equagoes de diferencas em uma
dimensao real, dados por:

o €R

{ Tpy1 = F(xy)

onde F' é dado por F(zx) = = + A(xy), @ condigdo inicial =, € conhecida e a variagao
A(zy) € R é obtida por meio da saida defuzzificada de um SBRF, ilustrado na Figura[9]
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Figura 9 — Estrutura de um sistema p-fuzzy.

Sistema baseado
Xk . Ax,
em regras fuzzy
1

Modelo Matemdtico
X, ,=x, +A
k+l =X,

Fonte: .
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3 Problema

Neste capitulo é elaborado um sistema p-fuzzy para modelar matematicamente
o comportamento da COVID-19 no Estado de Sao Paulo, mais especificamente, mo-
delar o numero de individuos infectados ao longo do tempo.

Para isso, sao apresentados brevemente alguns aspectos da COVID-19, bem
como os dados para a construgao do modelo fuzzy, obtidos juntos a SEADE, que sao
fornecidos a partir de dados oficiais da Secretaria de Estado da Saude de Sao Paulo
(SES).

3.1 COVID-19

“A COVID-19 é uma infeccao respiratoria aguda causada pelo coronavirus
SARS-CoV-2, potencialmente grave, de elevada transmissibilidade e de distribuicao
global” (BRASIL, Ministério da Saude, |2021).

O SARS-CoV-2 é um betacoronavirus encontrado em amostras de lavado bron-
coalveolar obtidas de pacientes com pneumonia de causa desconhecida na cidade de
Wuhan, provincia de Hubei, China, em dezembro de 2019. Pertence ao subgénero
Sarbecovirus da familia Coronaviridae e € o sétimo coronavirus conhecido a infectar
seres humanos (BRASIL, Ministerio da Saude, 2021).

Os coronavirus sdo uma grande familia de virus comuns em muitas
espécies diferentes de animais, incluindo o homem, camelos, gado, ga-
tos e morcegos. Raramente os coronavirus de animais podem infectar
pessoas e depois se espalhar entre seres humanos como ja ocorreu
com o MERS-CoV e o SARS-CoV-2. (BRASIL, Ministério da Saude,
2021)

No Brasil, o Ministério da Saude declarou a COVID-19 como uma emergéncia
de saude publica de importancia nacional no dia 03 de fevereiro de 2020. O primeiro
caso no pais foi identificado no dia 26 do mesmo més, na cidade de Sao Paulo, em
um cidadao que havia viajado para a Italia (BRASIL, Agéncia Brasil, [2021).

No dia 17 de margo ocorreu a primeira morte de COVID-19 no Brasil, € no
dia 20, o Ministério da Saude publicou uma portaria confirmando a transmissao comu-
nitaria em todo o pais (BRASIL, Agéncia Brasil, 2021). Segundo o Ministério da Saude
(2021) , a COVID-19 pode ser transmitida de trés modos: por contato, goticulas ou por
aerossol.

A transmissao por contato ocorre pela relacao direta com a pessoa contami-
nada; a transmissao por goticulas acontece pelo contato com as goticulas respiratérias



38 Capitulo 3. Problema

expelidas pela pessoa contaminada quando ela tosse ou espirra; ja a transmissao por
aerossol ocorre pelo contato com as goticulas respiratorias menores que permanecem
suspensas no ar e podem ser levadas a distancias maiores que um metro.

O periodo de incubacao varia de 1 a 14 dias, com média geral de 5 a 6 dias.
Ja o periodo de transmissibilidade do virus ainda & bastante incerto, mas é de conhe-
cimento que muitos pacientes o transmitem durante o periodo de incubacgao (BRASIL,
Ministério da Saude, 2021).

Dentre os sintomas, a infeccao por SARS-CoV-2 pode variar de casos assin-
tomaticos e manifestagoes clinicas leves, até quadros moderados, graves e criticos.

No caso assintomatico, ndo ha a presenca de qualquer sintoma. Para os de-
mais, 0s sintomas podem variar entre tosse, dor de gargante, diarreia, dor abdomi-
nal, febre, calafrios, mialgia, fadiga, cefaleia, adinamia, prostragao e hiporexia; até
o desenvolvimento de pneumonia, Sindrome Respiratdria Aguda Grave, alteracdo da
consciéncia, desidratacao, dificuldade para se alimentar, lesao miocardica, elevacao
de enzimas hepaticas, disfungao da coagulagao, rabdomidlise, cianose central, letar-
gia, convulsoes e dificuldade de alimentacao (BRASIL, Ministerio da Saude), [2021).

Para os casos criticos, os principais sintomas sao sepse, sindrome do descon-
forto respiratério agudo, insuficiéncia respiratoria grave, disfungao de multiplos érgaos,
pneumonia grave, necessidade de suporte respiratorio e internagoes em unidades de
terapia intensiva (BRASIL, Ministério da Saude, [2021).

Dentre as medidas indicadas pelo Ministério da Salude para a resposta ao en-
frentamento da COVID-19, estdao as nao farmacoldgicas, como distanciamento so-
cial, etiqueta respiratoria e de higienizacao das maos, uso de mascaras, limpeza e
desinfecao de ambientes, isolamento de casos suspeitos e confirmados, e quaren-
tena dos contatos dos casos de COVID-19, conforme orientagdes médicas.

3.2 Dados

Os dados apresentados foram obtidos pela SEADE e correspondem ao numero
total de infectados por COVID-19 no Estado de Sao Paulo, em dias, no periodo de
01 de agosto a 30 de setembro de 2020. Para este trabalho, foi escolhido modelar
somente a primeira ondaf], pois apds o periodo selecionado haveria o inicio de uma
nova onda e o processo de modelagem seria diferente.

2 Segundo a/CNN Brasil (2021), ndo ha uma definicao exata de inicio ou término de cada onda, porém
0 surgimento de uma nova onda pode ser caracterizado quando uma localidade apresenta um ritmo
de aumento progressivo de casos, que pode ser causado pelo surgimento de novas variantes, pelo
ritmo lento de vacinagao e/ou pela flexibilizagao das medidas de restrigao.
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A Figura[10]apresenta o gréfico de dispersdo com os dados dos casos acumu-
lados de COVID-19.

Figura 10 — Grafico de dispersao dos dados.
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Fonte: Autoria propria.

E possivel observar que a curva apresenta um comportamento logistico, ou
seja, considerando o caso crescente, a taxa de crescimento se torna menor a medida
que o numero de casos se aproxima de uma capacidade maxima.

O modelo logistico foi proposto inicialmente por Pierre Frangois Verhulst, em
1838, e € da forma:

sendo

 P(t) a populacdo no instante de tempo ¢;

P ataxa de variacéo da populagéo P(t) em relagéo ao tempo t;
 r a taxa intrinseca de crescimento, com r > 0;

» k a capacidade de carga, ou seja, a capacidade suporte no meio, com k > 0;

P, a populacao inicial.

Neste modelo sao considerados fatores que limitam o crescimento exponencial
da populagao, tendo assim uma capacidade suporte k£ para a qual a populagao tende
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a se estabilizar. Dessa forma, quando a populagao esta acima da capacidade suporte
k, o nimero de individuos da espécie diminui (P(t) < 0). Por outro lado, quando o
nuamero de individuos esta abaixo dessa capacidade k, o numero de individuos au-

menta (P(t) > 0), ou seja,

Se P, > k entao P(t) < 0.
Se P, < k entdo P(t) > 0.

Esse processo € ilustrado na Figura [11] Mais detalhes acerca deste modelo
sao apresentados no Apéndice

Figura 11 — Campo de variacoes: (—) variagcao positiva; («+—) variacao negativa.

I > I t
0 k
Fonte: (VILLAR| [2008).

3.3 Modelo

Determinar a populagao P(t) para a curva de casos de COVID-19 nao é uma
tarefa simples, principalmente no caso do nimero de infectados, em que a dinamica
populacional é parcialmente conhecida. Como consequéncia, a capacidade suporte
k também sera parcialmente conhecida. Portanto, ndo € possivel determinar com
precisdo quando P(t) mudaré de sinal. Porém, é possivel saber, “através do processo
de modelagem, que quando o numero de individuos de uma populacao € altissimo a
populacao decresce” (VILLAR, 2008, p. 28).

Para construir o modelo p-fuzzy, sera considerado uma entrada e uma saida:
a populacao P(t) e a variagao AP(t), respectivamente. A populagao assumira os es-
tados determinados pelas variaveis linguisticas: Baixa (B), Média Baixa (MB), Média
(M), Média Alta (MA), Alta (A) e Altissima (AS). Ja a saida, sera definida pelas variaveis
linguisticas: Baixa Negativa (Bn), Baixa Positiva (Bp), Média Positiva (Mp) e Alta Posi-
tiva (Ap). As fungdes de pertinéncia de entrada e saida podem ser vistas nas Figuras
e[13] respectivamente.

No modelo logistico, quando a populagao € baixa, o comportamento crescente
€ 0 mesmo do modelo exponencial, positivo. Quando a populagao é média, o cresci-
mento ainda é positivo, porém com menor intensidade. Quando a populagao se torna
alta ou muito alta € que o processo de limitacdo comecga a operar, fazendo o cresci-
mento populacional passar de positivo para negativo (VILLAR, 2008).
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Figura 12 — FungGes de pertinéncia de entrada.
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Figura 13 — Fungoes de pertinéncia de saida.
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Essas hipoteses podem ser descritas por regras fuzzy. A base de regras fuzzy
utilizadas para modelar o fenémeno proposto pode ser vista na Tabela[l]

| Regra 1 | Se a populagdo é Baixa entdo a variagao é Baixa Positiva

| Regra 2 | Se a populagdo é Média Baixa entdo a variagcdo é Média Positiva

| Regra 3 | Se a populagdo é Média entéo a variagdo é Alta Positiva

\ Regra 5 \ Se a populacao é Alta entao a variacao é Baixa Positiva

|
|
|
| Regra 4 | Se a populagéo é Média Alta entdo a variagdo é Média Positiva |
|
|

| Regra 6 | Se a populagao é Altissima entao a variagdo é Baixa Negativa

Tabela 1 — Base de regras para o modelo logistico p-fuzzy.
Na Figura [14) sao apresentados os dados de dispersao coletados (em rosa) e

a curva solucao do modelo logistico p-fuzzy (em azul) elaborado a partir da base de
regras proposta.

Figura 14 — Ajuste do modelo logistico p-fuzzy.
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E possivel observar que o comportamento do modelo se assemelha ao com-
portamento dos dados obtidos da SEADE. Vale ressaltar que o objetivo do trabalho
nao é criar um modelo com valores exatos aos reais, mas fazer uma modelagem ba-
seada em incertezas, e o0 sistema de base de regras contempla essas imprecisoes.

Segundo [Bassanezi| (2006, p. 30) “um bom modelo é aquele que tem capaci-
dade de previsao de novos fatos [...]” € o modelo apresentado na Figura 14| permite
compreender e avaliar o comportamento dos casos de COVID-19 no Estado de Sao
Paulo, possibilitando a providéncia de medidas de controle, apesar da diferenga entre
as duas curvas.

Os numeros triangulares e trapezoidais utilizados nas fungdes de pertinéncia
contemplam os possiveis valores para cada variavel linguistica, ou seja, para cada
classificacao do nimero de casos de COVID-19: baixa, média baixa, média, média
alta, alta e altissima; e para a variagao da populagao: baixa positiva, média positiva,
alta positiva e baixa negativa.

O SBRF faz a ligagao entre essas variaveis de entrada e saida, ou seja, entre o
namero de casos e a variacao desses numeros em cada instante ¢. Por fim, o sistema
p-fuzzy utiliza a saida para construir o modelo. Foi implementado um programa para
a construgao do modelo no software Octave, cujo codigo pode ser visto no Anexo A.

Na curva do modelo da Figura[14] é possivel observar como o nimero de casos
de COVID-19 no Estado de Sao Paulo possui um crescimento acelerado que tende a
diminuir com o tempo até se estabilizar. Essa estabilidade pode ser comprometida por
um grande aumento no numero de casos resultante do nao cumprimento das medidas
de prevencao indicadas pelo Ministério da Saude, surgindo assim, uma nova onda de
casos. A diferenca entre as curvas do modelo e dos dados reais pode ser explicada
por esse fenbmeno, visto que o modelo construido nesse trabalho nao considera o
cumprimento ou descumprimento das medidas de controle.

Em suma, incorporar a Teoria de Conjuntos Fuzzy possibilitou como resultado
um bom modelo, que, mesmo sem equacgodes explicitas, permite o desenvolvimento de
estudos referentes a COVID-19.
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Consideracoes Finais

Apesar de recente, a Teoria de Conjuntos Fuzzy vem sendo cada vez mais
utilizada em pesquisas e trabalhos cientificos e académicos de diversas areas, princi-
palmente pelo fato de permitir considerar incertezas em modelos matematicos. Ao
estuda-la, foi possivel observar como ela se faz util em situagbes nas quais nao
se dispoe de informacoes precisas, mas, ainda assim, é possivel contemplar carac-
teristicas importantes do fenébmeno a ser modelado.

Neste trabalho, foi utilizada a Teoria de Conjuntos Fuzzy para a elaboragao de
um sistema p-fuzzy, em que nao sao utilizadas explicitamente equacdes, mas uma
base de regras fuzzy, possibilitando incorporar incertezas na constru¢ao do modelo
referente ao nimero de casos de COVID-19 no Estado de Sao Paulo.

A COVID-19 é uma doenga que, no momento da realizagao deste trabalho,
ainda € bastante recente e, embora diversos estudos estejam sendo feitos constante-
mente, ainda possui um grande numero de informacoes subjetivas e dados imprecisos.
Assim, utilizando uma base de regras e fungdes de pertinéncia obtidas a partir das
caracteristicas do fendmeno, que possui um comportamento semelhante ao modelo
logistico, foi possivel realizar a construgao do modelo com resultados esperados.

O modelo obtido mostrou como é possivel realizar a modelagem com informa-
coes subjetivas, bem como entender o comportamento do fendmeno. Além disso,
também possibilitou ter uma melhor compreensao do processo de modelagem estu-
dado no trabalho, reforcando a ideia da sua grande contribuicdo para a evolugao de
pesquisas em diversos ramos.

Dessa forma, conclui-se que o objetivo de construir um modelo para o numero
de casos de COVID-19 no Estado de Sao Paulo a partir dos estudos da Teoria de
Conjuntos Fuzzy foi alcangado.

Como continuacao do trabalho, em futuras pesquisas, sugere-se a construcao
de um modelo p-fuzzy considerando novas ondas de contagio, visto que no modelo
proposto foi considerado somente a primeira onda. Também pode ser proposto um
modelo que considere medidas de controle, como o uso de mascaras, isolamento
social e vacinagao.
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APENDICE A - Modelo Logistico

O modelo logistico proposto por Pierre F. Verhulst consiste de uma modificagao
do modelo para crescimento populacional anteriormente apresentado por Thomas R.
Malthus (BASSANEZI, 2006). Neste modelo, considera-se que a populagao tende a
uma estabilidade, a medida que surge um inibidor que impede o crescimento sem
limites, como a disputa por espaco e alimento, por exemplo. Dessa forma, Verhulst
assume que a populacao vive em um determinado ambiente até um limite maximo
sustentavel.

Nesse modelo, a taxa de crescimento populacional ndo é constante indepen-
dente da populagao, como considerado por Malthus, mas possui uma taxa de cresci-
mento variavel e dependente da populacao.

Neste apéndice sera apresentada uma analise do modelo deterministico pro-
posto por Verhulst — 0 modelo logistico — que pode ser apresentado da seguinte forma:

dP P

sendo

» P(t) a populagao no instante de tempo ¢;
* r a taxa instrinseca de crescimento, com r > 0;

* k a capacidade de carga, ou seja, a capacidade suporte do meio, com £k > 0.

Considerando que a populagao inicial seja conhecida, ou seja, P(0) = P, €
possivel resolver o seguinte Problema de Valor Inicial (PVI):

P P
=P (1 N E) (A.2)

A solugao do sistema pode ser obtida utilizando o método de separagao
de variaveis, como segue:

k
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Utilizando o método de fragbes parciais no primeiro membro da equagéo (A.3),
ou seja,

k —A+ B o k _(B—-A)P+ Ak
Pk—P) P (k—P) Pk—P)  Pk-P) '
€ possivel verificar que é verdadeiro se, e somente se,
A=1,
B—-—A=0.

Dessa forma, tem-se que A = 1 e B = 1. Assim, substituindo esses valores na
equacao é possivel obter a equivaléncia:

1,1
P (k-P)

dP = r dt. (A.4)

Integrando em ambos os lados em relagao a ¢ e solucionando através de técnicas
de integracao, segue:

/%ﬂLﬁdP:/rdt & /%+/ﬁdl’3=/rdt

< Inlp|—-In|k—Pl=rt+¢, < —Inlp|+Inlk—P|=—rt—¢
k—P’

In

= -1t —Cq.

P

Por se tratar de um modelo de crescimento populacional, os mddulos podem
ser retirados, isto é,

— =" & =T & —— =e " (A.5)

sendo ¢ = e~ a constante de integracao.

Como condicao inicial tem-se que P(0) = F,, portanto:

k— Py 0 k— Py
= R4
PO € C PO

= C.

Substituindo a constante ¢ obtida na equacgao e reorganizando, segue
que:

P B (e E R
0
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— k
k=P (e—” k=B + 1) & Pl)= : (A.6)
Py et E=Po
Py
que é a solugao do PVI (A.2).
Pode-se, ainda, escrever a solugao da seguinte forma:
P(t) = ok (A.7)

(k—PO)e_”+P0'

A.1 Analise qualitativa

Serdo apresentadas algumas andlises da fungao com o objetivo de cons-
truir o grafico da curva logistica, utlizando como referéncia o livro Calculo de [Stewart
(2013) e, principalmente, a andlise feita na monografia de Santos| (2020).

Assintotas Horizontais e Verticais

As assintotas horizontais, caso existam, podem ser determinadas calculando o
limite da equacgéo quando o tempo ¢ tende para mais infinito ou menos infinito.
Isso significa que a fungao aproxima-se de uma reta horizontalmente. Verifica-se que:

k k k

I — i Yk
oo U i 71 F=R ) k
¢ P() et PQ

Assim, a medida que ¢ cresce, os valores de N(t) ficam maiores e se aproxi-
mam de k, ou seja, se aproximam da capacidade do meio independente da populagao
inicial /). Observe que, como ¢ € unidade de tempo, nao sera considerado ¢ ten-
dendo a menos infinito. Portanto, o modelo logistico possui somente uma assintota
horizontal: P = k.

Ja as assintotas verticais existem quando o limite da fungao tende a mais ou
menos infinito num certo ponto do dominio, ou seja, quando a fungao possui algum va-
lor para o qual seu denominador tende a zero. Isso significa que a fungao se aproxima
de uma reta verticalmente. Para que a equagao possua uma assintota vertical,
deve-se ter:

k- R -
e p0+1:0 s eI 0o ] & et=_— (A.8)
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No entanto, " > 0, P, > 0 e k— P, > 0, 0 que torna a equagao impossivel.
Assim, pode-se afirmar que o modelo logistico ndo possui assintotas verticais.

Pontos criticos

Os pontos criticos sao pontos no dominio da funcao em que a primeira derivada
em relagdo a t é nula ou ndo definida. Para determina-los, basta igualar a derivada
a zero. Em Santos (2020) é possivel verificar que, para que isso ocorra, P = 0
ou P = k, porém, ndo ha ¢* no dominio de P(t) tais que P(t*) = 0 ou P(t*) = k. Assim,
€ possivel concluir que P(t) nao possui pontos criticos.

Pontos de inflexao

Os pontos de inflexdo sao aqueles em que a curva muda sua concavidade e,
para calcula-los, basta igualar a segunda derivada em relacao a ¢ a zero. Nesse caso,
€ possivel determinar derivando a equacgao em relagao a t e igualando a zero.
Ainda em [Santos (2020) é possivel verificar que o ponto de inflexdo da solucao

tem coordenadas:
Ly, (R b
T PO ’ 2 '

A Figura [15| relne todas as informacdes a respeito do modelo logistico anali-

sado.

Na Figura[16]é apresentada a curva solugdo do modelo logistico (A.2).
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Figura 15 — Informacdes sobre 0 modelo logistico.

Nome Modelo logistico de Verhulst
. . dP P
Forma diferencial — =P (1 — —)
dt k
Pok
Funcdo P(t) =
g { :I (k - PD]E_rt + 'PD
Restricdes nos parametros k= Pyr=0
Assintota horizontal P=k
Assintota vertical MN&o possui
Pontos criticos M&o possui
1 k—Pp k
Ponto de inflexdo (— In ( D) ,—)
r Py 2
Pontos de estabilidade P=0eP=k

Fonte: [Santos (2020).

Figura 16 — Curva solugao do modelo logistico (A.2).

Fonte: Autoria prépria.






ANEXO A - Coddigo do modelo p-fuzzy

modelo = readfis(’BiaRegras’)
p(1) = 2;
n = 1070;

for i=1:n

var(i) = evalfis(p(i),modelo);
p(i+1)

p(1) + var(i);

end

figure

t = 0:n;

tnovo = t./5;

plot(tnovo,p,’LineWidth’,2)

xlabel(’Tempo (dias)’,’fontsize’,12);
ylabel (’Populagdo (em mil)’,’fontsize’,12);
axis([0 214 0 1000])

Dados = xlsread(’DadosExcelSP.xlsx’,1,’B2:C215°);
hold on

plot(Dados(:,1),Dados(:,2),’om’)
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