EADN° 8 - ALGEBRA

LOGARITMOS

INTRODUCAO :

A invencdo (ou descoberta) dos logaritmos pelos matematicos contribuiu
decisivamente para o desenvolvimento da Astronomia , da Biologia, da Economia e de
outras ciéncias que desde o século XVI, época do surgimento desta ferramenta algébrica,
eram objeto de preocupacGes de varios pesquisadores. Afinal, estdvamos vivendo o
Renascimento Europeu, um dos periodos mais férteis do desenvolvimento artistico e
cientifico do mundo ocidental.

O nascimento dos logaritmos ocorreu no momento em gque 0s matematicos resolviam

equacdes exponenciais. Conforme vimos, a equacdo 3*=81 é facilmente resolvida se

fatorarmos o niimero 81, e obteremos 3*=3*. Como nesta igualdade de poténcias as bases
sdo iguais, entdo obrigatoriamente teremos X = 4, que de fato é raiz da equacao.

Porém, se ao resolvermos uma equacdo desse tipo chegarmos a igualdade 3*=51,
veremos que n&o existe valor racional de x que a satisfaca. Porém, como 3°=27 e 3=81,
ndo é dificil percebermos que o valor de x que resolve a equacdo dada € um numero
irracional situado entre 3 e 4. Para chegarmos a tal valor de X serd necessario
desenvolvermos uma nova teoria algébrica, assunto deste capitulo, que € a teoria dos
logaritmos.

DEFINICAOQ :

Dados os nimeros reais “a”, “b” e “x”, tais que 0 <a=1 e b> 0. dizemos que o
logaritmo de b na base a € igual a x, se e somente se a X-ésima poténcia de a for igual a b.

E claro que qualquer definicdo algébrica escrita em uma lingua, como o Portugués, o
Espanhol , o Inglés, ou qualquer outra, ndo é favordvel a nossa compreensdo, simples
mortais que somos. Por isso, se utilizarmos a linguagem algébrica, mais direta e mais
simples, entenderemos melhor o que foi escrito no paragrafo anterior. Entdo a definicdo de
logaritmo, cujo simbolo algébrico é log, vem a ser :

Dadosa,bexeR|0<a=#1eb>0, log,b=x < a*=b
Se utilizarmos essa definicdo, poderemos escrever que :
1) log,16=4 < 2*=16

1

1
2) IogZSS:% < 252 =5 (lembre-se que 252=\/£:5)

OBSERVACAOQ :

O simbolo “<”, que significa “se e somente se”, pode ser lido da esquerda para a
direita ou da direita para a esquerda. Assim, é indiferente escrevermos antes dele o
logaritmo e depois a poténcia, como antes a poténcia e, apos, o logaritmo.



EXERCICIO :

Complete as frases, utilizando a definicéo de logaritmo :

1) log,16=........... E> e, ; 4) 4°=........... > e, .
2) log,243=.......... E e ; 5) 10°=........... > e, ;
3) log,625=.......... . ; 6) 0,1°=........... > e, .

Resp:( 1) 2o42=16 2) 5&3°=243; 3) 4<5%'=625;
4) 1024 < log, 1024=5; 5) 1000 <> log,,1000=3;  6) 0,01 < log,,0,01=2).

NOMENCLATURA :

A sentenca que nos define logaritmo de um numero real nos mostra duas operacoes,
a logaritmacdo e a potenciacdo (qualquer uma delas sO existe se a outra existir também)
entre as quais ha o simbolo <> cujo significado é o que acabamos de escrever sobre a
existéncia de tais operacOes. Na verdade, tais operacOes sdo inversas, 0s elementos que as
compdem possuem nomes conforme a operacdo a que estdo sendo referidos, e esses nomes

sdo:

log,b=x = a*=b

logaritmacdo <« operagOes inversas — potenciacao

base <« a — base
antilogaritmo  « b — poténcia
logaritmo  « X — expoente

O antilogaritmo também pode ser chamado de logaritmando.

Chamamos de Sistema de Logaritmos em uma certa base ao conjunto dos logaritmos
de todos 0s numeros positivos nesta base. As bases mais importantes sdo a base dez e a
base “e”, onde “e” € um nimero irracional aproximadamente igual a 2,7183. Os logaritmos
na base dez sdo representados somente pelo simbolo “log b”, sem especificar a base, e os

[P

de base “e” por “Inb”, logaritmo neperiano ou logaritmo natural de b.



EXEMPLO DE CALCULO DE UM LOGARITMO :

Vamos agora, utilizando a definicéo, obter o valor de um logaritmo : log,243.

Como ndo sabemos o valor deste logaritmo, vamos chama-lo de x, e escreveremos
log,243 = X.

Se utilizarmos a definigcdo, poderemos afirmar que : log,243=x < 9*=243.

Obtemos entdo uma equacgéo exponencial. Basta procurarmos a sua solugéo :

N | ol

0°=243=(3?)* =3° =3> =3, Entio 2x = 5 = X

Conclusdo:  log,243 = g

EXERCICIOS :

Calcule os seguintes logaritmos (usando a defini¢éo):

1) log, 1024 ; 2) log, 625 ; 3) log,;16 ; 4) log, 0,125 ;
5
I V2, log,, ¥4 ; 0,5, 2 | 38 ;
5) 090,1252 2; 6) 0916 4 7) 09125? ) 8) 098\/516 )
9) log 0,0001 ; 10) log+/10/10 .
Resp.:
1) 10; 6) 1 :
2)-4; 6
3)-4; 7) 1.
: 6
4)-2;
46
1 8) — ;
5 I b
) -3 35
9-4;
10) 0,75.

CONDICOES DE EXISTENCIA DOS LOGARITMOS :

Na definicdo, vimos que um logaritmo somente existe se os logaritmando for

positivo e a base for positiva e diferente de um. Isto significa que nédo € possivel obter um



namero real que seja igual a log(-2), ou log ,(x+1), ou ainda log,3x , pois as condigdes de

existéncia dos logaritmos ndo foram obedecidas.

Em resumo, somente existe log,b se tivermos 0 <a = 1 e b>0. Vejaqueo

valor do logaritmo pode ser qualquer, negativo, nulo ou positivo.

EXEMPLOS :
Obtenha os valores de x para 0s quais existem o0s seguintes logaritmos:
1) log, (2x-6)

Pela definicéo, o antilogaritmo deve ser positivo, ou seja: 2x —6 > 0.
Resolvendo a inequacéo obtida, teremos x> 3.
Logo, existe o logaritmo dado para qualquer valor real de x tal que x > 3.

2) log,, ,8

Novamente, pela definicdo, a base do logaritmo deve ser positiva e diferente

del,ouainda 0<3x4#1 —»> 4<3x#5 —> %< X ;tg . Logo, o logaritmo dado

) ) . 4 5
existe para valores reais de x tais que § <X # 5 )

3) log, ,, (3x +9)
A definicdo nos diz que o antilogaritmo deve ser positivo e a base positiva e

diferente de 1. Entdo isso nos remete a resolucdo do sistema de inequacBes simultaneas a
seguir. A solucdo sera obtida pela intersecdo das resolucdes das inequagbes, uma vez que

ambas devem ser satisfeitas a0 mesmo tempo :

X+9>0 = x>3 = —

€ 3 \

0 <6-2x #1 :>-£¢x<3 = %me—b
2 A 3

N = —CHh o ——

. . . . . 1
Assim, o este logaritmo existe para valores reais de X tais que -3<x<3 e X # "5



EXERCICIOS :

Obtenha as condicGes de existéncia dos seguintes logaritmos :

1) log (2x+6); 2) In(x+1); 3) log, (x*—2X);
4) log,, ;4 ; 5) log _, (4x+6) ; 6) log,_, (x+4) ;
7)log,., (x-4) ; 8) log,, - (X*—6X); 9)log . ,(x*—6x+8).
Resp.:
1) x>-3; 6) 4<x#5;
2)x>-1; 7)x>4 ;
3) x<0o0ux>2; 8) x>6 ;
4) 3<x % : 9) x<-2 ou x>4.
5) Impossivel

PROPRIEDADES DOS LOGARITMOS :

A definicdo nos leva a algumas consequiéncias que sdo as propriedades iniciais dos
logaritmos, desde que todos eles existam :

1) O logaritmo de 1, em qualquer base, € igual a zero:
log,1=0 < a°=1.

2) O logaritmo da prépria base é igual a 1 :
log,a=1 < a'=a.

3) O logaritmo da poténcia da base é igual ao expoente :
log,a"=n < a"=a".

4) O logaritmo de b, na base a, é igual ao expoente de a para que se

obtenha b :

2% =D, poisa*=b < log,b=x = (por substituicdo) a'%"=Db.



EXEMPLOS .
Calcular os seguintes logaritmos :
1logl=20 (propriedade 1)
2) loglo=1 (propriedade 2)
3) log 1000 = log 10° =3 (propriedade 3)

4) 5"°%12 =12 (propriedade 4)

EXERCICIOS :

Obtenha os valores das expressoes :

1) log, 4* ; 2) log, V27 ; 3) log. 2545 ; 4) log, ;64 ;
5) IOg0,00l, 6) Iogeé ; 7) |0982 : 8) 6logl;
9) Ine : 10) L= logl+Ine—logl0 .
1-10g 0,01+ log~/10
Resp.:
16 6)-1;
3 1
2) - 7) =;
) 5 ) 3
2 9)52;
4)-6; 10) 0.
5)-3;

PROPRIEDADES OPERATORIAS :

Conhecidas as propriedades iniciais, estudemos as propriedades operatorias dos
logaritmos. Estas propriedades relacionam os logaritmos as operac¢Ges fundamentais.

No inicio deste capitulo foi visto que os logaritmos contribuiram com o
desenvolvimento das Ciéncias, e sdo as propriedades a seguir que justificam tal utilidade,
pelo fato de simplificarem operacdes, substituindo as potenciagdes por multiplicacgdes,

radiciagdes por divisoes .



1) Logaritmo de um produto :

O logaritmo, em qualquer base, de um produto € igual & soma dos logaritmos dos

fatores, na mesma base, desde que os logaritmos envolvidos existam. Ou seja :
Ioga(bl'bz) = Iogabl + IogabZ

Demonstragéo : Se fizermos log,b, =x e log,b,=y, a definicdo nos garante que
a‘=b, eque a’ =b,. Entdo, se multiplicarmos membro a membro estas duas Ultimas
igualdades, teremos : a*.a’ = a*™ = b,.b,, pois, na multiplicagdo de poténcias de
mesma base, repetimos a base e somamos 0s expoentes ,e se tivermos uma igualdade, o
logaritmo do primeiro membro é igual ao logaritmo do segundo, desde que estejam na
mesma base.

Logo, podemos escrever que :
log, (b, .b,) = log,a™ = x+y = log,b, +log,b,

Assim fica demonstrada a propriedade.

2) Logaritmo de um quociente :

O logaritmo, em qualquer base, de um quociente é igual ao logaritmo do numerador
menos o logaritmo do denominador, na mesma base, e desde que os logaritmos existam. Isto
é:

b, _
Iogag = log,b, - log,b,

Demonstragéo : Analogamente a demonstracdo da propriedade anterior, comoa*=b, e

X

. - , a -
a. =b,, se fizermos a divisdo membro a membro destas igualdades, teremos : —- =a*” =

a
b—l , pois na divisdo de poténcias de mesma base, repetimos a base e subtraimos os expoentes
2
. Xy b, b, .

e podemos também escrever que log,a*” =log, —. Portanto, log, — =x -y , e assim
b, b,
b, . .

teremos : log, — = log,b, - log,b, , eapropriedade fica demonstrada.

t's
b,



3) Logaritmo de uma poténcia :

O logaritmo, em qualquer base, de uma poténcia qualquer, é igual ao produto do
expoente dessa poténcia pelo logaritmo da base da poténcia, na mesma base inicial do

logaritmo, desde que os logaritmos existam. Ou seja :

log,(b") = n.log,b

Demonstracgéo :
log,(b") = log,(b.b.b.b....b) = log,b+log,b+..+log,b = n.log,b,
< nvezes - «— n vezes —

e temos a propriedade demonstrada.

EXEMPLOS DE APLICACAOQ :

Passemos agora a utilizar tudo o que foi visto sobre logaritmos em questfes algébricas e

em aplicacdes préaticas deste assunto em outras areas do conhecimento:

1) Sabendoquelog,2=m, log,3=p e log,5=r, calcule os logaritmos a seguir :
a) log, 30
Se fatorarmos o numero 30, teremos 30 = 2.3.5, entdo :

log,30 = log,(2.3.5) =log,2 + log,3+ log,5 = m+p+r

75
b) lo
) log, — 5
Fatoremos os elementos da fracdo . Teremos entdo :
2
Iogag = Ioga 35 = log,3 + log,5% - log,2° =
= log,3 + 2.log,5 -3.log,2 = p+2r-3m

¢) log, /720

Fatoremos o radicando e transformemos o radical em uma poténcia:
4 2 1

1
log ,¥720 = log, (2°3°5)° = log, (2°.35%) =

1
3

4 2
log,2*®* + log,3% + log,53 = gloga2+ log,3+= Iog 5=

_m _p Am+2p+r

r
3 3 3 3



2) Selog2=0,3010 e log3=0,4771, calcule :

a) log6
log6 = log(2.3)=1log2+log 3= 0,3010+0,4771= 0, 7781
b) log5
log5 = Iog% = log10-log2 = 1-0,3010 = 0,6990
c) logs @
\ 27
1 : E 1 3 3
3 2 555 bl S S
logs @:Iog(z'f )® :Iog(2 ? ) = log2%+ log5°®° - log3° =
27 3 :
35
1 3 3 _ 03010 3.0,6990 3.0,4771
= =log2+—=log5——=log3 = + — =
5 5 5 5 5 5
= 0,0602 +0,4194 - 0,2863 = 10,1933

EXERCICIOS :

1) Se log2=0,301 e log 3=0,477, calcular os seguintes logaritmos :

. . 2. 27, .
a) log 32 ; b) log 54 ; c) log 3 d) |Og(25) ;
3/50
e) log3,6 ; f) log V60 ; g) log0,2; h) log -, 5

i) log 0,000003; j) log 6.25.

Resp.:

a) 1,505 ; f) 0,889 ;

b) 1,732; g) -0,699;
c) -0,176 ; h) 0,242 ;
d) 0,134 ; i) -5,523 ;

e) 0,556; j) 0,796.




2) Sabendo que log, x =m, obtenha IogaE
X
1 )
log,— = log,x" =-1.log,x =-m
X

. 1 . .. .
Obs. : Dizemos que log,—=—log, x = colog,x , e assim definimos cologaritmo
X

do nimero positivo x na base a positiva e diferente de 1.

MUDANCA DE BASE :

Como afirmamos no inicio deste assunto, as bases 10 e “e¢” definem respectivamente 0s
sistemas decimal e natural de logaritmos, e estes sdo 0s sistemas mais importantes nas
aplicacdes desta ferramenta. A base 10, como veremos mais a frente, esta até tabelada.

Porém, h& momentos em que necessitamos obter o logaritmo de um ndmero em uma base
diferente destas duas, e, para isso, ndo é preciso que tenhamos a tabela desta outra base. Se
fosse assim, teriamos que possuir infinitas tabelas logaritmicas.

Para conseguirmos o logaritmo de um numero em qualquer base, recorreremos a férmula
de mudanca de base logaritmica, que é :

Demonstracao :

Suponhamos conhecidos os logaritmos na base “a” e desejamos calcular logaritmos na
g ] g

base “b”. Entdo, temos log, b e desejamos conhecer log . b.

Entdo escrevemos: log,b= x < a* =b
= a‘=c’ =
log.b=y < c’=b

= log,a* = log,c” = x.log,a = ylog,c = x = y.log,c

Se substituirmos X ey pelos seus valores na Gltima igualdade, teremos :

log,b = log.b . log,c = log.b = :Og—ab ,COMo queriamos demonstrar.
0g,C

10



EXEMPLO :
Conhecidos log 2 =0,301 e log 3=0,477, calcular :

log,5 Y144

Esta questdo pede o logaritmo de um numero na base 15, e é dada a base 10. Para

isso, devemos utilizar a formula de mudanca de base :

4 2 4 2
log,. Y144 = log¥144 _ log32*3? _ log25 +log35 _ §|092+§|093 _
15 - - - - -
log15 log 3.5 log3+1log5 O,477+Iog120
4 2
—.0,301+—-.0,477
_ 5 5 0,442 —0’442=O,376

0,477 +logl0—log2 0477 +1-0301 1176

EXERCICIOS :

1) Sabendo que log 2 = 0,301 e log 3 =0,477, calcular :
a) log,3; b) log,8; c) log.36 ; d) log,;v128 ;

3/20
81

e) log,

Resp.:

a) 1,585 ;
b) 1,893 ;
c) 1,449;
d) 0,875 ;
e) -2,254

2) Sabendo que log,b=m, calcule log,a, comae b positivos e diferentes de 1.

Resp.: log,a= Ioi =

a_1
log,b m

11



EQUACOES LOGARITMICAS :

Uma equacdo é chamada logaritmica se sua varidvel participar de algum antilogaritmo
ou de alguma base logaritmica de sua composic¢éo.

Para resolvermos uma dessas equacdes, devemos recorrer a definicdo dos logaritmos, a
alguma de suas propriedades ou a formula de mudanca de base. HA& casos em que é

necessario mudar de variavel.

EXEMPLOS .
Resolver em R as seguintes equagdes logaritmicas :

1) log,(2x—-5)=2
Se utilizarmos a definicdo de logaritmo, poderemos escrever 2x-5 = 6° =

= 2X-5=36 = 22X =41 = x:%.

Porém, ndo podemos nos esquecer da condicdo de existéncia dos logaritmos que,
. 5
nestecasoe: 2x—-5>0 = 2x >5 = x> 5

41 _— C oA TP x .
Como ? > g, € a condlgao de existéncia estad satisfeita, entdo o Conjunto

Verdade daequacdo é V = {%}.

2) log,(x+12)=2

A definicdo nos diz que: x+12 = x° = x’-x-12 =0 =

x’ = -3, que ndo satisfaz a condicdo de existéncia de a base ser positiva .
=
x’’= 4, satisfaz a condigdo de existéncia da base e do antilogaritmo

Portanto, V = {4}.

3) loglog,log, (3x-6) =0
A resolucéo desta equacdo exige a aplicacdo da definicdo mais de uma vez :
12 aplicacdo : log, log, (3x-6) = 10° = log, log, (3x-6) =1
2% aplicacdo : log, (3x-6) = 4' = log, (3x-6) = 4

3 aplicagio: 3x—6 = 2* = 3x-6=16 = 3x=22 = x= %

- o . . 22
Como a condicdo de existéncia fica satisfeita, entdo V = {?}

12



4) (logx)? -logx—2=0

Se fizermos a mudanca de variavel log x =y, teremos a seguinte equacao de 2° grau

nesta variavel y* -y —2 =0, cujas raizes sdo assim obtidas :

y =2 = logx=2 < x=10°=100

- 1+ 1-41.(-2) 149 143

2.1 2 2 1

U=-1=logx=-1<x=10"= —
y g 10

Como os dois valores de x satisfazem a definigéo, temos : V = {% 10}

5) log.(x—-3) + log (x+2) =1

Se aplicarmos a propriedade que diz que a soma de logaritmos de mesma base €
igual ao logaritmo do produto dos anti-logaritmos, teremos :

log.(x—3)(x+2) = 1 , e se aplicarmos a definicdo, obteremos a equacéo de 2° grau

D (x-3).(x+2)= 5" = x*-x—-6=5= x’-x-11= 0, cujasolugio é :

X’ = 1_2\@ que ndo satisfaz x > 3.
1V14d 12445 1£3V5
2.1 2 2
X’= 1+3V5 que satisfaz x > 3.
1+3J5

Portanto, V = {

> 7

6) 3*2 = 16, sabendo que log2=0,301 e log 3 =0,477

Se duas expressdes sdo iguais, seus logaritmos numa mesma base também serdo.

Entdo, temos: log3*?=log2* = (x-2). log3 = 4.log2 =
= (x-2).0,477=4.0301 = x-2 = % = X-2= 2,524 =

= X=4,524 = V={4524}

13



EXERCICIOS :

1) Resolva em R as seguintes equacoes :

a) log(x-2+10) = %; b) In(x-e)=1; c) log, (x+2) = -1;
3
d) log, (x*+4x—5)=—4 ; €) 2-logx _1 ; f) gloox—1;
2 3+logx 4

g) (10g;%)? ~6log,x+9=0; h)log,,(log, 2x) =1 i) log(log(logx)))=0

Resp.:

a) 3410 ; HEE

b) 2¢; 9) 27;

ot 2

d)-7.3; | 2

e) 10 ; i) 10000000000.
7) Obtenha o Conjunto Solugéo das equagdes a seguir :

a) 1+log(x+1) = log (35 +x?); b) log,(7x+4)=3+log,(x—-1);
c) log,(x+2)=5-log,(x-2) ; d) log,(3*-1)+log, 3 =log, 6
e) log(x*+1)* =log(x* +1)+log101; f) log(x-4) + log(x+4) = 2.l0g3 ;

g) 4.5 =72, sabendo que log2 = 0,3010 e que log 3= 0, 4771.
Resp.

a)S={5 };
b) S={ 12} ;
c) S={ 6};
d)S={ 1}
e) S={ -10, 10};
f) S={ 5};
g) S={ 2,3967}.

14




EXEMPLO :
Resolva o sistema de equacoes :
X—y= 48

log,x - log,y =2

Da 1?equacdo, temosque x=48+Yy, ea 22equacdo ficara sendo :

48+y_2 N 48+y_22

log ,(48+y) -log,y = 2 = log, y

= 48+y=4 = 3y=48 = y= 16

Como x—y=48, entdo x - 16 =48 ,logo x = 64. Ou seja:V = {(64,16)}.

EXERCICIOS :

Resolva os seguintes sistemas :

x+y=110 X—4y=7
a) < b) <
logx +logy=3 log (x+1) —logy =3.log 2
/2.Iogx+3.logy:7 /Iogzx: 4-log,y
c) < d) <
4logx—logy=0 Xy=8

Resp. :

a) (10,100),(100,10) ;
b) (15,2) ;

c) (~10,100);

1
d) (32, Z).)

FUNCAO LOGARITMICA :

Toda funcéo de variavel x que pode ser escrita na forma y = f(x) = log,x é chamada

funcdo logaritmica de base a positiva e diferente de 1.
De acordo com a definicéo de logaritmo, devemos ter x positivo.



Se aplicarmos a definicdo de logaritmo de um numero a funcéo logaritmica, poderemos
escrever : a’=x< y=log,x, e, como a funcdo exponencial y =a* € bijetora, ela
possui funcdo inversa, e essa inversa e a fungdo logaritmica y = log , x.

Ja sabemos que as representacdes graficas de duas funcdes inversas sdo curvas simétricas
em relacdo ao gréafico da funcgdo identidade f(x) = X, pois ela é igual a sua inversa. Vejamos 0s

seguintes exemplos :
1) y=log,x (simétricadafuncdoy= 2" emrelacdo a ldentidade)

Y y=2x
y=X

y = logzx

/

2) y=log,x (simétrica da funcao y = (%)X em relacdo a Identidade )

2
X
(1
y 2 y=X

\x
=log: x

Y

Podemos perceber que quando a base é maior que 1, a funcdo logaritmica é crescente, a

curva se aproxima cada vez mais do eixo-y, para valores cada vez menores de y, conforme X
se aproxima do zero a sua direita, 0 Dominio da funcdo é R’ , e sua Imagem é R. Se a base

estiver entre 0 e 1, a fungdo logaritmica é decrescente, a curva se aproxima cada vez mais do

eixo-y,para valores cada vez maiores de y, conforme x se aproxima do zero pela direita, o seu

Dominio é R, esualmageméR .

16



Por outro lado, para que o gréafico seja obtido com maior precisao, é aconselhavel que seja

montada uma tabela com valores dados convenientemente a variavel independente, e 0s

correspondentes valores da fungdo. Veja os exemplos a seguir :

EXEMPLOS :

Representar graficamente as seguintes funcdes e dé seu Dominio :

a) f(x) =log,(x+1)

x | f(x)
EIE)
% -1
0| O
11 1
3| 2

b) y=1+log,(x-3)

2

N

D(f) = {xeR | x>-1}

~ -h.n-iu|><
L o =~ I\J’q

Dom(y) = {x€R | x>3}

o
“X
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EXERCICIOS :

Tracar os graficos das fungdes :

)y = 2log,x; b) () = -log,(x~3) ;
c) f(x) = Iog\/; : d) f(x) = log 1515|og15x_
Resp.: a)
X1y
11 -2
1| -4
11 0
2 2 X
4| 4
Resp.: b)
AY :
|
x| I
4| o0 |
5|2 L -
T T | /x
7| -1 3
1 I
35| 3 |
1n|-2 :
I
I
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Resp.: ¢)

y
X [ft)
110 *—
|
100 |1 L
N I/ 100 X
100 .
Resp.: d)

INEQUACOES LOGARITMICAS :

Toda inequacdo cuja varidvel pertenga a algum logaritmando ou a alguma base é
chamada de equacéo logaritmica.

Para resolver uma destas inequacOes, além da condicdo de existéncia, devemos
atentar para a base de logaritmos a que a inequacéo se refere, e lembrar que se a base € maior
que 1 a inequacdo se mantém para os antilogaritmos, poréem, se ela estiver entre 0 e 1, 0

sentido da inequagé&o se inverte a0 compararmos o0s antilogaritmos.
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EXEMPLOS :
Resolva as inequacdes em R :
a) log,(3x+6)<?2
A condicdo de existéncianos dizque3x+6>0 = 3x>-6 = x> -2
Além disso, a inequacédo pode ser escrita : log,(3x+6) < log, 16

Como a base 4 € maior que 1, o sentido da inequacdo se mantém para

os antilogaritmos, e escrevemos: 3x+6 < 16 = x+6 <16 = x <10, e

assim teremos uma intersecao de intervalos para Conjunto Verdade, e entdo :

V={xeR|-2<x<10}.

b) log, (4x-10) < -2 =  Condicdo de existéncia: 4x —10>0 = x > g ea
3

inequagdo pode ser escrita: log, (4x—10) <log, 9 .Como a base % se encontra entre 0
3 3

e 1, e 0 sentido da inequacdo se inverte para os antilogaritmos , escrevemos : 4 x
1 1

—102(5)‘2:4x—10232:> 4x — 10 > 9 = 4x 2 19= :xzzg.

Logo a intersecdo entre os dois intervalos sera o Conjunto Verdade procurado :

V:{X€R|XZ%}.

EXERCICIOS :

Resolva as seguintes inequaces em R :

a) In(2x-3e) >1; b) 1-log(x-1) < 0 ;
c)log,, (x—1) + log,, (x-2) <1, d) logysX -10g,s(4x—-1)<0;
1

e) §<I0926x<1; f) log,(x—3)-log,x >-2.

Resp.:

a) X>2e; 1 1 V2 1
d ~<x<z; 8 —<X<=:

b) x >11; 4 3 6 3

C) 2<x<5; f) 4<x<12.

20




SISTEMA DECIMAL DE LOGARITMOS:

Vocé ja deve ter percebido que os logaritmos que mais utilizamos em nossos
exercicios foram os de base dez. Isto ndo foi por acaso. H& muitas calculadoras eletronicas
que disponibilizam os valores destes logaritmos. Porém, muito antes delas, ja existiam as
tabuas logaritmicas decimais que abordaremos a seguir :

Todo logaritmo decimal de um ndmero real positivo possui caracteristica e
mantissa. A caracteristica é sua parte inteira e a mantissa é a parte fracionaria decimal.

Entdo, se log x = 3,2083 a caracteristica do logaritmo € 3, e sua mantissa é 2083.

Para obtermos a caracteristica do logaritmo decimal de um numero, devemos
escrevé-lo entre as duas poténcias inteiras de 10 que mais se aproximam dele.

Exemplos :

1) log 27 = log 10 <log 27 < log 100 = 1<log 27 <2 = log 27 = =

1 + 0,--- = caracteristica =1;

2) log 6= log 1<logb<log 10 = O<log 6< 1 = log 6 0+0,---=

= caracteristica = 0;

3) log 0,02 = log 0,01 <log0,02<log0,1 =-2<1log0,02<-1= log0,02 =-2 +0,-

= caracteristica =-2;
4) log 348,44 = log 100 < log 348,44 < lo

g 1000 = 2 <log 348,44 <3= log 348,44=

=2 + 0,--- = caracteristica = 2;

5) log 0,00087 = log 0,0001 < log 0,00087 < log 0,001 = -4 <log 0,00087 <-3 =

= log 0,00087 =-4 + 0,--- = caracteristica = -4.

Podemos dizer que, o logaritmo de um namero maior que 1 tem caracteristica igual
ao namero de algarismos da parte inteira “menos” 1, e a do logaritmo de um niimero entre 0
e 1 é um ndmero negativo cujo modulo € o nimero de zeros que antecedem o primeiro
algarismo significativo do nimero dado.

A mantissa, sempre positiva, € fornecida pela tabela apresentada na préxima
pagina. Nela constam as mantissas, com 4 casas apés a virgula ,dos logaritmos decimais dos

nameros de zero a cem:
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TABELA DE MANTISSAS

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 0000 0414 0792 1139 1461 1761 2041 2304 2553 2788
2 3010 3222 3424 3617 3802 3979 4150 4314 4472 4624
3 4771 4914 5051 5185 5315 5441 5563 5682 5798 5911
4 6021 6128 6232 6335 6435 6532 6628 6721 6812 6902
5 6990 7076 7160 7243 7324 7404 7482 7559 7634 7709
6 7782 7853 7924 7993 8062 8129 8195 8261 8325 8388
7 | 8451 8513 8573 8633 8692 8751 sH08 BE65 8921 5976
8 9031 9085 9138 9191 9243 9294 9345 9395 9445 9494
9 9542 9590 9638 9685 9731 9777 9823 9868 9912 9956
10 0000 0043 0086 0128 0170 0212 0253 0294 0334 0374
11 0414 0453 0492 0531 0569 0607 0645 D682 0719 0755
12 0792 0828 0864 0899 0934 0969 1004 1038 1072 1106
13 1139 1173 1206 1239 1271 1303 1335 1367 1399 1430
14 1461 1492 1523 1553 1584 1614 1644 1673 1703 1732
15 1761 1790 1818 1847 1875 1903 1931 1959 1987 2014
16 2041 2068 2095 2122 2148 2175 2201 2227 2253 2279
17 | 2304 2330 2355 2380 2405 2430 2455 2480 2504 2529
18 2553 2577 2601 2625 2648 2672 2695 2718 2742 2765
19 2788 2810 2833 2856 2878 2900 2923 2045 2967 2089
20 3010 3032 3054 3075 3096 3118 3139 3160 3181 3201
21 3222 3243 3263 3284 3304 3324 3345 3365 3385 3404
22 3424 3444 3464 3483 3502 3522 3541 3560 3579 3598
23 3617 3636 3655 3674 3692 3711 3729 3747 3766 3784
24 3802 3820 3838 3856 3874 3892 3909 3927 3945 3962
25 3979 3997 4014 4031 4048 4065 4082 4099 4116 4133
26 4150 4166 4183 4200 4216 4232 4249 4265 4281 42098
27 4314 4330 4346 4362 4378 4393 4409 4425 4440 4456
28 4472 4487 4502 4518 4533 4548 4564 4579 4594 4609
29  4p24 4639 4654 4669 4683 4698 4713 4728 4742 4757
30 4771 4786 4800 4814 4829 4843 4857 4871 4886 4900
31 4914 4928 4942 4955 4969 4983 49497 5011 5024 5038
32 5051 5065 5079 5092 5105 5119 5132 5145 5159 5172
33 5185 5198 5211 5224 5237 5250 5263 5276 5289 5302
34 5315 5328 5340 5353 5366 5378 5391 5403 5416 5428
35 5441 5453 5465 5478 5490 5502 5514 5527 5539 5551
36 5563 5575 5587 5599 5611 5623 5635 5647 5658 5670
37 5682 5694 5705 5717 5729 5740 5752 5763 5775 5786
38 5798 5809 5821 5832 5843 5855 5866 5877 5888 5899
39 5911 5922 5933 5944 5955 5966 5977 5988 59499 6010
40 6021 6031 6042 6053 6064 6075 6085 6096 6107 6117
41 6128 6138 6149 6160 6170 6180 6191 6201 6212 6222
42 6232 6243 6253 6263 6274 6284 6294 6304 6314 6325
43 6335 6345 6355 6365 6375 6385 6395 6405 6415 6425
44 6435 6444 6454 6464 6474 6484 6493 6503 6513 6522
45 6532 6542 6551 6561 6571 6580 6590 6599 6609 6618
46 6628 6637 6646 6656 6665 6675 6684 6693 6702 6712
47 6721 6730 6739 6749 6758 6767 6776 6785 6794 6803
48 6812 6821 6830 6839 6E48 6857 6H66 6875 6884 6893
49 6902 6911 6920 6928 6937 6946 6955 6964 6972 6981




TABELA DE MANTISSAS

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
50 6990 6998 7007 7016 7024 7033 7042 7050 7059 7067
51 7076 7084 7093 7101 7110 7118 7126 7135 7143 7152
52  71ea0 7168 7177 7185 7193 7202 7210 7218 7226 7235
53 7243 7251 7259 7267 7275 7284 7292 7300 7308 7316
54 7324 7332 7340 7348 7356 7364 7372 7380 7388 7396
55 T4 7412 7419 7427 7435 7443 7451 7459 7466 7474
56 7482 7490 7497 7505 7513 7520 7528 7536 7543 7551
57 7559 7566 7574 7582 7589 7597 7604 7612 7619 7627
58  To34 7642 7649 7657 7664 7672 7679 7686 7694 7701
59 7709 7716 7723 7731 7738 7745 7752 7760 7767 7774
60 7782 7789 7796 7803 7810 7818 7825 7832 7839 7846
61 7853 7860 7868 7875 7882 7889 7896 7903 7910 7917
62 794 7931 7938 7945 7952 7959 7966 7973 7980 7987
63 7993 000 8007 8014 8021 8028 8035 8041 8048 8055
64 8062 8069 8075 8082 8089 8096 8102 8109 8116 8122
65 8129 8136 3142 3149 8156 8162 8169 8176 8182 2189
66 8195 8202 8209 8215 8222 8228 8235 8241 8248 8254
67 826l 8267 8274 8280 8287 8293 8299 8306 8312 8319
68 8325 8331 8338 8344 8351 8357 8363 8370 8376 8382
69 8388 8395 8401 8407 3414 8420 8426 8432 5439 8445
70 8451 8457 5463 8470 8476 2482 8488 54094 500 8506
71 | 8513 8519 8525 8531 8537 8543 8549 8555 8561 B567
72 | 8573 8579 8585 8591 8597 #8603 Boe09 8615 8621 8627
73 | 8633 8639 5645 8651 8657 2663 8669 8675 8681 8686
74 | Bp92 8608 B704 8710 8716 8722 8727 8733 8739 8745
75 8751 8756 8762 8768 8774 8779 B785 8791 8797 2802
76 | 8308 5814 5820 5825 2831 8837 8842 S848 5854 5859
77 | BBe5 8871 8876 BEE2 BEET 8803 BB BO04 2910 85915
78 8921 5927 85932 5938 8943 #2949 8954 5960 5965 8971
79 | 8976 5082 ik 5903 2998 9004 S009 9015 9020 9025
80 9031 9036 9042 9047 9053 9058 9063 9069 9074 9079
81 9085 9090 9094 9101 9106 9112 9117 9122 9128 9133
82 9138 9143 9149 9154 9159 9165 9170 9175 9180 9186
83 9191 9196 9201 9206 9212 9217 9222 9227 9232 9238
84 9245 9248 9253 9258 9263 9269 9274 9279 9284 9289
85 9294 9299 9304 9309 9315 9320 9325 9330 9335 9340
86 9345 9350 9355 9360 9365 9370 9375 9380 9385 9390
87 9395 9400 9405 9410 9415 9420 9425 9430 9435 9440
88 9445 9450 9455 9460 9465 9469 9474 9479 9484 9489
89 9494 9499 9504 9509 9513 9518 9523 9528 9533 9538
90 9542 9547 9552 9557 9562 9566 9571 9576 9581 9586
91 9590 9595 9600 9605 9609 9614 9619 9624 9628 9633
92 | 9638 9643 9647 9652 9657 9661 9666 9671 9675 9680
93 9685 9689 9604 9699 9703 9708 9713 9717 9722 9727
94 9731 9736 9741 9745 9750 9754 9759 9763 9768 9773
95 9777 9782 9786 9701 9795 9800 9805 9809 9814 9818
96 9823 9827 9832 9836 9841 9845 9850 9854 9859 9863
97 | 9868 9872 9877 9881 9886 9890 9894 9899 9903 9908
98 9912 9917 9921 9926 9930 9934 9939 9943 9944 9952
99 9956 9961 9965 9969 9974 9978 9983 9087 9091 9994




EXEMPLOS .
1) Calcular os logaritmos seguintes, usando a tabua :

a) log 14 = (caracteristica :1 , mantissa : 0,1461) = 1+ 0,1461=1,1461

b) log 140 = (caracteristica : 2, mantissa : 0,1461) =2 + 0,1461=2,1461

c) log 1,4 = (caracteristica : 0, mantissa : 0,1461) = 0 + 0,1461 = 0,1461

d) log 0,14 = (caracteristica : -1, mantissa : 0,1461)= -1 + 0,1461 = -0,8539
e) log 0,0014 = (caracteristica : -3, mantissa : 0,1461) = -3 + 1461 = -2,8539
f) log 76,3 = (caracteristica : 1, mantissa : 0,8825) = 1 + 0,8825 = 1,8825

g) log 982 = (caracteristica : 2, mantissa : 0,9921) = 2 + 0,9921 = 2,9921

2) Calcular as expressdes com o uso da tdbua de logaritmos :

a) 3/12,8°

3
Facamos x = §/12,8° = log x =log}/12,8° =log 12,85 = gloglz,8 =0,6.1,1072

= log x = 0,6643 (caracteristica:0, mantissa :6643) = x = 4,62

b) 3/0,3477
2,54
3/ 2 3/ 2 2
Seja x = VO34T = logx = log VO34T = log0,3473 - log254 =
2,54 2,54
= logx = %Iogo,347—logz,54 = 0,6667. (-1+0,5403) — 0,4048 =
= log x = 0,6667. (-0,4597) —0,4048 = -0,7113-1+1 = -1+0,2887
(caracteristica: -1, mantissa : 0,2887) = x ~ 0,194

EXERCICIOS :

Calcular o valor das seguintes expressdes numéricas :

2,465 33/8,3
a) 12.437%%%: 1) 3/0,0243 : ¢) 22 . d) 4222 - o) J2.334M10.
) ) ) 12778 ) 084 )
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Resp.: a) 6450,753 ;
b) 0, 2896;
c) 99,438 ;
d) 0,6567 ;
e) 1,5836.

APLICACOES DOS LOGARITMOS :

No inicio deste texto vimos que a ferramenta algébrica dos logaritmos tem grande

utilidade em varios ramos da Ciéncia. Apresentaremos a seguir algumas de suas aplicacdes :

1) A quantidade de alcool residual no sangue de uma pessoa, decorridas n horas apos a
ingestdo de_cachacga, € obtida pela funcdo pela funcdo f(n) = 2.(%)n . Qual ser& o tempo que
um motorista devera esperar para dirigir seu veiculo, se 0 limite maximo permitido

de &lcool no sangue para alguém estar apto para sentar-se ao volante € 0,8 gramas por litro ?

Comof(n)=08 = 08 =205" = 04 =05" = 1log04 =1log05" =
= log0,4 = n.log0,5 = -1+0,6021= n.(-1+0,6990) = -0,3979 =-0,3010.n =

— 03979

= 1,3220 horas, ou aproximadamente 1 hora e 20 minutos.

2) A igualdade que permite calcular o total de uma Unica aplicacéo de dinheiro, decorrido

0 tempo n meses, a uma taxa mensal é dada por T(n) = C.(1+1i)", onde i é igual a taxa
escrita na forma decimal e C é o valor do Capital inicial. Entdo, em quantos meses, o capital
de R$ 28 000,00 gera o total de R$ 37 684,30, a taxa mensal de 2 % ?

T(n)=37684,30 — 37684,30 = 28000.1,02" = 13459 = 1,02" =
= log 1,3459 = log 1,02" = n.log 1,02 = log 1,3459 = n.0,0086 = 0,1288 =
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EXERCICIOS :

a) Calcule o juro da aplicagdo de R$ 34 500,00 aplicados a taxa de 1,2% ao més durante

3,5 anos.

b) Ache o total da aplicacéo (capital + juros), ou Montante, se o capital aplicado foi igual a
R$ 126 000,00, durante 10 bimestres & taxa mensal de 0,85% .

b) Certa substancia radioativa se desintegra conforme a fungédo M(t) = M ,.9,5™", onde t é

0 tempo em anos, w é uma constante para cada substancia e M(t) é a massa residual ap6s

otempot. Setivermos M(20) = 600g e M =1000g, calcule o valor de w.

c) Em Fisico-Quimica define-se pH de uma solugéo do seguinte modo : Dada uma solucgéo

qualquer temos pH = log (%), onde pH significa a concentracdo de Hidrogénio em

fons-grama por litro da soluco. Entdo, se H*=1,2. 10°?, calcule seu pH.

d) A intensidade de um terremoto costuma ser medida na Escala Richter. O nimero obtido
deve estarentre 0 e 9 e é calculado com a aplicacdo da seguinte formula:
E

2
| = —log—,
3 TE,

onde | é a intensidade do terremoto, E é a energia liberada pelo terremoto em kWh e E, é

sempre igual a 7. 10 kwh.
1) Calcule a energia liberada no terremoto cuja intensidade na Escala Richter € 7,5.
2) Se a intensidade do terremoto for acrescida de 1 unidade por quanto a Energia
liberada ficard multiplicada ?

Resp.:

a) R$22437,79;
b) R$ 149 241,15 ;
c) 7,971,

d) 1:7.10°kwh; 2:10,/10).
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