IFSP__- EAD - TRIGONOMETRIA _
RAZGOES TRIGONOMETRICAS NO TRIANGULO RETANGULO

CONCEITUACAO:

No capitulo anterior foram abordadas as relacées métricas no triangulo retangulo, e
vocé deve ter percebido que em nenhuma delas havia referéncia aos valores dos angulos
internos. Por este motivo foram estabelecidos alguns conceitos que envolvem tais
elementos, aos quais daremos 0s nomes de Seno, Cosseno e Tangente dos angulos agudos
do triangulo retangulo.

ILUSTRACAO:

Seja o triangulo BAC retangulo no vértice A, conforme a figura:

DEFINICAO

Para qualquer angulo agudo deste triangulo, definimos:

SENO do angulo agudo é o quociente entre a medida do cateto oposto ao angulo e a

. . . b c
medida da hipotenusa, e assim o representamos: senff = — e seny = —.
a a



COSSENO do angulo agudo é o quociente entre a medida do cateto adjacente ao
A . . c b
angulo e a da hipotenusa, e o representamos do seguinte modo: cosf=— e coSy =—.
a a
TANGENTE do angulo agudo € o quociente entre a medida do cateto oposto ao angulo

. : b C
pela do cateto adjacente a ele, e a representamos assim: tgf =— e tgy = b’
C

PROPRIEDADE DOS ANGULOS COMPLEMENTARES:

Dois angulos sdo complementares se sua soma for um angulo reto: Se g e y séo

angulos agudos do triangulo retangulo, entdo sua soma sera 90° logo eles sé&o
complementares, e, de acordo com as definicbes de seno, cosseno e tangente, vocé deve
ter percebido que:
1
senf =cosy, seny =cosf e que tgp = Pt
gy
Podemos ent&o afirmar que valem as propriedades:
sen = cos(90°-43) , cosf =sen(90°-p3) e tgp = _
tg(90°-4)

EXEMPLO:

Os catetos de um triangulo retangulo medem 6 cm e 8 cm. Obtenha as razdes
trigonométricas de seus angulos agudos.

Resolucao:

Seb=6cmec=8cm, entdo o teorema de Pitdgoras ficara:

2

a’=6°+8°. Entdo a*=100 e a = ++/100. Como a)0, por ser medida de um segmento,

entdo a =10 cm.
Logo as razbes trigopnométricas pedidas seréo:

senﬂ:E:E:
a

= cos cosﬂ—E—i—i—sen
10 A a 10 5 7

gl w

b 6 3 1 4
tgf=—=—-—=—-. Comotgy=——, entdo tgy=—
97 c 8 4 37 t9p 773



EXERCICIOS :

1) Obtenha as razdes trigopnométricas dos angulos agudos dos tridangulos retangulos onde :

a) a=8cm, b=6cm
(Resp.:sen B =cosy =3/4, cos f =seny = ﬁ/4,tgﬂ = g,tgy:g )
b) a=2b,c=9cm

3

(Resp.:sen B = cos y =1/2,¢c0s 8 = seny = ?,tgﬂ =5ty = J3)
C) h =4cm, a=10cm

(Resp.: senﬂ:cos;/zﬁ,cosﬂ:sen;/:?,tgﬂ: 2,tgy =1/2)

d) m =2cm, n =6cm
(Resp.: senﬂ:cos;/zg, cosf =seny =1/2 ,tgﬂ:ﬁ,tgyzg )
2) Calcule os valores de seno e cosseno dos angulos LI, Il e 1V das figuras :

a)

b)



Resp::a)

(senl =cos =£,senll =£,cosll =ﬁ,senlll =1/2,cos Il = ﬁ,senlv :ﬁ,cos \% :&)
2 3 2 5 5
Resp b)
(senl :ﬁ,cosl :E,senll zﬁ,cosll :l,senlll =cos I :Q,senlv :&,cos \Y] :ﬁ)
3 3 2 2 2 5 5

ANGULOS NOTAVEIS :

Os angulos de 30°, 45° e 60° sdo chamados angulos notaveis pois, assim como 0s
produtos notaveis da Algebra, sdo muito utilizados em calculos trigonométricos, por serem
divisores exatos do angulo de 180°, e questdes envolvendo estes angulos sdo comuns na
Matematica e na Fisica. Portanto é importante conhecer os valores de suas razdes
trigonométricas. Vejamos :

Angulo de 60°: B

Este angulo, como vocé ja sabe, é o angulo interno do
triangulo equilatero de Lado ¢. A figura nos mostra o
triangulo equilatero BCD e sua altura h, que o divide em 2

triangulos retdngulos CAB e DAB congruentes .

60°
D" L *C
l A [
2 2



! i+ 4 cn2_ g2, Ly 2_ g2 02 2 3%
Logo, CA = > e teremos, por Pitagoras: h“=/ +(§) — h°=/ +7—> h ZT

302 ~ INE] L "
—>h=+ 7 como h) 0, entdo h = — e podemos calcular as razdes trigonomeétricas
de 60°

3
senGOO:D—Lzﬁllzﬁ
1 1 2 (2
L
cos60°:£=£&:l
e 20 2
3
h 2 (V32
tg60° = — =—<_ =" = =./3
==
2 2

Angulo de 30°.

Como 30° e 60° sdo angulos complementares, pois sua soma € um angulo reto, entao

30° = 90° - 60°, e podemos concluir que :

sen 30° = cos (90° -30°) = cos 60° = %
cos 30° = sen (90° - 30°) = sen 60° = ?
1 1 1 V3 3

tg 30° = - = =

T 1g(90°-30°)  tg60° 3 3 3

Angulo de 45°

Se um dos angulos agudos do triangulo retangulo mede 45°, entdo o outro tera a mesma
medida, pois a soma de ambos é 90°, e tal triangulo sera isosceles. Ou seja, seus catetos

serdo iguais e de medida b. O comprimento de sua hipotenusa sera dado por Pitagoras :



a’=b? +b> > a’=2b?> - a=+v2b>, comoa )0,entdo a=Db+/2, e assim teremos :

sen45° = B b L ﬁ

a b2 V22

V2
2

V2

€c0s45° =sen(90°-45%)=sen45° = —

\45° 450 2

tg45°= —=1

oo

Seria conveniente memorizar os valores das razdes trigonométricas que acabamos de obter.

A tabela a seguir engloba os valores que acabamos de deduzir para essas razées:

Angulo seno cosseno Tangente
30° 1 J3 3

2 2 3
450 2 2 1

2 2
60° J3 1 J3

2 2
EXERCICIOS:

1) Calcule o valor das expressodes:

€0s 60°+sen30°
a)E=
2tg45°

Resp.: 2

29n0
b) Y = tg“30
1-1tg30°




c) E = 2sen60°cos60° - J3

Resp.: ?

_ sen30° N 3c0s60°

dE
cos30° 1-+tg45°

43+9
12

Resp.:

_ 2.sen70° N 3.€0s 50°

e) E =
5.cos20° 5sen4Q°

Resp.: 1

2) Ache os valores desconhecidos nas figuras :

a)

30°




b)

60°

Resp.: a) x = 18\/§,y =616

'b) x=12, y~ 4,37,z =12,77,w = 17,52

CONCEITUACAO :

Em um tridngulo qualquer, os valores do seno e do cosseno de seus angulos internos

obedecem as propriedades que veremos a seguir, conhecidas como Lei dos Cossenos e Lei

dos Senos :
1) LEI DOS SENOS : 2) LEI DOS COSSENOS :
a’=Db*+c*—2bc.cosa a__ b __¢ =2r
senax senfg  seny
onde « € o0 angulo oposto onde r € o raio da circunferéncia
ao lado a. Logo, podemos circunscrita ao triangulo.
ter: A
7>

b?=a”*+c*—2accos S e

c’=a *+b*—2abcosy
44

C



DEMONSTRACOES :

1) LEI DOS COSSENOS : Seja o triangulo cuja altura h é perpendicular ao lado ¢, que

fica por ela dividido em duas partes. Uma destas par-
tes sera simbolizada por m, e assim , se aplicarmos o

Teorema de Pitagoras aos triangulos AHC e BHC,

retangulos em H, teremos :
b’=h’+m*> e a’=h>+(c-m)>=h>+c*—-2cm+m?

Se substituirmos convenientemente h e m por b na 22 igualdade, e nos lembrarmos de que,

A m . :
de acordo com a definicdo de cosseno, cosa = s logo m = b cos«a , entéo fica verdadeira a

seguinte igualdade : a’=b” +c*—2cbcosa (cad.)

As demais igualdades desta lei sdo obtidas pela rotacédo dos lados e dos angulos.

2) LElI DOS SENOS: Seja o triangulo ABC qualquer e a circunferéncia que o
circunscreve. Se tracarmos o diametro BD, ficara em
D determinado o angulo y inscrito no arco determina-
do na circunferéncia pelos pontos B e C, assim como

o angulo « . Logo, =y e BCD é um tridngulo retan-

gulo, por estar inscrito em uma semicircunferéncia.

a a

Logo , seny=— , ou ——=2r. Como azvy,

2r seny
a .
poderemos escrever —— =2r. Podemos demonstrar a mesma igualdade para os outros
sena
. A . a b c

lados e respectivos angulos opostos de modo analogo, e teremos : =2r.

sena  senB  seny
cqd



TABELA DAS FUNCOES TRIGONOMETRICAS :

Apresentamos a seguir uma tabela que associa a cada angulo entre 0° e 90° os valores
de seus seno, cosseno e tangente, com aproximacao até a 42 casa apos a virgula (décimo-

milésimos)

Angulo Sen Cos Tq Angulo Sen Cos Tg

6" ] 01045 | 09945 | 0.1051 |
8 | 01392 | 09903 | 0,1405 |
40" | 0,6428 | 07660 | 0,8391 |

___60° | 08660 | 05000 | 17321 |

10



De acordo com esta tabela podemos ver que, por exemplo, sen 31° =0,5150
cos 59° = 0,5150 e que tg 26° = 0,4877 , tg 64° = 2,0503, e se multiplicarmos uma pela
outra obteremos tg 26° . tg 64° = 0,4877 . 2,0503 = 0,99993 que € aproximadamente igual
a 1, pois 26° e 64° sdo angulos complementares.

PROPRIEDADES DOS ANGULOS SUPLEMENTARES :

Dois angulos cuja soma € um angulo raso sdo chamados suplementares. Ou seja,

se @ e P sdo suplementares, entao “+ﬂ:18oo,e poderemos dizer que
a=180-4 ou que p=180-¢.

Embora ainda ndo possamos demonstrar, afirmamos que :

sen (180°%-«a) =sena cos (180° - ) = —cosa tg(180°- ) = tga

Estas propriedades serdo demonstradas oportunamente.

APLICACAO :

Se usarmos a tabela das funcfes trigonométricas e as propriedades que
acabamos de enunciar, poderemos calcular funcées de angulos que nao constam dele
Exemplos :
a) sen 142° = sen (180°-38°) = sen 38° = 0,61566
b) cos 111° = cos (180°-69°) = -cos 69° = -0,35837
c) tg 173° = tg (180°-7°) = -tg7° = -0,12278

EXERCICIOS :

1) Obtenha o valor das expressoes :

a) E=2senl125°-4c0s98° + tg 179° (Resp-.: 2,17752)

11



0 (0]
by £ = Seni48+cos92 (Resp.: -0,34067)

2tg144°

2) Calcule, usando os angulos notaveis, os valores a seguir , conforme o exemplo :

a) senl35° = sen(180°-45°) = sen45° :%

b) cos135° f) sen150°
c) tg135° g) cos 150°
d) sen 120° h) tg 150°
e) tg 120°
Resp.: ( b) _J2 , €)-1; d) ﬁ; e) —/3; f)l; g)-ﬁ; h) -ﬁ).
2 2 2 2 3
EXEMPLOS :

Obtenha os lados desconhecidos dos triangulos :

1) O angulo desconhecido, que chamaremos
de «, é tal que sua soma com 0s outros
angulos internos do triangulo é 180°.
Logo,a =105°. Se utilizarmos a Lei dos
Senos, teremos:
12:x:y Logo: 12:x:y_)12:x:1.
sen105° sen45°  sen30° sen75° send5°  sen30° 096593 2 1
2 2
Entéo 12 X y

096593 0707107 05

Destas propor¢cdes obteremos 0s seguintes valores aproximados ; X = 8,78cm e y =6,21cm



2) Podemos agora utilizar a Lei dos Cossenos:

3)

como xe R, , entdo x=5 J7

Aqui também usaremos a Lei dos Cossenos :

4% = 2% 4 x*> —2.2.X.c0s 60°

16 =4 + x?-4.x.0,5

X2 — 2x-12=0

gue € uma

raizes sdo x, =2++/13 e x,=2-413¢R, . Logo,

10
x2=102 +15% — 2.10.15.0s 60°
) x2=100+ 225—300.05
Ao x?=325_150 =175
x=+175 .
60°
y 2

equacdo de 2° grau na variavel x, cujas

x=2+\/E

Novamente a Lei dos Cossenos :

6° +10° —
x2=136-120.

2.6.10cos 120°
(—cos60°)

x?=136-120. (——) 136+ 60 =196

X==14/196 =114

Como x é positivo, entdo x = 14

EXERCICIOS :

1) Obtenha os valores de X, y e z nas figuras :

a) b)

12

Resp. a): (x=4+/2,y =12-4+/2,7 =12./2 -8)

Resp. b): (x~9,78cm,y ~ 4,37cm, z ~12,27cm)

13



2) Um homem de 1,90m de altura observa o topo de um prédio com um angulo de elevacao
de 45°. Se ele se aproximar 50m do prédio, esse angulo passara a ser de 60°. Calcule a
altura do prédio.

(Resp.: 118,49m)

3) Uma pessoa de 1,70m de altura e a distancia de 20m de uma arvore, observa um falcéo
no seu topo, sob angulo de elevagéao de 45°. Por sua vez, o falcdo observa uma lebre no
chdo sob angulo de 35° com a horizontal. Calcule a distancia da lebre a arvore.
(Resp.: 31m)

4) Duas estradas retas se cruzam formando angulo de 36°. Os mdveis A e B partem
simultaneamente do cruzamento das estradas, cada um deles em uma delas, nos sentidos
gue formam o maior angulo assim definido, ambos com velocidades iguais e constantes.
Passados 30 segundos da largada, qual seré a distancia entre eles em funcéo da velocidade
comum ?

(Resp: d = 57v)

5) A escada de pintor ao lado tem 18 degraus, 5,6m de comprimento e o angulo entre suas
pernas € 28°.
Se as distancias entre os degraus sdo iguais a do mais baixo ao chdo e a do mais alto ao

vértice, ache a altura do terceiro degrau.

(Resp.: h=9cm)
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