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Resumo

Este trabalho apresenta uma introdugéao ao calculo fracionario, no qual destacam-se
as propriedades e as caracteristicas de diferentes formulagcdes para os operadores de
integracao e derivagao fracionarios e o conceito de algumas fungdes ditas especiais,
no contexto da fisica-matematica. A seguir, sdo apresentadas as chamadas Equacdes
Diferenciais Fracionarias (EDF’s) através do estudo e da analise de suas solucoes
exatas e numéricas. Nesta analise, procurou-se observar as semelhangas entre o que
ocorre quando se utiliza o calculo fracionario e quando se utiliza o calculo de ordem
inteira.

Palavras-chaves: Derivada Fracionaria, Integral Fracionaria, Grinwald-Letnikov, Ca-
puto; Riemann-Liouville, Métodos Numéricos, Problema de Valor Inicial Fracionario.






Abstract

This work presents an introduction to fractional calculus, enhancing the properties and
characteristics of different formulations for the fractional operators of integration and
derivation as well the some special functions. Then, the fractional differential equations
(EDF’s) are presented through the study and analysis of their exact and numerical
solutions. In this analysis, we tried to observe the similarities between fractional and
traditional calculus results.

Key Words: Fractional Derivation, Fractional Integration, Griinwald-Letnikov, Caputo,
Riemann-Liouville, Numerical Methods, Fractional Initial Value Problem.
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1 INTRODUGAO

O calculo diferencial e integral, ou somente calculo, € um topico da Matematica
ligado a area de Analise, presente nos cursos de Licenciaturas e Bacharelados em
Matematica, onde sao estudados fendmenos que envolvem movimento e variagao,
associados a conceitos de area e de reta tangente. A partir destes dois conceitos
surgem os dois principais ramos do calculo: o calculo integral e o calculo diferencial.

A ideia de integragao teve origem em processos somatorios ligados ao
calculo de certas areas e certos volumes e comprimentos. A diferencia-
¢ao, criada bem mais tarde, resultou de problemas sobre tangentes a
curvas e de questdes sobre maximos e minimos. Mais tarde ainda,
verificou-se que a integragao e a diferenciagao estao relacionadas en-
tre si, sendo cada uma delas operagao inversa da outra (EVES! [2004,
p.417).

Em geral, nos cursos de graduacao, sao apresentados processos de diferencia-
cao e integracao de ordem n inteira, com n > 0, conhecidos como calculo de ordem
inteira. Entretanto, matematicamente, nada impede que esses processos sejam ge-
neralizados para uma ordem arbitraria. Esta possibilidade deu origem ao chamado
calculo fracionario e seus resultados sao o assunto principal deste trabalho.

Mais especificamente, este trabalho tem como objetivo estudar as chamadas
Equacoes Diferenciais Fracionarias (EDF’s) de dois e trés termos, tanto do ponto de
vista tedrico como numérico. Também serdo apresentados alguns resultados referen-
tes a possiveis interpretagoes e aplicagdes deste tipo de equacao.

1.1 Revisao histdrica

No que diz respeito ao calculo diferencial e integral de ordem inteira ou somente
calculo de ordem inteira, Camargo e Oliveira (2015, p.7) comentam que 0s primeiros
registros referentes ao calculo integral remetem a Grécia antiga, quando Arquimedes
(287 a.C-212 a.C) desenvolve e aplica o Método da Exaustao para solucionar o pro-
blema de determinagao de areas.

Este método consiste em inscrever poligonos, com areas conhecidas, na figura
cuja area deseja-se determinar, até que esta seja completamente recoberta pelos
poligonos.

No século XVII Isaac Newton (1642-1727) e Leibniz (1646-1716), algebrizam
o0 método da exaustao que, com o passar do tempo, é chamado hoje de calculo inte-
gral e que segundo Camargo e Oliveira (2015, p.7), ndo se limita a resolver somente
problemas geométricos relacionados ao calculo de areas, mas também possui grande
aplicabilidade em outras areas da ciéncia, em especial na Fisica.
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Ja o outro ramo, o calculo diferencial, se desenvolve quando Fermat (1601-
1665) procura obter os valores maximos e minimos de certas funcdes. Ele tinha como
ideia utilizar o método das tangentes, que busca encontrar um nimero que fornece a
inclinacao de uma reta ou determinar a direcao da reta tangente num ponto arbitrario
de uma curva.

Na segunda metade do século XVII, Leibniz algebriza esse problema e apre-
senta os conceitos de variaveis, constantes e parametros, também introduz a notacao
j—g, onde dzx e dy sao chamados de diferenciais e entendidos como "a menor possivel
das diferengas em = e em y”, respectivamente.

Se f(z) tem um maximo ou minimo comum em z e se e € muito pe-
queno, entao o valor de f(x — e) é quase igual ao de f(z). Portanto,
pode-se experimentar fazer f(xz —e) = f(z) e, para tornar essa igual-
dade correta, impor que e assuma o valor zero. As raizes da equagao
resultante dardo, entao, os valores de x para os quais f(z) assume um
maximo ou um minimo (EVES, [2004, p.429).

Esta citacao pode ser interpretada como uma das origens do conceito de de-
rivada, e do calculo diferencial, que pode ser entendida como a taxa de variagao de
uma funcgao.

Quando se fala sobre a conexao dos dois ramos do calculo, Eves (2004, p.435)
argumenta que Barrow (1630-1677) foi o primeiro a perceber que os processos de
diferenciagao e integracao sao operadores inversos um do outro.

Entretanto, mesmo Barrow sendo o primeiro a perceber a conexao entre os
dois ramos, em (Camargo e Oliveira (2015, p.8) é dito que Newton e Leibniz foram
os primeiros a compreender a verdadeira importancia dessa conexao e explora-la de
forma coerente e ordenada, culminando com o desenvolvimento do Teorema Funda-
mental do Calculo, unindo os dois ramos no que se conhece atualmente como Calculo
Diferencial e Integral.

O desenvolvimento do céalculo de ordem inteira continuou e teve seus concei-
tos ampliados até o século XIX, com o surgimento da Analise Matematica, quando
Gauss (1777-1855), Cauchy (1789-1857), Weierstrass (1815-1897) e Riemann (1826-
1866), desenvolvem com clareza e elegancia, através de suas obras, uma base de
matematica que introduz formalmente os conceitos de limites, derivadas e integrais,
ou seja, introduz o rigor matematico.

Diferentemente do calculo de ordem inteira, o calculo fracionario, ou calculo de
ordem nao-inteira ou até mesmo calculo de ordem arbitraria surge a partir de um ques-
tionamento feito em uma troca de correspondéncias entre Leibniz e LUHospital, onde
L'Hospital questiona Leibniz sobre uma possivel generalizagdo da ordem da derivada.



1.1. Revisdo histérica 21

Ross| (1975) comenta que a ideia de generalizagao da ordem da derivacao e
da integracao esta relacionada a poder estender o significado da expressao jx—g comn
sendo qualquer numero irracional, racional ou complexo. [Ross| (1975) ainda destaca
qgue na referida troca de correspondéncias L'Hospital pergunta a Leibniz sobre o caso
no qual n fosse % ao qual, em 1695, Leibniz responde que isso levara a um paradoxo
que trara consequéncias frutiferas.

O termo derivada de ordem arbitraria aparece, segundo Ross| (1975, p.1),
pela primeira vez em um livro em 1819, quando o francés S. F. Lacroix (1765-1843)
escreve aproximadamente duas paginas sobre uma férmula que visava obter para a n-
ésima derivada para monémios do tipo y = x". Euler e Fourier mencionaram derivadas
de ordem arbitraria em seus estudos, mas nao forneceram nenhuma aplicagao ou
exemplo.

O primeiro resultado conhecido sobre a aplicagdao do calculo fracionario foi
apresentado por Abel (1802-1829) em 1823, quando obteve a solucao do problema
da tautocrona.

Desde entdo, muitos outros matematicos tiveram grandes contribuicdes em
relacdo ao desenvolvimento do calculo fracionario como Liouville (1809-1882), Rie-
mann (1826-1866), Grinwald (1838-1920), Letnikov (1837-1888), Caputo (1932), den-
tre outros.

No que diz respeito a conferéncias sobre o calculo fracionario, somente em ju-
nho de 1974, 279 anos apods a troca de correspondéncias entre LHospital e Leibniz,
aconteceu a primeira conferéncia internacional sobre o tema, realizada na Universi-
dade de New Haven, EUA.

Esta conferéncia teve varios objetivos, sendo o mais importante, popu-
larizar 0 assunto na esperanga de induzir cientistas de modo a incluir
o tema em sua pesquisa e encoraja-los a descobrir novos métodos
formais para representar fendmenos fisicos por modelos matematicos
qgue podiam ser tratados com elegancia através do CF (CAMARGO;
OLIVEIRA, 2015).

Nos dias atuais, o calculo fracionario, como dito em (Camargo| (2009), conta
com aplicacoes para descrever fen6menos em diversas areas de uma forma mais
“elegante”, como na Fisica, Biologia, Matematica Financeira etc. Existem também
estudos sobre possiveis interpretacées da derivada fracionaria, como por exemplo em
Lorenzo e Hartley (1998) que propdem uma interpretacao geométrica para a derivada
fracionaria.

No Brasil, provavelmente, a primeira mengao ao termo derivada fracionaria te-
nha sido em Ricieri (1993). Atualmente existem diversos pesquisadores brasileiros na
area, espalhados em diferentes universidades e estados do pais, com trabalhos de
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grande relevancia, o que tem contribuido para o desenvolvimento desta area, como
Camargo (2009) que traz em sua tese de doutorado o problema do telegrafo tra-
balhado do ponto de vista do célculo fracionario, Grigoletto e Oliveira (2013) mos-
trando versoes fracionarias do teorema fundamental do calculo, Boni/ (2017) com uma
aplicacao do calculo fracionario as equacdes horarias do movimento, |[Rodrigues e
Oliveira (2015) utilizando o calculo fracionario para estudar os modelos da fisica ma-
tematica, |Soares| (2016) trazendo uma aplicacao do calculo fracionario as equacoes
de evolucao, |Grigoletto (2014) mostrando uma equagao diferencial fracionaria associ-
ada ao processo de desaceleracao de neutrons, [Ramos e Camargo (2012) aplicando
o calculo fracionario ao problema da tautécrona, dentre outros.

1.2 Estrutura do trabalho e objetivos

O trabalho tem como objetivo analisar qualitativamente e quantitativamente as
Equagdes Diferenciais Fracionarias (EDF’s) de dois e trés termos. Para tanto, o traba-
lho se divide em dois objetivos especificos.

O primeiro deles diz respeito a apresentar a teoria acerca do conhecimento ma-
tematico necessario a compreensao e desenvolvimento do calculo fracionario, como
algumas das diferentes formulagoes para os operadores de derivacao e integracao
fracionarios, a Funcao Gama, a Transformada de Laplace, a Funcao de Mittag-Leffler
e a Transformada de Fourier.

Na segunda parte sdao apresentadas as Equacoes Diferenciais Fracionarias
bem como suas possiveis solu¢des exatas e numéricas, além de alguns exemplos.

O trabalho é finalizado com as consideracdes finais e sugestoes para trabalhos
futuros.
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Neste capitulo sdo apresentados os conceitos tedricos do Calculo Fracionario
(CF), iniciando com conceitos preliminares necessarios tanto para o desenvolvimento
da teoria como das aplicagdes, como a Fungao Gama, a Funcao de Mittag-Leffler, a
Transformada de Laplace e a Transformada de Fourier.

Todo o capitulo foi escrito tomando como base os livros: Calculo Fracionario
de Camargo e Oliveira (2015), Fractional Integrals and Derivatives: Theory and Ap-
plications de |Samko, Kilbas e Marichev, (1993), Theory and Applications of Fractional
Differential Equations de Kilbas, Srivastava e Truijillo|(2006), a dissertagao de mestrado
de Boni (2017) e a tese de doutorado de Camargo (2009).

2.1 Funcao Gama

Camargo e Oliveira (2015) nos diz que existem diversas formas de se estudar
a funcao gama; Wierstrass (1815-1897) por exemplo, estudou-a utilizando um produto
infinito, j& Gauss estudou-a através de um limite.

Este trabalho utiliza a fungao gama definida a partir de um representacgao inte-
gral, mais especificamente, uma integral imprépria, definida por Euler.

Definicao 2.1. Fatorial

O fatorial no nimero n, comn = 0, 1,2, ... € definido pela integral impropria:
n! = / et dt. (2.1)
0

A generalizagao desta definicao é obtida substituindo-se o valor de n por um
numero, em principio complexo, z = z + yi, tal que =z, y € R e Re(z) > 0. Esta
generalizagao é conhecida como a fungao gama.

Definicao 2.2. Funcdo Gama

A fungdo gama, denotada porT'(z) € definida pela integral impropria:

['(2) :/ el de, (2.2)
0
com z € C.

Trabalhar diretamente com a definicao da funcao gama pode apresentar uma
certa dificuldade, uma vez que ela é representada por uma integral imprépria. Para
superar essa adversidade, € possivel extrair diferentes propriedades com o intuito de
facilitar este trabalho.
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Propriedade 1. I'(z + 1) = zI'(2)

Demonstracgao.
M(z+1) = / et L g = / et 17 dt. (2.3)
0 0
Integrando por partes e adotando a mudanga de variavel u = t* e dv = e~ dt,
comdu=zt"tdtev=—et, tem-se:

L(z+1) :/ ettt dt = [—tZetEOJF/ 2t et dt. (2.4)
0 0

Em (2.4), a parcela —t*¢~* = 0, restando apenas a segunda parcela que, apli-
cando a definicao da fungao gama, resulta em:

/ 2t et dt = 2 / t=le Tt dt = 2I(2). (2.5)
0 0
0

A Propriedade (1)) pode ser interpretada como uma generalizagao da identidade

n!=n(n—1).

Propriedade 2. I'(1) =1

Demonstracao.
P = [ et = ey = dim [y = Bim (e ) <1 (26)

]

Utilizando o Principio da Inducao Finita e os resultados das propriedades (1) e
é possivel concluir que, se z € N, entéao

I'(z+1) =z

Também é possivel mostrar que a funcdo gama nao esta definida para z = 0,
ja que pela propriedade tem-se que I'(0 + 1) = 0-I'(1) = 0 o que contradiz a
propriedade (2). Além disso, obtém-se a partir das propriedades vistas que a fungao
gama nao esta definida para inteiros negativos, uma vez que a propriedade pode
ser reecrita como:

(2 4+1) = 2T(2) = T(z) = LEFY

e, a fungdo gama para = = —1 depende de I'(0), pensando recursivamente nao
encontra-se um modo de definir a fungdo gama para nenhum inteiro negativo.

A sequir, € apresentado um exemplo do calculo a fungdo gama de um valor nao
inteiro.
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Exemplo 2.1. Célculo de T (3)

1 & >
r(_) _ / Pbotar — / e, 2.7)
2 0 0

Fazendo a mudancga de variavel t = u* e dt = 2u du na equagao (2.7) tem-se:

1 o0 o0 o
r (—) = / (uQ)_%e_“22u du = 2/ w tue™ du = 2/ e du. (2.8)
2 0 0 0

2
Sejal = [;* e du, entdo tem-se que 1> = (fo°° e—u%zu) = [ e du [ e du.
Assim sem perder a generalidade, em uma das integrais, u por v, chegando em

12:/ e‘“gdu/ e‘”de:/ / e‘“Qe_UQdudU:/ / e~ du dy. (2.9)
0 0 o Jo o Jo

Realizando uma mudanga para as coordenadas polares com u? + v? = r? em

(2.9), obtém-se:
12—/2/ e dr db. (2.10)
0 0

Fazendo uma segunda mudanca de variavel, onde w = r?, logo dw = 2rdr,
para a primeira integral tem-se:

1 © —w 1 w190 . 1 —wlT 1 . —x 0 1
5/0 e dw:§[—e ls :xh_g)log[—e ]Oz—xh_glo(—e —i—e):§. (2.11)
voltando para a equagao (2.10):
2 = — = — = —
I _/0 2d6 1 =1 5 (2.12)

. (1) _ /7 (2.13)

O resultado obtido em (2.13) possibilita calcular a fungdo gama para todos os
valores fracionarios de denominador 2. Por exemplo,

r(3)-r()=F o r(B)-r()-"

e, utilizando o principio da inducao finita em conjunto com o resultado da equacao
(2.13) tem-se a lei de recorréncia para determinar a fungao gama de todos os valores
fracionarios de denominador 2, com n > 1, dada por:

. (Zn—l— 1) _(2n-— D! -

2 2n
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A Figura [1| apresenta o grafico da funcao gama no intervalo ]-8,8], no qual
pode-se observar o comportamento descontinuo desta funcao para valores inteiros
nao-positivos.

Figura 1 — Funcao Gama.

2.2 Transformadas Integrais

A seguir sera apresentada a definicao das Transformadas Integrais e suas ca-
racteristicas. Além disso, serdo apresentadas duas transformadas especificas, sendo
elas a de Laplace e a de Fourier. Também foi utilizado, além das referéncias ja citadas
no inicio do capitulo, o livro Integral Transforms and Their Applications de Debnath e
Bhatta (2007).

Definicao 2.3. Transformada Integral

A transformada integral de uma fungéo f(z), no intervalo a < x < b, denotada
por F(k), e definida por:

Fk) = / K(z, k) f(x)dz. (2.14)

onde K (x, k) € chamado de ntcleo da transformada, F (k) a fungdo transformada e k
a variavel transformada.
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Em geral, cada transformada corresponde a uma diferente escolha da fungao
K, chamada nucleo da transformada, e dos limites de integracao a e b.

Como as transformadas sao integrais e integrais sao lineares, essa propriedade
se mantém para todas as transformadas.

2.2.1 Transformada de Fourier

A transformada de Fourier € a transformada integral que decompdée uma funcao
temporal em frequéncia, ou seja, uma fungao f(t), onde t € o tempo, sera transformada
em uma fungéo F(w), onde w € a frequéncia, ao aplicarmos a transformada de Fourier.

Apresenta-se a seguir, a definicao e algumas propriedades da transformada
de Fourier para fungbes f(t) absolutamente continuas, considerando apenas o caso
unidimensional.

Definicao 2.4. Transformada de Fourier

A transformada de Fourier de uma fungéo f(t), denotada por .7 [ f](w) = F(w),
comf:R—ReF(w):R— C, édefinida por:

Ff](w) = /_OO F(t) et d. (2.15)

Definicao 2.5. Transformada de Fourier inversa

A transformada de Fourier inversa de F(w), denotada por ' [F](t) = g(t) é
definida como: | e
FF] (1) / F(w) et dw. (2.16)

:§ N

Para que existam a transformada e a transformada inversa de Fourier de uma
fungao f(t), as integrais das equagoes (2.15) e (2.16) devem ser convergentes.

Definicao 2.6. Produto de Convolugao

O produto de convolugao, também conhecido como convolucao de Fourier, de-

notado por “x”, entre duas fungées bem comportadad], f(t) e g(t) comt € R, é defi-
nido pela integral:

F(t)  g(t) = / " f(glt— 7). (2.17)

A Transformada de Fourier unidimensional apresenta diversas propriedades,
algumas delas listadas abaixo.

' Neste texto, termo funcdo bem comportada faz referéncia @ uma funcdo que é absolutamente

continua e limitada em todos os pontos do seu dominio.
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Propriedades

1. Atransformada de Fourier do produto de convolugao de duas fungdes € igual ao
produto das respectivas transformadas:

[f1x fo] () = F [ f1] (w).F [ fo] ().
2. A transformada de Fourier de um produto de duas fungdes € dada por:
Flhi- Bl@) = - F[A] @)« Z[] (@)

3. Seja n € N, a transformada de Fourier e a transformada de Fourier inversa da
derivada enésima, sao dadas respectivamente por:

Z[fM]w) = ()" Z[f](w) e F[fM](w) = (~iz)"f().
4. O produto de convolugcao é comutativo, ou seja,

f@t)xg(t) = g(t) « f(2).

Por fim, além da relagao tempo-frequéncia, é possivel interpretar a transfor-
mada de Fourier de uma fun¢cao como sendo a sua decomposicao exponencial.

2.2.2 Transformada de Laplace

A Transformada de Laplace, que sera apresentada nesta subsecao, é uma fer-
ramenta que nos permite obter a solucao de uma ampla classe de equacoes diferen-
ciais, tanto de ordem inteira quanto de ordem fracionaria.

Definicao 2.7. Transformada de Laplace

Seja f(t) uma fungdo definida parat > 0. Ent4o, a integral

P(s) = 2[f(1)] = / e~ f(#) dt (2.18)
0
é chamada Transformada de Laplace de f, desde que que a integral convirja.

Definicao 2.8. Transformada inversa de Laplace

A Transformada inversa de Laplace de F(s), denotada por £~ [F](s) = f(t) é
definida da seguinte forma:
1 o+1iT

ft)y=<2""F(s)] = — lim e F(s)ds (2.19)

27” T2 Joir

onde Re(s) > o, para que todas as singularidades de F(s) estejam a esquerda da reta
Re(s) = o, no plano complexo, garantindo a convergéncia da Transformada inversa.
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Teorema 2.1. Sejam [ e g fungbes continuas por partes em R e de ordem exponen-
cial, entdo

ZLfxg] =Z[f®)]L[9(t)] = F(s) G(s).

Demonstracao. Ver Zill (2001). O

2.3 Funcoes de Mittag-Leffler

Além da Funcdo Gama, outras fungdes de grande importancia para o CF sao
as fungoes de Mittag-Leffler, conhecidas como a generalizagao da fungao exponencial.
Essas funcdes sao de grande importancia pois, enquanto as Equacoes Diferenciais de
Ordem Inteira (ED’s) tém suas solugdes dadas em termos da fungdo exponencial, as
Equacdes Diferenciais Fracionarias (EDF’s) terao suas solugcdes expressas em termos
das fungoes de Mittag-Leffler.

As funcoes de Mittag-Leffler sdo definidas a partir do nimero de parametros
que possuem e, para o presente estudo, serao utilizadas apenas as funcoes de Mittag-
Leffler de um e de dois parametros.

2.3.1 Funcao de Mittag-Leffler de um Parametro

A fungao de Mittag-Leffler, E,(z), € uma funcdo complexa que depende um
parametro complexo «, com Re(a) > 0 e é dada a partir da seguinte expressao:

=y (2.20)
— I'( ak +1

Observe que, no caso particular de a = 1, tem-se a fungao exponencial:

Eiz)=Y = :?:a (2.21)

2.3.2 Funcao de Mittag-Leffler de dois Parametros

A funcao de Mittag-Leffler de dois Parametros tem papel importante no desen-
volvimento do calculo fracionario e também no processo de obtencao da solugao de
algumas EDF’s, sendo definida por:

Zk

I(ak +5)

[M]#

Eop(2) = (2.22)

il

0

Vale destacar que, quando 5 = 1 recupera-se a funcao de Mittag-Leffler de um
parametro,

k=0
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e, no caso particular de o = 1 e § = 1 recupera-se a fungao exponencial.

Outro caso particular da funcao de Mittag-Leffler e que sera utilizada no decor-
rer do trabalho € a fungao de Prabhakar, (¢, A; i, v), introduzida por |Sousa, Junior e
Oliveira (2020) e definida como:

et A pw) = ¢ TTER (A1) (2.24)

que tem sua transformada de Laplace dada por:
klseP

g[&fk(t, j:)\,,u,v)} = W.

(2.25)

2.4 Integrais fracionarias

A literatura apresenta diferentes formulagcées para o operador de integracao
fracionario. Entretanto, neste trabalho, serdo abordadas apenas as formulagbes de
Riemann-Liouville e de Liouville.

Antes de introduzir o conceito de integral fracionaria ou integral de ordem nao
inteira, & necessario mostrar que uma integral de ordem n € N pode ser escrita como
sendo um produto de convolugdo entre f(z) e a fungéo de Gel'fand-Shilov de ordem
n. Em seguida através da generalizagao do fatorial pela funcao gama, é introduzido o
conceito de integral fracionaria.

Definicao 2.9. Funcao de Gel’fand-Shilov

Sejamn € N ev € R, a funcao de Gel’fand-Shilov é definida como:

tl/—l

" set >0 T get >0
(1) = ¢ (=D - e L) =< TW - 2.26
én(t) { 0 set <0 @u(t) 0 set<0 ( )

onde I'(v) é a generalizagdo da fung3o fatorial.

Definicao 2.10. Integral de Ordem Inteira

Define-se a integral de ordem inteira, integral mdltipla ou iterada, através do
operador I, sobre a fungdo f(x), como:

t
_ / F(t) dt. (2.27)
0
Desta forma, a partir da definicdo dada pela (2.27) podemos escrever

Pf)y=1[1f() // f(ta) dty dty

Pft)y=1I[I"f(t // / f(t3) dts dty dt,
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que pode ser generalizada para a integral de ordem n como:

n—1
/// / / W)ty dts dts dty

A integral de ordem n, com n € N, também pode ser introduzida através do
teorema a seguir, que envolve a funcao de Gel'fand-Shilov e o produto de convolugao
de Laplace.

Teorema 2.2. Integral de ordem n
Sejamn € N, t € R, e f(t) uma fungdo integravel, entao
I"f(t) = dnlt) x f(1),

onde x denota o produto de convolug&o.
Demonstragao. Utilizando o Principio da Indugao Finita (PIF), para n = 1 tem-se:
(t—7)t
/f ir= [LD ) ar = i) 5 10
o (1-=1!

Assumindo a validade da hipotese de inducao para n,

I"f(t) = gnl(t) * f(1),

tem-se que:

() = ][I"f(t)] = ][gzﬂn(t)*f(t)} = /0 On(u)*f(u) du = /0 {/0“ %f@') dr| du

. Neste caso, é possivel inverter a ordem de integragao de modo a obter:

I (t) = /Ot [/t %m) du] dr.

Calculando a integral entre colchetes, tem-se:

() = / ¢ v )?”fm a7 = Gusa (1) * (1),

demonstrando que a relacgao vale para todo n € N. O

Demonstrado o Teorema, a fungcdo gama sera utilizada para generalizar a or-
dem da integral para um « € R.

Defini¢ao 2.11. Integral de ordem «

Seja f(t) uma fungdo integravel, a integral de ordem « de f(t), denotada por
I(t), é definida por:

1 F(1) = 6alt) * (1) = / %f@dr (2.28)
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2.4.1 Integral fracionaria de Riemann-Liouville

Definicao 2.12. Integral de Riemann-Liouville em intervalos finitos

Seja A = [a,b] um intervalo finito no eixo real R. As integrais de Riemann-
Liovuille, a esquerda e a direita, ambas de ordem o € C, com Re(«) > 0, sdo definidas
respectivamente por:

(2 f)@) = (1a) / ' (xff’fi)‘?_a, r>a (2.29)
) o L[ f(e)dt
(=) = ¢ ) / e ©S b. (2.30)

Para o caso particular em que a = 1, recuperam-se as definicdbes usuais de
integrais de ordem inteira,

Bne) = s | 0 = [ o

BN = [ hgi = [ o

As integrais fracionarias de Riemann-Liouville, definidas em um intervalo finito
[a, b] do eixo real R, podem ter seu significado estendido para o semieixo R* e também
para o eixo real R.

2.4.2 Integrais Fracionarias de Liouville

Definicao 2.13. Integrais de Liovuille nos semieixos

Seja f um fungéo continua por partes no intervalo (0, o) e integravel em qual-
quer subconjunto de [0, ) et > 0. As integrais fracionarias de Liouville nos semieixos,
correspondentes as equacgdes (2.29) e (2.30), de ordem «, s&o dadas por:

(Ig-1)(@) = (1&) /0 ’ (xfftiﬁta, ©>0,  Re(a)>0 (2.31)
© ) L ) dt
I21)e) = 75 / s 120 Ref@)>0 (2.32)

Da mesma forma que € definida no semieixo real R, Liouville também define as
integrais fracionarias no eixo real R.

Definicao 2.14. Integrais de Liouville no eixo real



2.5. Derivadas Fracionarias 33

As integrais fracionarias de Liouville no eixo real, semelhantes as definidas no
semieixo, equacao (2.31) e equacao (2.32), sao dadas por:

1206 = o | (2.33)
) 1) = [ A (2.34)
Ol A= .

onde x € R e Re(a)) > 0.

2.5 Derivadas Fracionarias

Assim como no caso das integrais fracionarias, existem diferentes formulacoes
para os operadores de derivacao fracionaria. Isto faz com que a escolha do operador
fracionario a ser utilizado dependa intimamente do problema abordado.

Para o escopo deste trabalho destacam-se as formulagdoes de Riemann-Liouville,
Caputo e Grinwald-Letnikov, apresentadas no decorrer desta secdo. Porém, existem
outras formulagoes como as de Liouville, Riesz, Weyl, Marchaud, Hilfer, Katugam-
pola, entre outras. Estas formulacoes podem ser encontradas em Camargo e Oliveira
(2015).

2.5.1 Formulacao de Riemann-Liouville

Definicao 2.15. Derivadas fracionarias de Riemann-Liovuille em intervalos finitos

As derivadas de ordem fracionaria de Riemann-Liouville em um intervalo finito
do eixo real Dy, y e Dy y de ordem o € C com Re(a) > 0, sgo definidas por:

(FL D2, ) () = ﬁ (%) / % n=[Re(a)+1; z>a (2.35)
e
no b
(BLDg y)(z) = ﬁ (_d%:) / %; n=[Re(a)]+1; z<b (2.36)

onde [Re(«)] significa a parte inteira de Re(«).

Da definicao [2.18| percebe-se que a formulacdo da derivada fracionaria se-
gundo Riemann-Liouville € equivalente a derivada de ordem inteira de uma integral de
ordem arbitraria, ou seja,

o)) = (1) G e (D - () o,
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As equacodes (2.35) e (2.36) sao as derivadas de Riemann-Liouville de ordem
« a esquerda e a direita, respectivamente.

Para funcoes polinomiais tém-se, a partir da formulagcao de Riemann-Liouville,
que, se Re(f) > 0e Re(a) >0

(D2t = )" ) (o) = g Do = ) 237
e
(D26~ 1o = g s (b= ) 2.38)

Tomando g =1 e Re(a) > 0, tem-se a derivada de uma fungao constante, pois
(t—a)ft=0b-t)"1=1,Va,b#t.

Matematicamente, segue que:

(D)) = T e (D) -

(b—x)™@
rl—a)’

ou seja, a derivada de uma fungao constante nao € nula. Essa é uma caracteristica
da formulacao de derivada fracionaria segundo Riemann-Liouville.

Em outro caso particular ocorre quando 5 = 2 e a = 1, neste caso tem-se a
derivada da funcao identidade,

(RLDclLJr(t —a)* H(x) = (x—a)* 1 =1 (2.39)

T2 1)

As derivadas de ordem fracionaria de Riemann-Liouville podem ter seu signi-
ficado naturalmente estendido para o semieixo R* a partir das definicoes dadas por
Liouville.

Definicao 2.16. Derivadas fracionarias de Liouville no semieixo

As derivadas de ordem fracionaria de Liouville correspondentes as equacoées

(2.35) e (2.36) sao definidas por:

4600 = =y (i) [ whie (249
e " oo
Co0e) = oy (i) [ e 4y

As derivadas, Dg,y e D%y, dadas pelas equagbes (2.40) e (2.41), sdo cha-
madas de derivadas fracionarias de Liouville no semieixo R*, a esquerda e a direita,
respectivamente.

Oldham e Spanier| (2006) apresentam uma tabela com as derivadas de ordem
1 de algumas fungdes, segundo a formulagéo de Riemann-Liouville.
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2.5.2 Formulacao de Caputo

Caputo propde uma definicdo baseada em Riemann-Liouville, que conta com
uma inversao na ordem das operagoes de integragao e derivagao. Isto faz com que a
derivada de uma fungao constante, segundo Caputo, seja nula, recuperando 0 mesmo
resultado obtido no calculo de ordem inteira.

Definicao 2.17. Derivadas fracionarias de Caputo em intervalos finitos

Seja [a, b] um intervalo real e finito e sejam (D¢, y)(x) e (Dj_y)(x) as derivadas
de Riemann-Liouville de ordem a, com oo € C e Re(a) > 0.

As derivadas fracionarias de Caputo de ordem o, a esquerda e a direita, deno-
tadas por (“D2, y)(z) e (° Dy y)(x), sdo definidas respectivamente por:

n—1 (k) a

(°D2,9) () = (D;; [ya) g %t—a)’f]) (@) 242
n—1 (k)

(“Di-y) (@) = (D;:_ [y(t) -2 yk—fb)w - t)k] ) (2), (2.43)

comn = [Re(a)| + 1 parac ¢ Nen=a paraa € N.

Quando 0 < Re(a) < 1, tem-se que [Re(«)] = 0 e n =1, e as equagdes (2.42)
e (2.43) podem ser reescritas como:

(“Dgyy) (2) = (Dg [y(t) — y(a)]) () (2.44)
e
(“Di_y) (=) = (D5 [y(t) — y(O)]) (x). (2.45)
As derivadas fracionarias de Caputo também podem ser definidas por:
C N _ 1 ’ y(n)(t) — (I" D" ) (x
(D2 0) ) = gy | Gl = (D) (246)
) ¢ pe _ ! AU AR 2.47
(D) ) = g | e = CUMETD @), (@247

comn = [Re(a)] +1,sea¢ Nen=aseaecN.

Dessa forma, pode-se perceber que as derivadas fracionarias de Caputo de
ordem «, sao integrais de Rieman-Liouville de ordem n — « das derivadas de ordem
inteira n.

No caso particular em que 0 < Re(a) < 1, tem-se novamente o caso em que
n = 1 e as derivadas podem ser reescritas como sendo:

D) @) = e | et (249
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(“Dity) (@) = — (11_a) / (ty;(%adt. (2.49)

A partir das equacoes (2.48) e (2.49) é possivel verificar que as derivadas de
ordem arbitraria de funcbes constantes sdo nulas, 0 que é uma das intengdes de
Caputo com sua formulagao.

De fato, adotando y(z) = k, com k € R, tem-se y™(z) = 0, uma vez que se
n € N a derivada de ordem n de uma funcao constante é nula, e, substituindo-se
y™(z) na equagao (2.46) resulta em:

A R L P S A
(o) () = p = / @01 = T —a) / (= ponrrdt =0 (2:50)

Analogamente, tem-se (“ Dy y) (z) = 0.

Da mesma forma que foram definidas as equacdes (2.46) e (2.47) € possivel
definir as derivadas fracionarias de Caputo no semieixo R* e no eixo real R, com
a €C, Re(a) >0, ¢ Nen = [Re(a)] + 1.

Definicao 2.18. Derivadas fracionarias de Caputo no semieixo

As derivadas de ordem fracionaria de Caputo, no semieixo R* sdo dadas por:

z (n)
C80) 0 = s | et o e R @51

© 00 (n)
(€Dy) () = ré;l_)a) / (t_yx)it)nﬂdt, z € R, (2.52)

Definicao 2.19. Derivadas fracionarias de Caputo no eixo

As derivadas de ordem fracionaria de Caputo, no eixo R sdo dadas por:

x (n)
© n 00 (n)

2.5.3 Formulacao de Griinwald-Letnikov

A derivada segundo Grinwald-Letnikov desenvolve papel importante em pro-
blemas numéricos.

Alguns autores, como Ross e Miller (1993), acreditam que o paradoxo mencio-
nado na troca de cartas entre Leibniz e LHopital, tem relagdo com o fato da derivada
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fracionaria poder ser escrita como uma série, assim como é proposto na definicao de
Grinwald-Letnikov.

A definigao da derivada de ordem arbitraria de Griinwald-Letnikov baseia-se na
generalizagao do processo de derivagao, de uma fungao y, para uma ordem n € N, da
forma,

y"(x) = lim (Bhy)@) (2.55)
h—0
onde (A} y)(z) é uma diferenca finita de ordem n € N de uma fun¢do y com um passo
h € R centrado no ponto z € R.

A partir da equacao (2.55) é definida a derivada de ordem arbitraria, substi-
tuindo n por « > 0 e h™ por h*. A diferenca finita (A} y)(x) € substituida pela diferenca
(A% y)(x), de uma ordem arbitraria o € R, definida pela série infinita:

(e}

(A y) (@) =Y (~1)F (Z)W —kh), xheR, (2.56)

k=0
onde (%) sdo os coeficientes binomiais.
Quando h > 0, tem-se a diferengca a esquerda e quando h < 0 a diferenca a

direita. Além disso, € garantida a convergéncia absoluta e uniforme da série presente
na equacao (2.56) para todo « > 0 e para qualquer fung¢ao y(x).

A partir da equacao (2.55) sao definidas as derivadas de Griinwald-Letnikov de
ordens arbitrarias a esquerda e a direita.

Definicao 2.20. Derivadas fracionarias de Griinwald-Letnikov

Seja y uma funcao definida em um intervalo dado e x um ponto fixo no interior
deste intervalo. As derivadas de ordem arbitraria o segundo Griinwald-Letnikov, a
esquerda e a direita, sdo definidas respectivamente por:

GL (@) (Ary)(@)

D yx) = hlgilo o a>0 (2.57)
© (A%,y)(z)
GL (@) T LA

DXy(z) = hlgilo P a>0. (2.58)

Utilizando a equagéao (2.56) e a propriedade da fungédo gama, I'(n + 1) = n!,
pode-se reescrever as equagoes (2.57) e (2.58) da seguinte forma:

ar v 1L [(a+ Dy(z — kh)
YD) = %%ﬁ§<_1)kr(k+ Dl(a—k+1) (2.59)

Utilizando a identidade (—1)" w15 = =, a equagdo (2.59) pode ser re-
escrita como:

b KT(k—a)
GL o _
D% (w) = }Lli}’(l) ['(—a)

y(x — kh). (2.60)
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As derivadas fracionarias de Griinwald-Letnikov, a esquerda e a direita, de or-
dem « > 0, podem ser definidas em um intervalo finito [a,?], tal como é feito nas

equacoes (2.57) e (2.58), da seguinte forma:

GL (@) L (AR y)(@)
Doy y(e) = lim —==2—=——=,  a>0 (2.61)

e A )
GLDlga_)y<x> — lim ( h,b— y)(x a0, (2.62)

h—+0 he ’

e as diferencas de ordem arbitraria também podem ser reescritas como:

(AR y)(@) = > (—1)F <Z>y(x —kh), ze€Rh>0a>0 (2.63)
k=0
e
[152] .
(Af p_y)(z) = (—1)k (k)y(x — kh), reR,h>0,a>0. (2.64)
k=0

A derivada de Grinwald-Letnikov e seus casos particulares sao importantes no
estudo de problemas numéricos, uma vez que alguns autores citam a eficiéncia dessa
definicao neste tipo de problema, por exemplo Petras| (2011) e Podlubny| (1999).

Lorenzo e Hartley (1998) apresentam uma proposta de interpretagcao geométrica
da derivada de ordem fracionaria a partir da formulagao de Griinwald-Letnikov.
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3 EQUACOES DIFERENCIAIS FRACIONARIAS

Nesta secao do trabalho serao apresentadas as Equacoes Diferenciais Fra-
cionarias (EDF’s), bem como serao discutidas as solugdes exatas e numéricas das
EDF’s de dois termos e trés termos. Por fim, é realizada uma discussao acerca dos
resultados numéricos obtidos em alguns exemplos bem como a comparagao com a
solucao exata, quando possivel.

Este capitulo tem como base os artigos de |Petras| (2011), Dimitrov, Dimov e
Todorov| (2018), |Dimitrov| (2014), |Garrappal (2018) e o livro de |[Podlubny (1999).

3.1 Equacao Diferencial Fracionaria

Uma Equagao Diferencial Fracionaria (EDF) € a uma equagao definida por:
an D" y(t) + an—1 Dy y(t) + .+ a D y(t) + a Dy y(t) = u(t), (3.1)

onde a; (i = 0,1,...,n) sdo os coeficientes e «; sdo a ordem da derivada fracionaria
de cada um dos termos da equacao. Além disso, y(t) é a fungéo procurada ou fungéo
solugao e u(t) € o termo de nao-homogeneidade.

As EDF’s sao definidas de acordo com o numero de termos que possuem e,
neste trabalho, serao estudados alguns casos particulares de EDF’s de dois e de trés
termos, analisando suas solucées numeéricas e exatas, quando possivel.

Para se obter as solucoes, tanto das EDF’s quanto das Equacdes Diferenciais
Ordinarias (EDO’s) um método muito eficiente € a utilizagao da Transformada de La-
place. Porém, nas EDF’s a transformada € mais efetiva em equagdes mais simples,
por conta da dificuldade no célculo da transformada inversa. Havendo esta neces-
sidade, a transformada inversa de Laplace por ser obtida numericamente, conforme
descrito em [Sheng, Li e Chen|(2011).

3.1.1 EDF de dois termos

Uma EDF de dois termos é expressa como:
aDf y(t) +by(t) = u(t), (3.2)

onde a e b sao coeficientes, constantes, da equagao e u(t) o termo de nao homoge-
neidade.

Considerando uma EDF de dois termos onde u(t) = C, com C' € R* e condi¢ao
inicial igual a zero, y(0) = 0, a partir da (3.2) obtém-se o seguinte problema de valor
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inicial fracionario (PVIF):

aDyy(t) +by(t) =C (8.3)
y(0) = 0.

A solucao de (3.3) pode ser obtida através da transformada de Laplace:

aZ [y ()] +bL[yt)] = Z[C] =
C
= g[y(t)] = m =
c ¢
= 2] = s(as® + b) - s(s>+2)

Aplicando a Transformada inversa de Laplace e utilizando a equacao (2.25), a
solugao da equacao (3.3) € dada por:

y(t) - ggo <t7 _éa o, o+ ]-) = gtanc,a—l—l <_gta) (34)
a a a

a

que é a solucdo exata de uma EDF de dois termos com coeficientes constantes e ()
também constante escrita em termos da fungao de Mittag-Leffler de dois parametros.
3.1.2 EDF de trés termos

Uma EDF de trés termos é expressa da seguinte forma:

as Dy y(t) + ar D y(t) + ao y(t) = u(?). (3.5)

A solucao de uma EDF de trés termos, mesmo que em casos particulares é
muito complexa de ser encontrada, pela dificuldade em encontrar a transformada in-
versa, visto que para solucionar as EDF’s o método mais utilizado é a transformada de
Laplace. Deste modo, as EDF’s de trés termos, neste trabalho, serao tratadas apenas
do ponto de vista numérico.

3.2 Solucao Numérica das EDF’s

As solucoes numéricas das EDF’s de dois termos (3.3) e de trés termos (3.5)
sao obtidas a partir da implementagcao numérica da derivada fracionaria pelo método
de Grinwald-Letnikov.

3.2.1 Meétodo de Griinwald-Letnikov

O método de Grinwald-Letnikov € um método numérico para calcular a deri-
vada de Grinwald-Letnikov, de ordem «, nos pontos kh,com k = 1,2,.. através da
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discretizagao:
k
GLDO‘ ho‘z < ) (tr — 7) —thc y(ty — J), (3.6)
Jj=

onde t;,, = kh e h € 0 passo adotado no calculo e cg.o‘) j=0,1,2,..., k sao os coeficientes
binomiais, dados por:

1 a
c((]a) =1, cg.a) = <1 — _lj—a) Cg‘_)p (3.7)

0s quais podem ser descritos pela fungao gama como:

(O Tat) _ TG-a
¥ (5) = Vigrore o T ey O

Embora essa discretizacao seja baseada na formulacao da derivada fracionaria
de Grinwald-Letnikov, para uma ampla classe de fungoes, as formulagdes de Riemann-
Liouville, Caputo e Grinwald-Letnikov sdo equivalentes sob condigdes iniciais nulas,

f(a) =0.
3.2.2 Discretizacao das EDF’s de dois e trés termos

Partindo da equacéo (3.1), a discretizacdo da EDF’s de trés termos, equacgao
(3.8) é dada por:

k

a o . a [e%} .

B 2™yt = ) 5o Y Ayt — ) + aoy(te) = ult). (3.9)
j=0

De modo a explicitar y(t;), a equagao (3.9) pode ser reescrita como:

k k

a a2 [e5]
r ™y () D Ayt ) 4 ey )+ DT ™ (=) Faoy(t) = u(t),
(3.10)

7j=1 7j=1
que, isolado y(t) resulta em:

k a k a .
u(ty) — 5 D i §2)y(tk_]) S Ayt — )
ha2 +ha()}1 +a0

y(te) = (3.11)

onde t, = khcomk = 1,2,....N, para N = % e T sendo o limitante superior do
intervalo de interesse e cﬁo‘), (j =0,1,2,..., k) sdo os coeficientes binomiais calculados

de acordo com (3.7) ou (3.8).

A equacao (3.11) é a solugcao numérica de uma EDF de trés termos e também
da EDF de dois termos, no caso particularem que a; = o, as =0, a3 = a € ag = b.
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3.3 Implementacao numérica das solucoes no MATLAB

Esta parte do trabalho trata da implementacao numérica e analise das solugoes
das EDF’s, equagao (3.11), utilizando o software MATLAB, para alguns casos parti-
culares. Também sao feitos comentarios sobre possiveis interpretacdes e analogias
destas solugdes através da comparacao com resultados conhecidos sobre as solugoes
das EDO’s.

Exemplo 3.1. A EDF de dois termos dada por:
5y (8) + y(t) = 1, (3.12)

tem como solugdo exata a fungdo y(t) = :t*E, a41 (—5t%).

Nesta solugcao, observa-se que, ao variar o valor de o« tem-se uma nova EDF
e consequentemente uma nova solugdo, como no caso particular para o = 0, 25, cuja
solugcao é:

o

_ 1 0,25 tk
y(t) = " > (0, 25k + 1, 25)°

k=0
a = 0.80
0 9 i -------_--::-_,_-—-—-
_,-"-- .---"""'"-.-— a =075
0 8 B " = > -"'--..
-
,",—’— — -
- —
0.7 r ‘,;o/‘ __..--""----'— a = 0.60
7, _-—""—-
/' ‘, -’-’ .—--—-—-_‘-
06 /7 — = — @ =050
(/ ’— _..--"-‘_-
— ” " f_-'-
o5t @ & S e
- /4 o/' = R — @ = 0.40
) & -~ ‘..--"‘--
04+ JI/ /' o/' *"-‘_
y AL/ -
II-/,‘, o"—' s
# -
L PR = = — a =025
0.3 lf{," .---""—-- =
=
1.
02 HP
[}
] — Exata
0.1 ,' Numeérica
1
0 1 1 1 1 1 1 1 |
0 5 10 15 20 25 30 35 40
Tempo(s)

Figura 2 — Gréafico das solugbes, exata e numérica, de 5y (t) + y(t) = 1 para diferen-
tes valores de a.

A Figuraapresenta a solugdo exata para o = [0, 25; 0,40; 0, 50; 0, 60; 0, 75; 0, 80],
curvas em preto, bem como a solugdo numérica, curvas em amarelo, obtidas através
da equagao (3.11) dentro do intervalo ¢ = [0, 40].
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Em relacao ao método numérico utilizado para se obter as solugdes da equacao
(8.12), pode-se perceber, visualmente, que ele foi muito eficiente visto que para todos
0s casos as solucdes numéricas coincidiram com as solucdes exatas para os diferen-
tes valores de a.

Além disso, pode-se perceber que conforme o valor de « se aproxima de 1, as
curvas se assemelham cada vez mais a curva que descreve a equacao da carga de
um capacitor. O que era de se esperar, pois quando « se aproxima de 1 a fungao
de Mittag-Leffler se aproxima da funcdo exponencial que é a solugao da equagao de
carga de um capacitor.

Exemplo 3.2. Olhando novamente para uma EDF de dois termos, mas desta vez
adotandoa =3,b=1,C =1 ea = 1,5, obtém-se entio

3y () +y(t) =1 (3.13)

que tem sua solucio exata dada por:

- 15}2 15k+25) (3.14)

e solugao numérica dada pela equacgéo (3.11).
14 —

12r

08

y(t)

02 E— Fxata
Numeérica

0' 1 1 1 |
0 5 10 15 20

Tempo(s)

Figura 3 — Grafico das solugdes, exata e numérica, de 3y (t) + y(t) = 1.
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Pode-se observar na Figura [3| que, assim como no Exemplo (3.1), o método
numérico adotado apresentou, visualmente, bons resultados, uma vez que as solugdes
exatas e numeéricas coincidem em todo o intervalo de ¢ considerado.

Também é possivel notar que a solugao dada por (3.14) apresenta semelhancgas
com a curva de solucdo de um oscilador harmonico critico. Isto permite conjecturar

que a Equacao (3.14) pode ser interpretada como o oscilador harménico critico fra-
cionario, dados os devidos ajustes nas unidades dos coeficientes.

Exemplo 3.3. Considerando agora uma EDF de trés termos, assim como definida em
(3.8) comay =0,8,a; =0,5,a0 =1, s = 2,2, a1 = 0,9 eu(t) = 1 tem-se:
0,8y (1) + 0,559 (t) + y(t) = 1. (3.15)

Tomando como condigdes iniciais y(0) = ¢'(0) = 0, a solugdo numérica da
Equacéo (3.15) pode ser observada na Figura (4).

16 —
14+ !

121 :: I. f

y(t)

04l

02 _:i

|
O 1 1 | |
0 5 10 15 20 25 30 35 40

Tempo(s)

Figura 4 — Solug&o numérica de 0, 8y>2) (t) + 0, 5y (t) + y(t) = 1.

Na Figura [4) é possivel observar uma oscilagdo em torno do ponto y = 1, muito
semelhante ao resultado obtido no caso do oscilador harmonico amortecido obtido,

quando ay; =2e a; = 1.



3.3. Implementagdo numérica das solugcbes no MATLAB 45

Este resultado também permite conjecturar que a Equacao (3.15) em conjunto
com as condigdes iniciais y(0) = ¢'(0) = 0 representem o oscilador harménico amor-
tecido fracionario, dados os devidos ajustes nas unidades dos coeficientes.

Com isto, nos exemplos trabalhados nesta sec¢ao, foi possivel perceber que
mesmo resolvendo equacdes diferenciais fracionarias, obtém-se resultados similares
aos vistos nos casos das equacoes diferencias ordinarias.

Camargo e Oliveira (2015) e Herrmann|(2011) apresentam diversos problemas
aplicados em suas versdes de ordem inteira e fracionaria e também mostram que €
possivel observar novas caracteristicas de alguns problemas a partir das formulagoes
fracionarias. Em especial, nas modelagens fracionarias eles mostram que o oscilador
harmaonico fracionario descreve com mais precisao a realidade, se comparado com a
modelagem de ordem inteira.
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CONCLUSAO

O calculo fracionario assim como visto em |Camargo e Oliveira (2015), tem
grande aplicabilidade nas mais diversas areas da ciéncia, tal como Biologia, Fisica,
Engenharia, dentre outras.

Com o desenvolvimento deste trabalho, foi possivel perceber a existéncia de
uma versatilidade, no que diz respeito as formulacdes de derivadas e integrais fra-
cionarias. Mesmo possuindo caracteristicas em comum, suas diferencas possibilitam
selecionar a formulacao a ser utilizada de acordo com o problema em que se deseja
aplica-la. Por exemplo, a diferenca de resultados que se obtém a partir da derivada
de uma fungao constante na formulagdo de Riemann-Liouville, que ndo € nula, e na
de Caputo, que é nula. Isto ndo deve ser visto como um problema, mesmo que 0s
resultados sejam distintos entre si e entre o calculo de ordem inteira. Deste modo,
a escolha da formulagédo a ser utilizada dependera intrinsicamente do problema em
estudo.

Além disso, também foi possivel perceber que o calculo fracionario preserva
caracteristicas em relagao aos problemas de ordem inteira, visto que a solugao de
algumas EDF’s tem comportamento semelhante com as solu¢des encontradas nos
problemas modelados com o calculo de ordem inteira.

Por fim, como trabalhos futuros, pretende-se continuar estudando aplicacoes
do calculo fracionario a problemas em que, utilizando esta ferramenta, seja possivel
aprimorar sua modelagem obtendo solucdes cada vez mais proximas da realidade e
também estudar o chamado efeito memoria, visto em |[Rodrigues e Oliveiral (2015).
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APENDICE A - Implementacédo dos algoritmos no software MATLAB

Este apéndice traz uma breve introdugao sobre como implementar os algorit-
mos utilizados no trabalho, através do software MATLAB. Sendo estes algoritmos os
que implementam a fungdo Gama, a fungao de Mittag-Leffler, a solugdo numérica e
exata de uma EDF de 2 termos e a solucao numérica de uma EDF de 3 termos. Todas
as funcdes a serem utilizadas podem ser encontradas no artigo de Petras|(2011).

Funcao Gama

A funcao gama pode ser implementada utilizando a sintaxe []J=gamma (). Ou
seja, para encontrar o valor de I'(3), basta fazer:

=» ¥=gamma (l/2)

Também é possivel construir, a partir deste algoritmo, a funcdo Gama em um
certo intervalo. Por exemplo, no intervalo —8 < x < 8, ao fazer:

»x o x=-5:0.01:5;
> y=gamma [X) ;
= plot(x,v) !

Funcao de Mittag-Leffler

A funcao de Mittag-Lefler de um e dois parametros pode ser implementada, a
partir da sintaxe [ ]J=mlf(alpha,beta,x,Z), onde alpha e beta sdo os dois parametros da
funcdo, x a variavel e Z o expoente da precisdo da aproximacgdo 10-%. Por exemplo,
pode-se construir a funcdo de Mittag-Leffler E; ;(z), no intervalo —10 < z < 10, com
precisdo de 1077, da seguinte forma:

»» ¥x==-10:0.01:10;
o yv=mlE(l,l,x,7);:
> plot(x,v) !

O algoritmo utilizado para implementacéo da fungao de Mittag-Leffler, tem pre-
cisdo padrédo de 1075.
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Solucao exata da EDF de dois termos
Seja a EDF de dois termos, com condi¢&o inicial igual a zero, y(0) = 0, da forma

ay (1) +by(t) = C,

que tem sua solucéo dada, através da Transformada de Laplace, por:

C b
y(t) = —t"Eqat1 (——to‘>

a a
Adotandoa =5,b=1,C =1e a = 0.5, obtem-se a EDF
5y +y(t) =1,

que tem a solugao dada por:

1

1
t) = —t*°E, — 95
y(t) 5 0.5,1.5 < 5

E possivel implementar a solugdo dessa EDF, da seguinte maneira:

-> a=5S;b=1;alpha=0.5; C=1;

»» L=0:10.05:20;

=» y=(Cfa)*t.”(alpha).*mlf (alpha, alpha+l, {( (-b/a)*t." (alpha))):
»>» plot(t,vV):

-
-
-
-

Solucao numeérica das EDF’s de dois e trés termos
Seja uma EDF de trés termos, da forma
a2y (t) + a1y V(1) + ag y(t) = u(?)

Com condigao inicial igual a zero, y(0) = 0. Através da discretizacao da derivada de
Grlinwald-Letnikov obtem-se a solu¢gao como sendo:

a k e . a k e .
u(tk> - MTQQ j=1 CE’ 2)y(tk - ]) - mTl1 j=1 C; 1)y(tk - j)

az al
ho2 + hot + ap

y(te) =

Y

no caso particular em que a; = 0 temos uma EDF de dois termos.

Adotando a; = 5, a3 = 3 eay =1, ap = 0.25, a; = 0.5 e u(t) = 1, temos a
seqguinte EDF:
5y 02 (t) + 3y (1) + 1y(t) =1,

que pode ter sua solugcdo encontrada através da seguinte implementagao numérica:
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az2=5; al=3; al=1.0; alphaz2=0.25; alphal=0.5:
h=0.05; TS5im=40;

n=round (TSim/h) ;

cpl=1; cpZ2=1; Y0=0; w=1.0;

for j=l:n

cl(j)=(1l-(l+alphal)/j) *cpl:;
c2(i1=i(l-({l+alphaz)/j) *cp2:

cpl=cl(j):; cp2=cZ(])-:

end

T1(1)=Y0;

for i=2:n

Tl{i)=(u - [(a2)*h"(—-alphald)*memo (Yl,c2,1i) -
(al)*h" (-alphal) *memo (¥Y1,cl,.i)) S (a2/f (h"alpha2)+als (h*alphal) +al) ;
end

I=0:h:35.55;

plot (T,Y1):;

function [yvo] = memo(r, c, k)
%
temp = 0;

for j=l:k-1

temp = temp + ci(j)*xrik-i):
end

Yo = Cemp;

end

Onde a sintaxe memo (r, ¢, k) é a fungcao que representa o efeito de memoria
que permite calcular os coeficientes binomiais da solugao numérica da EDF, através
do algoritmo que utiliza a discretizacao da derivada de Griinwald-Letnikov.
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