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Resumo

Neste trabalho é apresentado um modelo p-fuzzy para descrever o escoamento da
agua em um tanque cilindrico através de um orificio circular. Para a elaboragao do
modelo foram utilizadas técnicas de Modelagem Matematica e conceitos da Teoria
dos Conjuntos Fuzzy com énfase na construgcdo do modelo por meio de um Sistema
Baseado em Regras Fuzzy (SBRF) e um sistema p-fuzzy. Nesta construcao, foram
utilizados os dados experimentais coletados por Santos| (2021) para a realizacao do
processo de Modelagem Matematica. A escolha da abordagem fuzzy foi feita por per-
mitir considerar subjetividades inerentes as variaveis e aos parametros do fenémeno.
Inicialmente, sdao apresentados conceitos gerais da Modelagem Matematica, seguido
da apresentacao de alguns conceitos da Teoria dos Conjuntos Fuzzy necessarios para
a elaboragao do modelo capaz de representar o fen6meno real. Por fim, é feita a
construgao do modelo p-fuzzy utilizando os dados obtidos do experimento.

Palavras-chaves: Escoamento de Fluido; Modelagem Matematica; Sistema Baseado
em Regras Fuzzy; Sistema P-Fuzzy; Teoria dos Conjuntos Fuzzy.






Abstract

This work presents a p-fuzzy model to describe the flow of water in a cylindrical tank
through a circular hole. For the elaboration of the model were used techniques of
Mathematical Modeling and concepts of Fuzzy Set Theory with emphasis on the con-
struction of the model by means of a Fuzzy Rules Based System (FRBS) and a p-fuzzy
system. In this construction, we used the experimental data collected by |Santos (2021)
to perform the Mathematical Modeling process. The choice of the fuzzy approach was
made to allow considering subjectivities inherent to the variables and parameters of
the phenomenon. Initially, general concepts of Mathematical Modeling are presented,
followed by the presentation of some concepts of Fuzzy Set Theory necessary for the
elaboration of the model capable of representing the real phenomenon. Finally, the
p-fuzzy model is constructed using the data obtained from the experiment.

Key Words: Fluid Flow; Mathematical Modeling; Fuzzy Rules Based System; P-Fuzzy
System; Fuzzy Set Theory.






Lista de ilustracoes

[Figura 1 — Analogia do fotografo.| . . . . . ... ... ... ... ... .. ... 20
[Figura 2 — Diagrama que representa um processo de modelagem.| . . . . . .. 21
[Figura 3 — Etapas do processo de modelagem.| . . . . . .. ... ... .. ... 22
[Figura 4 — Representacao grafica da funcao caracteristica X ,(x) da equacao |
[ @A) .. 27
[Figura 5 — Representacao grafica da funcao de pertinéncia ;. (z) da equagao |
| 2.4).). . . . 27
[Figura 6 — Representacao grafica do 0, 6-nivel da funcao de pertinencia iy (z) |
| daequacao (2.4)]. . . . . ... ... 29
[Figura 7 — Representacao grafica do suporte da funcao de pertinencia jix(z) |
| daequacao (2.4).. . . . . . .. 30
[Figura 8 — Representacao grafica do numero triangular fuzzy (2;3;4). . . . . . 31
[Figura 9 — Representacao grafica do numero trapezoidal fuzzy (2;3;4;5).| ... 32
[Figura 10 — Estrutura de um Sistema Baseado em Regras Fuzzy,| . .. .. ... 33
[Figura 11 — llustracao do metodo de inferencia de Mamdani.| . . . . ... .. .. 35
[Figura 12 — Arquitetura de um sistema p-fuzzy.| . . . . . .. ... ... ... ... 36
[Figura 13 — Escoamento de agua em um tanque cilindrico.| . . . . ... ... .. 37
[Figura 14 — Dados do experimento 1 do trabalho de \Santos (2021). . . . . . .. 40
[Figura 15 — Variavel de entrada: Altura.l . . . . . .. . ... ... ... ... ... 41
[Figura 16 — Variavel de saida: Variagaoda altura.| . . . . . ... ... ... ... 41
[Figura 17 — Representacao dos conjuntos fuzzy de entrada e saida conside- |
| randoaalturabeml ... .. ... 42
[Figura 18 — Representacaodasaida.l . . .. ... .. ... ... ... ...... 43
[Figura 19 — Esquema p-fuzzy.,| . . . . . . . . . . . e 44

[Figura 20 — Modelo p-fuzzy e dados do experimento 1.| . . . . . .. .. .. ... 45







13

Sumario
....................................... 15
1 Modelagem Matematica| . . ... ........................ 19
2 Teoriados Conjuntos Fuzzy|. . . . . ... ... ... ... ... 25

[2.1 Subconjuntos Fuzzy| . . . . .. . ... ... 25
2.2 Numeros Fuzzy|. . . . . . . . . . 30
[2.3 Sistemas Baseados em Regras Fuzzy| . . . . ... ... ... ... ... 32
2.3.1 Metodo de Inferénciade Mamdani| . . . ... ... ........ 34

[2.3.2 Metodo de Defuzzificacao Centro de Gravidade|. . . . . . .. .. 35

2.4 Sistemas P-fuzzy| . . . . . . .. ... 36
Problema Hidrodinamico| . ... ... ... ... ... .. un.. 37
[3.1 Solucao a partir da Equacao Bernoulli| . . . . ... ... ... ...... 37
[3.2 Aplicacao do sistemap-fuzzy| . . . ... ... ... ... ... ... 38
[Consideracoes Finais| . . . . ... .. ... ... ... . ... ..., 47







15

Introducao

A curiosidade e a busca pelo conhecimento instigam a humanidade a procurar
maneiras de compreender todo tipo de fendbmeno com qual se tem contato. A historia
mostra que para entender um simples fenémeno, como a produgao de fogo, foi ne-
cessario, previamente, observar e analisar como a chama se iniciava e se alimentava,
por exemplo. Esse conhecimento, obtido da observacao, foi fundamental para que o
elemento fogo pudesse ser controlado e reproduzido outras vezes.

Com o objetivo de compreender os fendbmenos que atuam no universo, faz-se
necessario adotar algum tipo de metodologia para realizar tais analises. Dessa forma,
uma das estratégias possiveis para obter resultados e entender os objetos estudados
¢ utilizar o processo de Modelagem Matematica.

Segundo Bassanezi| (2006) o processo de Modelagem Matematica € um meio
para conciliar teoria e pratica com o objetivo de interpretar as situacoes reais a fim de
explica-las ou agir sobre elas. Entretanto, é possivel para um mesmo fenémeno varias
interpretagdes e, nesse caso, cada modelo utilizara os dados conforme aquele que
estiver produzindo-o achar mais conveniente para o estudo.

Ubiratan D’Ambrosio, no prefacio da obra de Bassanezi diz que

[...] a modelagem matematica é matematica por exceléncia. As ori-
gens das ideias centrais da matematica sao o resultado de um pro-
cesso que procura entender e explicar fatos e fenémenos observados
na realidade. O desenvolvimento dessas ideias e sua organizagao in-
telectual ddo-se a partir de elaboragdes sobre representacdes do real.
(BASSANEZI, 2006 p.10)

Em termos gerais, a Modelagem Matematica € a matematica em carater in-
vestigativo, onde as respostas do problema sao obtidas dos parametros fornecidos
pelo objeto observado. Sendo assim, segundo [Bassanezi| (2006), a Modelagem Ma-
tematica pode ser encarada como método cientifico de pesquisa e como estratégia de
ensino e aprendizagem.

Ao utilizar a Modelagem Matematica como método cientifico de pesquisa o mo-
delador € estimulado a propor novas ideias e técnicas experimentais para projetar ou
extrapolar resultados e, ainda, com base nos métodos utilizados, é possivel compen-
sar uma eventual lacuna nos dados do fen6meno.

Para este trabalho, a Modelagem Matematica sera utilizada para a interpretacao
do problema com base na Teoria dos Conjuntos Fuzzy. Segundo Barros e Bassanezi
(2010), a Teoria dos Conjuntos Fuzzy foi apresentada por Lofti Asker Zadeh em 1965
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e vem ganhando destaque desde entdo. Essa teoria tem o objetivo de interpretar a
subjetividade de termos linguisticos, como “aproximadamente”, “em torno de” etc., de
uma forma matematica.

“Esse seria um primeiro passo no sentido de se programar e armazenar concei-
tos vagos em computadores, tornando possivel a produgao de calculos com informa-
¢Oes imprecisas” (BARROS; BASSANEZI, 2010, p.12).

E comum a confusdo quanto ao real valor de termos linguisticos como “perto”,
“longe”, “alto” ou “baixo”. Esses sdo apenas alguns exemplos de termos linguisticos
que, quando quantificados pela logica classica, dispdem de imprecisao por serem
subjetivos. A partir desse desafio, a ferramenta fuzzy apresenta uma proposta mais

eficiente, pois os elementos podem pertencer parcialmente a um ou mais conjuntos.

Um exemplo seria um copo com agua. Tem-se que um copo completamente
cheio de agua esta cheio. Apds beber um pequeno gole de agua o copo esta menos
cheio do que inicialmente, porém ainda pode-se dizer que € um copo cheio. Nesse
caso, o cheio inicial € maior do que o cheio de agora, isto €, pode-se ter ambos os
copos pertencendo ao conjunto de copos cheios, contudo o primeiro pertence mais do
gue o segundo. Assim sendo, passa-se a considerar um grau de pertinéncia de um
elemento a um conjunto, o qual indica o quanto cada elemento pertence ao conjunto.

Dessa forma, é possivel modelar por meio da Teoria dos Conjuntos Fuzzy ter-
mos linguisticos que geram subjetividade e/ou incertezas que, modeladas adequada-
mente, podem representar, além de um processo de modelagem mais simples, um
resultado mais préximo ao fendmeno observado. Isso significa que, dado um deter-
minado estudo no qual um parametro ou uma variavel observada possui essa carac-
teristica de incerteza, é possivel aplicar a esse elemento do modelo um tratamento
subjetivo com base na Teoria dos Conjuntos Fuzzy.

Inspirado nas propostas de Barros e Bassanezi| (2010), que em seu prefacio
apresenta ao leitor suas ideias de contrapor modelos deterministicos a modelos mais
flexiveis utilizando a Légica Fuzzy, este trabalho tem o objetivo de modelar, utilizando
a Teoria dos Conjuntos Fuzzy, a variagao da altura da agua em um tanque, quando
apenas a gravidade atua no escoamento do liquido, que flui através de um orificio no
centro da base do tanque.

Esse problema hidrodinamico € estudado por meio da teoria de Mecanica dos
Fluidos. Santos| (2021) apresenta um modelo tedrico para esse fendmeno com base
nas Equacoes de Bernoulli e de Navier-Stokes e, ainda em seu trabalho, o autor ela-
bora experimentos com diferentes recipientes para estudar o comportamento do es-
coamento.

Santos| (2021) destaca a complexidade dos temas de Mecanica dos Fluidos
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e que mesmo um problema relativamente simples de escoamento, como o proposto,
gera equacdes mais elaboradas. Portanto, faz-se necessario algumas simplificagées
no processo de modelagem realizado por ele, justamente por existir essa dificuldade
em determinar ou quantificar algumas variaveis.

Por esse motivo, dadas as incertezas que envolvem o problema, dentre elas
o coeficiente de viscosidade e a velocidade instantanea, justifica-se uma alternativa
de modelagem utilizando um método que contemple essas subjetividades. Sendo
assim, a abordagem escolhida para a elaboragao do modelo foi a Teoria dos Conjuntos
Fuzzy, mais especificamente, o Sistema Baseado em Regras Fuzzy (SBRF) para a
elaboragao de um modelo p-fuzzy.

Para alcancar o objetivo deste trabalho, que é elaborar um modelo que alcance
resultados fidedignos em relagao ao fendmeno fisico estudado, conforme |Lakatos e
Marconi (2003), sera utilizada como metodologia a pesquisa bibliografica alinhada com
a proposta da Modelagem Matematica enquanto instrumento de pesquisa. Para isso,
o trabalho traz, no primeiro capitulo, uma apresentacao da Modelagem Matematica e
suas principais contribuicbes como método cientifico de pesquisa.

O segundo capitulo contextualizara a Teoria dos Conjuntos Fuzzy e os princi-
pais conceitos necessarias para a elaboragao do SBRF, como os subconjuntos fuzzy,
operacoes dos subconjuntos fuzzy, nimeros fuzzy e outros.

Em seguida, o terceiro capitulo apresenta brevemente o que foi explorado por
Santos (2021) na elaboragao do modelo teorico, construido por ele, seguido da pro-
posta do modelo utilizando um sistema p-fuzzy com auxilio do software Matlab®.

Por fim, serao apresentadas algumas consideragoes acerca do modelo elabo-
rado e dos resultados obtidos, junto a propostas para futuros trabalhos.
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1 Modelagem Matematica

De forma geral, a Matematica nao é perceptivel pelos sentidos humanos, na
natureza, por exemplo, ndo é possivel vé-la ou toca-la, apenas imagina-la. As ideias
abstratas obtidas por meio da linguagem matematica sdo uma forma de comunicagao
com as demais ciéncias e uma das maneiras de possibilitar essa comunicagao é utili-
zando os conceitos da Modelagem Matematica.

Segundo Bassanezi (2006), a Modelagem Matematica pressupde multidiscipli-
naridade e, portanto, é capaz de superar as barreiras entre as areas de pesquisa, e
ainda sinaliza que é possivel perceber isso a partir da ciéncia contemporanea quando
areas como a Quimica, Biologia, Economia entre outras, passaram a incluir a Ma-
tematica em pesquisas.

A Modelagem Matematica respalda diversas areas do conhecimento com uma
linguagem que facilita a compreensao de um fenébmeno observado por meio de um
modelo matematico. Este € um método de pesquisa que favorece a interpretacao da
realidade por meio de artificios matematicos. Segundo Bassanezi,

Modelagem Matematica € um processo dinamico utilizado para a ob-
tencao e validagdo de modelos matematicos. E uma forma de abstra-
cao e generalizagdo com a finalidade de previsao de tendéncias. A mo-
delagem consiste, essencialmente, na arte de transformar situagdes da
realidade em problemas matematicos cujas solugdes devem ser inter-
pretadas na linguagem usual. (BASSANEZI, 2006, p.24)

O resultado dessa traducao da realidade € um modelo que, ao ser represen-

tado com alguma caracteristica matematica, € chamado de modelo matematico. E
importante que este modelo tenha uma linguagem objetiva com ideias claras.

Para Bassanezi (2006, p.20), um modelo matematico é “um conjunto de simbo-
los e relacbes matematicas que representam de alguma forma o objeto estudado” e,
conforme a Matematica utilizada na elaboragao do modelo, o autor o classifica em:

+ Linear ou nao linear
Neste caso, segue as caracteristicas de suas equagodes basicas.

« Estatico ou dinamico
No modelo estatico nao ha variagdes no processo, por exemplo, uma forma
geométrica. No modelo dindmico ha variagées nos estagios do processo, por
exemplo, um crescimento populacional.



20 Capitulo 1. Modelagem Matematica

» Educacional ou aplicativo
No modelo educacional, € considerado um numero pequeno de variaveis a fim
de proporcionar uma experiéncia para construgcao de modelos mais elabora-
dos. No modelo aplicativo, & considerado um nimero maior de variaveis inter-
relacionadas, com uma exigéncia maior de precisao e, consequentemente, re-
sultando em modelos mais elaborados.

« Estocastico ou deterministico
No modelo estocastico, € considerada a probabilidade na dinamica do seu sis-
tema. No modelo deterministico, é considerado que, com base nas informacoes
ja sabidas, é possivel prever a dinamica do sistema.

A eficiéncia da arte de modelar esta vinculada com a assimilacao de que a pro-
posta do modelo é aproximar-se da realidade, ou seja, um exagero nas consideracoes
de um sistema pode descaracterizar o modelo do problema prejudicando a proposta
da modelagem. Por esse motivo, deve-se pensar no uso adequado da modelagem
matematica enquanto método pesquisa, pois seu objetivo € a representacao e com-
preensao do fendémeno estudado.

Um exemplo que ilustra o processo de modelagem matematica e o modelo
matematico é a analogia do fotégrafo feita por/Santos|(2020), apresentada na Figura[i]
Nessa analogia, 0 matematico seria o fotégrafo em busca de uma foto que represente
fielmente determinada paisagem. A paisagem seria o fenédmeno a ser observado. A
camera utilizada pelo fotégrafo seria o processo de modelagem, pois é com ela que
o fotografo observa a paisagem. Por fim, a fotografia seria 0 modelo que representa
aquele fendmeno.

Figura 1 — Analogia do fotografo.

Fonte: [Santos (2020).

Nota-se que um outro fotdégrafo poderia tirar uma foto daquela mesma paisagem
por um outro angulo ou com uma camera diferente, isso representaria dois modelos
distintos.

De maneira mais técnica, o diagrama da Figura [2| apresenta uma ilustracao
do processo de Modelagem Matematica. Nele é possivel observar que, dado um
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problema real, em um contexto tedrico préprio, por meio de teorias matematicas, é
estabelecido um modelo matematico — seria como transcrever os dados observados
do problema por meio da matematica e equacionar em uma solucao que o descreve —
e, continuamente, € possivel interpreta-lo conforme o problema original.

Figura 2 — Diagrama que representa um processo de modelagem.

TEORIA MATEMATICA

y ]| técnicas
matematicas
< MODELO >

h.

] ] INTERPRETACAO

PROBLEMA

ORIGINAL
RESULTADOS

Fonte: Bassanezi (2006).

Bassanezi| (2006) argumenta que um dos possiveis desafios nesse processo
seria a necessidade da construcao de um novo ramo da Matematica caso ndo exista
previamente um meio adequado para realizar o estudo. Segundo o autor, “[...] o obje-
tivo (e a esperanca) de todo matematico aplicado ao estudar um problema é construir
um modelo dentro de uma teoria matematica ja desenvolvida e amplamente estudada,
que facilite a obtencao de resultados” (BASSANEZI, 2006, p.26).

A fim de garantir um processo de modelagem adequado, é definida uma se-
quéncia de etapas ilustrada na Figura [3} apresentada por Bassanezi (2006).

As setas continuas indicam a primeira abordagem do problema. Como o pro-
cesso de modelagem é dinamico e um modelo pode ser modificado de forma continua,
as setas tracejadas representam a repeticao do processo. Cada etapa é definida da
seguinte maneira:

1. Experimentacao
Nesta etapa sdo obtidos os dados da situacao de interesse. Este processo tem
carater laboratorial, na maioria das vezes. Condiz ao matematico a coleta dos
dados com técnicas e métodos estatisticos que facilitem o processo e garantam
dados confiaveis.
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Capitulo 1. Modelagem Matematica

Figura 3 — Etapas do processo de modelagem.

| - Problema nao

Matematico
Yy

h 4

2 - Abstragao — | lll - Modelo Matematico

]

! |3 - Resolugéo: Estudo
: Analitico e Numérico

tfn =
o=

k 2

—
'

Experimentagéo

| —ceemmcecssscesmsssssmmessesacccncan

MemasssasssmsEssSsmseesmmssssemss=—————

Y

Il - Dados Experimentais| 4 - Validacao IV - Solugéo

-

6 - Aplicagao

Fonte: Bassanezi| (2006).

2. Abstracao
Nesta etapa € feito o procedimento que deve levar a formulagao dos modelos
matematicos. Sendo discutidos os seguintes pontos:

» Selecao de variaveis: as variaveis sao separadas em variaveis de estado,
que atuam diretamente no sistema, e variaveis de controle, que atuam sobre
o sistema. E dito como parte fundamental que as variaveis estejam bem
definidas.

» Problematizacdo ou formulagdo dos problemas tedricos em uma lingua-
gem propria da area que se esta trabalhando: o problema é descrito de
forma que indique o propdsito do estudo, que pode ser abrangente, sendo
a formalizagao do problema o cuidado que delimita a pesquisa para o foco
do estudo.

« Formulacao de hipoteses: as hipoteses guiam o pesquisador na investiga-
cao do problema. Elas podem ser observadas no experimento ou enuncia-
das de forma universal e geradas pela observagao dos fatos, comparacao
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com outros estudos, dentre outras maneiras.

» Simplificacao: os fendémenos, em geral, apresentam determinada complexi-
dade e, para uma analise primaria do evento, faz-se necessario um sistema
mais simples, deste modo, o pesquisador deve usar a criatividade e a ex-
periéncia para selecionar as informagoes que possuem maior relevancia.

3. Resolucao
Nesta etapa, a linguagem real € traduzida para uma linguagem matematica ade-
quada. A resolucao pode ser um processo desafiador, dessa forma, o pesquisa-
dor deve compreender o grau de dificuldade que o problema oferece. Dado que
grande parte das solugdes dos fenédmenos apresentam certa complexidade, os
resultados, por vezes, sao obtidos por meio computacional. Posteriormente, tais
resultados podem colaborar para solucdes analiticas.

4. Validacao

Nesta etapa, é verificada a aceitacdo ou nao do modelo proposto. As hipoteses
sao confrontadas por meio de dados obtidos no experimento e os dados previs-
tos pelo modelo. Deve-se avaliar o grau de aproximagao das previsoes e garantir
que o modelo, a0 menos, preveja os fatos que o originaram. Esse processo de
validagao esta condicionado ao objetivo do modelador, neste caso, cabe a ele in-
terpretar se foi possivel descrever o fenédmeno adequadamente. A interpretacao
é feita, principalmente, pela analise grafica da solugao do modelo.

5. Modificacao

Nesta etapa, sao feitas as modificagdes no modelo. Na produ¢ao de um modelo
que representa uma fragao da realidade sua construcao considera simplificacoes
e, em alguns casos, faz-se necessario modifica-lo a fim de aproximar-se do
fenémeno real. Nenhum modelo pode ser considerado definitivo, dado que um
aprofundamento tedrico implica na reformulacdo do modelo que pode ser sempre
melhorado. Na verdade, € uma pratica comum iniciar a construgao de um mo-
delo considerando apenas as variaveis mais relevantes e, caso seja necessario,
mais informagdes deverdo ser agregadas a ele. Este é um processo dinamico
gue pode ser repetido quantas vezes o modelador achar necessario.

6. Aplicacao
Nesta etapa, com o0 modelo matematico validado, ocorre a aplicacdo. Para isso,
o modelo deve, neste ponto, corresponder aos resultados esperados, ou seja,
dentro do erro estipulado, e atender o comportamento do fenémeno real, possi-
bilitanto simular as previsoes desejadas.
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Sendo assim, a Modelagem Matematica, abordada como método cientifico de
pesquisa, mostra-se capaz de transitar entre as ciéncias de modo criativo, eficiente,
colaborando com o desenvolvimento da ciéncia. Além disso, o processo de mode-
lagem é dinamico, desse modo, a partir de novas teorias, existe a possibilidade da
construcao de modelos mais elaborados ou mesmo a reformulagao dos modelos ja
existentes.
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2 Teoria dos Conjuntos Fuzzy

Segundo Barros e Bassanezi (2010) a teoria dos conjuntos fuzzy foi apresen-
tada por Lofti Asker Zadeh (ZADEH, [1965), com o objetivo de interpretar a subijetivi-
dade de termos linguisticos, como “aproximadamente”, “em torno de” e outros, de uma
forma matematica. Assim, um computador, por exemplo, poderia exercer uma fungao

mais proxima do pensamento humano.

“Esse seria um primeiro passo no sentido de se programar e armazenar concei-
tos vagos em computadores, tornando possivel a producao de calculos com informa-
¢Oes imprecisas” (BARROS; BASSANEZI, 2010, p.12).

Um conjunto dito classico ou crisp pode ser escrito como uma fungao, na qual
cada elemento pertence ou ndo ao conjunto. Zadeh, inspirado neste conceito, deu
inicio a teoria dos conjuntos fuzzy expandindo esse pensamento para um intervalo,
que determina o grau de pertinéncia. Desta forma, o subconjunto fuzzy pode ser visto
como uma ampliagcao do subconjunto classico.

Nas proximas sec¢des, serao apresentados alguns conceitos da Teoria dos Con-
juntos Fuzzy que serao utilizados ao longo do trabalho.

As definicoes e os teoremas apresentados neste capitulo foram baseados nos
livros de |Barros e Bassanezi (2010) e |Bassanezi, Cecconello e Silva (2010), Barros,
Bassanezi e Jafelice| (2012), e nos trabalhos de Gomes| (2009), Santos| (2008) e |Silva
(2005).

2.1 Subconjuntos Fuzzy

A formalizacdo matematica de um conjunto classico € dada por uma fungao
chamada fungéo caracteristica, definida como segue.

Definicao 2.1. Um subconjunto classico A de U, sendo U o conjunto classico universo,
é caracterizado por uma fun¢cao

XAZU—){O,l},

onde, para todo x € U,

Xa(x) 1, se z € A,
€Tr) =
. 0, se x ¢ A.

A funcao caracteristica X4 descreve o conjunto A indicando quais elementos
do conjunto universo U estdo em A. Porém, existem casos em que néo € téao simples
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estabelecer uma relacao entre elementos e conjuntos, ou seja, nao é possivel dizer
se o0 elemento pertence totalmente ou ndo ao conjunto, ou até mesmo, nao € possivel
diferir a “intensidade” de pertencimento de um elemento para o outro neste conjunto.

Uma alternativa para representar elementos com essas caracteristicas € a
utilizacao de subconjuntos fuzzy.

Defini¢ao 2.2. Seja U um conjunto classico. Um subconjunto fuzzy F em U € carac-
terizado por uma fungao
pr U —[0,1], (2.1)

chamada fung¢o de pertinéncia do subconjunto F'.

A funcao ur(x) indica o quanto cada elemento = de U pertence ao subconjunto
F', sendo atribuido a todo elemento um valor entre 0 e 1 que representa o grau de
pertinéncia. Para pur(z) = 1 e ur(xz) = 0 tem-se, respectivamente, os indicadores de
pertinéncia total e ndo pertinéncia do elemento = a F.

Fica evidente que essa definicao de subconjunto fuzzy € obtida com a amplia-
¢ao do contradominio de {0,1} para [0,1], ou ainda, que o conjunto classico é um
caso particular do conjunto fuzzy. Além disso, o subconjunto fuzzy F' de U pode ser
representado por um conjunto classico de pares ordenados, como segue:

F ={(x, ur(z)), comz € U}. (2.2)

Exemplo 2.1. Ao considerar os numeros reais proximos de 1, suponha que sao re-
presentados pelo intervalo [0,2]. Pelo raciocinio da Idgica classica, todo elemento no
intervalo [0, 2] esta préximo de 1 sem considerar o qudo proximo, ou seja,

XA(x):{ 1, sex €[0,2], 2.3)

0, caso contrdrio.

Na Figura |4 € apresentada a representacao grafica da fungao caracteristica
(2.3). E possivel observar que todos os elementos do intervalo [0, 2] estdo igualmente
proximos a 1.

Este mesmo exemplo pode ser abordado segundo a Teoria de Conjuntos Fuzzy.
Para isso, pode-se definir uma funcao de pertinéncia que considera essa proximidade,
dada por:
x, se 0<o <1,
pr(r) =< 2—x, se 1 <z <2, (2.4)

0, caso contrario.

Na Figura |5| é apresentada a representacao grafica da funcao de pertinéncia

:
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Figura 4 — Representacao grafica da funcéo caracteristica X 4(x) da equagéo (2.3).

T

0.8

0.6

0.4

NO

0 02 04 06 08 1 12 14 16 18

Fonte: Autoria propria.

Figura 5 — Representacao grafica da funcao de pertinéncia u(x) da equagao (2.4).

pe(x)
1
0.8
0.6
0.4
0.2
X
o/ 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2

Fonte: Autoria propria.

Os graéficos ilustram o comportamento de ambas as fungées. Supondo uma
situacdo na qual fossem estudados os numeros do intervalo [0, 2; 0, 2], nota-se que,
no primeiro gréfico (Figura[4), nao é possivel identificar um ponto onde os valores irdo
comecar a se aproximar de 1, eles apenas aparecem como préximos de 1. Ja no
segundo gréfico (Figura [5), é possivel observar essa nogdo de proximidade a partir
do ponto 0. Essa analise também ¢ valida quando os valores se afastam de 1, no
intervalo [1,8; 2, 2.

Dados os subconjuntos fuzzy, deve-se pensar em operagoes com esses con-
juntos. A seguir, serao abordadas as operacoes elementares.

Sejam A e B subconjuntos classicos de U, ao estender os casos classicos
de uniao, interseccao e complementar para suas respectivas fungdes caracteristicas,
tem-se:
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* Unido: X up(z) = max{Xa(x), Xp(z)}, Yz eU,
* Intersecgdo: X anp(z) = min{X4(z), Xp(z)}, Y2 e U,
« Complementar: X (z) =1— Xy(z), V2o eU.
As operacoes com o0s subconjuntos fuzzy sao definidas considerando uma

extensao dos casos classicos, ou seja, substituindo as funcdes caracteristicas por
funcdes de pertinéncia.

Definicao 2.3. Sejam A e B subconjuntos fuzzy de U, as fun¢ées de pertinéncia que
representam os subconjuntos fuzzy unido, interseccdo e complementar sdo dadas por:

* Unido: paup(z) = max{pa(z), ug(x)}, Yo e U,
e Interseccdo: jianp(x) = min{pa(z), pp(x)}, Vo e U,

» Complementar: pia(x) =1—pa(x), Vo eU.

Definidas as operagdes entre conjuntos fuzzy, utiliza-se as normas triangulares
para generalizar os operadores uniao e intersecgao.

Definicao 2.4. A norma triangular (t-norma) € uma operacao binaria
A :[0,1] x [0,1] — [0,1]

se satisfazer as sequintes operacoes:

Comutatividade: © ANy =y N\ x;

Associatividade: x A (y A z) = (x Ay) A z;

Monotonicidade: se x <y ew < z entdo (v Aw) < (y A z);

Condicées de fronteira: 0 ANz =0e1 A x = x.

A operacgao t-norma estende o operador A que modela o conectivo “E”. O ope-
rador min € uma t-norma.

Definicao 2.5. A conorma triangular (t-conorma) é uma opera¢ao binaria
v :[0,1] x [0,1] — [0, 1]
se satisfazer as seguintes operacoes:

e Comutatividade: © 7y =y~ x;
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 Associatividade: <7 (y~/ z) = (x SV y) V 25
» Monotonicidade: se x <y ew < z entdo (zr 7 w) < (y <V 2);
« Condigées de fronteira: 0y x =z elsyx = 1.
A operacgao t-conorma estende o operador VV que modela o conectivo “OU”. O
operador max € uma t-conorma.

Para que seja possivel definir um numero fuzzy, primeiramente serao definidos
0s conceitos de niveis e suporte de subconjuntos fuzzy.

Definicao 2.6. Sejam F' um subconjunto fuzzy e o € [0, 1]. Define-se como «-nivel de
F o conjunto

[F]* = {x € U; pp(x) > a}, paraa € (0,1]. (2.5)

Para o = 0 segue que [F|° = supp F, dito fecho do suporte de F. Neste caso,
{z € U; ur(x) > 0} = U ndo é necessariamente igual a [F|°.

Exemplo 2.2. Considere o subconjunto fuzzy dos numeros proximos de 2 dado pela
fungao de pertinéncia (2.4) do Exemplo[2.1]. Para a = 0,6, tem-se:

[F1°0 =0,6;1,4].
Na Figura |6 é apresentada a representagao grafica do nivel 0,6 da fungdo de
pertinéncia nr(x) da equacgédo (2.4).

Figura 6 — Representacdo gréafica do 0,6-nivel da funcdo de pertinéncia pr(z) da

equacao (2.4).

p(x)

0.8
0.6
0.4

0.2

Fonte: Autoria propria.

Definicao 2.7. Suporte de um conjunto fuzzy F sao todos os elementos de U que tém
grau de pertinéncia diferente de zero em F e é denotado por supp F, isto e,

supp F'={x € U; pp(z) > 0}. (2.6)
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Exemplo 2.3. Considere o subconjunto fuzzy dos numeros proximos de 2 dado pela
fungao de pertinéncia (2.4) do Exemplo[2.1. Tem-se:

supp F = (0;2).
Na Figura[7] é apresentada a representagdo gréfica do suporte da fungdo de
pertinéncia ur(x) da equacgao (2.4).

Figura 7 — Representacao grafica do suporte da funcdo de pertinéncia ur(x) da

equagao (2.4).

11r (%)

[F]° = supp F

0 02 04 06 08 1 12 14 16 1.8 2

Fonte: Autoria propria.

2.2 Numeros Fuzzy

Nesta secao é apresentada a definicao de um nimero fuzzy bem como alguns
nuameros fuzzy especiais.

Definicao 2.8. Um subconjunto fuzzy N é chamado numero fuzzy quando o conjunto
U, no qual N esta definido, é o conjunto dos numeros reais R e a funcao de pertinéncia
pun - R —[0,1] é tal que:

1. un(x) = 1 para pelo menos um valor x do supp N;
2. [N]* é um intervalo fechado, V = € (0, 1];

3. O supp N é limitado.

Além disso, o a-nivel do numero fuzzy N é dado por

[N]* = [af; a3].

Os numeros fuzzy mais utilizados sao os numeros triangulares e 0 numeros
trapezoidais, cujas definicoes sao apresentadas a seguir.
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Definicao 2.9. Um numero fuzzy é dito triangular quando sua funcdo de pertinéncia é
do tipo

pn(z) = Tf;_’;, sem <z <b, (2.7)

, sea <z <m,

0, caso contrario.
Os a-niveis desse niumero podem ser escritos como
[N]* = [(m — a)a + a; (m — b)a + b],
para todo « € [0, 1].

Exemplo 2.4. Considere o numero fuzzy triangular (2;3;4). Sua representagao ana-
litica é dada pela seguinte fungdo de pertinéncia

r—2, se2<x <3,
pn(z) =< 4—x, sed3 <z <4,

0, caso contrdrio,
e sua representagao gréfica é a apresentada na Figura[8,
Figura 8 — Representagao grafica do numero triangular fuzzy (2; 3;4).
fin(x)
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Fonte: Autoria propria.

Este numero pode ser escrito por a-niveis da seguinte maneira:
[N]* = [a+ 2; —a + 4].

Definicao 2.10. Um numero fuzzy é dito trapezoidal quando sua fun¢ao de pertinéncia
é do tipo

sea < x <m,
1, sem<x<n,

pn(z) =< - (2.8)
b=z sen < x <b,

0, caso contrdrio.
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Os a-niveis desse niumero podem ser escritos como

[V

para todo « € [0, 1].

[(m —a)a+a; (n—b)a+ b,

Exemplo 2.5. Considere o numero fuzzy trapezoidal (2,3;4;5). Sua representacao
analitica é dada pela seguinte funcao de pertinéncia

r—2, se2<ux<3,
1, sed < x <4

o—x, sed <z <5,
0, caso contrdrio,

e sua representagdo gréfica é a apresentada na Figura[9

Figura 9 — Representacao grafica do numero trapezoidal fuzzy (2; 3;4; 5).
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Fonte: Autoria propria.

Este numero pode ser escrito por a-niveis da seguinte maneira

[N]® = [a+ 2; —a + 5].

Nos Exemplos [2.4] e 2.5, a representacdo gréfica tanto do ndmero triangular
como do numero trapezoidal tem como caracteristica a semelhanga com as formas
geométricas de um triangulo e um trapézio, respectivamente, o que justifica como sao

chamados.

2.3 Sistemas Baseados em Regras Fuzzy

A fim de sistematizar informacoes imprecisas, de forma que seja possivel com-
preender seu significado e deduzir uma resposta adequada, os Sistemas Baseados
em Regras Fuzzy (SBRF) podem ser utilizados. Os SBRF sao sistemas que utilizam
a Teoria de Conjuntos Fuzzy para produzir, por meio de uma base de regras, uma
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Figura 10 — Estrutura de um Sistema Baseado em Regras Fuzzy.

ARQUITETURA DE SISTEMAS BASEADOS EM

REGRASFUZZY
BASEDE FEORAS
EHTRADA PROCESSADOR DE FROCESSADORDE i
EHTRADA SAIDA
reR ry yeR”
» MAQUINA DE -
ENTRADA DFERINCIA FULTY SADA

Fonte: Barros, Bassanezi e Jafelice (2012).

relagdo entre os pardmetros presentes no objeto estudado. Na Figura [10] é apresen-
tada a estrutura de um SBRF.

Dada uma base de regras, um SBRF pode ser visto como um mapeamento
entre entrada e saida da forma y = f(z), + € R" e y € R™, conforme o esquema
acima. Este tipo de sistema é muito utilizado em problemas de modelagem, controle
e classificagao.

Uma base de regras fuzzy é descrita pela relacao

Ry : “Proposicao fuzzy 1”
ou
Ry : “Proposicao fuzzy 2”

ou

ou

R, : “Proposicao fuzzy r”

As proposicoes fuzzy sdo construidas da forma “SE (antecedente)... ENTAO
(consequente)...”, sendo cada uma das regras condi¢coes associadas as variaveis lin-
guisticas impostas pelo problema e modeladas por conjuntos fuzzy.

Um caso particular dos SBRF sdo os controladores fuzzy. Esse tipo de sis-
tema se diferencia basicamente por adotar ao seu “antecedente” uma “condicao” e
ao “consequente” uma “acdo”, ou seja, € um sistema eficiente para a realizacao de
tarefas.

Para estabelecer um SBRF sdo necessarios quatro médulos, sendo eles:



34 Capitulo 2. Teoria dos Conjuntos Fuzzy

« Modulo de fuzzificacao (entrada)
Nesta etapa ocorre o processo no qual as entradas sao formuladas por conjun-
tos fuzzy com seus respectivos dominios. Com o auxilio de especialistas do
fendbmeno, sao estabelecidas fungdes de pertinéncia para cada conjunto fuzzy.

* Modulo de base de regras
Nesta etapa as proposicdes fuzzy sao definidas por variaveis linguisticas com
base nas informacdes dos especialistas. Este modulo faz parte do nucleo do
SBRF, onde cada regra descrevera as relacoes entre as variaveis linguisticas.
As proposicdes tem a estrutura “SE (antecedente)... ENTAO (consequente)...”.

« Mddulo de inferéncia
Nesta etapa as proposi¢oes fuzzy da base de regras sao traduzidas matemati-
camente por meio das técnicas da logica fuzzy. Sao definidas as regras de in-
feréncia para modelar as proposi¢cdes definidas na base de regras. Este médulo,
assim como a base de regras, faz parte do nucleo do SBRF e tem fundamental
importancia no sistema, pois por meio dele sera obtida a saida fuzzy.

« Modulo de defuzzificacao (saida)
Neste modulo ocorre o processo contrario do modulo de fuzzificagdo. Por meio
das relagbes atribuidas no médulo de inferéncia foi gerada uma saida fuzzy,
e nesta etapa de defuzzificacdo a saida sera convertida para um nimero real
(crisp).

2.3.1 Método de Inferéncia de Mamdani

Dentre os métodos de inferéncia existentes, o método de Mamdani € um dos
mais utilizados. A proposta desse método é estabelecer uma relagao fuzzy binaria
entre x e y para modelar a base de regras utilizando os operadores max € min. Para
cada regra R;, da base de regras, a condicional “SE x é A; ENTAO y é B,” é modelada
pela operagao A (minimo).

De modo geral, adota-se a t-norma A (minimo) para o conectivo “E” e a t-
conorma VvV (maximo) para o conectivo “OU”.

Por exemplo, sendo z,y € R e A e B 0s subconjuntos fuzzy de cada regra,
dadas as regras:

Ri:SE (x é A, ey é B,) ENTAO (z é ()
Ry: SE (l’ e Ay e Yy € BQ) ENTAO (Z e 02)
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Por meio dos operadores de maximo e minimo e do método de defuzzificagao,
obtém-se uma saida z € R de C' = C] U C}, pelo método de inferéncia de Mamdani,
como apresentado na Figura[i1]

Figura 11 — llustracdo do método de inferéncia de Mamdani.

1, A o B I N C
Regra 1- /‘ .................... f\ iiiiiii ﬁ(
" A H Bl L C:
C;
Regra 2 - /\\' /\ U 'A

Fonte: Barros, Bassanezi e Jafelice (2012)

2.3.2 Meétodo de Defuzzificacao Centro de Gravidade

Ao fim do médulo de inferéncia, é obtida uma saida fuzzy do sistema. Em geral,
tem-se o interesse de traduzir a saida fuzzy para um numero real e, para isso, é feito
o processo de defuzzificagao. Alguns métodos podem ser aplicados para defuzzificar
a saida, dentre eles, 0 método do centro de gravidade se destaca. Neste método, o
namero real pode ser obtido de duas maneiras, sendo elas para dominio discreto e
continuo, respectivamente:

G(C) == , (2.9)
Z C(z)
/ wC(z)du
GCo)y=28_ (2.10)

sendo R a regiao de integracao.
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2.4 Sistemas P-fuzzy

Um sistema parcialmente fuzzy, ou como comumente é chamado sistema p-
fuzzy, € um sistema que se caracteristica por relacionar as variaveis de entrada com
suas variacOes através da base de regras fuzzy. Esse tipo de sistema € chamado
assim por conhecer apenas parcialmente o campo de direcdo. Serdo considerados
neste trabalho os sistemas p-fuzzy discretos que podem ser representados pelo se-
guinte sistema iterativo:

{ T = Flai), (2.11)

To € Rn,
sendo F(zy) = xp + A(xy).

Tem-se que A(x,) € R" é a variagao obtida da saida defuzzificada do SBRF.
Note que o sistema p-fuzzy € uma equagao de diferengas, na qual x; 1 — xx = A(zg).
Desta forma, o sistema p-fuzzy é associado ao esquema apresentado na Figura[12

Figura 12 — Arquitetura de um sistema p-fuzzy.

Controlador
X, i—.. Ax,
( : Fuzzy ¢

|

( Modelo Matemdtico )

X, =X, +Ax
L A B .

Fonte: Santos| (2008).

Os sistemas p-fuzzy podem ser utilizados para modelar fendbmenos parcial-
mente conhecidos, tendo em vista que, nesses casos, tanto as variaveis quanto as
variagdes acerca de um determinado fendbmeno sdo oriundas de subjetividades, e
para métodos tradicionais do calculo diferencial esses casos podem ser um desafio.

Para o sistema p-fuzzy proposto neste trabalho, sera considerado o caso unidi-
mensional. Este tipo € um caso particular de sistemas p-fuzzy, considerado um caso
mais simples pois sao sistemas estudados em uma dimensao. O sistema p-fuzzy
unidimensional tem o objetivo de auxiliar na compreensao dos efeitos sazonais da
variagao do fenémeno estudado. Esse caso sera considerado com base no sistema
(2.11).
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3 Problema Hidrodinamico

Neste capitulo, serao utilizados os conceitos apresentados nos capitulos anteri-
ores para a construcao do modelo matematico que descreve o problema hidrodinamico
do escoamento de um fluido.

Os dados experimentais utilizados neste trabalho foram obtidos por [Santos
(2021), em sua pesquisa referente ao estudo experimental do escoamento de liquidos.
Com base nesses dados, sera elaborado, por meio de um SBRF, um modelo ma-
tematico p-fuzzy que represente o fendémeno.

Para isso, sera apresentada, de forma breve, a solu¢cdo encontrada por San-
tos| (2021) e como foram feitos os experimentos que o auxiliaram no processo de
validacao do modelo matematico. Posteriormente, sera apresentada uma proposta
para a construgao do controlador fuzzy que, através da aplicacao do sistema iterativo
p-fuzzy, terd como resultado a solugao grafica do modelo.

3.1 Solucao a partir da Equacao Bernoulli

Deseja-se descrever a variacao da altura da agua, em um tanque, quando ape-
nas a gravidade atua no escoamento do liquido, que flui através de um orificio loca-
lizado no centro da base do tanque. Para este estudo, sera considerado um tanque
cilindrico como o apresentado na Figura[13]

Figura 13 — Escoamento de agua em um tanque cilindrico.

BN
'.-"'
/
-
-

Fonte: Zill| (2017).
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Sera tomado como base o trabalho de |Santos| (2021), no qual o autor, utilizando
conceitos de Mecanica dos Fluidos, propde um modelo que descreve o comporta-
mento da agua em cada instante. Para seu estudo, Santos (2021) considera como a
Unica forga atuante no sistema a gravidade. Como apontado por Zill (2017), este € um
problema classico associado as equacgoes diferenciais.

Na elaboracao do modelo tedrico, |Santos (2021) considera, inicialmente, a
equacao de Bernoulli:

2

vimcia
P 9 l + ¢ + pghinicial =p

2
Ufinal

+¢+pghfinala (31)

sendo p a densidade do fluido, ¢ a pressao hidrostatica, g 0 mddulo de aceleracao da
gravidade, v a velocidade e £ a altura. Além disso, como indicado na Figura[13] 4, é
a area da base do tanque e A, a area do orificio circular.

Com o desenvolvimento da Equagao de Bernoulli, utilizando métodos de equa-
cOes diferenciais ordinarias, a solugao do problema encontrada pelo autor é:

2

A 2himcia
h(t) :%(—A—hw p l) . (3.2)

Ao desenvolver o quadrado da soma da equacao (3.2), obtém-se:

A\ 2 A | 2Rinicia
h(t) = g (A—h) t2 — 914 h g lt + hinicial' (33)

A solucao apresentada nas equagoes e € uma equacao quadratica,
portanto, sua curva sera um arco de parabola que representa o fenébmeno em sua fase
decrescente a partir da altura inicial h;,;...;, quando ¢t = 0, até o vértice da parabola,
pois o fendmeno nao considera 0 momento em que o tanque encheria.

Para o processo de validacao do modelo teérico encontrado, |Santos (2021)
realiza trés experimentos. A experimentacao é descrita por uma coleta de dados utili-
zando uma filmadora para captar em cada instante a altura do fluido no tanque até o
seu esvaziamento. As imagens foram analisadas de forma que represente a variacao
da altura do fluido a cada segundo. Mais detalhes sobre os experimentos realizados e
a solugao encontrada pelo autor podem ser encontradas em seu trabalho (SANTOS,
2021).

3.2 Aplicacao do sistema p-fuzzy

Na secao anterior, foi apresentada a solugao obtida por|Santos| (2021) para des-
crever o fendbmeno do escoamento de um fluido. Segundo o autor, para realizar esse
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estudo foi necessario o aprofundamento em alguns conceitos da teoria de Mecanica
dos Fluidos, o que, em geral, ndo é trivial. Além disso, para a elaboragao do modelo
tedrico também foram necessarios conceitos de equacdes diferenciais ordinarias, o
que pode tornar o processo de modelagem complexo dependendo do problema a ser
estudado.

Neste trabalho, com o objetivo de promover um método alternativo para estudar
o problema, a Teoria dos Conjuntos Fuzzy é considerada para o desenvolvimento de
um modelo que contorne os desafios apresentados acima.

Segundo Bassanezi| (2006), o objetivo ao estudar um problema é construir um
modelo, dentro de uma teoria matematica ja desenvolvida, que facilite a obtencédo de
resultados.

Para a construgao do modelo, essa proposta tomara como referéncia os dados
do primeiro experimento de Santos (2021), o qual tem as seguintes caracteristicas:

o liquido observado no experimento é a agua;
* o0 tanque é preenchido com o liquido aos 25,92 ¢m de altura;
* 0 raio da base do tanque mede 3, 10 ¢m;

* 0 raio de vazao do orificio circular mede 0, 25 cm.

Os dados coletados por Santos| (2021) em seu trabalho sao dispostos num
gréfico Altura(cm) X Tempo(s), apresentado na Figura[14]
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Figura 14 — Dados do experimento 1 do trabalho de Santos| (2021).

Dados
30 T T T

T T T

0 L i L L i il L
0 20 40 60 80 100 120

Tempo (s)
Fonte: Autoria propria.

Com o objetivo de elaborar um controlador fuzzy para descrever o problema
em questao, esses dados foram analisados de forma que fosse possivel atribuir as
variaveis altura h(t) e variagdo da altura Ah(t) termos linguisticos, ou seja, consi-
dera-las a partir dos conjuntos fuzzy. Serao considerados conjuntos triangulares fuzzy
para essas variaveis, pois essa representacao indica um pico rapido de transicao das
variaveis estudadas e pode-se observar essa caracteristica nos dados.

Ao observar um recipiente que contém algum fluido, a interpretagao natural do
observador € avaliar se ele esta cheio ou nado e, caso exista alguma perfuracao, avaliar
se o fluido escoa muito ou pouco.

Pensando nisso, os termos linguisticos escolhidos para representar a variavel
de entrada Altura sdo: baixa (B), média baixa (MB), média (M), média alta (MA), alta
(A), como apresentado na Figura[15] E os termos linguisticos escolhidos para repre-
sentar a variavel de saida Variacao da Altura sao: variagao baixa (VB), variagcao média
(VM), variagao alta (VA), como apresentado a Figura[16
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Grau de Pertinéncia

Grau de Pertinéncia

Figura 15 — Variavel de entrada: Altura.

Entrada
M
1
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0.6
0.4
0.2
0
0 5 10 15 20 25
Altura
Fonte: Autoria propria.
Figura 16 — Variavel de saida: Variagao da altura.
Saida
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Fonte: Autoria propria.
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Com os termos linguisticos atribuidos para a entrada e a saida do controlador
fuzzy, sera definida a base de regras do sistema. A base de regras que descrevera
as proposicdes fuzzy da altura e sua variacao sera dada pelo seguinte conjunto de
regras:

1. Se a altura é alta (A) entdo a variacao da altura é alta (VA);

2. Se a altura é média alta (MA) entao a variacao da altura é alta (VA);

3. Se a altura é média (M) entao a variagcao da altura é média (VM);

4. Se a altura € média baixa (MB) entdo a variagao da altura € baixa (VB);

5. Se a altura é baixa (B) entao a variacao da altura é baixa (VB).

O proximo passo sera definir o método de inferéncia utilizado no controlador
fuzzy, neste caso, a escolha foi pelo método de Mamdani. Esse método, como apre-
sentado no Capitulo 2, relaciona matematicamente os valores das proposigoes fuzzy
com seus graus de pertinéncia por meio dos operadores maximo e minimo.

Por ultimo, sera definido o método de defuzzificagao, para o qual foi escolhido
o centro de gravidade.

Todo esse processo foi elaborado utilizando o toolbox fuzzy do software Matlab®.

Para ilustrar a operacao que ocorre utilizando o método de Mamdani, considere
a altura de 5 cm. Na Figura[17] sdo apresentadas as entradas e saidas das regras com
as quais a altura considerada apresenta determinado grau de pertinéncia. Note que a
altura de 5 cm pertence aos conjuntos das alturas baixa (B) e média baixa (MB) que,
de acordo com a base de regras, determina uma variagao baixa (VB).

Figura 17 — Representagao dos conjuntos fuzzy de entrada e saida considerando a
altura 5 cm.

Altura=5
Variagao = -0.0855

==

Fonte: Autoria propria.

Sendo assim, para o conjunto altura baixa (B) tem-se uma pertinéncia de 3/13
e para o conjunto altura média baixa (MB) uma pertinéncia de 10/13. O método de
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Mamdani determina, por meio do operador maximo entre as saidas de cada regra, a
resposta do sistema como ilustrado o gréfico da Figura [18]

Figura 18 — Representacao da saida.

-0.3 -0.2 -0.1 0

Fonte: Autoria propria.

Obtida a resposta do modulo de inferéncia, é realizado o processo de defuzzifi-
cacao. A partir do método centro de gravidade, apresentado no capitulo anterior,
determina-se a variacao da altura, no instante observado, ao calcular a média da area
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destacada em azul na Figura[18] como segue:

_3 0
1
/ " r(dxr +1) dx+/ l_gx de 47 45 217
Ja -3 _ 52728 35152 _ _ 217
Gl === 10, B 1 2496 24
/1 (4w+1)dw+/3ﬁd$ 338 ' 338
1 3

Com o controlador fuzzy estruturado, o sistema iterativo p-fuzzy utiliza a saida
do controlador, neste caso a variagcao da altura, para alimentar a entrada do modelo.
Basicamente, a saida Ah(t) é somada a entrada h(t) sucessivamente, processo re-
presentado pelo esquema da Figura[T9]

Figura 19 — Esquema p-fuzzy.

Controlador f ‘
i—— Ah
[ e Fuzzy — xJ

‘ Modelo Matemdatico
hyv1 = hy+ Ath

Fonte: Adaptado de Santos (2008).

Observe que a soma da variagcao da altura, feita em relagao a condigao inicial,
como ilustrado no esquema, é realizada a cada iteracdo. No modelo elaborado, essa
iteracao representa o tempo de 1 segundo. Note também que foi considerada uma
variagdo negativa, como representado na Figura [16], pois o fenémeno se refere a um
um processo de esvaziamento do tanque.

Para realizar esse processo de iteracoes descrito pelo sistema p-fuzzy foi uti-
lizado o software Matlab®, no qual foi possivel elaborar um programa para executar
a soma da saida do sistema a entrada de forma sucessiva. O resultado do sistema
p-fuzzy é dado pelo grafico apresentado na Figura [20, que descreve o modelo do
escoamento do fluido.
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Figura 20 — Modelo p-fuzzy e dados do experimento 1.

modelo p-fuzzy
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Fonte: Autoria prépria.

Destaca-se que a curva que representa o0 modelo é semelhante a parte decres-
cente de um arco de parabola, caracteristica encontrada no modelo tedérico desenvol-
vido por Santos| (2021).

Na Figura 20} sdo apresentados, além do modelo p-fuzzy, os dados coletados
do experimento. Note que apenas com a analise da altura e sua variagao no tempo foi
possivel obter um modelo fidedigno ao fenémeno observado. Neste caso, foi estudado
apenas o experimento 1 dos trés apresentados por Santos| (2021), porém, com uma
andlise semelhante dos demais dados, poderiam ser estabelecidos os outros modelos.

Segundo Bassanezi, Cecconello e Silval (2010), a principal caracteristica de
um sistema deterministico € a precisao obtida da solugao, por este motivo, quando ha
condicdes imprecisas no sistema, elas podem comprometer a solucdo. Associando
essa observagao ao problema, seria possivel determinar outros parametros com pre-
cisdao, como a velocidade do escoamento e o coeficiente de viscosidade do fluido, por
exemplo, entretanto, seria necessario um aprofundamento tedrico ainda maior sobre
a fisica que envolve o problema.
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Neste caso, tratando de um fendmeno particular como neste estudo, o modelo
fuzzy se mostrou, além de eficiente, um método com grande economia de considera-
coes. Além disso, uma vez dominada a técnica de modelagem, por meio da Teoria dos
Conjuntos Fuzzy, seria possivel adaptar para novas condi¢des a proposta apresentada
neste trabalho.
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Consideracoes Finais

O estudo realizado neste trabalho mostra a Teoria dos Conjuntos Fuzzy como
um método alternativo de modelagem eficiente para problemas fisicos, em particular
o problema hidrodinamico, uma vez que a aplicagao do conhecimento dessa teoria se
mostrou capaz de descrever o comportamento do fendémeno hidrodinamico estudado.

Com o apoio dos experimentos realizados por|Santos|(2021), e de seu trabalho
como um todo, foi possivel aplicar o Sistema Baseado em Regras Fuzzy ao problema
e, por meio do sistema p-fuzzy, construir um modelo que descrevesse com sucesso 0
comportamento do escoamento do fluido. Foi possivel perceber que o método utilizado
se mostrou competente tanto em resultados quanto na economia de consideracoes
sobre a teoria envolvendo o fendmeno.

Vale destacar os desafios proporcionados ao estudar a teoria fuzzy, pois este
topico nao pertence ao conteudo programatico das disciplinas do curso de Licenciatura
em Matematica do Instituto Federal de Sao Paulo, campus Sao Paulo, e possui uma
l6gica diferente da habitual.

Embora tratada de forma implicita, a teoria que envolve o problema foi funda-
mental durante todo processo de produgao do trabalho para entender o fenémeno e
elaborar o modelo. Porém, para o leitor ou leitora que queira realizar um trabalho in-
terdisciplinar, é interessante, se possivel, trabalhar com um profissional da area, pois,
como destaca Bassanezi (2006), a cooperagao com especialistas de outras areas é
um dos procedimentos gerais da modelagem.

Portanto, considerando os objetivos do trabalho que visam a obtencao de um
modelo matematico que descreva o fendmeno estudado e um método alternativo que
pudesse simplificar os passos no processo de modelagem, conclui-se que, de fato, a
construcao do modelo fuzzy utilizando o SBRF alcancou as propostas esperadas da
pesquisa.

Para trabalhos futuros, pensando neste mesmo fen6meno, pode-se propor uma
alternativa de método dentro da teoria fuzzy utilizando o Principio da Extensdo de
Zadeh para fuzzificar a velocidade de escoamento do fluido, por exemplo.

Outra possibilidade seria considerar outros fluidos com propriedades de visco-
sidade no sistema e considerar esse fator como entrada fuzzy do SBRF. Além disso,
uma alternativa seria considerar uma forga mecanica atuando no sistema comprimindo
o fluido e fuzzifica-la.

Conforme o trabalho de Santos (2021), que serviu como base de estudo desta
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proposta, espera-se que este possa contribuir e incentivar novas pesquisas.
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