EQUACAO DE SEGUNDO GRAU

INTRODUCAO

Equacdo é uma igualdade onde ha algum elemento desconhecido. Como exemplo, podemos
escrever “4x + 7 = 31”. Esta igualdade é uma equacdo ja conhecida por vocé, pois é de
primeiro grau na variavel x, vocé sabe resolvé-la e, com facilidade, encontrar o valor 6 para a
incoégnita.

Resolver uma equacdo significa obter o valor da incégnita que a verifica. O conjunto dos
valores que a incégnita, ou variavel, pode assumir é chamado Conjunto Universo, que sera
representado por U, e o conjunto dos valores que verificam ou satisfazem a equacdo é seu
Conjunto Verdade cujo simbolo é V.  Portanto, resolver uma equag¢do em um conjunto U é o
mesmo que construir o seu conjunto V. Os elementos de V sdao chamados raizes ou zeros da
equagao.

Porém, assim como os polinémios, as equagdes podem ser de 19, 29, 32 graus, etc.,, e ha
aquelas que nem grau possuem. Sé que isso é uma outra histéria, pois agora iremos nos

dedicar apenas as de 22 grau em alguma variavel.

DEFINICAO
Uma equacdo é de segundo grau na variavel se puder ser escrita na forma ax® + bx + ¢ = 0,
onde a, b e ¢ sdo numeros reais conhecidos e chamados coeficientes, onde a # 0 e x é um
numero real desconhecido ou incégnita (também pode ser denominado variavel).
As equacdes de 22 grau sdo também denominadas Equa¢Ges Quadraticas.
Como exemplos, podemos escrever as equag¢des na varidvel x:

1) 3x*—7x+2 =0 éuma equacido de 22 grau na varidvel x, onde a = 3, b = -7,

c = 2.

2) —4y?’4+y—5=0 éequagdode22grauemy,coma = —4, b = 1le ¢ = —5.

3) x*4+11x =0 éequaciode22grauemx,ea = 1,b = 11lec = 0.

4) 4t*>—10 = 0 é equacdo quadraticaemtea = 4,b = —10,ec = 0.

5) —13x%2 = 0éequacdode22grauemx,ea = —13,b = 0Oec = 0.
As equagdes que apresentem algum coeficiente nulo sdo chamadas incompletas, e este é o
caso dos exemplos 3, e 5. No exemplo 3, a equagdo é incompleta em ¢, no 4 ela é incompleta
em b, e no uUltimo exemplo, a equagao de 22 grau é incompletaem b e em c.
Perceba que a equacdo de 22 grau ndo pode ser incompleta em “a”, pois, se isto ocorrer, ela

deixara de ser de 22 grau.

RESOLUCAO



Para resolvermos uma destas equacgdes, recorremos a famosa formula de Bascara, ja conhecida por
VOCE, e que se resume ao seguinte:

2 . " —b+|b*—4ac
ax“+ bx+c=0,coma,becreaisea # O,entao:sz

N3o faremos a demonstracdo da férmula de Bascara, mas seria um bom exercicio de Algebra para
vocé. Procure-a em algum livro de Matemadtica de 82 série ou 92 ano do Ensino Fundamental.

EXEMPLOS

Resolva as equagdes em R:
1) 3x*—4x+1=0
Temos uma equac¢do completa onde a =3, b =-4 e c = 1. Se utilizarmos a férmula famosa, teremos:

!

6
X = (9402431 _ +4tvie-12 _4+vd )X T =
= = = = 2

3

2:3 6 6 no__

Portanto, o conjunto Verdade procurado é: V = {—

[
—
N

2) u*4+5u—14=0

Esta também é uma equacdo completa na varidvel u cujos coeficientes sdoa = 1, b = 5 e
c = —14, logo:
4
 —5+52-4-1-(—14) -5+VZ5+56 -5+VB1 -5+9 | 1 =3=2
“T 2-1 - 2 -2 T2 14
U, = —7 = -7

Portanto, V = {—7,2}
3)4x* —4x—120=0
Temos agora uma outra equagdo completa em x, cujos coeficientes sdo multiplos de 4. Para

simplificarmos nossos célculos, podemos multiplicar 12 e 22 membros da equagao por %, e teremos:

i-(4x2—4x—120)=%-0 »x2—x—-30=0,0ondea=1,b=—1ec = —30.

Logo,
12
—(-D+JC1DZ—4-1-(-30) 1+vI+120 14+I21 1411 X =—=6
X = _ _ _ _
21 2 2 2 10

Conclus3o: V = {-5,6}

OBSERVACAO: A multiplicagdo dos dois lados da equacdo por um numero real ndo nulo, como
foi feito neste ultimo exemplo, ndo é obrigatdria. Sua finalidade é a de trabalharmos com uma
nova equac¢do com coeficientes menores, e isto diminui o nosso esforgo para resolvé-la.

Veja também que o fato de a varidvel ser x ouy out ou qualquer outra letra, ndo altera a

equagao.



Para comprovar a primeira observacdo vamos resolver a equacdo do ultimo exemplo sem

multiplicar seus coeficientes, e vocé vera que, de fato, o conjunto Verdade permanece o

mesmo:

A equacdo 4x? — 4x — 120 = 0, como vimos, tem coeficientesa = 4,b = —4ec = —120.
~ —(-4)+/(-4)2-4-4(-120) _ 4+V/16+1920 _ 441936 _ 4+y2%11%>  442%11
Entao, X = = = = = =

2+4 8 8 8 8
148
4ras| X =5 =6
8 "o 40 _
X =—== 5

Logo, V = {-5,6}

Portanto, dividir ou ndo os 2 membros da equac¢do por um numero diferente de zero para
resolvé-la é uma decisdo de quem vai efetuar o trabalho.

4) ResolveremR: —2y2+3y+2=0

Esta equacdo apresenta a = —2, b = 3 ec = 2. Além disso, a variavel é y.

Note que o coeficiente “a” desta equacdo é negativo. Também para simplificarmos os
calculos podemos, se quisermos, multiplicar seus dois membros por (—1), e obteremos :

(1) (-2y*+3y+2)=(-1)-0 -2y —-3y—-2=0

~(=3)+/(=3)7=42:(-2) _ 3+0+16 _ 3£VZ5 _ 345 _ { y'=2
2-2 y

4 4 4 "

Logo, y =

Entdo: V = {-2,2}
OBSERVACAO: Multiplicar ou ndo por (—1) os membros da equagio fica também a critério do

aluno.

5 (5—-2m)x—10m =0
Temos agora os coeficientes a = 1, b = —(5—-2m) e ¢ = —10m, onde b e c tém
valores que dependem de uma outra letra que serd denominada parametro e que ndo sera

calculada. Assim:

[-(5 —2m)] + {-[-G —2m)[}* = 4-1- (=10m) _ +(5 — 2m) + /(5 — 2m)? + 40m
2-1 B 2

Veja que (5 — 2m)? é um produto notével que j& anteriormente estudado:

5—2m+/(25 - 20m + 4m?) + 40m _ 5 — 2m /25 + 20m + 40m? _ 5 — 2m % /(5 + 2m)?
2 a 2 -

Vocé deve ter notado que o trindmio quadrado perfeito 25 + 20m + m? e que foi fatorado.

_ 5-2m+5+2m _ 10 _
_ 5-2m#*(5+2m) _ X1 = 2 T2
X = 2 - _ 5-2m-5-2m _  4m _

= ——=-2m
2 2 2

6) x> —10v/3x+63=0

5
,ousejaV = {-2m,5}



Coeficientes: a = 1, b = —10\/§ , ¢ = 63. Se aplicarmos a férmula resolutiva, teremos:

10V ¢ \/(—10\/5)2 —4°1'63 10y3+y300 252 10V3+ V48
B 2 - 2 - 2

X

1443
10v3£V2%3 _ 10v3£2%V3 _ 10V3+4V3 _ x' = 2 7V3

, portanto V = {3\/5, 7\/§}
2 2 2 Iz 6V3 3V3

2

7) 2x*—5x+6=0
Coeficientes: a = 2, b = -5 e c = 6.

—(-5)+y/(-5)2-4-2:6  5+v25-48  5+/-23 o .
X = » = " == Vocé deve ter verificado que, ao resolvermos

esta equagdo chegamos ao célculo de uma raiz quadrada de (—23). Isto é um problema em R,
pois ndo existe nimero real que, elevado ao quadrado, nos forneca um resultado negativo,
entdo dizemos que esta equacdo ndo possui raizes reais, e seu conjunto Verdade é o vazio.

Entdo, nestecaso,V =0 .

8) 4x*+6x=0
Vemos que esta equacdo é incompleta em ¢, poisa =4, b =6 e c = 0. Podemos inclusive

- . 1 ~
multiplicar seus dois membros por > e teremos a equagdo 2x?+3x =0, onde a = 2,

b =3ec =0.
0
I — 2 —
- —34/32-42:0  -34+/9-0 -34+1/9-0 -3+43 x=,=0
Entao, x = = = = =
2:2 4 4 4 m_ _6_ 3
X —_— —— = —_——
4 2
3
Portanto, V = {_E’ 0}
9) 9x2-25=0
Nova equagdo incompleta, porém agoraem b, umavezquea = 9,b = 0ec = —25.
30 _ 5
. 0+,/0%°-4-9:(-25)  04+4/0+900  0+/900 0430 X1 = 18 3
Assim, x = = = = =
29 18 18 18 _ 3 __ 5
Xy =——=—=
18 3

o 55
Conclusdo: V = {—;,;}

10) 4x*> =0
Finalmente, esta equac¢do incompletaembeemc,poisa = 4,eb = ¢ = 0.

- . 1 ~ .
Podemos multiplicar seus dois membros por ;€ teremos a equacdo x? = 0, e assim:



_0+y02—4-1-0 0£v0 040
B B 2

2-1 2

x -V ={0}
As equagdes incompletas podem também ser resolvidas se utilizarmos métodos particulares a
cada uma, dependendo do seu tipo. Vejamos:

11) 16x*—9=0(a=16,b=0ec = —9)

Se isolarmos a variavel, como se fosse uma equacao de 12 grau, teremos:

12) 16x* —9x =0 (a =16,b = —9ec =0)

Podemos fatorar o primeiro membro se pusermos x em evidéncia:

x=0-x"=0
2— = . —_ = 9 9
16x°—9%x=0->x-(16x—9)=0- 16X —9=016x=9 > x = — — 5" = —
16 16
Logo, V = {O, 116}
OBSERVACAO:

A partir de agora, as equacdes de 22 grau incompletas poderdo ser resolvidas por vocé pelo

método que vocé preferir.

EXERCICIOS:

Resolva as seguintes equagGes no conjunto R dos nimeros reais:

1) x*—7x+10=0 2) —3x2+7x—-2=0

3) 4x*—1=0 4) x*+11x—12=0

5) —5x>+10x=0 6) —5x>+10=0

7) x*—12x+36=0 8) —10x2=0

9) x*+(a—V2)x—av2=0 10) 2x* —=3v3x+3=0

11) x* — 7mV/5x + 30m? = 0 12) x* — (2v/3 +3V6)x + 18V2 = 0

13) V5x2 = 7x + 2¢/5 =0 14) 47x* +8x = 0

15) x2 — 20v/5x + 500 = 0 16) —=3x*> =27 =10

17) 11x* =0 18) 4x*+3x+1=0
RESPOSTAS:

b= 1 v= () ) 7= (i)



4) v ={-121) 5) V=1{0,2) 6) V={+V2)

7) V=16 8) Vv =1{0) o) V={-a2)
10)V = {VZE@} 11) V = {/5m, 6v5m} 12) V = {2v/3,36}
13)V = {%E\/E} 14) v = {0,27} 15) V = {10V5}
16)V =9 17) V = {0} 18)V =9

PROPRIEDADE:
A férmula de Bascara, que utilizamos para a obtencdo das raizes de equacGes de 29 grau,
possui um radicando a que damos a denominagdo de Discriminante e usamos para ele o

simbolo A.

. , -b+VA
Assim, poderiamos escrever que x = —a onde A= b? — 4ac.

Por outro lado, vocé deve ter percebido que hd equagGes de 22 grau que possuem duas
raizes diferentes, ha as que apresentam duas raizes iguais, e ainda aquelas cujas raizes ndo
pertencem aos numeros reais, e estas condigdes em que elas se apresentam sdo decorrentes

dos valores que o discriminante apresenta, conforme o seguinte quadro:

Existéncia das raizes de uma equacgdo de 22 grau

A>0 < 3X # X, € R (Existem raizes reais diferentes)
A =0« 3X, =X, € R (Existem raizes reais iguais)

A <0 < xe.X, ¢ R (As raizes ndo sdo numeros reais)

EXEMPLOS:

1) Verificar a existéncia das raizes reais das seguintes equacdes:

a)3x*+2x—6=0

N3o estamos preocupados em calcular as raizes, mas apenas verificar a sua existéncia no
conjunto R. Entdo devemos apenas calcular o Discriminante e tomar conhecimento do seu
sinal:

A=b*>—4ac=22-4-3-(-6)=4+72=76>0< 3x; # x, € R. Em outras palavras,

esta equacdo apresenta raizes reais diferentes.

b)—4x2—-6=0
Do mesmo modo, calculemos o Discriminante:

A=b*—4ac=0%2—-4-(—4)-(—6) = 0—96 = —96 < 0 & As raizes ndo s3o reais.



R - 1 .
Vocé pode observar que, se multiplicarmos por (—1) ou por (— 5) os dois membros desta

equacao, embora o valor do discriminante se altere, o seu sinal permanece o mesmo, e a

conclusdo a respeito da existéncia das raizes ndo se altera.

2) Obtenha o parametro m da equagdo 2x*— 6x + (1 —2m) = 0 para que suas raizes
sejam reais e iguais.
De acordo com o quadro apresentado, se ha raizes reais e iguais, entdo A= 0 e, em

consequéncia, b*>—4ac=0, entdo (—-6)2—4:2-(1-2m)=0=36—-8+16m=0=

16m =—28=>m=—1.
EXERCICIOS
1) Verifique a existéncia das raizes das seguintes equacGes de 29 grau:
a) 3x*>—4x—-1=0 b) x>?+4=0 c) x*+4x=0
d —x2+10x—25=0 e) 5x2=0  E_F,iq_9
5 10
g) 6x*+10x—18=0 4V3x® ENERS
h) ———5V6x+-—-=0

2) Obtenha o pardametro para que a equagdo obedeca a condigdo especificada:
a) 3x* — 4x + p — 3 = 0 tenha raizes reais e iguais;

b) x* — 5x + 1 + 2m = 0 tenha raizes reais e diferentes;

c) (m + 2)x* + 6x + 3 = 0 n3o admita raizes reais;

d) 2x* — (4p + 2)x + 2p? = 0 tenha raizes reais.

RESPOSTAS
1) a) Ha raizes reais diferentes ; b) Ndo possui raizes reais ; c) As raizes sdo reais e diferentes;

d) As raizes sdo reais e iguais ; e) Raizes reais e iguais : f) Ndo tem raizes reais ; g) Raizes reais

13 21 1
diferentes; h) Raizes reais diferentes. 2) a) p= ? ;b)m< ? ;c)m>1; d)p=> —Z.

PROPRIEDADES

As propriedades que estudaremos em seguida sdo as chamadas Relagdes entre os coeficientes
e as raizes de uma equagao quadratica que obteremos a seguir.

12 Propriedade: Soma S das raizes

Dadas as raizes x; e x, da equagdo de 22 grau ax® + bx + ¢ = 0, temos que:



—b+vVb2 —4ac —b—b%2—4ac —b+Vb%—4ac—b—+/b?—4ac
2a + 2a - 2a

—2b b

—=-

S=x1+x2=

a
22 Propriedade : Média M das raizes
Como nas equagoes de 292 grau ha duas raizes, a Média Aritmética entre elas é a metade de

S
sua Soma, eteremos M ==-=-*2——---= —— |
2 2 a

32 Propriedade: Produto P das raizes

_—b+1’b2—4ac —b—w/b2—4ac_(—b+Vb2_4ac)'(_b_ b2—4ac)
N 2a 2a B 2a-2a

Note que o numerador é o produto notavel (a + b) - (a — b) que, como vocé sabe, é igual a

P=x1'x2

4a 4a* 4a* T 4a? d

, , 3 . _ (=b)*-(VbZ-4ac)* _ b’-(b>-4ac) _ b*-b*+4ac _ 4ac _ c
a“ — b*, entdo, teremos: P = 3 = = 42

Em resumo, dada a equagdo quadritica ax?+bx +c =0 (a # 0), sdo verdadeiras as

seguintes relagdes entre seus coeficientes:

, b
Soma das raizes: S = -

.y , b
Média das raizes: M = ~%a

Produto das raizes: P = 2

EXEMPLOS:
Obtenha Soma, Média e Produto das raizes das equagdes, sem calcular as raizes:

1) 3x*—10x—-15=0

S=—2=—_—10=£,‘M=—£=—_—10=E;P=£=_—15=—5.
a 3 3 2a 2:3 3 a 3
2) —5x2-3x+10=0
b -3 3 b -3 3 c 10
=TT M T T T ae T T w P T T

3) Ache o parametro da equagdo 2x* + (3m — 4)x + 1 = 0 para que:
a) Uma das raizes seja —3.
Isto significa que x = —3, e este valor de x deverd ser substituido na equagdo . Ou seja:

2:(=3)2+ (B3m—4)-(-3)+1—4m = 0 que passou a ser uma equagido de 12 grau na



varidvel m, e entdo: 2:9-9Im+12-4m=0--13m+18+12=0- —-13m =

30
—-30->-m=—.
13

b) A Soma das raizes seja igual ao dobro de seu produto

b c
§=2P>——=2-—>-b=2:c>-@Bm-4)=2(1-4m) > —3m+4=2-8m

a
->m=-2-m=-—-
5
c) Asraizes sejam opostas.
Se as raizes sdo opostas, entdo x; = —x; > x; +x, =0->S5=0.
b 4
Logo,S=—;=0—>b=0—>3m—4=0—>m=5
d) Asraizes sejam inversas
1 c 1-4m
Neste caso, como x4 =x—,teremosx1-x2 =1-P == 1- =1-1-4m=2.
2

~ 1
Entao, m = T

e) O dobro do produto das raizes seja o triplo de sua soma
c b
2-P:3-S—>2-E=3.(—E>—>2-c=—3-b—>2-(1—4m)=—3-(3m—4)—>2—8m

=-9ImM+12->-8m+9Im=-2+12-m=10

EXERCICIOS

Seja a equacdo de 22 grau 4x> + (3p — 5)x — 1 + 2p = 0. Obtenha o valor de p para que:

a) Suas raizes sejam inversas; b) Uma das raizes seja _2
3I
c) Asraizes sejam reais e iguais; d) O produto das raizes seja -6;
e) A soma das raizes seja 12; f) O dobro da Soma seja o triplo do P.
RESPOSTAS:
a) p=1; b)impossivel; ) p = g)p =~ o) p= -2 qp =L

9 7 2’ 12
PROPRIEDADE
Considere a equagdo ax®+ bx + ¢ =0 , quadratica e na varidvel x. Vocé ja sabe que

podemos multiplicar seus dois membros por um nuimero diferente de zero que ela ndo se



altera. Utilizemos tal propriedade e multipliqguemos os dois membros da equagdo considerada

c 0

1 ax? | bx b
= 0o —+—+-=--ox+-x+
a a a a a

por %, que ¢é diferente de zero: %(ax2 +bx+c)= 2

£=o.
a

b c s ~ p .
Como S =x1 +x, = - e P=x1"x, = ~ 2 ultima forma da equacdo poderd ser assim

escrita: x> — Sx + P = 0.

EXEMPLOS

1) Montar a equacgado de 22 grau cujas raizes sdo -2 e 9

Facilmente calculamos: S = —-2+9=7,e P =(—2)-9 = —18. Como vimos, a equagio de
29 grau pode ser escrita na forma x*—Sx + P =0, entdo aquela que procuramos é:

x> —7x—-18=0.

~ (s , 3 1 - o
2) Montar a equagdo quadratica de raizes — Sene coeficientes inteiros.

301 5 3\ 1 3 . 5 3 , ~
S=_E+Z=__ eP=(—5)-Z=—§. Logoaequagaoex2+2x—§=0, porém ela nao

tem coeficientes inteiros. Para que isto ocorra, devemos multiplicar os dois membros por 8,

mmc dos denominadores, é que ndo é igual a zero: 8 - (x2 + Zx - %) =8-0-8x?+10x —

3 = 0, que é a solugdo do problema apresentado.

EXERCICIOS

Montar as equacoes de segundo grau de coeficientes inteiros e cujas raizes sdo iguais a :

a) 3e8 b) -7e2 c) 2e7 d) -3e3

e) 6 f) -5e0 g) —2v3e6v3 h) geg

. 1 . 5 3

I) 485 J) —gez

RESPOSTAS

a) x*—11x+24=0 b) x*+5x—14=0 c) x*—5x—14=0
d x*—9=0 e) x*—12x+36=0 f) x*4+5x=0

g) ¥*—4V3x—36=0 h) 15x* —31x+10=0 i) 8x*—33x+4=0

i) 24x*+2x—-15=0

10



